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L’aubépine en fleur fut mon premier alphabet
(René CHAR)

Préface

On présente ici les corrigés des exercices et problémes proposés a la fin de chaque
chapitre de l'ouvrage Mécanique Quantique, Tomes I et II.

Chaque probléme, dont l’énoncé est reproduit dans une police différente, est repéré
comme suit : le corrigé 21.2 correspond au 2° exercice/probléme du chapitre 21, numéroté
21.6.2 dans louvrage, puisqu’il y apparait dans la section 21.6 ; la ligne de points d’inter-
rogation alternés marque la frontiére entre U’énoncé et le corrigé — que par facétie on
pourra voir comme une chaine antiferromagnétique de spins % ! Le rappel de l’énoncé
est motivé par le désir de proposer un livre fermé sur lui-méme mais, inéuitablement,
i est fait référence a d’autres ouvrages, ou aux deux Tomes dont ce livre se veut la

continuité ; ainsi, la notation (11-19.210) renvoie & I’équation (19.210) du Tome II.

Les calculs sont détaillés a Uextréme afin d’aider le lecteur dans les étapes inter-
médiaires, au risque parfois d’une certaine inélégance : on trouvera des expressions qui
se simplifient ¢ vue, mais dont l'écriture, premiére et brute, permet de retrouver les dif-
férents éléments y ayant conduit ; il n’est pas trés enrichissant de se bagarrer avec un
facteur 2 en trop ou en moins, mais il est utile d’en saisir [’origine.

La difficulté des problémes est trés variable, reflétant la progression du niveau
de connaissances développé dans les deux Tomes. Certains d’entre eux sont de simples
applications de cours, permettant de vérifier l’assimilation des points fondamentauz, en
se livrant a un travail personnel peu cotlteur mais irremplagable. D’autres exigent la syn-
thése ou le rapprochement d’idées exposées ici et la, incitant ¢ une réflexion permettant
de structurer la connaissance acquise en réalisant la proximité de concepts disjoints au
premier abord. Enfin, certains problémes sont tirés d’articles de recherche fondamentaux
et/ou récents et sont, de ce fait, assez difficiles. Sans surprise, leur corrigé est long, el
parfois laborieuz, mais c’est le priz a payer pour rendre accessibles des travauz importants
publi€s dans des revues que les €tudiants sont trop peu incités a consulter. L’auteur espere
ainst avoir un peu contribué a rapprocher deur domaines de la littérature en Physique, et
avoir donné ’envie auz lecteurs hésitants de se familiariser avec un style de publication
d’acceés difficile, méme quand on est bien préparé par la lecture approfondie des ouvrages
académiques.
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L'un des objectifs a été que Uensemble de ces problémes soit d’intérét pour un
vaste public, de la troisiéme année de Licence aux deuzr années de Master, voire o des
doctorants. Ce spectre large awrail vendu caduque et sans intérét toute classification de
la difficulté, et c’est pourquoi on y a finalement renoncé. L’abord d’un probléme peut
se jouer comme une petite aventure, image en réduction mais nullement réductrice, de
Vaudace dont Heisenberg fit prewve en 1925, affirmant plus tard dans ses souvenirs qu'il
faut parfois foire le “sant dans le vide”.
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éclairage mais aussi pour leurs encouragements.
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sa facon, contribué a donner une autre dimension au devoir de transmettre un peu de
SaVOIr.

Monsieur Francis Germain aura été un collaborateur fidéle de tous les instants,
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Corrigés du chapitre 1

Introduction

1.1 Détermination du rapport charge/masse de I’élec-
tron (méthode de Thomson et Kaufmann)

La méthode de Thomson (1897) consiste & étudier la déviation d'électrons de vitesse initiale ¥y
(parallele & Oy) par un champ électrique E et un champ magnétique B, tous deux constants,
homogenes, paralleles a Oz et agissant dans la région située entre O et un écran ol sont
matérialisés les électrons (voir fig. 1.1). L'impact du faisceau électronique est détecté sur un
écran placé a la distance d de I'origine O. On note e et m la charge et la masse électroniques
et w= % la quantité appelée pulsation synchrotron.

U .

Figure 1.1: Schéma de P'expérience de Thomson - Kaufmann

1. Principe de 'expérience

(a) Dessiner I'allure typique d'une trajectoire électronique.

(b) Trouver I'équation paramétrique (en fonction du temps) de la trajectoire d'un
électron, en prenant comme origine des temps I'instant ol |'électron passe en O.
A quelle condition obtient-on un impact sur I'écran ?
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(c) Soit t; I'instant d'impact sur I'écran. Dans I'hypothése ol wity < %, déterminer
I"équation cartésienne de la courbe sur laquelle se trouvent les impacts lorsque la
vitesse initiale varie en module. Que se passe-t-il si on inverse le champ électrique ?

{(d) Comment cette expérience permet-elle de mesurer le rapport Cr:—:;s% pour |'élec-
tron 7

2. Corrections relativistes

Peu de temps apres les premieres expériences de Thomson, Kaufmann (aprés le premier
article d'Einstein sur la Relativité Restreinte) s'aper¢ut que la loi parabolique obtenue
en lc n'était pas vérifiée pres de I'origine O, c'est-a-dire la ou I'on trouve les particules
dont la vitesse initiale est trés grande.

(a) Identifier I'origine de cette anomalie.

{(b) A I'aide de la conservation de I'énergie, déterminer la variation dans le temps de
la coordonnée z a l'aide de la fonction 7'(¢) définie comme :

T ¥ yme? , v=(1 -5V, /j-_% . (1.1)

(c) En utilisant la relation fondamentale de la dynamique (relativiste), trouver le
Jef

complexe Z(t) = y(t) + iz(t) en fonction de 7 (1)
T(0)

cle|E
coordonnées d'espace en fonction de la variable ¢(7) définie par sinh ¢(t) = %
{e) Montrer que si vg — ¢, les impacts se rapprochent de I'origine O’ suivant une

courbe qui n'est plus tangente a O'z’. Retrouver la pente verticale mise en
évidence dans la partie 1 par un passage a la limite convenable.

(d) Trouver la fonction 7°(t) (poser 7 =

). En déduire I'expression des trois

1. Principe de expérience

(a) On prend les deux champs orientés dans le sens des z positifs. La force
électrique est dirigée le long de Oz, vers les cotes négatives (la charge e est
négative). Par ailleurs, au moment ol I'électron arrive en O, la force de
Lorentz est dirigée vers les z positifs. Au total, la trajectoire est une hélice
d’axe parallele a Oz, située dans 'octant z < 0,y >0, 2 > 0.

(b) La force agissant sur I'électron est F' = e(E+@x B) ; la projection sur les trois
axes de ’équation fondamentale de la Dynamique donne {m est la masse de
I'électron) mi = eE, mij = e2 B, mZ = —ey B. Avec les conditions initiales
précisées, on en déduit d’abord o = %t? En posant Z(t) = y(t) + iz(¢),
on voit que Z(t) satisfait Z = iwZ, avec w = %, dout Z(t) = Z(0)e*?,
ol Z(0) = vp. Une deuxiéme intégration en temps donne y(t) = Lsinwt et

Z(t) = (1 — coswt) .
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\l/

Ol

Figure 1.2: Lignes ou se distribuent les impacts quand la vitesse initiale varie (& gauche,
champ électrique dirigé comme Oz, & droite, champ dirigé en sens contraire de Oz). Plus
la vitesse initiale est grande, plus I'impact est proche de O’.

Pour avoir un impact sur I’écran, il faut que 32 soit supérieur & d, soit que les
électrons aient une vitesse assez grande, ou que le champ magnétique ne soit
pas trop intense.

(c) Sity est Vinstant d’impact sur Iécran, alors y(t1) = d ; dans ’hypothése ou

wty < %, on en déduit #; ~ (‘—' d'olt z(t)) ~ Tffri? et z(t;) ~ ‘—‘2—:-"—
! 2Zmug 0

L’équation cartésienne de la courbe sur laquelle se trouvent les impacts lorsque
la, vitesse initiale varie en module s’obtient en éliminant vy entre x et z, soit
e = %}9—‘ +=x : c’est donc une demi-parabole, dont l'axe est paralléle a
O’z’, orientée vers les ' négatifs si £ > 0, (champ électrique dirigé vers les
x positifs), vers les 2’ positifs si £ < 0 (champ électrique dirigé vers les =
négatifs, voir fig. 1.2},

(d) Cette expérience permet de trouver le rapport %&? en mesurant les coor-

données de quelques points de la demi-parabole
2. Corrections relativistes

(a) L’anomalie observée apparait pres de l'origine ; elle concerne les électrons de
grande vitesse et résulte du traitement non-relativiste

(b) L’énergie totale est ymc? + eU = T — eEx, & une constante additive pres ;
comme ¢’est une constante du mouvement, 7 (¢) — eEx(t) = T(0), d’ou :

1
T eF

z(t) [T(t) = 7(0)]

(¢} La relation fondamentale de la dynamique relativiste donne par projection
Py = eBv, et p, = —eBuvy, d’ol :

d

"

Comme 7 (t) = m~yc?, on en déduit I’équation différentielle :

T(t)Z +ieBc® Z(t) = mey(0)vg = T(0)vg |

(v(t) 2) = —ieEB Z(t) <= mny(t)Z = —ieB Z(t) + my(0)vy .

dont la solution est :

Z(t) = Te(g);;o [1 - exp(ieBc2 /0t %)}
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(d) Onaw, = —%T(t) et L(myvg) = eE, dott :
= (eEc)*t |

d, 1. .
— =e TT
dt(c T eET) eE «—
et 7(t) = 7T(0)cosh¢(t) dans les notations introduites de I'énoncé. On en
déduit : 7(0)
gy £ \Wvo _iapa2_ T
Z(t) = B [l exp( ieBc T(O)aﬁ(t))} ,

et les coordonnées de I'électron :

{_:L(‘t) = —c7[cosh ¢(t) - 1] ’

E _ .Bc E Be
y(t) = T 5 SN [Fqﬁ(t)] , z(t) = vT 5 (1~ cos [TE—QS(I)J)

(e) Le point d’impact sur 'écran se produit en t = 7, soitd = UoTB(_ sm[BCd> (t1)]-
Sivg — ¢, T(0) — +oo, donc sm[BECqﬁ t1)] — 0, ainsi que ¢(t;) = ¢1. Dans
cette limite :

c
2(ty) >~ vor qﬁl , z(ty) ~ Y o7 -

z
T~ Tfr--',': g
E > 0| \/L

s
/

\/ :
A — > T

Ol

lignes on se distribuent les impacts quand la vitesse initiale

Figure 1.3: Cas relativiste : 1i
varie (& gauche, champ électrique dirigé comme Oz, & droite, champ dirigé en sens
contraire de Oz). Plus la vitesse initiale est grande, plus impact est proche de O’.

Bey: inclinée de

— =,

Les points d’impact se répartissent donc sur la droite z = — %
Be (voir fig. 13) Dans la limite

E

I'angle v par rapport & O'z’, tel que tany =
¢ infinie” on retrouve la tangente verticale de la demi-parabole obtenue dans

la premiere partic.
1.2 Détermination du nombre d’Avogadro N a P’aide
du mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le mouvement irrégulier de particules (diamétre de I'ordre du
micron) en suspension dans un fluide. Il résulte des impacts nombreux incessants des petites
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particules du fluide sur la “grosse” particule et est le révélateur de |'agitation thermique et
des fluctuations thermodynamiques . Dans ce qui suit, on étudie une description dynamique
simple du mouvement et, la rapprochant de mesures effectuées par Jean Perrin, on donne le
principe de I'une des toutes premiéres déterminations précises de AV

1. Modéle dynamique pour le mouvement Brownien.

La grosse particule, de masse m, est soumise a deux forces! de la part du fluide : une
force de viscosité, proportionnelle a la vitesse, la constante de proportionnalité étant
notée C, et une force F'(t) de moyenne nulle fluctuant tres rapidement a I'échelle du
mouvement de la particule. Le fluide est supposé étre a I'équilibre thermique a la
température T'.

(a) Notant z(t) la position de la grosse particule?, écrire I'équation fondamentale de
la dynamique. On pose 7 = % ; quel est le sens physique de 7 7

(b) Aprés multiplication membre & membre par x, prendre la moyenne d’ensemble
de I'équation et la simplifier en laissant tomber? les corrélations entre F(t) et
z(t). Apres transformation du terme contenant la dérivée seconde, en déduire
une équation différentielle pour (zz). A quoi est égal® le terme (z%) ?

(c) Intégrer I'équation différentielle sachant que la quantité (zz) est nulle 3 ¢ = 0
(quel est le sens physique d'une telle condition ?). En déduire (z2)(¢) sachant
qu'a t =0, (x?) est nul (sens physique ?) et montrer que, pour t 3> 7, la forme
asymptotique de (z%)(t) est de la forme (z%)(t) ~ 2Dt, ot D est une constante
appelée constante de diffusion.

(d) Dans le cas de particules sphériques de rayon ¢ = 0,4 pum, et pour des faibles
vitesses, on peut écrire C' = 6mna (loi de Stokes) ol 7 est la viscosité du fluide
(n =10"3kg/ms (eau 3 27°C)) ; la densité de la particule est comparable 3 celle
de I'eau, et on prendra p = 1g/cm® En déduire I'expression de (z°) A retenir
dans le cas d'une observation macroscopique (échelle de temps expérimentale :
une seconde).

2. Relevé d’une expérience de Jean Perrin (1905) [1] La table p.6 donne les nombres
d’occurrences de la quantité §(¢) définie comme :

5(t) £ a(t) —z(t —2) ,
ol t est en secondes et § en pm.

(a) Utiliser ce relevé d’expérience pour calculer (z?) et en déduire la valeur numérique
de la constante D introduite en lc.

1Ces deux forces ont la méme origine physique et résultent des chocs des particules légéres du finide.
Elles ne sont donc pas sans relation I'une avec 'autre, elles sont méme indissociables.

20n se place & une dimension d’espace pour simplifier.

30n peut montrer que cette approximation ne modifie pas le régime a grand temps, qui est le seul
résultat utile ici.

1Penser au théoréme d’équipartition de énergie.
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(b) Par comparaison avec la partie 1, obtenir la valeur numérique du nombre d'Avo-
gadro A/ (la constante des gaz parfaits est, R = 8,31 J/K).

| o(t) [ nombre d’occurrences |
< =55 0
entre —5,5 et —4,5 1
entre —4,5 et —3,5 2
entre —3,5 et —2,5 15
entre —2,5et —1,5 32
| entre —1,5 et —0,5 95
entre —0,5 et 40,5 111
entre +0,5 et +1,5 a7
entre +1,5 et +2,5 47
entre +2,5 et +3,5 8
entre +3,5 et +4,5 3
entre +4,5 et +5,5 0
> 45,5 0

3. Modéle stochastique : la marche de U'iurogne

Pour finir, i s’agit maintenant de définir un modeéle simple de marche au hasard sur un
réseau unidimensionnel de points régulierement, espacés de la distance 2. Une particule
(ou un homme éméché) se déplace en effectuant des sauts sur ce réseau de la fagon
suivante : tous les At, la particule située au site d'abscisse pa (p € Z) saute sur I'un
des deux sites premiers voisins, vers la droite avec la probabilité p, vers la gauche avec

la probabilité ¢ = 1 — p. La position de la particule est donc une variable aléatoire X'
pouvant prendre les valeurs discretes na. Conventionnellement, le site de départ est
celui fixant I'origine (n = 0) du réseau ; le cas échéant, on posera v = aAl.

(a) Soit z,(t) la position atteinte par la particule au temps t = NAt quand elle a
effectué n sauts vers la droite et N —n sauts vers la gauche (0 < n < N). Quelle
est la probabilité P, = Prob[X = x,(t)] ?

(b) A I'aide des P,, écrire I'expression de I'espérance mathématique de I'aléatoire X .

déf

(c) On introduit la fonction génératrice F'(\) = Zfzo A" P, Expliquer comment F'
permet de calculer simplement les moyennes des puissances® de la position (X*).

(d) Utiliser ceci pour trouver :

i. fa valeur moyenne de la position a V'instant ¢, (X)(¢). En déduire la vitesse
moyenne définie comme V £ 2(X)(t) ; vérifier qu'elle s'annule sip = ¢ = 1
(marche non biaisée) ;

ii. I'écart quadratique de la position AX? = (X?) — (X)2. Comment varie-t-il
en temps ? En déduire I'expression de la constante de diffusion D. Com-
menter en comparant avec les résultats de deux parties précédentes.

5Ces quantités sont appelées moments.
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1. Modéle dynamique pour le mouvement Brownien.

(a)

(b)

L’équation fondamentale de la dynamique est m& = —C% + F'(t). En prenant

une moyenne d’ensemble, on a (&) + £ (v) = £ (F(t)) = 0 ; ceci montre que

=
r ¥ % est le temps de relaxation de la vitesse moyenne, puisque 'intégration
donne (v)(t) = (v)(0)e~*/7.

En effectuant les opérations indiquées, on trouve :
. 1, . 1
(xZ) + ;(xz) = —(F:v) .

En négligeant les corrélations entre F(t) et z(t), (Fz) — (F){z) = pumque
la force fluctuante a une moyenne nulle. Par ailleurs (z%) = & (z) — (&%),
d’out I'équation demandée pour {zi) :

d, . 1, . .
S {ad) + (o) - (3%) =0

D’apres le théoreme d’équipartition de ’énergie, la particule étant en équilibre
avec le bain, on a m(i?) = 1kgT, d’ot finalement :

ksT

B (1.2)

d 1, .
z Iy =

o) + = (u)
La condition initiale (x£)(0) = 0 signifie, par exemple, que vitesse et position
sont décorrélées au départ — et on peut toujours choisir l'origine de 'axe au
point de départ. La solution de (1.2) avec cette condition initiale est :

kgT .
z)(t) = —(1—e"7) .
() (1) = 2 )

La condition {(z2)(0) = 0 signifie qu'au départ, il n’y a pas de dispersion
des positions initiales des particules de ’ensemble statistique. En vertu de
(zz) = £ (z?), cette derniére quantité s’obtient par intégration :

2kpT 2kpT
(z2)(t) = CB t+r(e 1)~ B2t Visr
ceci montre que la constante de diffusion est :
kgT
D=2
C
Noter qu’avec une force extérieure systématique Feyy, on a (v)(t) = é, ext

(aprés un bref transitoire), ce qui permet d’identifier % avec la mobilité  ;

des lors, la relation précédente s’écrit :

D ket
i

c’est la formule d’Einstein reliant constante de diffusion et mobilité, avatar
le plus élémentaire du théoréme de fluctuation-dissipation.
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(d) Avec la loi de Stokes (particules sphériques et faibles vitesses), C = 6m7a,
2

m = %ﬂ(ﬁp’ dotu 7 = Q?T};e ~ 4 x 107%s. Sans aucun doute, I'expression

approchée (x2)(t) ~ 2Dt est pertinente pour des expériences faites & I’échelle

de la seconde.
2. Relevé d'une expérience de Jean Perrin (1905)

(a) La table donnée dans le texte permet de calculer la moyenne statistique de
Pécart 62 :
0(=5,6)2+1(=5)2+2(—4)? + ...+ 3(4)2+0(5)%+0(5,5)*
2432+ 111+4... +95+87+8 ’

soit 62 = 810 ym? ~ 2,02 pm?. D’olt 2D x 2 2 2,02 pm?, et :

(8%) =

D ~ 0,505 x 10" 8 cm?s™! .

(b) Par ailleurs D = 8T = AL d'ou 'expression du nombre d’Avogadro A (&

Pambiante, T ~ 293 K) :

RT 8,31 x 293
N = = =3 6 1z o
6mnaD ~ 6m x 1073 x 0,4 x 1076 x 0,505 x 10~1

soit :

(N ~6,3x 10

3. Modéle stochastique : la marche de livrogne

(a) zn(t) est la position® atteinte par la particule au temps ¢t = NA¢ quand elle
a effectué n sauts vers la droite et NV — n sauts vers la gauche (0 < n < N),
donc z,, = n(+a) + (N —n)(—a) = (2n — N)a. La probabilité correspondante
est P, = Chp™(1 —p)V-", dou:

P, = Prob[X = (2n — N)a] = Cip"(1 - p)¥ "

on vérifie sans peine que Z:Lo P, = 1. Cette distribution est appelée loi
binomiale.
(b) L’espérance mathématique de I'aléatoire X, notée (X), est par définition :

N N
(X) = ZPn(Qn—N)a = QaZnPn —Na .
n=0 n=0

(c) En dérivant F(\), on obtient $£ = 22’:1 nA""1P,, puis en faisant A\ = 1,
Z'Invzl(ou 0y Pn = (&%) ,_;- Lasomme au premier membre est I'une des contri-
butions apparaissant dans {X). La connaissance de F'()\) permet visiblement
de trouver par dérivations successives les différentes valeurs moyennes (X*),

k € N, appelées moments.

6] .’origine est prise au point de départ.
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(d) L’expression compacte de la fonction génératrice s'obtient en calculant ex-
plicitement la somme apparaissant dans la définition (on remarque que c’est
le développement d’un binéme) :

N
FO) =) CxAp"(1-p)" ™ =+ (1 -p]";
n=0

comme il se doit F(1) =1 (c’est la somme des probabilités).

i. la valeur moyenne de la position & l'instant ¢, (X)(t) est —Na -+ 2F'(1) ;
le calcul donne (X)(t) = (p— ¢)Na = (p — q) & ; elle s’annule bien si

p = ¢ = % (marche non biaisée), est positive si p > ¢ et négative dans le

cas contraire. La vitesse est donc V = (p — q) &

ii. la moyenne du carré de la position (X?2) est a?}", (2n— N)2P,. Un calcul
sans difficulté donne (X?) = N2a2+4a°N(N —1)p(p—1). La soustraction

du carré de la valeur moyenne donne [’écart quadratique :

AX?=4a’Npg = 4a2pqi ;

At
il croit linéairement en temps, ce qui signifie que la taille typique du
domaine visité & l'instant ¢ augmente comme v/t, régime de croissance
intermédiaire entre du sur-place et un mouvement de type balistique ot la
coordonnée augmente linéairement en temps.
L’expression de la constante de diffusion s’obtient par identification avec

der AX? iy
= =5 soit :

2a?

D =2a?Npg = pg —
a'Npg=rpq ~

En tant que fonction de p, D est maximum pour p = q = %, soit quand

le hasard est le plus grand. La constante D est bien sir nulle pour une
marche non aléatoire (p =1 ou q = 1).

Tous ces résultats sont en harmonie avec ceux obtenus dans les deux
premieres parties. Pour en savoir plus sur les marches au hasard et les
processus stochastiques, le livre de Montroll et West [2] en propose une
remarquable (et lisible) initiation.

1.3 Les expériences de Kappler (1931)

Il s'agit d'une autre méthode précise de détermination du nombre d'Avogadro”. Kappler
a mesuré les fluctuations de la position d'équilibre d'un petit miroir (surface de 'ordre de
1 mm?), suspendu dans I'air verticalement par un fil de torsion de constante K ; la position
du miroir peut étre trés précisément repérée par la déviation d'un rayon lumineux. On note

7Avant de faire cet exercice, il est recommandé d’avoir fait Iexercice 1.2 p. 4, tout particulierement
la partie 1.
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T la température de 1'air, 8 I'écart a la position d'équilibre, I le moment d'inertie du miroir
par rapport a son axe de rotation. A la force de rappel prés, le miroir est dans une situation
trés comparable a celle d'une particule brownienne et, sous les impacts des molécules d'air,
effectue des petites oscillations aléatoires autour de sa position d'équilibre.

1. Sachant que le miroir est en équilibre thermodynamique avec |'air ambiant, quelles
sont les valeurs moyennes de son énergie cinétique et de son énergie potentielle ?

2. En déduire que NV est donné par :

RT
N = 2 (1.3)

ol (6?) est I'écart quadratique de la position du miroir.

3. La mesure donne (%) = 4,18 x 10~%rad®. Trouver la valeur de A sachant que
K=94x107168I, R=8,31J/K.

1. I’énergie mécanique du miroir £ a pour expression :
: 1 1
E=_I0*+ K¢* |
2 + 2

ou les deux termes a droite représentent respectivement les énergies cinétique et po-
tentielle. Tout comme un oscillateur harmonique, la “coordonnée” 8 et la “vitesse”
6 figurent au carré dans F, d’ou équipartition de I’énergie quand on prend les
moyennes a la température T :

Lrgey _ (lggey 2 1
(316%) = (3K0°) = ~ksT

2
2. De (%K92> = %kBT et de kg = % , on déduit I’expression donnée dans ’énoncé :
RT
N = K65 (1.4)

(62) étant écart quadratique de la position du miroir, puisque la valeur moyenne
de 4 est nulle.

3. L’expérience est évidemment menée & 'ambiante, T' ~ 293 K ; on trouve :

N = 6,15 x 10%]

10
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1.4 Equilibre d’une atmosphere isotherme

Jean Perrin [1] a également étudié la répartition de la densité d'équilibre d'un gaz dilué de
grosses particules de masse M immergées dans un fluide, le tout étant contenu dans un bocal
cylindrique vertical. Plus précisément, Jean Perrin a observé que la densité linéaire n des
grosses particules, homogene a I'inverse d'une longueur, variait avec l'altitude z suivant la
formule barométrique :

1

n(z) = n(0) e PM9= (B= lc;;ﬁ) ;

(1.5)
g est 'accélération de la pesanteur, z est I'altitude comptée positivement vers le haut, kg la
constante de Boltzmann.

1. Soit P(z) la pression a I'altitude 2. Montrer que la condition d'équilibre mécanique
de la tranche de gaz située entre les altitudes z et 2z + dz donne % = ——1%-‘1 n(z), S
désignant la section droite du bocal cylindrique.

2. Le gaz de grosses particules étant tres dilué, il obéit a une équation d'état du genre gaz
parfait PV = NkgT, ou N est le nombre de particules dans le volume V. En déduire
la formule barométrique (1.5).

3. Comment N est-il inclus dans les résultats précédents ?

1. P(z) étant la pression a l'altitude z, la condition d’équilibre mécanique de la tranche
de gaz située entre les altitudes z et z + dz est :

—P(z+dz)S+ P(z)S—mg=0,

ou m est la masse de la tranche de gaz de grosses particules situé entre les altitudes
z et z+dz ; m = Mndz, olt n(z) est la densité linéaire des grosses particules.
Finalement :

dP My

Cette équation est parfois appelée équation barométrique.

2. Avec I'hypothése du gaz parfait de grosses particules, I’équation d’état pour la
petite tranche située entre z et z + dz est PSdz = ndzkgT, d'ou P = SkgT et

par dérivation P/ = iS'kBT ; le report dans (1.6) donne I’équation fermée pour la

densité : d M
n g B
P + ¥aT n(z) =0,
dont la solution est n(z) = n(0) e #M9%, avec f = 7.

"
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3. N est inclus dans 'argument de I’exponentielle puisque kg = /\Ef' L’échelle carac-
- k8T _ _RT

téristique de décroissance de la densité avec l'altitude est & Mg = Nip 18

mesure de £ donne A par N = ﬁ%.

1.5 Mesure précise de I'impulsion de particules par
focalisation

Des électrons d'énergie E de I'ordre du keV sont émis par une source S située au point O
et sont injectés dans la région z > 0 (voir fig.1.4). La vitesse initiale 7 est dans le plan
z0z et sa direction par rapport a I'axe Oz est caractérisée par I'angle o # 0, en principe
bien déterminé. Dans la région z > 0 régne un champ magnétique statique et homogeéne,
parallele 3 Oz et de module B ; e et m désignent la charge et la masse de I'électron®, ¢ la
vitesse de la lumigre dans le vide.

Figure 1.4: Schéma précisant la géométrie de I'injection des particules

1. Calculer numériquement le module vy et le comparer a c.

2. Ecrire I'équation fondamentale de la dynamique projetée sur les trois axes ; en déduire
les équations différentielles pour les coordonnées x, y et z d’un électron, exprimées a
I'aide de la pulsation cyclotron w, = %. Combien vaut w, ?

3. Donner I'expression de z(t), puis celle de la composante de la vitesse suivant Oz, soit
vz (t) ; en déduire x(t). Achever I'intégration en donnant y(t).

4. Soit 7 la distance d'un électron a I'axe Oz ; donner I'expression de r en fonction du
temps et en tracer le graphe.

5. On dispose un détecteur D sur I'axe Oz : a quelles distances Ly de O doit-on le placer
pour recueillir les électrons 7 On désigne dans la suite par L; la plus petite des Ly ;
calculer L1 numériquement quand o = 45°.

6. On déplace le détecteur le long de Oz, désignant par d sa distance au point O. A I'aide
d'un dessin, représenter le signal recu sur le détecteur en fonction de d, sachant que d
ne peut excéder 60 cm. Expliquer en quoi la mesure de L1 constitue une détermination
de V'impulsion initiale pg des électrons.

8Les valeurs & utiliser pour les applications numériques sont données 2 la fin de 'exercice.

12
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7. En réalité, le signal mesuré par D présente une largeur finie, provoquant une incertitude
sur la mesure de pg. Sachant que cette largeur ne peut &tre expliquée ni par les
inévitables inhomogénéités spatiales du champ magnétique, ni par la valeur (inconnue)
de v (qui est parfaitement définie), quelle est la cause de I'élargissement ?

8. Il s’agit maintenant de préciser comment on peut modifier I’appareil pour réduire I'erreur
sur la mesure de py = mug, a condition de pouvoir mettre le détecteur en-dehors de
I'axe Oz ; dans la suite, d désigne la distance entre le détecteur et le plan zOy.

(a) Pour une valeur donnée de I'angle ¢, exprimer la distance d'un électron a I'axe
Oz, soit 7, en fonction de sa coordonnée z.

(b) Soit deux angles d'injection ¢’ et &’ (& < &) et les deux longueurs L] et LY
correspondantes ; quelle est I'inégalité entre L] et LY 7 Pour ces deux angles,
représenter graphiquement la variation de r en fonction z.

(c) Soit @ la valeur "nominale” de I'angle d'injection. Pour z fixé, donner I'expression
de la variation ér de r lorsque « varie de d« autour de @ ; en déduire qu’il est
possible de choisir d afin que la variation de 7 par rapport a « ne dépende que
de termes en (Sa)?. Ecrire I'équation fixant cette valeur particulizre de d, soit
d,, (ne pas chercher i résoudre cette équation, mais en donner une illustration
graphique).

(d) En déduire la modification a apporter au dispositif pour que la mesure de py soit
beaucoup plus précise (I'appareil focalise les électrons dans le plan d,,).

Valeurs numériques :
e=-1,6x1071°C, E=1keV, mc® =511keV , B=10"°T , @ = 45°.

1. Posant § = *, P'énergie cinétique est %mﬁzc2 et vaut donc 10% keV ; comme

me? =~ 511 keV, on voit d’emblée que B < 1 ; plus précisément 82 ~ 2 soit

B~ 6,3 x 1072, La vitesse vy est donc voisine de 6,3 x 1072 x 3 x 108 m/s soit
environ 19000 km/s.
2. L’équation fondamentale de la dynamique projetée sur les trois axes donne :
mi =eBy , my = —eB% mz=0 .
we = LBXIOIXI072 18 % 108 rad/s.

3. Par intégration compte tenu des conditions initiales z(0) = 0, v,(0) = vgcosa,

z(t) = (vg cos a)t. Par ailleurs, on a 05 = —wevy et vy = +wevy, Aol U = —wivy ;
avec v, (0) = vy sina, 0:(0) = —wew,(0) = 0, la solution est vz (t) = vo sin o cosw,t,
d'ott z(t) = 2% sin arsin wt puisque z(0) = 0. Enfin, compte tenu de vy (t) = — L0y,

Un

une intégration donne y(t) = “* sin (1 —coswct). La trajectoire est donc une hélice
d’axe paralléle & Oz, coupant I'axe Oy au point d’abscisse yo = 22 sina.
c

13
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4. 12 =22y = (& sin @)?(2 — 2 cosw,t), soit :

t
r(t) = 22 sin o | sin =
We

C’est une sinusoide rectifiée (voir fig. 1.5).

2m
We

Figure 1.5: Distance r(t) a axe Oz.

5. Le détecteur D étant sur I'axe Oz, il faut le placer 14 ou la trajectoire recoupe l'axe
0Oz, c’est-a-dire en des points correspondant & v = 0 : les distances Ly sont donc
telles que Ly = z(t = k i—”), soit Ly = k%’i U €os ¢ ; numériquement : L; ~ 47 cm.

6. Le signal est nul tant que d # L; ; la mesure de L; permet de trouver la vitesse
vp, donc ausi po = g (voir fig. 1.6).

7. Compte tenu des éléments donnés dans 1’énoncé, la cause de I'élargissement du
signal est I'imprécision de ’angle d’injection «, qui provoque une dispersion des
trajectoires.

signal

|
L,

Figure 1.6: Représentation schématique du signal requ par le détecteur en fonction de sa
distance d par rapport 4 la fente d’entrée.

8. On dispose le détecteur en-dehors de l'axe Oz, d désignant la distance entre le
détecteur et le plan 20y

(a) Pour exprimer r, distance d’un électron & ’axe Oz, en fonction de z, il suffit
d’éliminer le temps entre les fonctions r(t) et z(t) obtenues ci-dessus. On

14
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trouve ainsi :

r =2 sinalsin ¢ | ¥ f(z) (1.7)
We 2vp cos

Physiquement, il est évident que L} > L{ si o' < a”.

Wetr
A 2’!10
/£

WeZ

Q’UO

Figure 1.7: Variation de la distance r a Paxe Oz en fonction de z pour deux angles
d’injection voisins &’ < o’ (voir (1.7)). Le premier zéro est & ’abscisse 7 cos a.

()

(d)

Pour réduire I'incidence de 'erreur sur 'angle sur la largeur du signal, il suffit
de placer le détecteur en un endroit tel qu’une petite variation da ne produise
qu’une variation d’ordre supérieur pour les points d’impact. Les variations
de o provoquent aussi une dispersion des coordonnées x et y, mais on peut
envisager un détecteur de forme annulaire, perpendiculaire & Oz, de rayon
égal a la distance r introduite plus haut, et situé a la distance d de O.

Afin qu’une petite variation da autour de la valeur nominale @ donne une
variation d’ordre supérieur pour r, il faut et suffit que la dérivée de r par
rapport a « s’annule pour o« = @ : (g—g)a:a = 0, condition qui s’explicite en® :

d
tan X + (tan’@ X =0 , Xd:“%—
1

oul, = f)—’: vp cos@. Cette équation fixe la valeur de d & choisir, soit d,,,, d’ol
la position du plan du détecteur. Cette équation a une infinité de solutions
(comme le montre un graphique). La plus petite solution positive est un cer-
tain nombre Xo compris entre 7 et 7, d’ou la plus petite valeur —\:’1 L1 pour dy,
L’appareil focalisant les électrons dans le plan dn,, il faut disposer dans celui-ci
un détecteur annulaire de rayon égal & ry = F(dm) (voir éq.(1.7)).

Les livres de Enge (3] et Smith [4] donnent de nombreux autres exemples d’applica-
tions de cette techmique de focalisation, et constituent une bonne introduction & la
Physique nucléaire.

15
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038

Figure 1.8: Focalisation des trajectoires pour des petites variations do autour d’un angle
nominal d’injection a.

1.6 Spectrographe de masse

Un four a haute température (T" de I'ordre de 1000K) contient du chlore gazeux. Apres
ionisation (par un dispositif non-représenté), le mélange isotopique binaire d'ions CI~ (charge
q = —|e|, masses M; et My) issus du four est accéléré par une ddp U (de quelques dizaines
de kV) avant d'étre injecté dans la fente d'entrée S d'un spectro de masse. Le champ magné-
tique est horizontal, et perpendiculaire au plan de la figure. P désigne une plaque sensible
détectant I'arrivée des ions.

U
F l_ r IS impact d'union
our ¥

‘ h.?‘ D
2.
: = :

P

Figure 1.9: Schéma d'un spectrographe de masse.

1. Préciser le sens de la ddp U et la direction du champ magnétique B.

2. Donner 'ordre de grandeur de la vitesse d'un ion avant accélération par U et montrer
que |'énergie cinétique thermique correspondante peut &tre négligée.

3. Soit v la vitesse acquise au point S par un ion de vitesse initiale nulle. La trajectoire
d'un ion dans la partie ol régne le champ magnétique est un arc de cercle : rappeler
pourquoi ; donner I'expression de son rayon R et le calculer numériquement.

4. L, désigne la distance horizontale entre S et le point d'impact d'un ion de masse M;.
Comment varie qualitativement L; en fonction de M;, toutes choses égales par ailleurs ?
Exprimer L; en fonction de h et R;, et en fonction de h, M;, q, B et U.
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5. Calculer numériquement la distance AL séparant les deux types d'impacts.

6. Soit dvg l'incertitude sur la vitesse initiale compte tenu de |'agitation thermique dans
le four. Ecrire la condition sur v, M;, dvg et AM = M; — M5 pour que les impacts
de deux isotopes soient bien séparés malgré |'agitation thermique.

Valeurs numériques :
g = —1,6x 107" C, masses atomiques : M; = 35 et 37g/mol , U = 10kV, B =0,1T,
h = 10cm.

1. Les ions sont chargés négativement : la plaque de droite doit étre a un potentiel
supérieur a celui de la plaque d’entrée a gauche. Les trajectoires doivent incurvées
vers le bas : le champ magnétique B doit donc étre dirigé vers 'arriére du plan de
figure.

elu [9 ® 5 :S“‘?:\
S

———

\
T l' ions 5 N\* 7 M, \

Iigure 1.10: A gauche : polarités de la ddp. Au milieu : orientation du champ magnétique
{¢ < 0). A droite : impacts des ions quand M; > My.

S M,

2. L’ordre de grandeur de I’énergie d’un ion avant accélération par U est celui d’une
vitesse thermique, soit ~ 120% x 25meV ; ’énergie cinétique thermique, environ
85 meV, est donc négligeable devant les quelques kV acquis gréce a la ddp.

3. La force qu'x B étant perpendiculaire a la vitesse, il en est de méme de I’accélération :
va 2donc un module constant et le mouvement est circulaire uniforme. La relation
M*% = quB donne le rayon R du cercle : R = llqvllg, d’autant plus petit que la

charge est grande et le champ intense.

4. Une masse élevée correspond & une grande inertie, donc a une faible incurvation de
la trajectoire : plus M est grand, plus le rayon de courbure est grand, et c’est bien
ce que dit la formule précédente R o« M. L; est donc d’autant plus grand que la
masse M; est élevée.

Le théoreme de Pythagore donne L; = /R? — (R; — h)2 = \/h(2R; — h).
Par ailleurs 3 M;v} = |q|U, d’ot v; = \/ZJ%J[TU et Ry = L,/240

5. Numériquement :
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1 2x37x10-3x10% R SV
Ry = o/l ~ 87,7 om, By = /22 ~ 85,2 em.
Ly ~40,7 cm,Lo ~ 40,1 cm et AL ~ 0,6 cm.

6. L est une fonction de R, qui varie si la vitesse initiale varie, et qui dépend de la
masse des ions. Comparée & la vitesse acquise sous l'effet de la ddp, dvp est tres

petit, et vaut environ 1/’”—}3[1 ; par ailleurs, la différence relative de masse AAﬂy est

elle-méme assez petite (My; ~ My ~ M). S’agissant par ailleurs de trouver des
ordres de grandeur, il est licite de raisonner par différentiation.

Partant de L = /h(2R; — h), on trouve 8L = %6}3. La variation évg donne
une variation 6;.L ~ % %ﬁ ; AM donne la variation doL ~ % ﬁq—"f&k On veut

61 L < 8oL, soit Mdvy <« vgAM, ou encore v MkpT <« gﬂ—U AM, soit :

kT < |q|U(%)2 .

condition qui est toujours tres largement satisfaite dans les conditions de 'expé-
rience puisque kg7 ~ 85 meV < |q|U ~ quelques kV et (%)2 ~3x 1073

1.7 Le spectrometre de Bainbridge

La figure 1.11 donne le schéma d'un spectrographe de masse dii a Bainbridge. Une source
émet des ions positifs (masse M, charge ¢) dont le module de la vitesse initiale, v, est réparti
sur un grand intervalle. Ces ions sont injectés a travers la fente S; dans une enceinte 3 vide
haute et étroite, ol existent d'une part un champ électrique E créé par deux plaques P et P’
paralléles distantes de d et portées a des potentiels différents (V' = Vp — Vp: > 0), et d'autre
part un champ magnétique uniforme de module B, perpendiculaire au plan de la figure et
pointant vers le lecteur. La vitesse initiale ¢ est paralléle 3 I'axe 5,54.

AR T ,A_\
{ source d'ions |

\__positifs
— 3 Sl
P P’
+ i -

E@J

Pliaque sensible

S2
B'®

Figure 1.11: Schéma du spectro de masse de Bainbridge.
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R

A l'aide d’un dessin, donner les directions des deux forces (électrique et magnétique)
agissant sur un ion situé dans |'enceinte.

Quel est le module de la force résultante 7

B et v étant fixés, montrer que I'on peut ajuster la ddp V' de sorte qu’un ion ayant
cette vitesse ne subisse aucune déviation dans l'enceinte.

Quelle est la vitesse vy des ions issus de la fente S, 7
AN V=100V, d=2cm, B=1T.

Dans la région située au-dessous du plan de trace zz’ existe un champ magnétique
uniforme B’ dirigé comme indiqué. Dessiner la trajectoire d'un ion. Quelle est |'ex-
pression du rayon de celle-ci, en fonction de ¢, M, vy et B’ 7

A. N. : trouver la valeur approximative de R sachant que les ions constituent un
mélange isotopique de *7CI* et de 3°Ci* et que B’ =103 T.

Dessiner deux trajectoires pour deux ions de méme charge et de masses M; et M,
(]\/11 < Mg)

Soit Al = 1 mm la résolution linéaire de la plaque sensible (voir fig.1.11). Quelle est
la condition sur B’ assurant que 'on peut séparer les impacts de deux ions dont la
différence des masses est AM 7 Peut-on séparer les isotopes du chlore avec la valeur
de B’ choisie en 5 7

Les deux forces sont horizontales, la force magnétique est dirigée vers la gauche, la
force électrique vers la droite.

Le module de la force résultante est |¢(E — vB)| = q|% —vB.
Un ion de vitesse v n’est pas dévié dans ’enceinte si V' = ¢dB.
UO:%:%E m/stkm/S

Dans la région située au-dessous du plan de trace zz’, la trajectoire d’un ion est

. _ Muvy _ 36x107Ix5x10% ~
un demi-cercle de rayon K = gB = TEX10 Pxex10%x10=7 = 1,9m.

Les deux trajectoires pour deux ions de méme charge et de masses M; et M,
(M, < Mj) sont tracées sur la figure 1.12

On a 2AR = 2%@. Pour que cette distance soit supérieure & Al, il faut que B’

soit plus petit que 2%‘1 & Bl .x ~ 0,25 T ; avec la valeur indiguée en 5., la

séparation des deux types d’impact est tres nette.
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28R S ,
| /'I
A/[l < 1‘/[2 | \‘\.. ‘I‘l 13 '-.“,[’ . /’,:'

T

Figure 1.12: Trajectoires circulaires de deux ions apres sélection de vitesse.

¢ Remarque

Le chlore est trés électronégatif et acquiert la structure de l'argon en fixant un
électron et devenant un ion Cl~. On peut néanmoins facilement fabriquer et ma-
nipuler des ions C1* en s’assurant de I'absence d’électrons baladeurs. ¢

1.8 La force d’Abraham - Lorentz

La force de freinage F.aq écrite en (1-1.30) est conceptuellement pathologique, comme le
montre I'analyse qui suit. En reprenant les notations de la section 1.5, Tome |, I"équation
d'Abraham - Lorentz pour une particule de charge ¢ et de masse m soumise a une force!0 F
est (T=7):

mi=mri+ F | (1.8)

ol le temps 7 =~ 6,4 x 107245 est défini en (I-1.22). Comme déja mentionné, une premire
bizarrerie de cette équation est I'apparition d’une dérivée troisiéme de la position de la par-
ticule (définie par le rayon-vecteur 7), censée représenter |'effet du freinage par rayonnement.
De surcrolt, la perturbation du mouvement provoquée par cet effet est fondamentalement
singuliere, au sens ou elle modifie l'ordre de I’équation différentielle du mouvement, lequel
passe de 2 a 3 des que la charge est non-nulle. En fait, c'est bien parce que le petit paramétre
est en facteur de la plus haute dérivée que la perturbation est dite singuliére, par définition*!,

Ces avertissements étant donnés, il s'agit maintenant d'examiner les conséquences de
I'équation (1.8) telle qu’elle est, précisément pour bien mettre en évidence les trés graves
difficultés de fond qu'elle souléve.,

1. En utilisant la méthode connue pour intégrer une équation différentielle telle que (1.8),
écrire 'expression générale de |'accélération U(t), supposant connue |'accélération a un
certain instant to, ¥(to).

10Dans le modele de Thomson, cette force n'est autre que —mwi, voir (I-1.31).

1Le méme phénomene se produit pour I'équation aux valeurs propres de Schradinger, ol c’est cette
fois la constante de Planck qui est en facteur de la plus haute dérivée. 1l existe un traitement perturbatif
spécifique pour ce genre de question, appelé méthode BKW (ou WKB) dans le contexte quantique (voir
chapitre 9).
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. En examinant le cas particulier F = 0, montrer que cette solution est aberrante
physiquement.

. Revenant a la solution générale obtenue en 1 dans le cas F = 0, montrer que |'on
peut formellement éliminer les solutions divergentes par un choix convenable de #.
Commenter ce choix — qui, sur le plan technique, exprime une condition aux limites
plutét qu'une condition initiale.

. En déduire 'expression régularisée de la solution obtenue en 1. Revenant un cran
en arriere et en analysant le noyau intégral figurant dans cette expression, vérifier
que 'équation du mouvement redonne bien, dans la limite de charge nulle, I'équation
ordinaire de la dynamique.

. Afin d'exhiber clairement la violation annoncée d'un grand principe physique, effectuer
un changement de variable d'intégration trés simple pour obtenir :

o0 .
—8§
ds . .
m/ F(t+7s) (1.9)

Commenter cette derniere équation et montrer qu'un principe physique y est violé.

. Afin de mettre en évidence cette violation de fagon encore plus spectaculaire, traiter le
cas d'une particule de vitesse nulle en ¢ = —oo et soumise a une force échelon :

= 0 sit<?O

Résumer ces résultats en tracant la variation en fonction du temps de I'accélération et
de la vitesse. Noter que la particule se met en mouvement... avant |'application de
la forcel? |

—— T ?b? b?b?b ?b b b? b? b? s e e

L’équation d’Abraham - Lorentz pour une particule de charge e et de masse m

soumise & une force F est (7 =) :

mv=mro+ F |

ou T~ 6,4x10"%s

1. L'équation a résoudre est ¥ - %17 = —#F, dont la solution, générale est :
-, -, t=tg ot e o,
U(t) =v(to)e ™ - — [ e F(t)dt (1.11)
mr Ji,

12Un phénomene inacceptable, que 'on appelle parfois préaccélération d’une particule chargée. . .
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2. 8i F =0, 'expression (1.11) montre clairement que I’accélération diverge exponen-
tiellement aux grands temps.

3. On peut formellement éliminer les solutions divergentes en prenant iy = 4oo. Il
s'agit d’une condition aux limites qui élimine de fait la “condition initiale”.

4. En faisant ¢y = 400 dans (1.11) :

m/ﬂole‘?" Nt = = / K(t—¢)F()dt’ . (1.12)

Toutes les solutions de (1.12) sont aussi solutions de (1.11}, mais (1.12) n’introduit
pas de solutions aberrantes : en ce sens, il s’agit de la forme régularisée de (1.11),
et ce d’autant plus que la limite de charge nulle reproduit bien 'EFD.

En effet, dans la limite e — 0, 7 — 0 et le noyau K (t —t') se comporte comme une
fonction de Dirac ; on obtient alors o(t) = L F(t).

5. 11 est déja visible sur (1.12) que laccélération & l'instant ¢t dépend des valeurs de
la force & des instants ultérieurs : cette équation viole le Principe de causalité. Le
changement de variable suggéré met ceci en lumiere ; on obtient la forme :

. 1 +o00 -
v(t)za ; e *F(t+7s)ds

6. Avec une force échelon :

: 1 [T v o 1 o e
1 <0: 17(t)=——/ e dt' = —Fpe~ ,
mT 0 m
. 1 +oo L, 1 -
t>0: 17(t):—/ e dt' = —Fy .
mr J, m

Pour en savoir plus sur ce sujet, voir le livre de Jackson [5].

accélération

e

—T 0

Figure 1.13: Préaccélérération d’une particule chargée : la particule se met en mouvement
..avant 'application & ¢t = 0 de la force constante !
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1.9 Durée de vie de ’atome de Jean Perrin

| s'agit de développer un argument semi-quantitatif illustrant I'instabilité électrodynamique de
|'atome selon Jean Perrin [6]. Dans ce modele, I'électron (masse m, charge e) tourne autour
du noyau de charge [e| supposé fixe et, d’un point de vue strictement mécanique, reste en
équilibre sur sa trajectoire grace a l'attraction électrostatique du noyau. A un instant donné,
|'électron se trouve a la distance r de ce dernier et le module de sa vitesse est v.

17 . - 2 7 . . rd v .
1. L'accélération centrale a pour expression X ; écrire la relation entre accélération et
T

force et en déduire que la quantité mwv?r est une constante du mouvement.

2. Soit T la période du mouvement circulaire uniforme de rayon r ; donner |'expression
de T en fonction de r, re (rayon classique de I'électron) et ¢ (vitesse de la lumigre).

3. Ecrire I'expression de |'énergie mécanique totale de I'électron, F.

4. Donner une expression de F ne faisant intervenir que e’? et r. La tracer en fonction
de r.

5. En déduire la variation d'énergie dF lorsque r varie de dr.
6. La puissance rayonnée par I'électron accéléré est :

2¢'% -, 2 e?
== = ). 1.13
3¢3 v (e 47T80) ( )

En assimilant 42 et le module carré de 'accélération centrale, montrer que la dérivée

de r est donnée par :
K

Préciser la constante K en fonction de ¢ et de 7.

7. En déduire la valeur de r a l'instant ¢, r(¢), connaissant sa valeur initiale rg. Donner
I'expression du temps 7 au bout duquel la distance au noyau a été divisée par 21/3.
Calculer numériquement 7 avec 7o = 3 A.

8. Comparer 7 et la période Ty calculée avec 7g. Avec un dessin, donner 'allure de la
trajectoire de I'électron.

2 12 2
1. m%- = % donne muvir =¢'°.
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2 12 .
4. BE= Lt (mv?r) - £~ = —%-. E tend vers —cosir — 0...
672 d
5 dE = £z dr
. , . , , , .2 2.2 2 12 2
6. L’assimilation recommandée dans 1'énoncé donne P = 26, (L))" = 2¢. (e
2 3¢ T 3¢ mr
. D 2 . N 0
Par ailleurs P = —% =—fxrdour= —%ﬁlf.
7. r% = —%rZc donne par intégration r(t) = (r3(0) — 4r2ct)!/3. Le temps 7 est tel

3
que 4rZcr = £r*(0), d’ou T = g—r(%. Comme 7. ~ 3 F = 3 x 107% A, on trouve

T~ %107 9s.

8 7> Ty ~ 2x 107185, La trajectoire de I’électron est une spirale trées “dense” :
au début du mouvement, d’un tour & 'autre, la variation de la distance électron -

2
noyau est ér ~ —;%;Cg T~ —2x10""A.
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Corrigés du chapitre 2

La radioactivite

2.1 La radioactivité a ’hopital

On injecte dans le sang d'un malade un volume vg = 1 cm?® d'une solution contenant I'isotope
radioactif 24Na, dont I'activité est ag = 2000s~ 1. Au bout de At = 5 heures, 'activité de
13 de sang est égale 3 @ = 16 mn~!. La période du **Na est égale 3 15 heures.

En déduire le volume de sang du malade.

Peu apres linjection, le marqueur ayant diffusé dans 'organisme du patient,
Pactivité d’un cm?® de sang est 32 ag. L’activité a(t) varie comme % age™¢, d’olt :

a(At) = Uvoaoe_lnz%—l .

Le volume V de sang du malade est donc :

2000

(16/60) e "215 ~ 5960 cm? ~ 6 litres .

Vems =1 X

2.2 Loi de déclin radioactif

1. L'isotope 213Po se désintegre en émettant une particule o dont 'énergie E, est égale
a 8,34MeV. Trouver |'énergie totale AE libérée par cette désintégration.

2. La photographie ci-dessus représente les trajectoires dans une chambre 3 bulles des
particules X émises par une source radioactive. Pouvez-vous identifier X ?
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3.

Figure 2.1: Photographie des traces de la particule a identifier

Montrer que la loi de déclin radioactif peut se mettre sous la forme :
N(t) = No 27T N () , (2.1)

oit T désigne la période. Un échantillon de 2“Pb (période = 3,05 minutes) émet
initialement 352 particules § par seconde. Au bout de combien de temps I'activité
sera-t-elle égale a 10 par seconde ?

Un noyau de plutonium 23°Pu (période = 24 000 ans) se désintégre en émettant une
particule o d'énergie E, = 5,3 MeV. Trouver la quantité de chaleur produite en une
année par 1cm® de %Py, sans tenir compte des produits d'une telle désintégration.
La densité du plutonium est p = 19g/cm® ; 1cal = 4,18J.

. L'isotope #*3Po se désintegre en émettant une particule e et devient un noyau de

209ph. L’énergie totale libérée est la somme de I’énergie de la particule o et de

Iénergie de recul Eiecy1 du noyau-fils. Si M est la masse de ce dernier, V sa vitesse,
N 2 . . s s

on amaUy+ MV = 0, d0ou Freeyl = %1\/[(%;&1104) . L’énergie totale AFE libérée par

la réaction est donc %mavi(l - %{g)) soit 8,34 x %(% ~ 8 5 MeV.

La photographie montre clairement que toutes les particules parcourent la méme
distance, & de trés petites luctuations pres. Selon les explications fournies Tome I,
p. 37, il s’agit donc de particules a.

Par définition de la période radioactive T, on a N(I') = %, dot e =1 soit

e~ M= (e YT = (%)UT =27%T L’intervalle de temps #, au bout duquel P’acti-
vité de I’échantillon est passée de 352s* & 10mn~! est donc tel que :

t, _ In(60 x 352/10) —

1 cm?® de 2°Pu a une masse de 19 g ; au départ, il y a donc Ny = Z%%N noyaux
actifs ; la population & l'instant ¢ est N(t) = Nye™*t.
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Comme lan < 24000ans, le nombre de désintégrations, No(1 — e ™) est a
(trés) peu pl‘és NoAt, soit %NIHQ% ; chaque désintégration fournit I'énergie
E.- L'énergie libérée au bout d'un an est donc :

19

—— x6x10% x 0,693

1
1,6x 10719 % 10%F ~ 11 ~ al
539 54000 x5,3x1,6x10 x 10°J 70kJ 280 kea

2.3 Mesure du nombre d’Avogadro

Une source radioactive émettant de fagon isotrope un rayonnement « est située a la distance
D = 2m d'un détecteur muni d'une fenétre circulaire F de rayon » = 1cm ; I'activité de la
source est A = 1,25 x 10*7s™! (voir fig. 2.2).

En n = 30 jours!, on recueille dans I'enceinte du détecteur un volume v d’hélium égal
3 70 mm® (mesuré dans les conditions normales). Donner |'expression du nombre d'Avogadro,
N, en fonctionde A, D, r, n, v et Vo = 22,4litres, et le calculer numériquement.

@ détecteur

source o @ //',,a FI]
T %

<
D

Figure 2.2: Schéma de 'expérience permettant de trouver A par étude d’une source
radioactive.

Le nombre de particules o rentrant dans le détecteur par seconde est %; Ale

. 2 .
nombre regu en n jours est donc 86400 n 75z A. Chaque particule @ donne un atome
d’hélium apreés recombinaison ; par référence avec le volume molaire normal Vg, on a
2
U _ T A AN
donc {z N = 864007 57 A, d’ol :

N = 86400022 T 4 w6 5 x 1073
- "o apr T

2.4 Chailnes radioactives

1. Soit la suite de réactions nucléaires A— B — C ol C est un isotope stable. s et
Ap sont les constantes relatives a A et B, Na(t) et Np(t) les nombres de noyaux
non-désintégrés a l'instant t.

La durée de la mesure est trés petite par rapport & la pérjode de la source.
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(a) Trouver Na(t) et Ng(t) sachant qu'a l'instant pris comme origine, seule I'espéce
A est présente en nombre égal a V4. A quel instant thax Ng est-il maximum 7

(b) Examiner en détail les cas particuliers :

i. Aa < Ap mais du méme ordre de grandeur ; montrer en particulier qu'il existe
un équilibre transitoire ol Aa Na = AgNp ;

ii. Aa < Ap (exemple : A est de l'uranium 238U, Ty = 4,5 x 10% ans, B est
du thorium 234Th, Tg = 24 jours) ; une telle situation conduit a ce qui est
appelé I'équilibre séculaire ;

. Aa > Ap.

(¢) On suppose que Ay < Ag. Montrer qu’au bout d’un certain temps (& préciser),
le rapport %—Q est quasiment constant.

(d) Calculer tmay dans le cas ol : A est du polonium 3;%Po, période = 3mn (RaA) ;
B est I'isotope 231Po, période = 27 mn (RaB). Comment s'appelle la radioactivité
engendrant B 7 Identifier C sachant que B se désintegre suivant la radioactivité (.

2. Au bout d'une suite de réactions (filiation radioactive), I'uranium 238 fournit du plomb
206 :

ol tous les 77 ont une période trés courte par rapport a celle de I'uranium. Un échan-
tillon de 1 g de granite contient 0,16 ug de 238 U et 0, 13 ug de 2°6 Pb. Estimer I'age
du minerai (Ty = 4, 5 milliards d’années).

3. Une source radioactive contient initialement Np noyaux excités. La probabilité pour
qu’'un noyau excité a t = 0 soit encore excité 3 I'instant t est p(t) = e~ Soit P,(t)
la probabilité pour qu'il y ait n noyaux survivants a l'instant t (0 <n < Ng) ;ona:

Po(t) = C% [p®]" [1 — p(1)]"°™™  (loi binomiale) . (2.2)

(a) Trouver (N)(t), valeur moyenne® du nombre de survivants a I'instant ¢.

(b) Trouver I'écart AN(t) = 1/(N2)(t) — [(N)(t)]* et analyser le comportement du
rapport %%’ pour t € A7l ett>» AL

________________ ?2.92.9.9

cmm—m——————=———= L0000, ======

-1. II s’agit de P'exemple le plus élémentaire de filiation radioactive qui, malgré sa
simplicité, est assez riche pour permettre la mise en évideuce de différents régimes
de grande importance en pratique.

2ou : espérance mathématique.
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(a) La dynamique des populations est décrite par un systeme d’équations différen-
tielles que 'on obtient en faisant le bilan de ce qui se passe entre deux instants
t et t + &t aussi voisins que l'on veut ; on a d’abord §Na(f) = —(Aadt) Na,
puis 6Ng(t) = +(Aadt) No — (Adt) Np, et enfin §Nc(t) = +(Apdt) Np.
Chaque facteur (A1ét) représente la probabilité de réaction de l'espéce I entre
les deux instants ; les variations des nombres N} en résultent, pourvu que l'on
assimile les nombres d’individus avec leurs valeurs moyennes, en s'appuyant
sur une loi des grands nombres®. En divisant par 6t et en prenant la limite
&6t — 0, on en déduit le systeme différentiel :

1N dn, ; dN
Cth = —AaNa B = AaNa — AgNp d—tC +AsNB

la somme des trois Ni{(t) est bien constante, comme il se doit {elle vaut Nag).
Avec la condition initiale prescrite (& l'instant pris comme origine, seule l'es-
pece A est présente), on en déduit d’abord Na(t) = Naoe At puis :

AA

NB(t) = ——— Nao (e_’\"t — e—/\Bt) . (23)
A — An

Ng(t) part de zéro linéairement, Np(t) =~ AatNao, puis passe par un maxi-
mum & Pinstant tpyax = :\_L-l—/\A In i—f et finalement décroit exponentiellement

aux grands temps. Enfin :

N¢(t) Nao[As(1 —e ™48 — Aq(1 —e et | (2.4)

_ 1
S AB—Aa
Nc(t) démarre quadratiquement et tend vers Nao. On a aussi :

Np Aa

_ N _ ot Ap = Apeliaie)t
Na A —a

1 — e~ (A=At Y )
[1—e I A Y (

2.5)

(b) Cas particuliers :
1. Aa S A L'équilibre transitoire correspond a Ap No = AgNg et survient
strictement & tmay ; c’est & ce moment que Pactivité de B est maximum.
il. Ay € Ap
Tant que t < Ay! (qui est donc un temps géologique) :
N A
2B ~ _ﬁ(l _ e-—/\Bt) ,
Nao 2B

le rapport 1\‘,\;“0 exhibe un tres long plateau pour ¢ 2> /\g1 : c’est I'équilibre

séculaire (qui dure pendant des siécles) — voir fig. 2.3 -, ou %f; est pra-

. 7 N
tiquement constant et égal a 2.

3Comme discuté dans le Tome I, les Ny sont en réalité les valeurs moyennes des variables aléatoires
mesurant les populations de chaque espéce a V'instant considéré — voir section 2.2.
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0,0010 - _—
0,0008
0,0006 | = -
Ay =1s Ag = 1000s
0,0004 o

0,0002

0]00006,....; R e

Figure 2.3: Variation du rapport N dans le cas Ay < A, montrant le plateau carac-
téristique de I’équilibre séculaire ; avec le choix de Ag, le temps en abscisse est en secondes.

iii. Aa > Ap Dans ce cas, la population de B monte trés vite sur une échelle
de temps /\Xl, avant de décliner a I’échelle /\]g1 : on a a peine le temps de
voir A qui disparait tres vite.

(¢) L’expression (2.5) montre que quand t > ﬁ, le rapport %—‘: a quasiment
atteint sa valeur finale et vaut & peu prés /\134/\4*

—.
(d) tmax = ﬁ—l—rl In %:—A ; si A est du polonium 2}3Po, et B l'isotope 2}3Po,
T
tmax = 1;23)%? lnﬁ ~ 10,7 mn ~ 10 mn 42s.

La radioactivité engendrant B est du type a. Le nombre de charge de C est
Z =82+ 1 = 83, c’est du bismuth (plus précisément, c’est I'isotope 2L4Bi).

2. L’uranium 238 joue le role de A de Pexercice précédent, le plomb 206 celui de C,
tous les 77?7 sont rassemblés dans B ; on est dans le cas Agp > Aa. A linstant
du dosage, les nombres de noyaux d’uranium et de plomb sont respectivement

—6 -6
Ny = %N et Npp = %N ; leur rapport est donc %giggg ~ 0, 94.
Selon (2.4), avec Ap = Ay € A = A¢z2, on a approximativement :

1 _ IVpb(t)
Npp ~ —— Nyo[Aez (1 —e Y] — ~ et ]
L v vo[Aee (1 —e )] No @) e ,

soit et =194 et t = 1"1; 294 Ty ~ 4, 3 milliards d’années.

3. On retrouve la loi binomiale rencontrée & propos de la marche de l’ivrogne (voir
p-8). Les calculs se transposent immédiatement, et on trouve :
(a) (N)(t) = Nge ' = espérance mathématique du nombre de survivants 3
Pinstant ¢ ;
(b) écart AN(t)= Noe_’\t(l—e_’\t) Le rapport 671‘; vaut donc (N)~7y/1 — e ¢,
soit & peu pres Ny 2 pour t < A71, et environ N, ? e*?/2 pour ¢ > A71 : les

fluctuations 'relatwes divergent tOllJOllI‘S aux grands temps, d’ol la pOSSlblllte
de bouffées dangereuses, méme avec une tres vieille source.

30



La radioactivité

2.5 Longueur de parcours d’une particule o dans lair

Des particules a non-relativistes, d’énergie initiale Ey et de vitesse initiale vg, sont émises par
une source radioactive et perdent peu a peu leur énergie par interaction avec les molécules
d'air, tout en ayant une trajectoire rectiligne. Le mécanisme principal responsable de cette
perte graduelle d'énergie est I'ionisation des molécules d'air (et donc la création de paires
d'ions de charges opposées) ; chaque ionisation colite |'énergie Fy. On désigne par n la den-
sité? de I'air (dans les conditions normales) et par o la section efficace totale d'ionisation ; o
dépend de la vitesse v de la particule c.

1. Exprimer, pour une particule ¢, le nombre d’ionisations dV; entre ¢ et t+dt en fonction
de v, n, o et dt.

2. En déduire la perte d'énergie dE de la particule & entre ces deux instants et établir
I'équation différentielle satisfaite par la vitesse v(t) (on posera k = "VE‘ M désignant
la masse d'une «).

3. On suppose que o est de la forme : ¢ = av” oli a et § sont des paramétres. Donner
I'expression de la vitesse a I'instant ¢ (on prendra ¢t = 0 quand v = wg) et situer
I'exposant 3 par rapport a 1.

4. Soit £1 I'instant ol la vitesse s'annule. Exprimer ¢1 en fonction de vy, 5, a et k.

5. En déduire, en fonction des mémes variables, la distance [ parcourue par une particule
« avant d'étre stoppée (thermalisée, plutdt).

6. On trouve expérimentalement : [ = Av§ ol A est une constante ; en déduire |'exposant
3 et I'expression de v(t) en fonction de A, v, et t.

7. Tracer le graphe de la section efficace en fonction de la vitesse et commenter. Calculer
numériquement o (o).

8. Soit t1 I'instant auquel une « a parcouru la distance % Donner |'expression de t.

9. Exprimer a l'aide du rapport %‘11 le nombre de paires d'ions créées sur la premiére moitié
du parcours d'une particule c.

Valeurs numériques : A = 0,98 10727 pour [ en cm et vy en cm/s, Ey = 7MeV,
E; = 34eV, Mc? = 3744 MeV. Volume molaire dans les conditions normales : 22,4 1.

] ‘7'?2'?2,?2,?2,?2'?2'?2'?2'? —

1. Pour une « incidente dans le milieu ambiant contenant n molécules ou atomes
jouant le rdle de cibles (diluées) par unité de volume, le nombre de collisions est
dN; = (1 x v)nodt.

4(est-a-dire le nombre de molécules par unité de volume.
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2. dE = —Epunodt ; dE est aussi égal & Myd? q;» d’ou 'équation différentielle satisfaite
par la vitesse f;; =—koouk= ”]5 . Comme dit dans l’énoncé, o est une fonction

de la vitesse de la particule .

3. Avec Phypothese o = av?, Pintégration de I’équation différentielle donne :

1
1-5

(2.6)

h(t) — o [1 ~ (1—Bkar’™? t]

Si 8 > 1, la vitesse s’annule seulement & I'infini ; or on sait que les « “s’arrétent” (en
fait : sont thermalisées) au bout d’un temps fini, aprés avoir parcouru une distance
finie, presque parfaitement déterminée (au sens ou leurs fluctuations statistiques
sont tres petites). L’hypotheése sur o n’est donc physiquement sensée que si 3 < 1.

vl_ﬁ

5. La distance [ parcourue est égale a fo t)dt ; le calcul de I’intégrale avec expres-

2—0

sion (2.6) donne [ = (TBEW

6. Du résultat expérimental I = Av3, on déduit

1 2t
B=-1, A=, ., ot)=\|k-o; (2.7)

7. o(v) x ; : plus la vitesse est petite, plus la particule ¢ a le temps d’interagir avec
une molécule donnée, et donc plus la probabilité d’ionisation de celle-ci est élevée.
En traitant I’air comme un gaz parfait (PV = NkgT), on an = kBLT ; 'expression
de o(vg) est alors :

IVHCr;T

olu) = —— e
3APEy [ “F
’application numérique donne o(vg) ~ 9 x 1072° m? = 9 A2 de l'ordre du carré
d’'une longueur atomique.
2
vg (- 1
8. t% :iég%(l'— ?ﬁg).
9. Le nombre de paires d’ions créées sur la premiére moitié du parcours d’une particule

Eo—E(t
o est 0—1551&) s E(tiye) = 1MU (t1y2) = Mvozz/sy d’olt Nyjp = (1 - 221%) %l

soit Nyyp = 0,36 %‘Il : sur la premiére moitié de son parcours, la particule & crée
moins de la moitié du total des ionisations, puisque sa vitesse est alors élevée et
que la section efficace est petite si la vitesse est grande.

On retiendra que le nombre de paires d’ions créées est de 'ordre de 10° : si ce
nombre /N est une variable essentiellement aléatoire, ses fluctuations (relatives)
sont trés faibles (elles sont ~ N~1/2) ; c’est la raison pour laquelle la distance de

parcours d’une particule o est presque certaine®.

51l en va de méme de la durée de parcours en voiture en ville, 2 condition que la distance a parcourir
soit assez grande.
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2.6 Résolution de I’équation (I-2.15) par la transfor-
mation de Laplace

Cet exercice est purement technique, et constitue un exemple simple de résolution d’une
équation aux dérivées partielles utilisant la transformation de Laplace®, qui transforme celle-
ci en simple équation différentielle. Soit :

F(z, s) £ /0 +O°e—zt f(t, s)dt (2.8)

f(t, s) étant la fonction génératrice des probabilités définie en (1-2.14).

1. Combien vaut f(t, 1) ?
2. En déduire F(z, 1}.

Np .

3. La condition initiale est f(0, s) = 80 ; écrire I'équation différentielle satisfaite par la

transformée de Laplace F(z, s).
4. Trouver I'expression de la solution générale de cette équation.
5. Fixer la constante d’intégration en utilisant |'expression de F(z, 1) obtenue en 1.

6. Effectuer la transformation de Laplace inverse pour retrouver 'expression (1-2.17) de

[, ).

1. Par définition f(¢, 1) est la somme des probabilités et vaut donc 1.

2. F(z,1) = [[®e*tdt =1

3. On sait que si f(t) a pour transformée de Laplace F(z), la transformée de Laplace
de la dérivée f'(t) est égale & 2F(z) — f(0). En utilisant ce résultat, 1’équation
transformée satisfaite par F(z, s) est 2F(z, s) — s = M1 —=3s) L [%f] On voit sur

(2.8) que E[g—ﬁ] = %—I:, d’ou léquation différentielle satisfaite par F(z, s) :

oF z 5o
Rl O . — 2.9
35 Mi—5) »¥= 30y (2:9)
4. Cette équation est une équation différentielle (par rapport & la variable s), du
premier ordre, linéaire et inhormogene. La solution générale de I’équation homogeéne

8Pour une introduction, voir http://www.phys.ens.fr/enseign/fip/cours/L3.html, ch.IX.
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est proportionnelle & (1 — s)™*/*. Afin de “faire varier la constante”, on pose

F(z, s) = A(s, z) (1 — 8)7*/*, d’out I'équation pour la fonction A :
N
04 _ 50 _ gl
0s A
Pour résoudre commodément cette équation, introduisons une autre fonction B par
Bloc=1-3,z) £ A(s, z) ; B(o, z) satisfait 'équation

9B (=)™ ey
Oo A
En développant le bindéme et en intégrant membre & membre, on en déduit :
No

Blo, ) = S op S vt 4 k()
P Moy A C £

n=0

ou K (z) est une constante d’intégration, d’oli, revenant & A(s, z) puis & F(z, s) :
F(z,8) =Y Ch i (1—s)" + K(2)(1—s)~%/* . (2.10)
' n

5. La fonction F{z, s) est analytique en s (c’est un polyndéme !), et analytique dans
tout le demi-plan Rz > 0. On sait que F(z, s =1) = % ; c’est aussi la valeur de la

sommation au second membre de (2.10) pour s =1 ; il faut donc :
lim [K (2)(1 — §)7* =0 YRz>0;

ceci n’est possible, quel que soit z & partie réelle positive, que si K(z) = 0. En
définitive :

z24+n

No _1\n
F(z,s)zZC’,@o( 1)/\(1—5)”
n=0

6. La transformation de Laplace inverse effectuée terme 4 terme sur cette expression
de F(z, s) donne” f(t, s) :

No
Flt )= Ch(-D)he ™1 —s)" =1 — (1 —s)e M |
n=0

qui est bien ’expression donnée en (I-2.17).

E ) = et
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Corrigées du chapitre 3

Les expériences
de Rutherford

3.1

1.

Ordres de grandeur

Une particule o d’énergie £, = 0,27 MeV est diffusée a 60° par une feuille d'or. Quel
est le parameétre d'impact, b 7

2. Lors d’une collision frontale (parametre d'impact nul), trouver la distance minimale
d'approche, dp,iy, entre un noyau (initialement immobile) de la cible et une particule
o d'énergie initiale F, = 0,4MeV selon que :

(a) la cible est du plomb métallique (Zp, = 82),
(b) la cible est du lithium gazeux “Li (Z; = 3).

3. Sachant que le rayon du noyau est de quelques Fermi (1 F= 10715 m), au-del3 de
quelle énergie incidente Ey le calcul de Rutherford devient-il insuffisant (raisonner dans
le cas d'une collision frontale) ?

4. Des particules o d'énergie £, = 6 MeV sont diffusées par une feuille d'or d'épaisseur

[. Soit ¢ la fraction de particules diffusées sous un angle 8 supérieur a 6y. Trouver
I'expression de [ et faire 'application numérique.

paw = 19g/cm®, Zay =79, May = 197g, N ~ 6 x 1023, g = 60°, ¢ = 2 x 1075,

1.

____________ P T e PP PP P PP P _____________

—————————————— A A R A A A A A A A A A A A G A e e

On sait que tan § = A9 L (voir éq. (I-3.37)), d’ol1 b = £ _Zaw  goit

4regh 2Ky 4meg Ep tan %’
79
b=(1,6x10719)% x 9 x 10° — ~T730F .
0,27 x 108 x 1,6 x 10—19 x 7
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2, Si la cible (de nombre de charge Z) est rigidement liée & un systéme de masse
infinie, elle reste immaobile. La conservation de I'énergie n'implique alors que le
projectile (de masse m, de vitesse initiale vg) et s'éerit Iy = %777.1 f 22c” Au
point d’approche 1‘ninimal(~ lm\ d'une collision frontale, la vitesse du 1)10J<_crile.

s'annule, et il reste By = 22— (g, = 2|e|), d’ob :

min

27¢"?
dmin = —H (31)

C’est la situation pour une cible de plomb métallique, avec I’hypothése du réseau
rigide ; numériquement, dp,in =590 F.

Pour une cible (de masse M) a P’état gazeux, il faut tenir compte de son recul ; si
elle est initialement immobile, la conservation de ’énergie s’écrit :

72
%(m+M) (§+l mM 2 27e

2
Qm+ M + r

muy

[N

ZEOE

ol Vg est la vitesse du centre de gravité, qui est une constante et vaut aussi =22

m+M
Au point d’approche minimale, la vitesse relative ¥ s’annule, et il reste :
1 mvg \2 27¢* 1 27e'? m
—(m+M ( ) =-mvl = |dmin= (1 —)
p(m+ (2 +M din 200 "Ry i

La distance minimale d’approche est plus grande quand la cible peut reculer,
puisqu’une partie de 'énergie cinétique du projectile est consommeée pour déplacer
celle-ci. Avec & = 0 (M infinie), on retrouve bien la formule (3.1). Pour le lithium
gazeux, 'application numérique donne d;, = 34F.

3. Le calcul de Rutherford devient incorrect quand la distance minimale d’approche
devient de l'ordre du rayon nucléaire puisqu’alors la particule « entre dans le do-
maine d’action de 'interaction forte. Pour un ordre de grandeur, on peut se con-
tenter de considérer le cas d’une collision frontale avec une cible immobile ; en
choisissant dpin ~ 1 F, Pénergie a partir de laquelle les forces nucléaires commen-
cent & se manifester est Fy = dee ~ 9 x 10° —Z(lﬁx—lo_wL J ~3ZMeV.

4. Avec une seule cible, le nombre de collisions est nupoq(6)dQ ; si la feuille a une
épaisseur [ et une densité n., le nombre de cibles soumises & un faisceau de pro-
jectiles cylindrique de section S est égal & n.Sl. Le nombre total de collisions est
donc neSlnugoa(0)d2 ; nvpS étant le courant incident, le taux de collision dans la
direction 8 est £4(f) = ncloa(f). Le taux de diffusion dans un angle compris entre

0o et 7 est donc l'intégrale :

€6y :/ €d(9) dQ2 = TLCZ/ O'd(g) d§2 y
6

o 8o

ou 04(f) est donnée par la formule de Rutherford. L’intégrale se calcule sans
14
peine et on trouve €9, = wncl—z— cot? %‘l. La mesure de €p, est une fagon de
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trouver I’épaisseur I de la cible. Pour 'application numérique proposée, on utilise

— Au YTy -
nc—-m,dou.

Egol’WAuEg a 9 90
= —_— n< —
WpAuN(Zelz)z 2

avec les valeurs numériques indiquées, on trouve ! ~ 0,1 pm.

3.2 Collision élastique de deux particules

On considere la collision élastique de deux particules ponctuefles, sans structure interne, de
masses M et ma. Les impulsions initiales et finales sont notées respectivement g; et 7.

1. Ecrire les équations de conservation pour I'énergie et I'impulsion.

2. Dans toute la suite, on se place dans la situation ou la particule 2 (cible) est initialement
au repos. La conservation de I'impulsion se traduit géométriquement comme indiqué
sur la fig. 3.1 a gauche. Calculer les ;7/2 en fonction de p;, * =AH et y =BH.

A L ] :\{PC oo 'J// 0
M H \f
7

Figure 3.1: Géométirie utilisée dans I’exercie 3.2.

3. En déduire que le point B se trouve sur un cercle dont on précisera le centre et le
rayon R.

4. L’angle 8 entre les impulsions aprés collision dépend de la redistribution de I'énergie
entre le projectile et |a cible. Toutefois, que se passe-t-il dans le cas particulier my =mg ?

5. Un faisceau de noyaux de deutérium de haute énergie (quelques MeV) est envoyé a
travers une vapeur atomique formée d'un mélange isotopique d’hydrogeéne naturel a la
température ambiante.

(a) Expliquer pourquoi cette situation reléve bien de 'analyse théorique précédente.

(b) Représenter les trois types de collisions 3 I'aide de schémas du type indiqué sur la
fig. 3.1 a droite, en précisant dans chaque cas les valeurs possibles de 'angle 6.

Pour une collision entre deux particules ponctuelles sans structure interne, la seule
énergie 4 prendre en compte est 1’énergie cinétique ; pour une collision élastique, cette
énergie est la méme avant et apres collision.
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ry s O 2 S 1S
— - = b —_
1l.pr+p2=py+P2 21, + 2ma 2wy 2mg”

—'/2

I

2. Par le théoréme de Pythagore : 12 = (p1 — )% + y?, = 1% 4 2.

3. En reportant ces expressmns dans la conservation de 1’énergie (avec p» = 0), on a

]7 — lm x)? x4, _ Mg s . Mg z
o = _J_b” soit (z et m)+y (ml = p1)% ¢ le point B est sur

”l

le cercle centré en (m toms 01, 0), de rayon R = mpl Si la cible est, infiniment
massive, on retrouve bien que les deux vecteurs p et 7’ ont méme module.

o

; 40
/ /
~/

po  \P1)

Figure 3.2: Construction géométrique traduisant la conservation de l'énergie et de
limpulsion. Le cercle de rayon R est centré en un point situé sur p), a la distance

R = %~ p; de Porigine de pi.

4. Dans le cas particulier de deux masses égales, py est un diameétre du cercle lieu de
B : le triangle ABC est donc rectangle. Les deux particules partent a angle droit.

5. (a) L'énergie incidente (quelques MeV) est gigantesque par rapport & 'énergie
thermique des atomes de la vapeur : on peut bien considérer que les cibles
sont immobiles avant collision.

(b) Géométriquement, on voit que 'angle @ est compris entre 0 et § si Pextrémité
de p) est a I'extérieur du cercle (soit si R < ’,’_7‘, i.e. my > mgy), entre entre 3
et m dans le cas contraire. Comme on I'a vu, il vaut § si R = & (m1 = ma).
Pour la (;()lli»:i(m D — H, m; = 2my, le rayon du ccrclv vaut —-/;1 "8 est compris

(,utu' Oet 5 :pour D — D, Rvaut &, 6 =5 ; pour D — T, m = %'li’l-g‘
R = ~p] et H est compris entre 5 et .
P2
- P2 Pz _

2 7 ;
Doud] 5 [Dow Dl\- 7 Bart\_;
1 P,

Figure 3.3: Trois exemples de collisions d’un faisceau de deutérium sur une vapeur atomi-
que d’hydrogeéne naturel ; sauf dans le cas D — D — ou il vaut 5 — l'angle 0 a été choisi
arbitrairement.
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3.3 Distance minimale d’approche pour la diffusion
Rutherford

Des particules o (masse m) d'énergie Eq sont envoyées sur une cible de charge Z|e| située au
point 0, supposée infiniment massive. P désigne le point d'approche minimum (voir fig. 3.4).

\ /
B _\/4]_ 6
7\

} \
o \\-

Figure 3.4: P est le point d’approche minimum.

1. Soit vp le module de la vitesse au point P. Utiliser la constance du moment cinétique
pour exprimer vp en fonction du module vy de la vitesse initiale, du parametre d'impact
b et de a = OP.

2. Donner I'expression de I'énergie totale, F, calculée en P.
3. Calculer a en fonction de b, Ze'* et Ej.

4. Examiner le cas particulier ou le parametre d'impact est nul. Retrouver directement ce
résultat par la conservation de I'énergie. Tracer a en fonction de b.

= ——— ? PR 7 b 7 b 7 b 74_’ 7 b 7 b 7 b 7 b 7 P s

1. La constance du moment cinétique donne mvpa = mugb.

2. Ep = émvp + = Ze

. > 12
3. L'énergie est constante, donc 3mvd + 25— = Ima3. En reportant vp = mbug, on
R , 712 . .
trouve l’équatlon du second degre pour a: a?— AELO a—b? = 0, dont 'unique racine
7 Ze”“ 2
positive est 2 Eo + b2,

. . R 12 N
4. Si le parametre d’impact est nul, a = 450 , ce que l’on peut trouver directement en
écrivant la conservation de ’énergie au départ et au moment d’approche minimum

. . . 12

(alors la vitesse s’annule, la particule faisant demi-tour) : mvg +0 = 0+ Z&—

Au contraire, pour un trés grand parametre d’impact ( gg: ),onaa g;,
En pareil cas, la déviation est trés faible et la distance minimale d’approche est
a peine supérieure au parameétre d’impact. Le graphe est un guart d’hyperbole
équilatére, minimum en b = 0 et ayant pour asymptote la premiére bissectrice.
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3.4 Section efficace de diffusion par un centre répulsif

On considere la diffusion de particules ponctuelles de masse m, de vitesse a l'infini 7, par
une cible infiniment massive située 3 l'origine des coordonnées. L'énergie potentielle d'un
projectile dans le champ de force de la cible est V(r) > O (centre répulsif) ; b désigne le
parametre d'impact, 8 est I'angle de déviation.

1. Quelles sont les deux constantes du mouvement 7

2. Soit P le point d'approche minimale ; montrer que la trajectoire d'un projectile est une
courbe symétrique par rapport a la droite OP (voir fig.3.5).

Figure 3.5: Déviation d’un projectile par une cible répulsive immobile.
3. Soit J le module du moment cinétique ; montrer que I'angle de diffusion 8 est tel que :

+co
9=7r—/ Ldt; (3.2)

en déduire I'expression générale de I'angle de diffusion :

+o00
0=m— 2b/ dr . 3.3
oP 2 \/1 2n‘iur> o (3:3)

[¥]

4. Pour une cible invariante par rotation autour de la direction du faisceau incident, la
section efficace différentielle de diffusion est donnée par (voir (I-3.49)) :

oa(6) = 27 (3.4)

i | s1n0‘

Trouver a4 pour un potentiel de spheére dure :

V(r) = {

commenter. Quelle est la fraction de particules déviées d'un angle supérieur 3 7 7

0 r>a

400 r<a, '’

5. ? L ? b 7 2, ? 1‘) ? 1‘) ? 2’ ? b ? L ? L ? P+

Cet exercice démontre un résultat de portée tres générale, & savoir 'expression de
'angle de déviation pour une cible ponctuelle infiniment massive (voir ci-dessous (3.5)).
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1. Les deux constantes du mouvement sont I'énergie E = imo? + V(r) et le vecteur
moment cinétique, orthogonal au plan de la trajectoire.

9. Au point P (approche minimale), la dérivée 7 est nulle, donc la vitesse au point
P est perpendiculaire au rayon-vecteur. En deux points M et M’ de la trajectoire,
symétriques par rapport & P, les vitesses Uiy et ¥y ont le méme module (par
la conservation de ’énergie) puisque v = ry. Par ailleurs, la conservation du
moment cinétique donne mryvy sina = mryp vy sina’, ol les deux angles sont
a = ("M, Om) et & = (P, Our). Il en résulte sine = sina’ soit & = o+ k27 ou
o =m— o+ k2m.

La premieére famille « = o’ ne convient visiblement pas : elle donnerait une trajec-
toire s’incurvant vers la cible, alors que celle-ci a effet répulsif. Pour autre famille
de solutions, il suﬂit de raisonner par continuité par référence au point P ou les
deux angles valent —Z : la bonne branche en & est celle qui assure qu’au point P, on

2

ac=—%eta =%, cest-a-dire k = —1. En définitive, on a o/ = —m—« partout,
ce qui se traduit bien géométriquement par une symétrie-miroir de la trajectoire

par rapport a la demi-droite OP.

3. J étant le module (> 0!) du moment c1net1que et ¢ langle polaire du vecteur 7,

onaJ = —mr2¢, d’ol & lenvers b= ——7 En intégrant entre +o00, on en déduit :
J [t 1
—¢(—00) = —— —dt
¢(+00) = ¢(-00) = —— ot

d’une part ¢(—o0) = m, d’autre part 'angle de diffusion 8 vaut m — ¢(+00), d’ot1 :

+oo
9=7r—/ —J—d

2
oo MT

La trajectoire étant symétrlgrue Pintégrale de —oco & tp est égale a l'intégrale de
tp & 4oo, dol 6 = 7 — 2 [[77 L dt. Par aillewrs E = ym(#* +r%¢%) + V(r),
une combmalson qui est une constante du mouvement et vaut %mv%. En utilisant

b= — -7, on peut exprimer 7% = v§ ~ 2V (r ) mL;; done, pour ¢ > tp (quand r(t)
augmente), on a ‘;—t = +y/v8 - 2V (r) - W’ d’ou dt en fonction de dr. Notant
enfin que J = mbug (sa valeur au départ & t = —co), on trouve bien :
00
6=m—2b dr £ 7 = 2¢y (3.5)

Jop ,1\/1_ r, !_§
”ll"'

Pour un potentiel V(r) tendant vers zéro & l'infini, 'intégrale est en =2 & I'infini,
et existe donc toujours.

4. Pour trouver oq(f), il faut connaitre la relation entre le parametre d’impact et
I’angle de déviation 6. Pour un potentiel de sphére dure, 8 =0si b > a ;si b < q,
l’expression (3.5) donne :

“+o0
¢o = \/W
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I’intégrale se calcule sans peine (poser r = %) et on trouve ¢g = Arcsm (ce qui
est évident géométriquement...), d’ou b = a| cos 6| et | | =3 | sin § | Fmalernent,

a2
Od sphere dure — '4_

la section efficace différentielle est indépendante de 'angle.

La section efficace totale est ¢ & Jo oa(0)2msinfdd = [ 4 < orsinfdo, d’ou :

2
Osphére dure = Ta

¢’est, sans surprise, la surface du disque de rayon a, vue par une particule incidente.

Udqunﬁ 2|s1n9|dou

Puisqu’ici la section différentielle ne dépend pas de 'angle, la fraction? de particules
déviées entre 81 et O, est égale simplement & %(02 —01) : c’est donc la moitié des

mw

particules qui est déviée entre 7 et m.

3.5 Section efficace de capture par un centre attractif

Dans le cas ou la cible exerce une force attractive sur le projectile et si cette force est
assez intense?, celui-ci peut &tre capturé si, pour une énergie cinétique initiale donnée Ey,
le parameétre d'impact b est trop petit ou si, pour un b donné, I'énergie Ey n'est pas assez
grande.

1. L'énergie potentielle du projectile dans le champ de la cible est prise sous la forme :
dy\n
V(r) = —Vo(;) (r>0), (3.6)
ol 7 est la distance entre le projectile et la cible. L'énergie V > 0 est une mesure de
la profondeur du puits de potentiel ; la longueur d est la dimension typique du puits
et peut servir a définir la portée de I'interaction projectile-centre diffuseur ; on suppose

par ailleurs n > 2.

(a) Montrer que I'énergie mécanique du projectile peut étre mise sous la forme :
1 .,
E= S+ Vert (1) . (3.7)

Tracer Vog(r) en fonction de 7 ; trouver la valeur rm pour laquelle Vog(r) est
maximum et établir |'expression de Veg, max = Vest(TM).

Lcomptée bien sir en ne considérant que les particules effectivement dévides (b < a).

21] faut donc que 'énergie potentielle varie assez vite au voisinage du centre, c'est-a-dire que ’exposant
n soit assez grand.
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(b) Enraisonnant avec le graphe de la fonction Veg(r), représenter le mouvement dans
le plan "des phases” (r, 7) ; caractériser les deux cas typiques correspondant soit
a I'échappement, soit a la capture et en donner une interprétation géométrique.

(c) En déduire que la condition de capture est b < bpax Ol bmax est la solution de
I"équation :
1
Ver(rm) = Emvg . (3.8)

(d) Donner I'expression de la section efficace totale de capture, o, en fonction de
I'énergie initiale Ey. Obtenir le cas n = 2 par un passage 2 la limite convenable3.

2. On prend désormais n = 2. Le faisceau incident est un pinceau cylindrique de rayon R
de densité uniforme, composé de particules de vitesse 5. Ces vitesses sont paralleles
3 une méme direction mais n'ont pas toutes le méme module vg. La distribution des
vitesses initiales est décrite par la densité de probabilité g(vg) > 0 normalisée :

4-co
Prob[v < vy < v+ dv] = g(v)dv , / glv)dv=1 . (3.9)
0

(a) Soit f(b) la densité de probabilité pour qu'une particule ait le paramétre d'impact

b. Montrer que :
1
by = —
f(5) mR?

(b) Soit n la fraction de particules capturées par le centre*. Démontrer que 7 est
donné par :

2 " Yo min 2Vpd?
n= ﬁ/o bdb/o gy, vomn [ (3.11)

(c) On choisit g(vg) = Ce~“", ou C est une constante ; exprimer en fonction de C
la vitesse moyenne (v} du faisceau.

(3.10)

(d) 7 peut se mettre sous la forme :

1
77=1_2/ ze” At dr =1 - I(4) , (3.12)
0

_d [V, -1 )
A= R EO 5 EO— 2’)77,(’()0} . (313)

Esquisser I'allure du graphe de I(A) en fonction de A et en déduire la variation
de 7 en fonction de Fy. Trouver une expression approchée de 7 lorsque A < 1.

avec

3Qu’en est-il du cas n = 1 (potentiel coulombien nu) ?
“n est donc analogue & une probabilité de capture.
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1. (a) Le moment cinétique est une constante du mouvement mr?|¢| = J, d’ol
. . P B 2 . -
Pexpression de I’énergie cinétique %m[r2 +T2(#;) ], qui met en évidence un

terme dit centrifuge lié a la rotation contenue dans le moment cinétique. La
fonction Veg(r) est donc —5 Vo (¢ ) . Comme J = mbuy, elle s’écrit aussi :

Ven(r) 2 Eo(2)? —vo(g)j (3.14)

2
ou Fy = %mv%. Avec n > 2, Veg(r) se comporte comme EO% pour les
grandes valeurs de 7, comme —V,(2)" pour les petites valeurs, et a donc
I’allure indiquée sur la fig. 3.6.

Vo (mm) —

Figure 3.6: A gauche : énergie potentielle effective pour un puits attractif. A droite :
début de 'orbite (phase initiale du mouvement), quelle que soit I’énergie du projectile.

. . ™ n—2
Le maximum a lieu pour ry = (;‘gg %;—) ; pour cette valeur de r, Vig

prend sa valeur maximum :

Vet max = Ver(rm) = Vo(i%) (g - 1) (9) " (3.15)

Veft,max /81 3 b 7 et/ou si n—vo‘l yor

(b) La discussion peut se faire purement graphiquement, le calcul n’intervenant
que pour préciser certains éléments en cas de besoin. Tout repose sur ’expres-
sion de I'énergie, qui est une constante du mouvement :

1 . 1
Emfz + Ver(r) = Eop = §m'u(2) )

ol Veg(r) est donnée en (3.14) ; ceci permet d’écrire :

. Veﬁ(T)
=ty f1 - 2L
! “0\/ E, °

ou le signe & choisir dépend de la phase du mouvement considérée (voir ci-
dessous). Dans la phase initiale du mouvement, r décroit, donc # < 0 ;
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Ves (1) Ve (1)

™  Tmin T / ™

Figure 3.7: Les deux cas possibles selon que Pénergie est plus petite (& gauche) ou plus
grande (3 droite) que la valeur maximum de Iénergie potentielle effective.

Porbite dans le plan (r, 7) démarre donc dans tous les cas en “décollant” de

Pasymptote horizontale & la hauteur —vg pour 7 (voir fig. 3.6, & droite).

L’énergie étant constante, et égale & $muv, la quantité Fmi? se lit sur le

graphe de Veg : pour une valeur de r donnée, c’est la distance verticale entre

la courbe de Vog(r) et la droite horizontale d’ordonnée %mv%. D’ou les deux

cas a considérer, représentés sur la fig. 3.7 :

1. By < Ve, max (fig. 3.7 & gauche)

Le mouvement est visiblement limité & 7 > rmin (la région 7 < rmi, est
interdite classiquement). La vitesse radiale 7 commence par croitre (mais
décroit en valeur absolue : le projectile ralentit) ; en rmin, 7 s’annule, puis
devient positif 1 le projectile continue sur sa lancée et repart 4 I’infini.
L’orbite a l'allure indiquée sur la fig. 3.8, a gauche, il n'y a pas capture.
La tangente est visiblement verticale en 7n;n @ la figure 3.7 (& gauche)
montre clairement que 72 s’annule linéairement, donc 7 o< \/7 — 'min, d’oll
I’aspect local parabolique pres de ryj,. L’orbite dans 'espace des phases
a l'allure représentée a gauche sur la fig. 3.8.

T LT

+vp [ - g +vg |-

—UgQ [

Figure 3.8: Quand I'énergie est plus petite que Vegr, max, il 0’y a pas capture (& gauche).
Dans le cas contraire (& droite) la capture a lieu.

il. Fg > Veg, max (fig. 3.7 & droite)
Dans ce cas, 7 augmente jusqu'a r = ry; puis décroit et divergeen » =0 :
le projectile se précipite sur le centre, il y a capture. L'orbite correspon-
dante est représentée a droite sur la fig. 3.8.
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()

La capture se produit si Eg > Vg, max ; comme 7 > 2, Veg, max st une certaine

fonction de b, Vi, max(b), qui décroit si b décroit (voir 'expression (3.15)) :

pour une énergie g donnée, Vg, max finit par devenir plus petit que £y quand

on diminue le paramitre d'impact?.

Le seuil bpay au-dessous duquel il y a capture est donc fixé par I'équation

Ve, max (D) = Eg. L'expression de b,y s’obtient en résolvant cette équation,
n

et on trouve :
(2)"
(n—2)% \2Ep

Clairement, la section efficace totale de capture, ocaprure, st égale a Wb?nax :

n Vo2

= s 5 R ) =2 a e
Le cas n = 2 s'obtient en examinant la limite lim,, .o(n — 2) %, qui est 12,
: 1

soit 1 ; d'0lt Ocapture, n=2 = 7d* £, Dans ce cas, Vegr, n=2 = (Bob® — Vpd?) %
n’a pas de maximum, et tend vers 4+oco (resp, —o00) si (I9pb* — Vyd?) > 0 (resp.
< 0) : il y capture si Egb® < Vod?, et pas de capture dans le cas contraire.
Tant que n > 2, la section eflicace diverge & énergic nulle, et tend vers zéro a
haute énergie.

1/2
bmax = d

= 2
Ocapture = nd

Ocapture
rd?
E = Vp/20
2047 P
E=Vo/10

E = Vo/d o i

__l_'-'u_— vu. —

2 5 n

Figure 3.9: Variation en fonction de n de la section efficace de capture, pour plusieurs
valeurs de 1’énergie initiale du projectile.

Quand n < 2 (c’est notamment le cas du potentiel coulombien pour lequel
n = 1), la fonction Vg change d’allure qualitativement : elle tend vers +oo
quand r tend vers zéro ; il ne peut donc jamais y avoir de capture, sauf
bien sir si J = 0 (auquel cas d’ailleurs, il y a toujours capture quel que
soit n). Ce résultat extréme ne vaut qu'en Dynamique galiléenne : dans un
cadre relativiste, un puits Coulombien peut capturer le projectile si le morment
cinétique J de celui-ci est plus petit qu’une certaine quantité finie, & savoir si
J < % - afi (voir Tome I, sous-section 7.3.3).

“Inversement, il y a capture si & b fixé, Uénergie Ey est trop petite.
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A
U frerkaennens B
r e
F——e - { = .
Vi VN \ T
y 234 .
L — -
—Ug | A : E
D

Figure 3.10: Les deux types d’orbites, situées dans les deux régions dont la séparatrice
est formée des deux courbes ACB et DCE.

Dans le plan des phases, chaque orbite est paramétrée par la valeur de I’énergie Ey.
Les deux types d’orbites sont dans deux régions adjacentes, dont la frontiere com-

mune est la séparatrice, courbe formée par les deux lignes i\/

(Verr (ra) — Ve ()]

(arcs ACB et DCE).

Quand il y a capture, le projectile décrit une spirale convergeant vers le centre, et
tourne autour de plus en plus vite puisque, par mr2¢ = J, plus 7 est petit, plus ¢
est grand.

2. (a)

A Dintérieur du faisceau cylindrique de rayon R, la densité est supposée uni-
forme ; une particule donnée a donc une probabilité constante de se trouver
a la distance donnée b de laxe du faisceau. La densité de probabilité f(b)
est donc constante ; comme il faut (normalisation) fOR fb)2nbdb = 1, soit

mR2f(b) =1, 0n a f(b) =

La condition de capture pour n = 2 est Vpd? >

1
TR%"

1

2muob , S0it vy < % EAZ}

m k)
quanigité notée vy min ; il en résulte que la probabilité de capture a b fixé est
fovo ™ g(vg) dvg. Au total, la probabilité de capture est :

1 R vg min
= — 2nbdb 1
1= gz | 2mab [ ) dvg

Avec g(vg) = Ce™ ¢, la vitesse moyenne (vg) du faisceau est égale & %

Le parametre A est sans dimension. Quand A < 1, I(A) ~ 1, et la dérivée
I'(0) vaut —2. Si A > 1, l'intégrale tend vers zéro exponentiellement vite.
Le graphe de I(A) en fonction de A ressemble & celui de e™24. Pour A < 1,
c’est-a~dire si Eg > Vp, [{A) =1 — 24, d’ou  ~ 24,

3.6 Diffusion par un puits sphérique attractif

On considére la diffusion de particules non-relativistes de masse et de vitesse initiale ¥ par un
puits de potentiel a symétrie sphérique. L'énergie potentielle d'un projectile a, en fonction de
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la distance 7 au centre du puits, la variation représentée sur la fig. 3.11 & gauche. b désigne
le parametre d'impact (méme figure, a droite) et Ey est |'énergie initiale d’une particule.

Vi(r)

\/r

Vo

Figure 3.11: La cible est ici un “puits carré sphérique”, d’ou I'énergie potentielle V{r),
4 gauche. L’angle « indiqué fixe lincidence par rapport & la normale, juste avant la
réfraction sur la premieére interface.

1. Dessiner la trajectoire d'une particule ayant un parameétre d'impact supérieur a R.

2. Dans le cas b < R, en quels points la particule est-elle soumise a une force non-nuile ?
En déduire la forme précise de sa trajectoire. Sans faire aucun calcul mais avec un
bref commentaire d'explication, représenter les trajectoires de deux particules ayant le
méme parametre d'impact mais deux vitesses initiales différentes, v, 1 et vg 2.

Dans toute la suite, on considere exclusivement le cas b < R. Si v1 note le module
de la vitesse d'une particule dans la région » < R, quelle est (sans calcul !) I'inégalité
entre vy et vy ?

3. Soit respectivement A et B les points ou la particule entre et sort du puits. L'angle
est défini sur la figure et 3 est I'angle® entre AO et AB ; en outre, P désigne le milieu
du segment AB. De quel coté de O se trouve la portion de trajectoire limitée par les
points Aet B?

Exprimer le rapport z:’;g en fonction de b et de la longueur OP. A T'aide de la con-
servation du moment cinétique, exprimer ce méme rapport en fonction de vy et de

vy,

4. En utilisant la conservation de I'énergie, montrer que |'on peut écrire :

simae=nsing , (3.16)

v

et donner 'expression de 1""indice” n en fonction de V), M et vg. Commenter ce
résultat. Pour quelles valeurs de I'indice a-t-on toujours 8 = 0 quel que soit o ?

5. Soit 7U{, la vitesse finale d'une particule ; exprimer |'angle de déviation des vitesses
0 = (vp, Tp) en fonction de « et 8.

8c et B sont done les angles repérant la trajectoire par rapport & la normale A linterface séparant les
deux régions de potentiel.
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6. Utiliser les résultats précédents pour écrire I'équation (3.16) sous la forme suivante :

I8, a) = % , (3.17)

oll f est une certaine fonction a préciser,

7. Déduire de I'équation (3.17) que la relation entre paramétre d'impact et angle de

déviation est : 0
i sin

b= e (3.18)

2 _ 9 cos 2 +
\u 2ncos 5 b1

8. Etudier sommairement la variation de % en fonction de et en déduire (graphiquement)
la variation de |'angle de déviation en fonction du paramétre d'impact ; mettre en
évidence un angle maximal de déviation .., pour une énergie Fjy donnée. Donner
I'expression de cos(%@max) en fonction de n. Sans faire de calcul, donner le sens de
variation de 6,,,, en fonction de Ej.

9. Retrouver 'expression de la section efficace différentielle de diffusion, o4(8), en fonction

de 8, b et de la dérivée %.

10. Calculer effectivement oq(8) (I'exprimer en fonction de R, n et §). Combien vaut
74(0) 7 Comment se compare ce résultat 3 son homologue pour le champ coulombien ?
Quelle est ['origine physique de la différence 7

11. Tracer le graphe de g4(8) en fonction de #. Donner sur une méme figure les sections
efficaces pour les deux cas :

(a) Vo < Ep,
(b) Vo > Ey.

12. Sans effectuer aucun calcul, donner I'expression de la section efficace totale o

1. Une particule ayant un parametre d’impact supérieur & R ne rentre jamais dans la
zone d’action du puits de potentiel et passe tout droit.

2. Quand b < R, la particule est soumise & une force non-nulle & 'interface, soit pour
r = R : elle est instantanément accélérée quand elle pénétre dans le puits, instan-
tanément freinée au moment ot elle en sort. La trajectoire est plane (constance du
moment cinétique j), et a nouveau symétrique par rapport au point P d’approche
minimum ; dans chaque région r > R et r < R, la force est nulle, donc la trajec-
toire est rectiligne ; comme le puits est attractif, la trajectoire est “incurvée” vers
le centre. Au total, elle a I'allure indiquée sur la fig. 3.12, & gauche.

v1 > o puisque le potentiel est attractif. Analytiquement, on a 2meg = smvi — Vg

avec Vp > 0, d’ou I'inégalité entre les vitesses.
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J UpL < Vo2 |

Figure 3.12: Trajectoire d’une particule de parametre d’impact b < R. Pour un méme
parametre d’impact, la déviation est d’autant plus faible que la vitesse initiale est grande.

3. Le moment cinétique est constant ; si la trajectoire passait au-dessous de O dans
la figure, le moment cinétique changerait de signe.

PR

En posant a = OP, on a J = mbyy = mav; ; sinf = £, sina = %, d’ou
sinae _ b _ vy
sinfi = a v’

4. Lerapport des vitesses se trouve par la conservation de ’énergie et vaut \/1 + 7%%
0

Finalement, on trouve une relation du genre Snell - Descartes :

sina = nsin g n=/1+ (3.19)

Si Eg > Wy, n =~ 1 et la déviation est trés faible. Au contraire, si la vitesse initiale
est trés petite, n est trés grand, donc 8 ~ 0 : la particule passe tout prés du centre
du puits (mais un peu au-dessus).

08 = 0 quel que soit a (donc quel que soit le parametre d’impact) si le puits est de
profondeur infinie.

5. En A, la déviation est o — 3, et de méme en B : la déviation totale est donc

0 =2(c - 0)
sin(a— 2
6. La relation (3.19) s’écrit %2—) =L ou encore cos § — cotasing = 1

-
[ \/_ ”‘SIDQZI

27 2 n?

1)
parametre d'impact et angle de déviation :

7. On utilise sina = % d’ou cos ce qui fournit la relation entre

in &
b= il R (3.20)
f 2 9
\/n —2ncosg +1

8. En tant que fonction de 9, % démarre linéairement comme Nn;[‘—l?e et arrive & sa
valeur maximum (= 1) pour un certain angle fay, fixé par I'égalité :

Bliias i 1 E
=4/n2 —2ncos 22 1] e gog A _ - [0
\/ 2 cos 2 n Ey+ VW,

. Gmax
7 S1n
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Le graphe de la variation de I'angle de déviation en fonction du rapport % s’en
déduit en effectuant la symétrie par rapport & la premiere bissectrice. L’angle
obtenu pour % = 1 est l'angle de déviation maximal Omax dont parle I’énoncé.
Géométriquement, quand b varie de 0 & R, o varie de 0 a 7, d’ou 'angle 6y tel
que cos($0max) = L.8in > 1, Omax S 7 Cest bien ce que Pon attend (plus
I’énergie initiale est petite, plus la déviation maximum est grande). L’allure du
graphe de 0.« en fonction de Fy est donnée sur la fig. 3.13.

emax

Ey
0 ‘2'0 "W

Figure 3.13: Angle de déviation maximum en fonction de I’énergie initiale Fp.

— b |db
ad(g) " sinf |d_9|
Connaissant la relation entre b et §, (3.20), un calcul sans difficultés donne :

n?R% (ncos —1)(n — cos §)
O'd(g) = 1] 2 /] 2
4coss (n? —2ncosy +1)
g4(0) = 4('::—4}1125 . la section différentielle vers I'avant est finie, contrairement au

cas du champ coulombien ; Porigine physique de cette différence est la poriée du
potentiel, ici finie, alors qu’elle est infinie pour le champ coulombien

c4(0) est monotone décroissante de 0 & Oyax. Pour Vy € Ep (n = 1), la section
efficace est tres pointue ; dans le cas contraire (n 3> 1), o4 est petite et tres plate
(voir fig. 3.14).

La section efficace totale de déviation est de toute évidence 7R%. On peut le vérifier
en calculant P'intégrale f(f'"“ 04(f) 2msindé (poser cos§ = X pour la calculer

aisément, ou remarquer que 204 sin 8df = s.ﬁf’a % sin 0df = 2bdb = db?).
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Figure 3.14: Variation de 0q4(f), qui s’annule en 0,5 ; chaque courbe est marquée par
la valeur de 'indice n.

3.7 Passage du repere du centre de masse au repere
du laboratoire pour la diffusion de deux particules
en interaction centrale

Une expérience de diffusion implique au moins deux partenaires, un projectile et une cible
initialement immobile, supposés formant un systéme isolé. Dans le cas d’une cible infiniment
massive, on est réduit au probleme de la diffusion d'une seule particule (le projectile) par
un champ de forces donné, mais ceci n’est qu'un cas limite : en pratique, on doit souvent
considérer effectivement le recul de la cible.

Il ne suffit pas de remplacer la masse du projectile par la masse réduite [7] : ce que
I'on mesure dans le repére du laboratoire (L), c’est I'angle @ entre les directions incidentes
et diffusées ; en revanche, ce que !'on calcule dans le probleme réduit des deux corps en
interaction centrale, c'est I'angle © entre la direction incidente et le rayon-vecteur joignant
les deux particules (projectile et cible) & I'issue de la collision, dans le repere du centre de
masse (CdM).

[vu du laboratoire |
G PIOJectlle ,’
3 & /0O
—

Q)mble 'Y  cible

/

Figure 3.15: Collision de deux particules, vue du laboratoire (& gauche) et du repére du
centre de masse (& droite). L'angle de déviation mesuré dans le repere du laboratoire est
8, celui observé dans le repére du centre de masse est ©.

! fvu du centre de masse

projectile /
x

-

o2
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On désigne par 71 et 4] la position et la vitesse du projectile aprés la collision, dans
(L), par 7 et U les mémes quantités dans (CdM), par R et V' la position et la vitesse du
centre de masse dans (L).

1. On note Uy la vitesse initiale du projectile dans (L). Ecrire la conservation de I'impulsion
du centre de masse avant et apres la collision.

0. Etablir la relation entre 4, 7 et V. et I'illustrer par une figure ol apparaissent les
deux angles 6 et ©O.

3. Déduire de ce qui précede la relation entre 6 et O :

kel sin© sin © (3.21)
anf = — —— , X
cos© + b= T cos© +p

et en déduire :
cosO + p

V/1+2pcos© + p?
Retrouver le cas limite d'une cible infiniment massive.

cosf =

(3.22)

4. Ecrire la relation entre le module v} et le module v de la vitesse relative et montrer
que p est aussi égal a :
p="1%0 (3.23)
mov
ol v désigne maintenant e module de la vitesse relative aprés la collision. Que devient
cette relation dans le cas d'une diffusion élastique ? Comment s'exprime cos 8 dans ce

cas quand les deux particules ont la méme masse ? Commenter.

5. La section efficace différentielle correspondant aux observations dans (L) peut s'expri-
mer de deux fagons : soit en fonction de 'angle 8, 54(8), soit en fonction de ©, 04(0).
Montrer que :

(1+ 2pcos © + p?)3/2

14 pcos©

Examiner le cas particulier d’une collision élastique entre deux masses égales.

G4(0) = 74(©) . (3.24)

6. Méme dans I'hypothése d'une collision élastique, le projectile perd une partie de son
énergie cinétique en raison du recul de la cible”. Soit Ey et F; les énergies cinétiques
du projectile dans (L) avant et apres collision ; exprimer le rapport g—OL en fonction
de ©. Que se passe-t-il pour deux particules de méme masse lorsque la déviation est
maximale ?

On désigne par 71 et 97 la position et la vitesse du projectile apres la collision,
dans (L), par 7} et U] les mémes quantités dans (CdM), par I el V la position et la
vitesse du centre de masse dans (L). Dans le but de fixer les idées, les ligures sont faites
dans 'hypotheése d’une interaction répulsive entre projectile et cible.

“Ceci est I'un des mécanismes de ralentissement des neutrons dans le modérateur d’un réacteur
nucléaire.

53



Mécanique quantigue

1. ¥o étant la vitesse initiale du projectile dans (L), la conservation de I'impulsion du
centre de masse avant et apres la collision s'écrit :

mily = ity + math = (my + ma)V

2. 9, =04+ V, avec V= mﬁlm—z 7y ; la fig. 3.16 montre les deux angles 8 et O.

Figure 3.16: 8 est Pangle de diffusion observé dans (L) : 8 = (¥, 91). © = (¥, ¥}), ou
7} est la vitesse finale du projectile dans (CdM).

3. En projetant sur les axes perpendiculaire et paralléle & 7, on a :

vy 8inf = v sin® , vycosf =vycosO +V (3.25)
; . N e vl __ _8in® __ _m vy
en faisant le rapport membre & membre, il vient tan 8 = cosOFpr BVECH = Py v

Par ailleurs v; = [v/2+V 2420,V cos ©]/2, d’oi par la deuxiéme équation de (3.25) :
cos O[3 + V2 + 20V cos O]V/2 = 1] cos © + —TL_ 1y, et -

my+ma
cos O +
cosf = A (3.26)
V1+2pcos® + p*
Pour une cible infiniment massive p =0 et cosf = cos® (et tanf = tan ©).
4. On a les différentes relations :
~ My T+ moTy . . - m . o = m ~
R=T"11T 272 22, T =71—T2 , T1=R+—2 T, oy = R ———F
my + mao mi + ma my + ma

La vitesse du projectile dans (CdM) est %(ﬂ ~R) = Y 7, soit 7 = "2 q

U étant la vitesse relative apres la collision. On en déduit p = 2 —Ti_ = 71 20,
1

Jusqu’a présent, on a seulement utilisé la conservation de I'impulsion. Si la collision
est élastique — ce que 'on suppose dans toute la suite —, le module de la vitesse
d’une particule par rapport 4 I'autre ne change pas puisque l’énergie cinétique totale
est conservée avant et apres la collision, et que le centre de masse a lui-méme un
mouvement uniforme ; on a donc v = vy, qui entraine :

ma

p=— {collision élastiquﬂ
Mg
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et alors :

cos @ + I

LT

V1425 cos@ + (ma)”

cosf =

En particulier, quand les deux particules ont la méme masse, cos8 = cos %, d’ou
6= % : pour une collisison élastique entre deux particules de méme masse, on ne
peut observer dans (L) une diffusion du projectile d’un angle supérieur a4 90°, toutes
les diffusions se faisant dans le secteur avant (mais pour 6 — 90°, le projectile perd
toute son énergie : il s’immobilise, voir ci-dessous). Ceci se comprend bien : au
fur et & mesure que le projectile s’approche de la cible, celle-ci recule, ce qui rend
la collision nettement plus molle. Quand my < meo, on a 8 ~ © ; au contraire, si
my > ma, 0 ~ 0, quel que soit ©. Ces résultats sont illustrés sur la figure 3.17.

oy

Figure 3.17: Pour une collision élastique, variation de 0, angle de diffusion du projectile
observé dans le repere du laboratoire, en fonction de l’angle de diffusion © observé dans

le repere du centre de masse. Chaque courbe est marquée par la valeur de p = %

5. La section efficace donne le nombre de collisions d N¢oy;, nombre qui est indépendant
du repére ot ’observation a lieu ; la section efficace calculée dans le repére du centre
de masse, 04(0), incorpore le parametre d’impact b. On a donc :

dNeon = nvoda(8) dQ2(6) = nveoa(©) dQ(O) ,
soit |Gq(6) 27w sin 8 d| = |64(©) 27 sin © dO|, d’otr :
sm S)

7a(0) = sm9

I’expression (3.26) permet de calculer la dérivée %. Apres calcul, on trouve :

(14 2pcos© + p?)3/2
14 pcos©

&d(e) = O’d(e) (3.27)

Pour une collision élastique entre deux masses égales (p = 1), on a vu plus haut
que 0 = %, d’ol1 G4(0) = 4c08004(0), avec 6 < 5. Ainsi, méme si la diffusion est
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isotrope, c’est-a-dire si 04(©) ne dépend pas en fait de ©, la section efficace dans
(L), 54(0), dépend de 'angle de diffusion dans (L). Par exemple, pour des sphéres

dures de rayon a (et de méme masse), 04(©) = “72 si b < a (voir probleme 3.4) et

alors :
~ 2
04, m;=m2, sphéres dures(e) =a“cosl .
- L2 2 2 ’ _ m P ™mi Vo
6. On part de vi = V'] + V= + 201V cos O, avec V = Tl -y, v = 2. En

remplagant, on trouve, en toute généralité :

22 1\2 2 1 m
g mi+mg p my + my my +mo pmy + my
2

soit 2 (=121 4 2pcos O + p?).

5 my+mz p

)

Pour une collision élastique, p = 7, d'ol % = (m—ﬂ%n—z—)Q(l + 2pcos© + p?).

m — 1 : : .
Comme Py Tip il vient finalement :

By _ 14 2pcos© + p?
Eo (1+p)2

Pour deux particules de méme masse (p = 1), et pour la déviation maximale
(© =), ce rapport est nul : le projectile s’immobilise, la cible part ; pour une
cible infiniment massive (p = 0), Ey = Fy, comme i! se doit.
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Corrigés du chapitre 4

Quantification de l'énergie:
le rayonnement thermique

4.1 Température d’un astre

Comme expliqué (voir Tome |, p.88), une fagon (assez grossiere) d'estimer la température
de surface d'une étoile est de I'assimiler a un corps noir.

1. Admettant ceci, trouver la température de surface du Soleil, de I'Etoile Polaire et de
Sirius, sachant que leurs spectres présentent un maximum pour les longueurs d'onde
0,55 um, 0,35um et 0,29 um respectivement (la constante de Wien est égale a
0,29 cm K).

2. En admettant que la Terre et le Soleil rayonnent comme des corps noirs, trouver la
température de la Terre, Tr, en fonction de celle du soleil Tg, du rayon du Soleil Rg
et de la distance Terre - Soleil Drg.

(Rs = 7 x 108 m, Dpg = 150 x 10° km).

1. On utilise la loi de Wien AT = 0,29 cm K. Avec les données de I’énoncé, on
trouve Tsolei >~ 5 300K, Ty ~ 8300K et Tgiriys =~ 10000 K.

toile polaire

2. Le Soleil rayonne dans tout I’espace la puissance 0SsTd, Ss = 4rSRs ; le flux
2
d’énergie a la surface de la Terre est J = oT§ %%— =oT4 —gf—.
Tlrs TS
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- /do
A8
\\n-. Vi d |Rrsind ———— \
%) L «———— (flux solaire)
D) —
NGD

Figure 4.1: Face de la Terre exposée au flux solaire

La petite bande annulaire délimitée par les angles 6 et 8 4+ df (voir fig.4.1) a pour
surface 27 Rt sin § Rrd#. Sa normale fait 'angle 8 avec la direction du rayonnement
solaire : le flux d’énergie qu’elle recoit est donc (2w R2 sin #d6)(J cosf). Au total,
par sa face située du ¢6té du Soleil, la Terre regoit la puissance :

2

% R
Precue = J/ 27TR%~ sinf cos8df = 7TR%GTS'4 —QS ,
’ 0 DTS

: 2 4 RE : L oo _ 4
soit TR0Tg E?FS; Par ailleurs, la Terre rayonne ’énergie Pperdue = 0 STI 1 avec

St = 4nR3. A Véquilibre thermique, la Terre recoit autant qu’elle perd, donc
Pperdue = Fregue, €galité qui donne le rapport des températures :

E—:: (25;)5

’ . 8 —l— —_
Les valeurs numériques donnent % = (5 2107)? ~ 4,8 x 1072, En prenant

Ts = 5300K, on trouve T'r = 260 K.

C’est I'ordre de grandeur de la température de I'atmosphere, a 'interface tropo-
sphere/stratosphere (environ 10km d’altitude, altitude de vol commerciale).

4.2 Température du filament d’une ampoule a incan-
descence

Un filament rectiligne de longueur [, de diamétre d et de résistivité ;» est branché aux bornes
d'une pile de fem E. Dans les conditions de température considérées, la résistivité est
simplement proportionnelle a la température absolue 7" du filament ; on note py la valeur de
p a la température Ty. On suppose que toutes les pertes d'énergie du filament se produisent
par rayonnement et on néglige I'énergie reque par rayonnement par le filament.

1. Trouver I'expression de la résistance R du filament en fonction de T'.

2. En admettant que le filament rayonne comme un corps noir, trouver sa température T,
de régime permanent.
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AN:1=10cm, d=0,01cm, po = 5,5 x 10°8Qm, E=10V,
5 =5Tx1078Wm K4, Ty = 273K.

_ T . _ 1 o dE s __ Apol y . . s
1. ;)% =g i R=psavecs=n5, dol R= W—d%TOT. L’application numérique donne

R= %%Q’IT ~ 2,57 x 1073 T. La puissance regue par le fil est %.

2. Le fil rayonne par sa surface latérale S = wld ; la puissance noire émise est donc
woldT®. En régime permanent (température stabilisée), on a donc! :

Td*Ty E? ToE?d\ %
1Tt = 120 T= ( ) 4.1
[ /-lpolT 40’[)012 ( )
a 1
L’application numérique donne T = (4XS,N%%;‘;TET;%_SMO_E)5 ~ 1850K (la

température de fusion du tungstene est environ 3700K) et R ~ 4,8 .

4.3 Refroidissement radiatif d’une sphere

Une sphére de rayon R = 1 cm, de capacité calorifique C = 5J/K et se comportant comme
un corps noir, est introduite a l'instant t = 0 dans une enceinte vide maintenue a la tempé-
rature constante T'. Initialement, la température de la sphere est 75 = T 4 6p. o désigne la
constante de Stefan (o = 5,7 x 1078 Wm ™2 K~4).

1. Soit 8(t) I'écart de température a I'instant ¢ entre la sphére et I'enceinte. Quelle est la
puissance rayonnée par la sphére a cet instant 7

2. Quelle est la puissance regue par la sphere a l'instant ¢ 7

3. Soit d@ la variation de I'écart entre t et t + dt. Exprimer la variation correspondante
d'énergie de la sphere correspondante dE a I'aide de C' et d#.

4. Utiliser les résultats précédents pour écrire la relation exprimant le bilan d'énergie entre
tett+dt

5. En déduire |'équation (différentielle) satisfaite par la fonction 6(t).

6. Dans la suite, on suppose que I'écart 6y est trés petit devant T'. Utiliser ce fait pour
obtenir une équation différentielle linéaire approchée pour 8(t) et l'intégrer (on posera

T=——S—)
16w R%oT¥ /-

1On néglige la puissance regue par le filament du milieu ambiant, dont la température Text. est & coup
slr trés petite devant celle du filament ; sa prise en compte consisterait & ajouter un terme WUldTgxt a
la puissance regue.
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7. Calculer le temps de relaxation thermique pour T = 300K, 6y = 5K. Au bout de
combien de temps I'écart de température est-il divisé par 2 par rapport a sa valeur
initiale 7

il
1
|
Il
|
n
Il
Il
Il
"
~
~
-~
[t
=~
[natd
-~
[nat]
-2
[
-
~
~
~

1. La puissance rayonnée par la sphere est ¢ S(T + 0)*.
2. La puissance recue par la sphere est ST,
3. La variation d’énergie dc la sphere est dE = C'd#.

4. Le bilan entre t et ¢ + dt s’écrit dFE = énergie recue - énergie rayonnée, soit df =
[0ST* — o S(T + 0)4] dt.

5. C% = _oS[(T +0)* —T1).
6. En profitant du fait que § < T, on a (T+0)*—T* ~ 4073, d’ot1 I’équation linéarisée

pour 6(t) : 96 = —4#9 = —MG = —16; la solution est 6(t) = pe™*/".

7. T = e To=TxE T Io-5x7a0s = 11 minutes. L’écart de température est divisé par
2 au bout de 7In2 ~ 7 mn 30 s, et vaut alors 2, 5K.

4.4 Perte de masse du soleil par seconde

La masse du Soleil est Mg = 2 x 103 kg, son rayon est Rg = 7 x 108 m et sa température
de surface est voisine de Ts = 5800 K. En admettant que le Soleil rayonne comme un corps
noir, trouver la masse AM qu'il perd par seconde ; estimer le temps nécessaire At (a partir
d'aujourd'hui) pour une perte relative de 1 %.

La puissance rayonnée est 47rR§JT4, d’ou la perte de rnasse par seconde :

1
AMg = :2—4WR§JT4

AMg = 5 x 10710 x 47 x 49 x 106 x 5,75 x 1078 x (5300)* =~ 3 x 10%kg/s.

Le temps nécessaire pour une perte de masse de 1% a partir d’aujourd’hui — & partir
i 28 . R I .

du seul rayonnement noir — est donc % s , soit environ 200 milliards d’années...On

estime & 4 milliards d’années la durée de vie actuelle du Soleil, avant qu’il ne devienne

une géante rouge.
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4.5 Pression de radiation solaire a la surface de la
Terre

| s'agit de comparer la pression de radiation due au rayonnement solaire a la pression atmo-
sphérique a la surface de la Terre.

1. Soit jg ~ 1,4 x 108 W/m2 fe flux d'énergie électromagnétique du Soleil a la surface
de la Terre ; exprimer la densité volumique u en fonction de jg.

2. En déduire la pression de radiation Pra4 sur une surface parfaitement réfléchissante et
la comparer avec la pression atmosphérigue? P, ~ 10% Pa. Quelle est la force exercée
sur une voile solaire de surface 10 m? exposée perpendiculairement au "vent solaire” ?

On va bien sir trouver que la pression de radiation due au rayonnement solaire
est trés petite devant la pression atmosphérique a la surface de la Terre.

1. Il y a N photons traversant I'unité de surface par unité de temps ; chacun ayant
I'énergie hr, le courant d’énergie est jr = Nhv.

Soit 65 une surface exposée normalement au rayonnement solaire. Pendant I'inter-
valle de temps §f, N§tdS photons la traversent ; tous ces photons sont contenus
dans le petit cylindre de volume (¢6t)dS, qui renferme donc I’énergie (N§t3S)hv.
. . o N6t6Shv _ hv _ L,
L’énergie par unité de volume est donc ~7g2® = 22 = 2jp.
N 3

2. D’apres le résultat (1-4.22), Prag = 2u=2%%10 ~ 1075 Pa, soit environ 1072° fois
la pression atmosphérique.
La force exercée sur une voile solaire de surface 10 m? exposée perpendiculairement

<

au “vent solaire” vaut donc environ 1074 N.

4.6 Pression de radiation sur une surface rugueuse

Dans cet exercice, on adopte le point de vue de Newton suivant lequel la lumiére est une
pluie de petits corpuscles® d'impulsion p se déplacant a la vitesse de la lumigre c.

Une paroi rugueuse, située dans le plan Oy (voir fig. 4.2), est exposée sous incidence
normale a un rayonnement électromagnétique de fréquence v. On désigne par N le courant
de grains de lumiere incidents (nombre traversant I'unité de surface par unité de temps).

2La faiblesse numérique de P,,4 permet de comprendre le sens de rotation du radiométre de Crookes
(voir Tome 1, note 22 p. 93).
3 corpuscles est le terme employé par Newton.
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Chaque corpuscule est réfléchi suivant une direction caractérisée par les angles @ et ¢ ;
par rugueuse, il est entendu que chacun de ces deux angles est distribué au hasard suivant
une loi uniforme. Il s'agit de calculer la pression de radiation (moyenne), Fraq4. sur la paroi.

rayonnement Z

incident M

1M b
e —d

13‘/’/ ¢ i

Figure 4.2: Géométrie utilisée dans I'exercice 4.6

1. Donner I'expression de I'impulsion dp fournie a la paroi par un corpuscule incident puis
réfléchi dans la direction (9, ¢).

2. En déduire, pour la méme direction de réflexion, la variation d'impulsion dp entre deux
instants ¢t et t+dt pour un élément de surface dS, puis la force dF' (6, ¢) correspondant
a cette direction.

3. Soit Py() et Py(¢) les deux distributions uniformes et indépendantes pour les deux
angles § et ¢. Trouver les expressions normalisées de Pp(6) et Py(¢).

4. En déduire finalement la pression P..q et exprimer celle-ci a I'aide du courant d'énergie
® du rayonnement incident et de la vitesse de la lumiére c.

5. Soit Fp la pression pour une surface parfaitement lisse et donnant lieu, toutes choses
égales par ailleurs, a une réflexion spéculaire. Sans faire de calculs, mais en argumentant
physiquement, écrire 'inégalité entre P,q et Fp.

hy

1. Lors du “rebond” d’un corpuscule, 'impulsion regue par la paroi est bc—” + =X cos b,

bien évidemment indépendante de ’angle ¢.

2. Pour un élément de surface dS et avec N corpuscules incidents par seconde, I'impul-
sion transmise a la paroi est NdethT"(l + cosf) ; la force est le rapport gdff, soit
F = NdS2(1 + cos0).

3. Par hypothese, les deux densités de probabilités sont uniformes, donc constantes :
Py(0) = Cy, Py(¢) = Cy. Les conditions de normalisation s'écrivent :

2 1

/ Cysinfdo =1 Codp=1 = Co=1,Cp=—.
0 0 27T
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4. P.,q s’obtient en prenant la moyenne de la force divisée par la surface :
hv
Piag = N—(1+cosb) ;
c

la moyenne (1 + cosf) est fO% dé fO% d¢ 2 (1 + cos)sinf et vaut 1+ § d’ot :

Praa =

3 Nhv
2 ¢

REC

RO o

5. Dans le cas d’une surface parfaitement lisse, les photons repartent en arriére sans
changement de direction ; le transfert d’impulsion est alors visiblement plus grand :
de toute évidence Py > Pag.

4.7 Variations sur la formule de Planck

1. A l'aide d'une machine, tracer précisément les densités en fréquence (1-4.99) et en
longueur d'onde (1-4.104), et comparer leurs comportements aux basses et hautes
fréquences (resp. longueurs d’onde).

2. En partant de (I-4.99), calculer l'intégrale f0+°° u(v, T)dv = u(T) et montrer que la
constante de Stefan est donnée par I'expression (I-4.100). On utilisera le résultat :

O Z:£j=f—. (4.2)

neEN-

Tracer numériquement u(7T') pour le rayonnement fossile (T ~ 2, 7K).

3 . :
3. u(v, T) est de la forme 71z (¥8T)" f(z) ol f(z) = 2z = et h= g
Montrer que le maximum en fréquence survient pour ., solution de I'équation :
31—e )=z . (4.3)

Calculer numériquement Ty,ax et en déduire la valeur de la constante C’ dans la loi de
Wien exprimée comme v T = C7.

4. Reprendre cette question en raisonnant avec la densité d'énergie en fonction de la

longueur d'onde A, en posant y = /\,i‘BCT. Montrer que le maximum en longueur d'onde

survient en ymax solution de :

51—eY) =y . (4.4)

Comparer les deux nombres Z .. €t Ymax ; quelle est I'expression du produit AmaxZmax ?
Retrouver la valeur empirique de la constante de Wien, donnée en (1-4.2).
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8mu? hv

1. On sait que u, (v, T) = 55~ gwy— (voir 1-4.99). wu,dv est aussi égal & uydA

avec Av = ¢ ; on en déduit que la distribution en longueur d’onde est la fonction
construite comme suit :

1 c 8mhe 1

u/\(/\1 T)_ul’ 'd/\‘_ 3 eﬁhf_lﬁ: 25 eﬁhf_]_ )

(4.5)
: kpT 2. 1 3o HaT fonction de 1
siv & 2B u, ~ v siv > hT kT, u, ~ ve *87 @ en fonction de la
fréquence, u, démarre quadratiquement et tend vers zéro essentiellement comme
une exponentielle aux hautes fréquences.

SiA kBT, uy ~ A% TheT i sl A >> kBT, ux ~ A78 : en fonction de la longueur

d’onde, v, démarre comme ~ A~ 5¢=% et tend vers zéro comme A6 aux grandes
longueur d’onde.

ur(A, T) u, (v, T)
"4 N 2x 1079 /N
ff \"\ — a'/ \\\
T=300K / \
[\ — ] /
| [N
f ’ /
: = T A T v
7%x107° 8 x 1013

Figure 4.3: Distributions de Planck uy et u, pour la température ambiante ; toutes les

grandeurs sont exprimées en SI.

2. 1l s’agit de trouver la constante de Stefan o apparaissant dans Ug = ¢T*. On sait

que Us = mE = m-u = gu, ou w(T) ] 0+°° u(v, T)dv (voir (I—4.11) et

Posant z = Shv, u(T) = 0+oo u(y, T)dv = BW(;I:ST) f

cette intégrale, on multiplie haut et bas la fraction par e~% pms on développe
en série géométrique :

(1-4.19)).
dz Pour calcul er

1— e‘x

too gle—= X[ 3 —(n+1) &3
——dz = / e dy = —_ .

4

En utilisant C( = ZnGN’ n4 = on trouve que lintégrale vaut z. On en

8n® (ks T)"
déduit u = W,

nd
90 ’

278 A,BT s
loh c? d'o

27‘(5/{?)43
7= Tpic (46)

. 27%(1,38% 1073 )? 8 —2K—4
C I5%(6,83x 10-FREXIE)T = 0 7 X 107° W™K~

La valeur numérique de o est
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2 x 1074

— )
10,0 mm)

Figure 4.4: Densité en longueur d’onde u, pour le rayonnement fossile a 2,7 K.

Pour le rayonnement fossile (7' ~ 2, 7K, fig. 4.4), Papplication numérique donne :

0,031 1
A5 831/ Amm —

u/\,fossile(/\y T= 2, 7K) >~ 1 eV/mm"‘ .

Selon la loi de Wien, le maximum est en Apax =~ %%‘9 ~ 0,11cm = 1,1 mm, c’est
bien ce que I'on voit sur la figure. Les photons ayant Amax ont une énergie de I'ordre
de 1 meV.

e*—1
graphiquement qu’il n’y a qu'une seule racine réelle Tmax, qui est ~ 2,821 (pas
loin de 3, évidemment). Il en résulte que Shvma, = 2,821 dott “gx = C’ avec

C'~ 288k ~ 5,89 x 1005 KL

3. La dérivée de f(x) est 22 — g3 (eme_zl)g et s’annule pour 3(1 — e™*) = z. On voit

4. On trouve maintenant que uy est maximum si 5(1 — e™¥) = y, S0it Ymax = 4,965
(pas loin de 5, évidemment). De 85 ~ 4,965, on déduit AmayT = 49g—gks’ soit

Amax

AmaxT 2 2,000 x 1072 m.K, d’oit C ~ 0,29 quand on exprime )\ en centimetres.

On a Bhypax =~ 2,82 et ﬁ/\—';%x- ~ 4,97 ; en formant le rapport, on voit que

1 ~ 2,821 N
° /\mameax — 4:965 = O, 568 d’oti :

| Amex¥max & 0,57 ﬂ
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Corrigés du chapitre 5

Quantification de l'énergie:
le photon

5.1 Ordres de grandeur

1. A quelle température T ['énergie moyenne d'un atome de gaz parfait est-elle égale a
celle d'un photon jaune (longueur d’onde = 0,6 ym) ?

2. Un photon d'énergie E = 0,8 MeV est diffusé par un électron libre. La longueur d'onde
du photon diffusé est égal a la longueur d’'onde Compton Ac de I'électron. Quel est
I'angle de diffusion 8 ?

3. Pour la diffusion Compton sur un proton, quelle est la valeur maximale du décalage
AN 7

1. 3kpT = h§ donne T = 2h- soit T ~ 16000 K.

2. La longueur d’onde du photon incident est Ay = %, celle du photon diffusé est
A= % ou m est la masse de I'électron. La variation de longueur d’onde est donc

A= d=Ar=L(1- mg) ; d’apres la formule de Compton, Al = %(1 —cosf)

mc

d’ou :
me?
cosf = —
E
I application numérique donne! cos = L2 soit § ~ 50°.
pp q 0,8

IPour I’électron mc? ~ 511 keV.
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3. La formule de Compton se transpose au proton comme AN = ﬁ(l —cosf) ; le

décalage maximum est lorsque § = 7 (le photon fait demi-tour} d'olt Adpax = 2%.
Pour I'application numérique, il est trés commode d’écrire? Adpmax = 2% 47 soit

~ 0,511 & ~
Admax ~ 2% 0,024 %20 A ~ 2 6F.

5.2 Effet photo-électrique

1. Une plaque d'aluminium (Wsa; = 3,7eV) est exposée au rayonnement solaire dont
le courant d'énergie, ®, vaut environ 2cal/mncm2. Soit 0 = 1072°m? la section
efficace d'absorption d’énergie par un électron de |'aluminium.

(a) Exprimer et calculer le temps At nécessaire a |'éjection d'un électron en théorie
classique.

(b) Calculer également At lorsque la plaque est située a la distance d =1 m d'une
ampoule a incandescence de puissance P =25 W.

2. Une petite sphere de cuivre de rayon R = 1cm, suspendue dans le vide par un fil non
conducteur, est éclairée par une lumiere de longueur d'onde A = 0,2 um.

(a) Expliquer pourquoi le potentiel électrostatique de la sphére atteint une valeur
maximale Upax.

(b) Calculer Umax (Wscu = 4,47€V).

(c) Soit 3 = 1073 le rendement photo-électrique ; avec N = 10'® photons inci-
dents par seconde, trouver 'expression du temps At au bout duquel la sphére est
effectivement portée 3 Upnax.

3. Pour une fréquence donnée v, I'intensité Iz, du courant de saturation d'une cellule
photo-électrique est proportionnelle a la puissance P du rayonnement incident at-
teignant la photocathode : Igy = aP. La constante de proportionnalité & mesure
la sensibilité de la cellule et dépend de la fréquence.

(a) Exprimer « en fonction du nombre N de photons incidents par seconde sur la
photocathode et du nombre n d'électrons émis par seconde.

(b) Trouver la valeur du rendement quantique 7 sachant que &« = 1 mA/W pour
A=0,6um.

———————————————— 07:07:.72:7372:7:.7:717 me==m=mmmmmamaaa

1. (a) ®o est I'énergie effectivement absorbée par seconde ; le temps nécessaire est

— Wsa _ 3,7x1,6x10”*° ~
donc At = SgAl = Zxa,18x 104 /60y x10- == 0,04s.

2Pour le proton Mc? ~ 940 MeV.
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(b) La lampe de puissance P = 25 W émet N photons par seconde ; si elle émet
dans le jaune (A = 0,6 um), N = £2 ~ 8 x 10*9s57%. A la distance d = 1 m,
il arrive -I2> photons par seconde et par m?, soit environ 6 x 10" s™!.m=2.

2 : —-19
Wy xdmd® _ 3,7x1,6x10 X4 ~30s.

Dans ces conditions, At = =251 = o=

he ~0,28um > 0,2 um:

2. (a) La longueur d’onde seuil pour le cuivre est Ag = e ™

’effet photo-électrique peut se produire.

La sphere, étant suspendue par un il non conducteur se charge peu a peu
positivement, rendant de plus en plus diflicile extraction de photo-électrons
(un électron émis est sournis a une force attractive de la part de la sphere).

On écrit la conservation de I’énergie (Avant = Aprés) pour un électron émis par
la sphére au potentiel U, el se trouvant a la distance » du centre de la sphere
(e < 0) hv = Ws +eU = mu + V(r), ol V(r) = £2 et Q la charge acquise
par la sphere. A infini, ot V(co) =0, on a donc hv — Ws + eU = imo?, -
on cesse de collecter des électrons a I'infini quand le potentiel U a atteint la
valeur Upax pour laquelle vo, = 0, soit :

1
max — 7| hy —
U |6|( 14 ] Ws)

L’irradiation continuant, il y a en permanence des électrons émis, mais ils
s'arrétent a distance finie avant de repartir vers la sphére : compte tenu du
potentiel atteint par celle-ci, la vitesse d’émission est plus faible que la “vitesse
de libération”. En régime stationnaire, la sphere est entourée d’une charge
d’espace négative.

(b) Umax,v =& —Ws ey 21,7 V.

le]

(¢) 11 arrive nN = 10% photons efficaces par seconde ; le nombre dn d’électrons
émis entre ¢ et ¢t -+ dt est dn = nNdt, soit n(t) = nN t. Par ailleurs, si C est la
capacité de la sphere (C = 4mwegR), une variation dn provoque une variation
dU de son potentiel telle que dU = %|e[dn.

n{t) U(t)

>t

ENEC i

At At

Figure 5.1: Variation du nombre n(t) d’électrons émis et recueillis & l'infini en fonction
du temps (a gauche), et du potentiel U(¢) de la sphere (a droite).

Le nombre total de photo-électrons collectés a I'infini, n(t), augmente donc
linéairement jusqu’a At, puis devient constant, tout comme U(¢), qui croit
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jusqu’d Umax (voir fig.5.1). On a U(At) = Xle|n(t = At) = nnAt. Par
ailleurs, U (At) = Upax d’olt :

1
At = — 4dmegR

N - Ws)

p

Numériquement, At ~ 2 x 10785 = 20ns. Le nombre d’électrons émis est
nN At ~ 2 x 107, Pendant ’émission avec collecte a Pinfini, le courant électro-
nique est |e|$2 = |e|[nN = 1,6 x 107* A.

3. (a) I = nlelet P = Nhy, dotl o & Lo = 2 lel goi
P N hv

a—nﬂ/\fv iU
hec ™ 12400

(b) 7= afk ~1073 250 ~2,1x107%.

5.3 Mesure précise de la constante de Planck (Mil-
likan)

Des mesures avec une cellule photo-électrique au potassium donnent les résultats suivants
pour la contre-tension maximale V; [8] :

A =3910A: V1 =-0,8V; X =2540A: Vp,=-2,5V. (5.1)

Trouver :

1. la valeur de la constante de Planck , h,
2. le travail de sortie du potassium, Wgk,

3. la longueur d’onde seuil Ag.

e ? L.?b?b? b? b?b?b? b?b? B ]

1. On peut écrire les équations suivantes
hvy = eVo,1 +Wsk » hre =€V 2+ Wsk

d'oll h = eXt ot — ¢ Mda (1, ) — Vg 5) 6,6 x 1073 Js.

vi—v2 Az —

2. Wk =hv—elpy = (ﬁ]—\—l-\/o) ~2,4eV.

eV

3. As = pf ~ 51804,
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5.4 Histoire de photo-électron

Une bille de tungsténe (travail de sortie Wg, de masse M et de rayon R =1pm, est suspendue
dans le vide par un fil non conducteur et est initialement immobile. Eclairée par de la lumidre

ultra-violette de fréquence v notablement supérieure au seuil, la bille émet des électrons, qui
ne sont pas collectés par une électrode.

1. Ecrire |'équation satisfaite par la vitesse vg de la bille apres émission d'un électron en
direction opposée a celle du rayonnement incident.

2. Examiner les ordres de grandeur pour simplifier cette équation.

3. Préciser la solution physique et en déduire une expression simple de vy en fonction de
m, M, v, Ws et h.

4. Comparer :

(a) I'énergie de recul de la bille, Fr, a I'énergie d'un photon incident.

(b) I'impulsion d'un photon incident a celle des produits aprés émission.
5. Quelle est I'énergie cinétique Eg, de I'électron juste apres |"émission ?
6. Décrire ce qui se passe pour le premier électron, une fois émis.

7. A quelle condition cet électron peut-il partir a I'infini ? Qu’en est-il ici ?

e — e ? PARS ? J_, ? L ? L ? J_, '? J_, ? J_, ? J_, ? J_, ? e e ]
1. On oriente 'axe positivement dans le sens de la direction du rayonnement incident.
Les équations de conservation s’écrivent :
1 1 hy
2 2 _
hu—Ws:§]\/[vR+§mv , T—MVR—{—mv ,

avecvg > 0, v <0, d’ou :
A\ 2
(-”) — 2(hv — Wg) =0

2. M >> m, d’'une part ; d’autre part, dans le terme constant, on remarque que
(hT) <« 2m{hv — Wg). D’ou équation simplifiée :

hv
o~ 2

m
i~ 2y (hy = Ws) =0 (5.2)

MZ

71



Mécanique quantique

3. vg étant positif, seule la racine positive de (5.2) doit étre considérée :

hv me? 1/2
L (120 (hw = We)] |
VYR — M [ +[ + (hl/)2( 17 S)]
Comme mc? > hv et (1 — "—Vi ~ 1, cette expression se simplifie en :

E{_ M2 hI/—Ws)

4. (a) 'énergie de recul de la bille, Eg, est %MU% =

m(hy — Ws) < hw, Ws.

(b) L’expression pertinente de vgr montre que, finalement, le terme linéaire de
I’équation du second degré peut étre négligé, c’est-a-dire que :

hv

v<<v,
Mce B R

m hv
]\{[2 (hl/ - Ws) > T < Mg, m]v[ .

5. L’énergie cinétique FE.i, de I'électron juste apres ’émission est hv — Ws.

6. Le premier électron, une fois émis, est soumis a la force attrative de la sphere
portant la charge le|, soit F = ou 7 > R est la distance de 1’électron au
centre de la sphere.

&2
dmeqre)

7. La conservation de V'énergie entre I'instant juste apreés 1’émission et I'infini s’écrit :

1, e’ 1,
muy- — = =M .
2 471'60R 2 >

Le premier électron peut partir a I'infini si la vitesse & 'infini v, n'est pas nulle,
« . 2
soit si hv — Wg — 4WEDR > 0.

2 -
La différence hv— Wy est d’ordre 1 eV ; (47|re!DR)eV = %ﬁ x9x10% ~ 1073eV :
la condition est largement satisfaite.

5.5 Effet photo-électrique par irradiation thermique

Une petite plaque de métal (travail de sortie Wg) est exposée au rayonnement d'un corps
noir en équilibre thermique a la température T
1. L'effet photo-électrique se produit-il ?

2. u(v,T) désignant la densité d’énergie du rayonnement a |'équilibre trouvée par Planck,
quelle est la densité N (v, T) des photons de fréquence v 7

3. En déduire I'expression (intégrale) de Npg(7'), densité de photons susceptibles de
provoquer |'effet photoélectrique.
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4. Sachant que T « %Vgﬁ calculer I'expression approchée de Npg(T').

On donne l'intégrale : [a?e=dr = — (2% + 2z + 2) o7

1. L’effet photo-électrique se produit puisque le rayonnement noir contient foutes les
fréquences.

2. Ily a N(v, T)dv photons par unité de volume dans la bande v, v+ dv, qui donnent
la densité volumique d’énergie N (v, T)hvdr dans la méme bande, soit par définition

u(v, T)dv ; la densité N(v,T) est donc 840"’;67;,1{—_1

3. Le rayonnement thermique est isotrope : seule la moitié des photons tombent sur
la plaque. Le nombre de photons susceptibles de provoquer ’effet photo-électrique
est donc :

t00

New(T) = % N, T)dv

vs

4. En posant Shv = z, 'expression de Npg(T) devient :

kaT 3 +o0o IE2
NPE(T) = 47T<W> /ﬂhus o _ 1 dx y

comme T & %, Bhyg > 1 : la variable muette d’intégration est toujours tres
grande devant 1. En négligeant 1 au dénominateur devant ’exponentielle :

kgT\3 [+°° )
NpE(T) ’:47‘[‘(%) / zze_1 dzx 3
Bhys

I'intégrale se calcule en utilisant la formule donnée dans ’énoncé, que 1’on simplifie
compte tenu des approximations déja faites. En définitive :

5.6 Impossibilité d’absorption d’un photon par un
électron libre

Montrer qu'un électron libre ne peut absorber un photon.

e L L ?L?L?L?L?L?L?L?L?"? ———————————————
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Dans le référentiel ou I'électron est initialement au repos, la réaction :
photon + électron immobile — électron en mouvement

se traduit par les équations de conservation suivantes (I’axe est pris le long de la direction
du photon incident) :

hv
hv + mc? = yme? | - =Tmyv ,

771:73—-;, B = %. En éliminant la fréquence v du photon et en écrivant

v = (¢, on obtient :

I S S
/1_ﬂ2+1“ /1_52

qui est visiblement impossible & satisfaire avec v # 0 (v = 0 impliquerait un photon
de fréquence nulle...). En revanche, avec un électron lié & un centre massif (un noyau
par exemple), les équations de conservation peuvent étre satisfaites : c’est le mécanisme
élémentaire d’absorption d’un photon par un atome !

avec toujours vy =

— 1-p52=1-43,

5.7 Réflexion d’un flash de lumiére sur un miroir pen-
dulaire

Un petit miroir parfaitement réfléchissant de masse m est suspendu a un fil de longueur !
{voir figure 5.2). Un laser envoie un flash trés court d'énergie F dans la direction normale
au miroir (cette direction et le fil de suspension sont dans un méme plan). Trouver la vitesse
vg du miroir juste apres la réflexion, I'amplitude 8,,, de son oscillation et I'énergie E du
flash réfléchi.

A.N.: [ =10cm, m:10_2g, E=15J ¢g=9,81ms 2

ES))
-

m
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Soit £’ désignant ’énergie du flash apres réflexion ; juste aprés la réflexion, on a :

1 E £’
E=E'+§mvg, ?=—7+mv0.

En éliminant E’, on trouve Péquation pour vg : v& + 2cvp — 4% =0, dou:

E 2K
v=\/?P+4— —cx — ~1lcm/s
m me
2E

2 2
- 1 _ o2l E s
On écrit ensuite sm (—mc) = mgl(l — CoS Gm.ﬂx), soit sin §9max = moyTel visiblement

tres petit puisque mgl ~ 1, alors que # < 1,dou:

2B
T meylg

L’application numérique donne @max =~ 34’ d’angle. Enfin, £/ ~ E — % (E)2 soit :

mc
__—E

7 . » Vl.__ —
Ce résultat s'écrit aussi 252 = —28 = _ oy encore r = o Cest Veffet

Doppler, approximé a l'ordre le plus bas.

5.8 Diffusion Compton en phase gazeuse

La figure 5.3 schématise les suites d'un événement Compton en phase gazeuse observé a |'aide
d'une chambre de Wilson contenant des petites billes de cuivre en suspension. Le faisceau X
incident est horizontal ; les deux traces sont celles de deux électrons.

'Y
P N

faisceau X \,%
— N
O e \)i i)

Figure 5.3: Un événement Compton.

1. Quelle est la relation entre les angles @ et ¢ 7 Dans la suite, € désigne le parametre

hvg ot B est |'énergie cinétique de |'électron de recul.
mc
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2. Tracer le graphe de ¢ en fonction de 6 pour ¢ &« 1 ete =~ 1 ; représenter Egy en
fonction de 6.

3. Combien vaut ¢ lorsque le photon “passe tout droit” ?

sm=—m==m==========7;7;7;7;7:;7:.7;,7:7;7 = =======m======
L’atmosphere métastable de la chambre de Wilson permet de visualiser directe-
ment la trajectoire de particules chargées, qui provoquent une nucléation de gouttelettes
condensées : ainsi, on peut voir les électrons de recul Compton, mais siirement pas les
photons. Les petites billes métalliques en suspension permettent de matérialiser 'angle
de diffusion des photons, grace a l'effet photo-électrique produit par ceux-ci lorsqu’ils
frappent une telle petite bille ; le point O est le départ de I’électron de recul, le point P
visualise un photo-électron : la ligne OP définit la direction de diffusion du photon.

Les angles montrés sur la figure 5.3 sont donc ceux introduits dans le Tome I
(section 5.3), lors du traitement théorique de U'effet Compton.

¢ Bein
. : /l.l/o
2 \_5:0,1 62:_[,._———
\\~ ~ - -
N S | 0, 5- //
L / sex i
E = l S— e -1/'__ . _

Figure 5.4: Variations en fonction de I'angle 8 de diffusion du photon. A gauche : angle
de recul ¢ de I'électron ; & droite : énergie de recul.

1. tan¢ = {1 cot 36. Lorsque € < 1, on a ¢ ~ 3(n — 6).

2e sin? &

2. D’apres le cours (voir (I-5.46)), Ecin = EE

h vy,

3. Lorsque le photon “passe tout droit” (6 = 0), I'angle ¢ est égal & %, ce qui sernble
violer la conservation de l'impulsion ; en fait on a alors v = vy, de sorte que la
vitesse de I'électron est nulle : il n’y a pas d'événement Compton !

5.9 Distribution angulaire des électrons Compton

On considere la diffusion Compton de photons de fréquence vy par une cible formée d'un
élément léger (graphite , par exemple). 6 désigne I'angle de diffusion du photon et ¢ est

76



Quantification de I'énergie: le photon

I'angle caractérisant la direction de recul de I'électron. La fréquence finale v du photon est
donnée par (|-542)

1. Ecrire les équations de conservation de I'impulsion et trouver 'expression de tan ¢ en
fonction de € et tan % Quelles sont les valeurs extrémes possibles de ¢ 7

2. Dans la suite, on suppose que les angles de diffusion sont des variables aléatoires. Soit
P,(9) la densité de probabilité de I'angle de diffusion du photon, et soit P(¢) celle de
I'angle de recul de I'électron. Ecrire la relation différentielle entre P,(8) et P(¢).

3. On admet que la distribution de I'angle de diffusion du photon est uniforme (isotrope)
entre 0 et w. Trouver P(¢), et en tracer le graphe.

4. v désignant la vitesse de I'électron de recul, exprimer 3 = % en fonction de ¢ et de 6,
puis en fonction de ¢. Tracer le graphe de la fonction G(¢).

5. Les électrons de recul sont recueillis sur un détecteur de forme sphérique centré sur
la cible. Exprimer, a l'aide de P et v mais a des facteurs constants pres, le courant
électronique j regu par le détecteur dans la direction ¢. En déduire la variation de j
en fonction de ¢ et, en revenant aux équations fondamentales, expliquer physiquement
pourquoi j est nul lorsque ¢ = 7.

1. Voir Tome I, section 5.3 ; en particulier (voir éq. (I-5.45)), on a tan ¢ = i cot §
qui montre que les valeurs extrémes de ¢ sont 0 et 7.

2. ¢ et 6 varient en sens contraires, d’oli le module : P(¢)|dé| = P,(8)d8 si df > 0.

3. La distribution de I’angle de diffusion du photon étant supposée uniforme, on a
P,(0) = %, don, par différentiation® :

14e¢
1+€(2+¢)sin®¢

Pg)= =

4. De la conservation de 'énergie, on déduit :
1 h h 1
1= 200 2Ly= "0

V1 — 32 T me? vy mc2( T (1
1

d’ou i puis S en fonction de 8 :

cos {))) !

2¢ sin 2

T 1421 +2)sin

)
\/1+5(2+5)sin2§ ,

2

i

3Par construction, f07 P(¢)d¢ =1 ; on peut le vérifier facilement en calculant ’intégrale.
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‘[i(qﬁ) o

0,8+

Figure 5.5: A gauche : densité de probabilité de I'angle de 1'électron de recul quand la

diffusion est isotrope. A droite : variation de £ = % en fonction de ¢.

et enfin 3 en fonction de ¢ :

2e(1+¢)cos¢

(1+¢)? +e%cos?

5. Le courant électronique j requ par le détecteur dans la direction ¢ est proportionnel
a P(¢)v, donce :

1+¢ 2¢(1 +€)cos ¢
x 7 21 2eo2d
L+e(2+¢e)sin® ¢ (1+¢€)? +e?cos? ¢

3(¢)

j est nul (avec une tangente horizontale) lorsque ¢ = % puisqu’alors v = 0. j est
maximum en ¢ = 0, lorsque le photon fait demi-tour.

5.10 Irradiation d’une cible par un rayonnement trés
dur

Une cible constituée d'atomes légers est irradiée avec un faisceau X trés dur de longueur
d'onde Ag. Le spectre en énergie des électrons émis est schématisé sur la figure 5.6.

1. Expliquer les traits caractéristiques de ce spectre.
2. Trouver la longueur d'onde Ag, sachant que AF = 181 keV.

3. Exprimer |'énergie cinétique des photo-électrons, E.i, pn, ainsi que {'énergie cinétique
maximum des électrons ayant subi la diffusion Compton, Ecin, max-
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nombre d’électrons
d’énergie

AFE

:-1-—)

/ \

\ |

Figure 5.6: Spectre des photo-électrons.

1. On est manifestement dans la situation ou ’effet Compton est parfaitement visible ;
on sait que les électrons de recul ont une énergie cinétique (voir (I-5.46)) :

2

228
2¢ sin 5

Ecin hvy

B 1+2esinzg

distribuée de 0 a 1-?-—525 hiy = Ecin, max ¢ Ce sont donc eux qui donnent la large bande

sur la gauche du spectre.

Par ailleurs, le faisceau X tres dur provoque aussi effet photo-électrique, donnant
lieu & I’émission d’électrons d’énergie presque égale? & celle des photons incidents :
la résonance étroite & droite est donc le fait des photo-électrons.

On en déduit que AE = hvg — Ecin, max SOit :

hl/o
1+ 2¢

AE =

2. Pour trouver Ay connaissant AE = 181 keV, on écrit % = Xy (1 + %—"Q), soit

h 2h me?
c __ P
AL —)\0+mc, d’ou :

he h
A= — —2—
0 AFE me

he _ 6,6x10" 3 x3%10% . Ao ~ L
R = rtrrieaam ~ 0,068 A ; avec & ~ 0,024 A, on trouve g 20,0204 : il

s’agit bien d'un faisceau X treés dur.

3. L’énergie des photo-électrons est & peine inférieure a I'énergie des photons incidents,

. iy ~3 108 , . . .
soit kg = %ﬁ'i J ~ 621 keV. L’énergie maximum des électrons de recul

Compton est donc 621 — 181 keV :

(Ecin, max = 440 kev‘

1La cible est un élément léger, o les énergies de liaison des électrons sont d’ordre 1 eV, négligeables
devant celle des photons incidents.
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5.11 Masse gravitationnelle du photon

Sur la base d'arguments purement dimensionnels, on peut définir la masse gravitationnelle
du photon, m., par la relation :
g B hv
gef e
My = —5 = — . 5.3
Y CQ C2 ( )
Cette identification permet d'obtenir de fagon élémentaire le décalage vers le rouge des
photons soumis & un champ de gravitation (on désigne par G la constante de gravitation).

1. En raisonnant comme avec une particule ordinaire, établir la relation entre la variation
d'énergie dE et le déplacement dr dans le champ d'un astre de masse M. Intégrer
cette relation, sachant qu'a la distance R, le photon a une fréquence vg.

2. En déduire ér, décalage vers le rouge a I'infini pour un photon émis a la fréquence v
a la surface d'un astre de rayon R.

3. Dans quelles conditions la fumiére émise par une étoile ne présente-t-elle aucun déca-
lage ?

A.N.: R=7x10km, M =2 x 10°0kg (Soleil} , G = 6,67 x 1071 SI.

1. En raisonnant comme indiqué dans le texte, on écrit la conservation de ’énergie
“ordinaire” pour une particule “ordinaire” située a la distance r d’un astre de

rayon R : G
1 M 1 M
Emvg - —Rﬂ = -2—7m)2 - GTm {r>R);

vy est la vitesse de la particule au moment ol elle a été émise a la surface de 'astre.
La vitesse de la particule arrivée & I'infini de ’astre est donc :

2 2 GM _ 5,

Voo = Vg R 07 Yib o

ou ) est la vitesse de libération.

La forme différentielle de la conservation de ’énergie est Ozd(%mv2 — QI"IVI_m)’ soit :

GMm
-~

dE = dr (5.4)

relation qui se lit bien : la variation d’énergie (cinétique, “propre”) est égale au
travail de la force extérieure ; celle-ci étant attractive, le travail est négatif si dr > 0.

Il n’y a évidemment pas d’égalité du genre E = 1mo? pour le photon, mais la
relation (5.4) est tout & fait générale, et peut étre conservée (avec maintenant
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E = hv). Le seul point suspect est de localiser le photon en un point..., ce qui
n’est vraiment pas raisonnable.

. . . . déf
Admettant toutefois ceci, on introduit formellement la masse m, = %—;, que l'on
reporte sans vergogne dans le travail élémentaire. Il vient ainsi :

GMhv GMv

d(hU)ZZ —'—:;;Zr—dT — dv :1—-:§;§-dT

Iintégration est immédiate et fournit :

2. Le décalage a 'infini pour un photon émis a la fréquence vy a la surface d’un astre
de rayon R s’en déduit en faisant r = 00 :

5_”:_(1_6—53%-)

Vo

Le décalage est toujours vers le rouge (dv < 0) et est d’autant plus grand que ’astre
est dense (M donnée, R petit). Pour le Soleil, on trouve f,—;’ ~ -2 x 1075,

3. La lumiere émise par une étoile ne présente aucun décalage si 'effet Dopler vient
compenser le décalage ci-dessus. 1l faut donc que I’étoile se rapproche de I’obser-

vateur & une vitesse telle que 7 = 1—ercz. Quand %2’5 < 1, cette condition s’écrit
2

v _ GM ity — Ulib

¢ = Rz SO U= 5

5.12 Effet Cerenkov

L'effet Cerenkov est I'émission de lumiere par des électrons® relativistes se déplagant dans un
milieu d’indice n, ol la lumiére (le photon) se déplace 3 la vitesse o

L'événement élémentaire est représenté sur la figure 5.7. et §’ sont les impulsions
(relativistes) de I'électron avant et aprés émission d'un photon dont I'impulsion, notée @,
fait I'angle O avec la direction initiale de I'électron.

Pour I'électron (masse m), les relations relativistes s'écrivent comme suit :

E = ymc® = /pc? + m2ct | p=ymu , (5.5)

avec : |
v
g 4 v 5.6
1= B=- (5.6)

5C’est la lumigre bleutée que I’on voit dans la piscine de certains réacteurs. D’ailleurs, toute particule
chargée fait 'affaire.
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10.
11.

12.

Figure 5.7: Evénement Cerenkov élémentaire.

En ce qui concerne un photon de fréquence v, on a :

Ey=hv, py==, A=—. (5.7)

Exprimer p en fonction de h, v, ¢ et n. En déduire la relation entre E, et p, dans un
milieu d'indice n.

Pour I'événement élémentaire, écrire la conservation de 'impulsion.

A partir de 2, donner ['expression de 7’2 en fonction des modules des impulsions p et
D~ et de I'angle 6.

Ecrire la conservation de I'énergie.

Déduire de 4 la relation suivante :

E 2
? =p2—20—2hu+% , (5.8)

oll F désigne |'énergie initiale de |"électron.

. Utiliser les résultats précédents pour obtenir cos§ en fonction de p, py, E, h, n, c et

V.

. Montrer que cos 8 peut finalement se mettre sous la forme suivante :

c
cosf = —
nv

[1 + ;—Z,(nz - 1)] . (5.9)

A quelle condition I'effet Cerenkov se produit-il ?
Dans quel intervalle de fréquence les photons sont-ils émis 7
Dans quelle direction les photons les plus énergétiques sont-ils émis 7

Tous les photons sont émis dans un c6ne ; quel est le demi-angle au sommet de ce

cone, ¢ 7 Calculer approximativement ¢ pour v = %c etn = %.

Comparer |'énergie cinétique minimale de la particule pour que I'effet se produise suivant
qu'il s'agit d'un électron ou d’un proton (n = 3).
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Identifier une particule qui, dans un milieu d'indice n = % commence a émettre 3

partir d'une énergie cinétique Ej, = 174keV.

Expliquer pourquoi le cdne Cerenkov se referme peu a peu au fur et & mesure que la
particule se déplace dans le milieu.

Une source § est immergée dans une trés grande piscine : |'émission Cerenkov se
poursuit-elle arbitrairement loin de la source ?

p’Y:W: c ,Y:p,),%:h]j.

p=1p cos¢+p,cosd, 0= —p'sing+ p,siné.

/

2
p'* = p? — 2pp, cosf + p2.

. P . .. o2 2
La conservation de I'énergie s’écrit 2= = —2<— + hv ou encore :
V1=t 17

Vo +me)? = V(o + (m)P + b

2
e , . 2 P . - . .
Par élévation au carré, on obtient p'* = p? — ZC%hzx + 3% ou E désigne I'énergie
initiale de 1'électron.

. 2 .
En rapprochant les deux expressions de p’“, on peut écrire :

p* — 2pp, cosb +p3 = p* — 2 —hl/+p7 ,

y 8 . __ Dby 1 L
d’ou, apres calcul, cos @ = ﬁ(l 7))+ ap

ien B qme? 2 I_ui . _ nhv(1 1 -
fCj)n 1utlhse T e = S Py = de sorte que cosf = apc (1 c7) + =, et
nalement :

5]

cosf = i[l—k(n2 -
ny

2. ceci s’écrit aussi

1
cosf):%[l—k(nz IDEVARSYCE chg]

La variation de cosf en fonction de § et de W est représentée sur la figure 5.8,
a gauche.

Comme E = ymc

2E
est nécessaire (mais pas suffisant) que v >

- I faut =11+ (n? 1)}’—”] < 1; comme le crochet est visiblement supérieur a 1, il
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

Figure 5.8: Variation de cos#f en fonction de 3 et v.

Les photons sont émis entre v =0 et une fréquence vy, pour laquelle cos8 =1,
soit :

)

I<r< ——
D e )]

(voir fig. 5.8, & droite).
Les photons les plus énergétiques sont émis dans la direction 8 = 0.

Tous les photons sont émis a 'intérieur d’un céne de demi-angle ¢ correspondant a

’angle 6 pour un photon de fréquence nulle, soit ¢ = Arccos-= = Arccos% o~ 20°,

4 2
— = S=mc”.
-4 NG

Pour un électron, il faut donc E > 0,77 MeV, pour un proton £ > 1,4 GeV.

mc2

Pour que I'effet se produise, il faut v > =, soit § > % et donc B >

L’énergie cinétique minimale est E;, - (ﬁ — l)mcz. Dans un milieu d’indice

%, FEen = (% — l)mcz, d’ott mc? ~ 511 keV si B, = 174 keV : il s’agit d’un

électron (...ou d’un positron).

n =

La particule perd peu a peu de ’énergie en émettant ; sa vitesse décroit : le cone
Cerenkov se referme progressivement au fur et & mesure que la particule se déplace
dans le milieu.

Non : la vitesse diminuant, ’émission Cerenkov cesse de se produire quand la
vitesse atteint le seuil .

5.13 L’effet Compton inverse

En Astrophysique, I'effet Compton inverse (Inverse Compton scattering) est en fait plus
important que l'effet habituel ; il désigne le phénomeéne de diffusion électron - photon ol
I"électron, au lieu d'étre immobile, a une tres grande énergie. Cet effet est notamment obser-
vé pour un électron relativiste diffusé par un photon du rayonnement fossile (T = 2, 7K).
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Ecrire les équations de conservation dans la géométrie d'une collisison frontale et
trouver les énergies finales du photon et de I'électron.

On se borne & considérer une collision frontale, ou I’électron et le photon vont
initialement & la rencontre I'un de 'autre. On prend comme axe de référence des angles
(algébriques) la direction initiale de I’électron ; ¢ est 'angle de diffusion de 1'électron,
pangle de la vitesse du photon apres diffusion. Dans des notations évidentes, les équations
de conservation sont :

2 ' 2 i
myc® + hy = m~y'c” + hi'

hv hy' . v
myv — — = my'v cos¢ + — cosf , 0=m~y"v'sing + — sinf .
c c c
déf , .
En posant £ = 2% elles se récrivent :

yt+e=v+¢e, v8—e=~'Bcosp+e'cosf , 0=+'3sin¢+e sind .

En isolant les lignes trigonométriques de ¢, en élevant au carré et en additionnant membre
4 mermbre, il vient :

(v8 — € — €' cosh)? + e?sin20 = (B2,

soit ((87)* =+*-1):

L

2
(Y8 —¢)* —2'(yB — ) cosf + " =
Utilisant maintenant la conservation de I’énergie pour remplacer v/ = v+ € —¢’, on
obtient : )
(Y8 —€e)? —2'(vB—€e)cos O+ € =(y+e—€) -1,
dot e’ = —+B 5 encore :

y+e—(vB—¢)cos 8§’

' 1+p

v 1—|—5\/1—,62—(,675\/1—,62)(:0581/

Quand 6 = n (le photon passe tout droit, 'électron aussi), v’ = v. Si 8 = 0 (le photon

fait demi-tour, I'électron continue sur sa lancée), v' = — 3, Ona v/ > v si
1-B+2e~/1-82

et seulement si B(1 4+ cosf) > ey/1 — F2(1 + cos@) ; pour 8 # 7, ceci est équivalent &

B>ey/1—p2%s0it B>, /75

Si les photons sont ceux du fond cosmologique & 2,7 K, le maximum de la loi de
Planck survient & Amax =~ 1 mm, correspondant & une énergie de I’ordre de 1073 eV (voir
probleme 4.7, p. 63) ; dans ces conditions, le parametre € est trés petit devant 1 {(~ 1079)
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7
vV =V
v

Figure 5.9: Effet Compton inverse : variation de
diffusion 6.

en fonction de 3 et 'angle de

et on voit que toutes les collisions frontales “réchauffent” le photon. La variation relative
de fréquence est & peu pres donnée par :

Elle est maximum en € = 0, ol elle vaut % : le réchauffement est d’autant plus fort

que les électrons sont ultra-relativistes.

L’émission du fond fossile cosmique & 2,7 K (mesurée avec une
trés grande précision par COBE) nous apparait avec une température
supérieure lorsqu’elle est observée au travers d’un amas de galaxies.
L’effet a été prédit par Sunyaev et Zel’dovich en 1972 : les photons du
fond cosmique sont diffusés par effet Compton inverse sur les électrons
du gaz X ce qui conduit ¢ accroitre leur température apparente d’environ
un milliéme. L’effet est faible mais, aujourd’hui, il est effectivement ob-
servé par des radio-télescopes trés sensibles. Le taux de réchauffement du
fond cosmique est proportionnel & la température et & la densité du gaz
intra-amas traversé, alors que l'émission X des amas est proportionnelle
au carré de la densité et & la racine carrée de la température. Ainsi, la
combinaison de cartes X et Sunyaev-Zel’dovich en radio permet d’obtenir
deux informations complémentaires indépendantes des propriétés du mi-
lieu intra-amas. Et comme l'amplitude de l’effet Sunyaev-Zel’dovich est
indépendante de la distance des amas (par opposition & Uémissivité X) il
est possible d’en déduire la valeur de la constante de Hubble Ho.

(http://www-dapnia.cea.fr/Sap/Phocea/Vie_.des_labos/Ast/)
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Corrigés du chapitre 6

Structure atomique,
raies spectrales,
théorie de Bohr

6.1 Ordres de grandeur

1. Pour une vapeur de sodium a la température ambiante, calculer le rapport des popu-
lations du premier état excité et de I'état fondamental (traiter le sodium comme un
atome hydrogénoide et a la maniére de Bohr). Refaire le méme calcul pour I'hydrogene.

2. Quelle serait la taille de I'atome d'hydrogeéne dans I'état fondamental si la charge de
I'électron était dix fois plus petite et la constante de Planck dix fois plus grande ?

3. Quelle est la vitesse de I'électron dans I'état n = 100 (atome dit de Rydberg, puisque
n>»1)7?

— 1 1= ?L ?L?L? L?L?L?L ?L?l ? e e R} e e e ]

1. Le sodium est un alcalin, avec Z = 11 électrons. Si on le traite & la maniere

12\2 N
de Bohr, les niveaux d’énergie sont F, = —mT(ffP)—. A la température T, les

E
populations sont proportionnelles aux poids de Boltzmann e T e rapport des
Er—E

populations du premier état excité et de I’état fondamental est donc e *T | soit

_3x121 By , . .. N
e “*sT _ou Fy est I’énergie d’ionisation de I’hydrogéne, F; ~ 13,6 eV ; a4 I'am-

biante, kgT =~ 25 meV, ce rapport vaut environ... 6 x 10721441 autant dire zéro.

Pour I’hydrogene, ce rapport vaut 6 x 107178 4 'ambiante, et 7 x 10754 4 1000 K.

2. La premiere orbite de Bohr est ag = mL:,g Si la charge de ’électron était dix
fois plus petite et la constante de Planck 10 fois plus grande, ag prendrait un
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10
10-2

facteur

= 10% : 1'atome serait dix mille fois plus gros et sa dimension serait

de Vordre du micron. Ceci est en réalité la taille typique d’un atome tres excité,
avec n = 100, puisque le rayon des orbites de Bohr est n2aq. De tels atomes, dits

atomes de Rydberg, ont des propriétés tres remarquables.

- . . 2 N
3. Par le théoreme du Viriel, F,, = —%mvﬁ ; mais on a aussi o, = —5 me?, d’ol
2 g .
vE = %gcz, soit v, = Zc. Avec n =100, v1go ~ 22 km/s.

6.2 Transformées de Fourier usuelles

Soit f(t) une fonction a valeurs réelles, supposée absolument intégrable, ce qui suffit pour

assurer I'existence de sa transformée de Fourier F(w) définie comme® :

F(w) s /-+oo

— 00

et flt)de .

1. Calculer F(w) dans les cas suivants :

f{t)=e"7 coswpt ,

fty= e (3)? coswqt ,
0 sit<OQousit>T 1
f(t)—{ coswot si0<t<T (T > QTO)

6.1)

(6.2)
(6.3)

(6.4)

2. Vérifier que dans chaque cas la largeur de la transformée de Fourier est, en ordre de

——————————————— 4

grandeur, I'inverse du temps caractérisant la "durée de vie" de chaque fonction f(¢).

P o ___

75737 P ——

SN GN SN,

(7707

. Dans le premier cas, f(¢) étant une fonction paire, F'(w) est une fonction & valeurs

. ) s o [ Ll :
réelles, d’ou F(w) .Z.IU' * coswte™ ' coswoetdt ; transformant le produit des
cosinus, 2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b), F(w) devient la somme de deux

intégrales, 'une avec +wyp, I'autre avec —wy. La premiere est :

o0 +o0
|t 1t : 1
/ e” " cos(w +wp)tdt = ?R/ em 7 elltwltg — R —
0 0 i l(iu’ + u,‘”)

d’ou :

1 1 1 ]
Flw) =~ 4 = —
@) Tw+w)?+% 7(w—w)?+ %

'Pour une introduction, voir http://www.phys.ens.fr/enseign/fip/cours/L3.html, ch. VIIL.
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F(w) est la somme de deux lorentziennes, centrées en fwq et de largeur % : la

largeur est bien l'inverse de Ja durée de vie de l'oscillation ; pour un systéme
trés sous-amorti, wor > 1, les deux lorentziennes sont trés pointues et nettement
séparées I'une de 'autre.

Avec f(t) = e () coswpt, et en faisant les mémes manipulations trigonométri-
ques, on met F(w) sous la forme %fj;: e~ () [eilwHwo)t 4 gilw=wo)t] d¢. Chaque

"y . +00 et b2 N
intégrale gaussienne se calcule sachant que? [~ e™® 07 dy = | /Tesa, dou

F(w) = ?T {e—(w-i-uo)Q-,—Q//_; + e_(“’*wo)sz/‘l]

F(w) est maintenant la somme de deux gaussiennes® centrées en +wy, de largeur
~ %, a nouveau bien séparées si wom > 1.

0 sit<Qousit>T

. on a:
coswgt si0<t<T ’

Enfin, avec f(t) = {

ei(w+£w0 T _ 1

T
Fw)= [ e coswptdt= 5" &~
(w) /o e“! coswy E‘_Zil 2w + o)

Chaque terme de la somme s'écrit e ti(w+ewo)T/2 ﬂw et a donc pour module
carré (w + ewo) ™2 sin® 1 (w + ewp)T, qui vaut T2/4 en w = —ewp, a une largeur
d’ordre %, et décroit comme (w + ewp)?. Si T > wy'l, i.e. sile systéme a le temps
de compter un grand nombre de périodes pendant l'intervalle de temps T, chacun

des modules carrés est trés pointu et a une aire? d’ordre T.

6.3 Théoréme du Viriel

Une particule dans R est repérée par le vecteur 7, a la quantité de mouvement 5 et est
soumise a la force F' dérivant de I'énergie potentielle V(7). Le mouvement est supposé
périodique de période T

1. Calculer % (7.7) en fonction de I'énergie cinétique Ey;y, 7 et F

2. Intégrer membre a membre |'expression précédente sur une période. On désignera par
f la moyenne sur une période de la fonction f :

~w 1T
Fes /O ftydt (6.5)

2Cette égalité est vraie pour a et b complexes, avec la seule restriction —m < Arga < .

30n retiendra que la transformée de Fourier d'une gaussienne est une gaussienne.

*On retrouve ces fonctions (A un facteur i prés) & propos d’une perturbation dépendant du temps
de ce type (voir chapitre 24, sous-section 24.3.1, (II-24.57)).
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En déduire que :

. 1 (T adv
L= dt . p:
2En = 7 /0 - (6.6)

3. Expliciter cette derniere relation dans le cas ol I'énergie potentielle est de |a forme Ar?,
oll A est un exposant réel quelconque ; en déduire le théoreme du Viriel. Expliciter les
deux cas A = —1 (champ coulombien) et A = 2 (oscillateur harmonique).

4. Pour un atome hydrogénoide (Z) traité a la maniére de Bohr, utiliser le théoreme du
Viriel pour trouver le rayon R, de I'orbite d'énergie £, et |a vitesse correspondante v,
de |'électron.

"13'|§ = fOT 2Eindt + f; 7 Fdt. Comme le mouvement est T-périodique, 7 et p
reprennent les mémes valeurs en 0 et en T' et le premier membre est nul ; le premier
terme au second membre est par définition 27 E¢;y, ; par ailleurs FF = —VV = —%

avec un champ de force central, d’ou :

- 1 /7T av
PRy
0

v

T dr

3. Avec V(r) = Ar*, V/(r) = %V(r), d'ott = fOTT‘?T‘T/dt = AV et le théoréme du

Viriel :
©

et en particulier :

2By = —V (champ coulombien)j (Ecin =V (oscillateur harmoniqueﬂ

4. Pour l'atome de Bohr (mouvement uniforme), les moyennes dans le temps sont

superflues, et le théoréme du Viriel s’écrit simplement 2E;, = —V, d’olt les deux

expressions de énergie F,, = Fg, + V. E, = —ELin = lV. Prenant la forme

2,12 12

E, = 2Zn eao, on a —f—:;a—o = é —ze? , d’ott R, = n? Zao tout naturellement, plus

la charge nucléaire est élevée, plus 1es orbites de Bohr ont un petit rayon.

Par ailleurs, choisissant cette fois E,, = ——Zﬁ— me?, on a —‘2—11"2— me? = —imy?

soit v, = % ¢ : plus la charge est élevée, plus ’électron tourne vite. En résumé :

R Za
R,=n 700 Un = —c
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6.4 Effet photo-électrique sur une vapeur atomique

De I'hydrogene atomique 3 la température T' = 2000 K est exposé a un rayonnement électro-
magnétique d'énergie Epp, nettement supérieure a |'énergie d'ionisation Ey a partir de I'état
fondamenta| ; les photoélectrons émis sont analysés en vitesse.

1. Expliquer pourquoi on doit, en principe, observer différents pics (élargis par effet
Doppler).

2 Donner les abscisses v, des pics théoriquement observables®.

3. Le pic a la vitesse v,, a globalement une intensité I,,. Donner I'expression du rapport
I/ (v1 < w2) des deux pics les plus intenses en fonction de Ep et T et le calculer
numériquement. Comment varie-t-il lorsque la température augmente ?

4. En désignant par M la masse d'un atome, a quelle condition peut-on séparer les deux
pics les plus intenses ?

5. Trouver la température de surface d'une étoile pour laquelle % =1075.

1. A la température T', les niveaux atomiques sont peuplés conformément 4 la dis-

tribution de Boltzmann : la population de I’état E,, est C’efk_i%. La vitesse des
électrons émis dépend de leur niveau de départ ; on pourra observer un électron
ayant la vitesse agsociée a4 un niveau E, seulement si celui-ci est sensiblement peuplé
a la température considérée.

Numériquement, le rapport des populations décroit tres vite (exponentiellement).
Pour le fondamental et le premier état excité, le rapport des populations est déja
trés petit : a la température considérée, on ne peut gueére espérer voir plus de deux
pics, sauf a utiliser un détecteur tres sensible. Bien siir, chaque pic est élargi par
effet Dopler (les atomes s'agitent dans la vapeur).

2. Si Eyy, est I'énergie du photon excitateur, et en négligeant le recul de Patome, un
électron éjecté du niveau n a ’énergie cinétique (& U'infini) %mv% = E, + Ey,, soit

on = /2 (Bpn + En) =/ 2 (s — ),

_3 5 s
3. Le rapport des intensités est le reflet du rapport des populations, % —eT %I A

T =2000K, kgT ~ 0,025 x % ~ (0,17 meV, d’ou % ~ 3 x 10727 ; ce rapport

augmente quand la température augmente.

5Négliger le phénomene de recul.

91



Mécanique quantique

4. L’élargissement Doppler Avpy est tel que %”:" ~ BY% oli Av est I'écart quadratique
o c

c

de la vitesse moyenne d'un atome a la température 7. Avec Av ~ ,/5’131\41, il vient

Avp ‘/%1527;' Comme I'énergie Ep;, est notablement supérieure & Ey et Ey, on a

Yph

2FE N 2K ;
vn )T (1= i), dotivg —uy o /I 2P O
P

M M 8FEq /IWEph .

Pour séparer les deux pics élargis de Av par effet Doppler, il faut que Av < vy — 1,

soit %?%I—T < ELI.,’ une condition qui est facilement satisfaite.
p

-1 —3 7
425%1073 555

5. Si 42 = 107%, c’est que exp ( 3%) = 1075, ce qui donne T" ~ 10600 K.

6.5 Diffusion de la lumiére par ’atome classique
(modeéle de Thomson)

On a vu en détails dans le chapitre 1 du Tome | que I'atome classique est instable (rayon-
nement d'une charge accélérée) ; dans le cas trés sous-amorti, qui correspond a la situation
réelle, le rayon-vecteur de I'électron lié est donné par :

7(t) = 7(0) coswgte Tt (t>0), I=wir ,

oll wy est la pulsation propre de |'atome et ol :

2¢/* 27
T = =— . 6.8
3med 3¢ (68)
1. Montrer que 7(t) est tout autant solution de |'équation® :
mr = —mwiF — of (6.9)

et relier o 3 T'. Interpréter les différents termes de (6.9). C'est cette équation que I'on
retient pour toute la suite.

2. L’atome est irradié par une onde plane monochromatique de pulsation w et de vecteur
d'onde k. Le champ électrique de I'onde, de module &, est polarisé linéairement suivant
la direction notée €. Préciser les conditions permettant d'écrire I'équation fondamentale
de la dynamique pour I'électron sous la forme simplifiée

mF + o + mwi = e Egfcoswt . (6.10)

3. On pose 7(t) = R[A(w) ] (R = partie réelle), oli I'amplitude vectorielle A(w) décrit
le régime forcé de I'électron perturbé par {'onde incidente, régime qui prévaut au bout

81e paramétre o introduit dans (6.9) n’est pas la constante de structure fine !
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d'un intervalle de temps d'ordre 7' apres le début de I'irradiation. Montrer que K(w)

peut se mettre sous la forme :
Aw) = x(w)&of (6.11)

ol x{w) est la susceptibilité (aussi dite fonction de réponse) de I'atome a la pulsation
w. Mettre x(w) sous la forme [x(w)| ).

_ L'électron ainsi mis en régime forcé devient lui-m&me une source de rayonnement (il
est accéléré). A grande distance R, le champ électromagnétique ainsi rayonné est une
onde plane dont le champ magnétique est donné par :

= —_ix7@, (6.12)

ol1 7 est la vitesse de I'électron, et ol 7 est le vecteur unitaire de la direction d'observa-
tion spécifiée par le vecteur B. En déduire la moyenne sur une période de la puissance
rayonnée.

. On définit la section efficace différentielle o4(©) par le rapport :

o énergie diffusée par unité de temps dans la direction ©
04(0) = - —— — . ;o (6.13)
énergie incidente par unité de temps et par unité de surface

© désigne I'angle ('[7, 7). Montrer que :

04(0) =12 sin? @ [F(w)]? , (6.14)
ol 7e est le rayon classique de |'électron — voir (6.8) — et ol F(w) est la fonction :
4
w

[F)? (6.15)

(w2 — wg)z + 202
. Etudier en détail les cas suivants :

(a) w < wp (diffusion de la lumiére de grande longueur d’onde — c’est |'explication
élémentaire du bleu du ciel) .
(b} w = wp (résonance).

(¢) w > wp (diffusion des rayon X, aussi appelée diffusion Thomson). Dans cette
limite, la section efficace dépend-elle de la fréquence ?

. On chaisit I'axe Oz suivant la direction de propagation de I'onde incidente et on pose
§ = (k, ©). Trouver la moyenne de g4 pour une onde non polarisée, i.e. contenant
toutes les polarisations avec une égale probabilité. Tracer cette moyenne en fonction
de I'angle 6.

. En déduire la section efficace totale g, et montrer qu’elle prend la forme :
8
o=—
3

ol la derniére écriture définit la section efficace de Thomson pour un électron libre
(déja rencontrée au chapitre 5, éq. (1-5.29)).

re [F(w)? = or[FW)* (6.16)
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—_

o

<

¢ Remarque

Ce dernier résultat devient incorrect aux tres hautes fréquences, plus précisément

celles ou la longueur d'onde du rayonnement incident devient comparable a |3
) v 2 e, b

longueur d’onde Compton de I'électron = = ~ .

Il est intéressant de remarquer que ceci s'écrit aussi hv ~ mc?, une relation qui

exprime que |'énergie des photons incidents est comparable a I'énergie propre de

|'électron. ¢

Ty T P '7 P '7 i ? 6 7 6 7 PR 7 PARS '7 PARS '7 i, ? e e —

7(t) = 7(0) coswpt e~ est eﬂectlvement solution de m7 = —mwd7 — o, quand

on néglige la petite correction ~ —5— de la pulsation due au frottement ; I' = %

Le couplage avec le champ électromagnétique se fait principalement avec sa com-
posante électrique ; ’équation fondamentale de la Dynamique contient maintenant,
en plus la force e€(7, t), avec E(F, t) = & €cos(wt — k.7). Dans le domaine optique,
k ~ 1073 A= alors que la taille de I'atome est ~ 1A : on peut donc en premiere
approximation négliger le déphasage k.7 sur 'espace atomique et retenir une force
électrique de la forme ey € cos wt.

En reportant 7(t) = R[A(w) e™*] dans I'équation du mouvement, on obtient
o . e )
Aw)(~w? + iTw + wj e’ = R—Eyce™!
m

ce qui donne la susceptibilité :

el 1 el et
xw) = = E—ud W m 2 _ 22 2
mw? —wi —iTw  m /(w2 - w2)2 + (Tw)

ol §(w) = Arctan—7 On en déduit 7(t) = [x(w)[Re!*+8) soit

[7"’(15) = |x(w)|&o € cos(wt -I—Q'

-a2 .
. La puissance rayonnée est donnée par la formule de Larmor P = 3—3—'0 , soit

23‘;’:3 E2wi|x(w)|? cos?(wt + §). La moyenne du cosinus carré sur une période donne

un facteur %, d’ou :
14 02
P =dmeg Py [F(w)]?

En reportant ’expression de 75, la définition de la section efficace conduit a :

pﬂwzﬁmﬁewwml
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6. (a) Quandw < wp , [F(w)]? = (wio)4 : la lumigre bleue est diffusée seize fois plus
que la lumiére rouge.
2
b) Quand w ~ wy, [F(w)]? >~ 1—*¢_ . prés de la résonance, la section
4 (w—wo)?+512
efficace a une allure essentiellement lorentzienne.

(c) Quand w > wo, [F(w)]? ~ 1 et ne dépend quasiment plus de la fréquence.

7. i est le vecteur unitaire le long de OM, direction d’observation, k étant le long
de Oz. La polarisation £ est dans le plan 20y. L’angle O est angle entre €' et 7
puisque ¥ €.

On a cos© = &7 ; si ¥ est 'angle polaire de & dans le plan zOy, ¢ celui de 7, le
produit scalaire s’obtient en faisant la somme deux & deux des composantes :

cos © = sinf(cosp cos ¢ + sinysing) = sinf cos(yy — ¢) .

Cela étant, la valeur moyenne de sin? © sur les polarisations équiprobables s’obtient
comme suit :

(1+cos? 4)

[NeRl

™

.92 _ m d7/) 2 _ -2 2 _ 1. 20 _
(sin“ @) = 2—(1—cos ©) = 1—sin” f{cos“(—¢)) = l—Esm 0=
0

d'ou :

cal6, w) = %rS[F(w)]z(l + cos?6)

8. La section efficace totale o s’en déduit par intégration o(w) = f, 0a(f, w)d€, soit :
1 ™
o(w) = 5 vf[F(w)]z/ (1 4 cos? )2 sin 0d0 ;
0

le calcul de l'intégrale fournit finalement :

8T

2 2

0= s [F(w)]

A 8, 2wl 8n,.2 wy 8r [ ¢ 2
A ~ = — S7 =0 — 87 0 - 871 [ _C

A la résonance stricte w = wo, on a o(wo) = Frg 7§ = Frs Sedar = 3 (wo) ,

soit finalement, introduisant la longueur d’onde de résonance Xg :

3
o(wo) = g)\%

Comme Ay ~ 40004, la section efficace est gigantesque, comparée & une surface
atomique : contrairement & un objet classique, la section efficace & la résonance est
reliée & une échelle de longueur qui n’a rien a voir avec la taille de 'objet diffuseur.

Par ailleurs, 4 haute fréquence (mais pas trop haute, voir les réserves de ’énoncé),
on trouve bien la section de Thomson o (1b=10"2m?) :

8
o = ?ﬂrg ~ 6,65 x 1072 m? = 0,665 b
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6.6 Largeurs Doppler et naturelle

Soit une transition atomique i — f telle que E; — E¢ = hyy > 0 (émission). A I'aide des lois
de conservation de I'énergie et de I'impulsion :

1. montrer que I'énergie de recul de I'atome, Eg, est en général négligeable. La calculer
pour la raie la plus énergétique de la série de Lyman et comparer la vitesse de recul
vgr avec la valeur typique de la vitesse moyenne a la température ambiante (|'énergie
d'ionisation de I'hydrogéne est Fy ~ 13,6¢eV).

2. Obtenir I'expression du décalage Doppler pour un atome de vitesse initiale ;. Calculer
la largeur Doppler Avp pour la raie n = 3 — n = 2 de la série de Balmer pour de
I"hydrogene gazeux a la température ambiante.

3. Un état excité dont la durée de vie est égale a T se désexcite vers le fondamental en
émettant une raie dont la largeur (dite naturelle) en fréquence est Av = % ; comparer le
AFE correspondant a I'énergie de recul de ['atome. Expliquer, en prenant 7 = 10719,
en quoi ceci explique I'existence du phénomeéne de résonance optique.

4, Le potassium a une raie caractéristique 3 A = 3969 A. Trouver la vitesse de récession
d'une galaxie émettant cette raie avec un décalage vers le rouge égal 3 79 A.

5. On observe un faisceau monocinétique d'hydrogeéne sous un angle § = 45°. La transi-
tion de plus basse énergie de la série de Lyman est trouvée 3 A = 1215,18 A ; trouver
la vitesse des atomes du faisceau.

1. L’atome est initialement immobile dans I’état excité et finalement en mouvement,
dans I’état fondamental, un photon de fréquence v ayant été émis. Les équations
de conservation s’écrivent (Avant = Aprés)

h 1
onU+7” 0+ E, = 5 Mv? + By + hv

De toute évidence, I’atome recule dans la direction opposée a la direction d’émission
du photon (v < 0 avec I'axe orienté dans la direction d’émission du photon).

Eliminant v entre ces équations, on trouve 'équation du second degré pour v :

s

2
—2ue— —hyy =0
v ve M IZ0)

dont la racine négative est v = ¢ — y/c? + %hl/o. Pour une transition atomique,

hvg < Mc? de sorte que v = —';/—7‘61. L’énergie de recul est :

1 1 h
Er = 5 Mv’ = 2 M( Yo

_ _)2 _ (hl/o)2
Mc’ = 2Mc?

96



Structure atomique, raies spectrales, théorie de Bohr

Pour la raie la plus énergétique de la série de Lyman, hvg = E, énergie d’ionisation
de 'hydrogene ~ 13,6 eV ; avec Mc? ~ 940 MeV, on trouve Eg ~ 7 x 10™%huy soit
environ 23 MHz. Cette largeur est petite devant la largeur naturelle, ce qui permet
le phénomene de résonance optique. La vitesse de recul est ~ 4,3 m/s, alors que

la vitesse thermique ,/%ia l’ambiante est voisine de 2,7 km/s.

_ On se place dans le cas de "émission. Les équations de conservation prennent la
forme :
. - hv
Muv; = Miy+ — 14,
c

ou 4 est le vecteur unitaire de la direction d’émission du photon, et :

1 1

S Ml + B = 5Mu? + Es+ hv .

En prenant comme axe de référence la direction de ¥, en désignant par ¢ ’angle
de diflusion de l’atome, par € 'angle d’émission du photon, la projection de la
conservation de I'impulsion donne :

h h
Mo, = ?Ucos9+1\/]vfcos¢) , OzgsiDG—MUrSincﬁ :

La deuxieme équation dit que sin¢ = Nﬁ“c siné, soit sin¢g ~ 10~% : Pangle ¢ est
toujours tres petit pour une transition atomlque La premiere équation donne alors

Muv; ~ h“ cos 8 + My, soit M (v; — vy) ~ * cos ).

Par a.llleurs, la conservation de I’énergie donne M (vi — vg)(vi + vy) = —hwg + ho,
d’ou l'on tire v = 1_[(Ui+w‘;%(20)] —os0- Dn assimilant v; et vy en agrément avec la
question précédente, et en s’en tenant & I'ordre le plus bas en %, on obtient :

v —1 v
= — cosf
c

Vo

Le déplacement Doppler est bien positif si I'atome s’approche de 'observateur,
négalif dans le cas contraire.

La largeur Doppler Avp est donnée par M = ;,1( Laraien =3 - n=2de
la série de Balmer, notée H,,, correspond & la différence d’énergie (— - —)E'I 6E1,
1 /25 o 10-9 ~
d’ou Avp = 5 36E1 545 % 10 2360 MHz.
En _ 1Bp ., t(hro)® . 107'9x18,6x(13,6x1,6x107") . 3 .
" BDE T Th T 2RMcT T T Z%6,6x10 9 x940% 10 ~ 2,3 %107 : la largeur d.ue
au recul, Avg est donc petite par rapport & la largeur naturelle ; les deux raies

d’absorption et d’émission sont presque superposées, et la résonance optique est
possible.

. Avecv = AA)‘ ¢, on trouve v ~ 6 000 km/s.

. La valeur précise de la longueur d’onde la plus courte de la série de Lyman est
Ao = 1215,68 A. La longueur d’onde observée est plus courte : le faisceau d’atomes
s’approche de I'observateur. Sa vitesse v est telle que v cosf = AT)‘ ¢ ; avec f = 45°,

il vient v = \/_102155 3 x 108 m/s >~ 175 km/s.
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6.7 Mesure de la durée de vie d’un état excité a ’aide
d’un jet atomique

La figure 6.1 donne le schéma d'un dispositif permettant de mesurer la durée de vie d'un
état excité. Une vapeur d’hélium atomique en équilibre thermique a la température T est
contenue dans un four (T" = 1500 K) percé d'une petite ouverture permettant aux atomes
(de masse M) d'en sortir. Dans la région |, le jet atomique est soumis a un bombardement
d’électrons de haute énergie pouvant provoquer une ionisation de chaque atome. Les ions
positifs ainsi formés sont ensuite injectés entre deux plaques (région |1} d'un condensateur
plan maintenu 3 la ddp U > 0. Juste avant leur passage par la fente O, les ions sont 3
nouveau soumis a un faisceau électronique, de basse énergie cette fois, qui les neutralise, les
laissant dans un état atomique excité dont |'énergie est 3 E* = 2,7cV au-dessus de I'état
fondamental. Il s'agit de mesurer la durée de vie T de cet état. Pour ceci, on dispose, dans la
région Ill, d'un photomultiplicateur qui, déplacé parallélement a I'axe Oz, permet de mesurer
I'intensité de la lumiére émise au point d’abscisse x ; l'origine des abscisses est prise en O.

I 11 111

< > >«

— Kl <

(7] R 5 i

4 ! : L ﬁ Photomultiplicateur
U =

Four
Figure 6.1: Schéma du dispositif permettant de mesurer la durée de vie d’un état atomi-
que excité.

1. (a) Faire un dessin, assorti d'un bref commentaire, représentant la variation qualitative
en fonction de "abscisse de |'intensité recueillie au point z.

(b) Quelle est la longueur d'onde de la lumiére émise ?
(c) Donner les ordres de grandeur de la vitesse thermique vy des atomes a leur sortie
du four, et de leur vitesse au passage en O (U =1000V).
2. Dans cette partie, on néglige la vitesse thermique des atomes a la sortie du four ; dans

ces conditions, quelle est la vitesse v d'un atome au passage en O ?

Un atome porté a I'état excité a I'instant t = 0 a la probabilité P(t) = e™** d'étre
encore excité au temps t > 0.

(a) Quelle est la dimension de A ? Quelle est la relation entre A et 7 ?

(b) 6t désignant un intervalle de temps trés court, quelle est la signification du produit
Aot ?
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En combinant les probabilités, écrire I'expression de Ja probabilité que I'atome se
désexcite entre les instants t et ¢ + d¢ ; en déduire la probabilité d’émission entre
les points d'abscisses x et x + dzx.

Soit S la section droite du faisceau dans la région 1ll, p sa densité (nombre
d'atomes par unité de volume) supposée constante dans le temps et dans |'espace.
Donner I'expression de dI(z), puissance lumineuse regue par le photomultiplica-
teur dans l'intervalle [z, z + dz] ; en déduire la puissance différentielle i(z) = gﬁ.
Représenter la variation de i en fonction de x. Soit zg I'abscisse du point ou
la tangente a i(z) a 'origine coupe I'axe Oz. Un enregistrement de i(z) donne

To = 4,2 cm ; trouver la durée de vie 7.

3. On prend maintenant en compte la dispersion des vitesses au passage en O résultant
de la dispersion thermique des vitesses a la sortie du four. A I’équilibre thermique, la
vitesse v suivant = est distribuée suivant la loi Ce=®%", ol C est une constante de
normalisation ; quelle est I'expression de o ?

(3)

(b)

On pose ve = 4/ % ; représenter graphiquement la distribution des vitesses :

i. aprés le passage dans la fente Fy,
ii. au niveau de O. Cette distribution est notée f(v) dans la suite.

Donner I'expression sous forme intégrale de (i(x)), puissance différentielle regue
entre = et  + dz aprés moyenne sur la distribution des vitesses. Exprimer la
dérivée a I'origine de cette fonction et montrer qu'elle s'exprime simplement en
fonction de la valeur moyenne de I'inverse de la vitesse v, notée (%) En déduire
I'expression de I'abscisse du point d'intersection de la tangente a I'origine avec
['axe Ozx.

Pour calculer (%) on utilise le fait que la vitesse v est tres grande par rapport a
la vitesse thermique vp. Compte tenu de cect, effectuer le développement adéquat
sous |'intégrale pour obtenir la premiere correction en température de I'abscisse
moyenne (zg). Mettre finalement (zq) sous la forme :

(zo) = wo(1+ AT7) , (6.17)

Donner I'expression de A et la valeur de I'exposant «.

Le jet atomique est homocinétique : la position d’un atome est donc propor-
tionnelle au temps, entralnant que la dépendance de l'intensité par rapport
a x est essentiellement la méme que par rapport au temps. Le déclin étant
exponentiel en temps, Pintensité I(z) décroit exponentiellement en .

_ ke _ 6,63x107%7x3x10%
A= pe = S s ~ 4600 A.

La vitesse des atomes a leur sortie du four est d’ordre vy = %,Bl soit
a

3x1,38x10-23x1 500
vr = \/ o T 3 km/s.
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. 2|e|lU . 2x1,6x10-19%10%
2. Au passage en O, leur vitesse est |/ =g soit \/ =y o qg=ar — ~ 220 km/s.

(a)

(b)
(c)

(a)

(b)

La dimension de X est I'inverse d’un temps (le produit At, argument d'une
certaine fonction, doit étre un nombre pur). La relation entre A et 7 est A = %

ou A= '%2, selon la définition précise adoptée pour la durée de vie.
Le produit Adt est la probabilité pour un atome de se désexciter entre deux

instants séparés de 6t.

La probabilité de désexcitation entre t et t 4 dt est le produit de la probabilité
d’étre excité a I'instant ¢t et de la probabilité se désexciter entre ¢ et t 4 dt,
soit e~ AAd¢.

La probabilité de désexcitation entre x et z+dx est P(t = £)A % =e A %

Le courant d’atomes est pvS ; la puissance dI émise entre z et  +dx est donc

puSE* e 3\ %, d’ou la puissance différentielle i(z) & % :

i(z) = A\pSE*e >V =jge™ v (6.18)

i(z) décroit exponentiellement en fonction de z. La tangente & i(z) en z = 0
a pour équation ig(1 — AZ) et coupe 'axe Oz en 29 = {. En choisissant la

vy -2 —
définition 7 = % = 0'6932)(04X21>510 ~ 1,34 x 107 "s.

M
2kpT "

i. Au sortir du four (fente F1), le module de la vitesse est distribué suivant
la gaussienne G'(vr) = Ce=av% ; par la suite, seule importe la composante
selon Oz de la vitesse thermique, soit vrs, ézalement distribuée suivant
une gaussienne, Une fois sélectionnés les atomes allant vers la droite, la
distribution est précisément G4 (v) = 2 %e_""’2, avec v € Ry.

ii. La conservation de 1’énergie donne la vitesse en O : v% = v, +v2, oll v,
est la composante de la vitesse d’un atome sortant du four. La relation
entre v et vy, étant biunivoque, la distribution f(v) de la vitesse aprés
accélération par le condensateur est telle que f(v)dv= G4 (vry)dvy,, d’ou
flv)= 2\/$ ﬁ e_a(”2_”i), avec v > ve. La densité f(v) diverge en
VU<, Mals est manif(:stement intégrable.

La moyenne (i(z)) s’obtient en prenant la moyenne avec f(v) de l'expres-
sion (6.18) :

+oo
(i(z)) = / ie3 f(v)dv

La dérivée a l'origine de (i(z)) en z = 0 est —\ig fvioo 1 f(v)dv = =Xig(l).
L’abscisse du point d’intersection de la tangente & 'origine avec 'axe Oz est
donc (zo) = 3 ()7L
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(c) La valeur moyenne de & s’écrit :

+
bnfE [ e e
v T Ve 'UQ —'UQ<

En posant X = v — v, il vient (1) = 2\/§f0+°° \/ﬁe—ax(xﬂk) dw.
L’exponentielle s’éteint sur un intervalle d’ordre 1/kg1'/M.,, qui est tres petit
devant v : partout ol l'intégrand est notablement différent de zéro, X est
négligeable devant v, de sorte que :

1 o [T 1 X
N~ /= = {1- = —201v<XdX :
<’U> \/;A \/2'U<X( 4’U<)e

en posant X = u?, les intégrales prennent une forme gaussienne et se calculent

sans difficulté. On trouve finalement (3) =~ ;- (1 - 522L). Une fois trouvée
a¥g

la moyenne (1), on en déduit :

]CBT )

(aa) = wo(1+ gy
(AP

Tout naturellement, la valeur moyenne de zy est supérieure & zg puisque les
vitesses initiales, maintenant dispersées, sont toutes positives ; toutefois la
correction est treés petite puisque S—fgf ~ 4% 1078,

<

6.8 Evolution des populations d’une vapeur atomique
excitée a la résonance

Une vapeur atomique (/N atomes) a température ordinaire est soumise a un bref éclair (pulse)
de lumiére résonnante vis-a-vis d’un couple d’états e et g (g est I'état fondamental), d’éner-
gies B et B (E, — Eg = hig) ; v est dans le domaine optigue, la durée du pulse est égale
a At.

Sous I'effet de I'irradiation, tout atome se trouvant dans I'état fondamental a la
possibilité de passer dans I’état excité (absorption) ; on admet que cette possibilité s'exprime
par une probabilité de transition par unité de temps, notée A.

Inversement, indépendamment de la présence ou de I'absence d'irradiation?, tout
atome a I'état excité retombe tdt ou tard a I'état fondamental ; tout comme pour la ra-
dioactivité, on définit un taux de décroissance de I'état excité, noté A* ; on pourra poser
o = /\i parametre qui est assez petit devant 1. Les quantités A et A* sont toutes deux

indépendantes du temps.

"Dans le domaine optique, I’émission spontanée est prépondérante devant I’émission induite.
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o

Justifier I'affirmation suivante : avant larrivée du pulse, il est légitime de considérer
que presque tous les atomes sont dans l’état fondamental.

N (t) et Ne(t) désignent respectivement les nombres d'atomes dans les états g et e 3
I'instant t. Ecrire I'équation de bilan pour la variation dV, de N, entre ¢t et t + dt en

présence d'irradiation ; en déduire I'équation différentielle pour N,, écrite a I'aide de
A AYet N.

L'instant ¢ = 0 est choisi au début de I'irradiation ; donner I'expression de N(t) pour
0 <t < At, paramétrée par A et \*. Comparer les valeurs de N, 2 la fin de l'irradiation
dans les deux cas :

1 1
— A — . 1
At > SO t K e (6.19)

Ecrire I'équation différentielle satisfaite par N, pour t > At et en déduire N, en fonction
de \* et N (At). Tracer le graphe de N,(t) a tout temps.

Trouver I'énergie prise par la vapeur au pulse incident, E,p, et I'exprimer en fonction
de A, A* et At. Donner le graphe de E,,s en fonction de At et commenter.

————————————— =7;7:7.7:7:.7:07:7;.707 ===============

A o

Eg

Be Eg
. D’apres Boltzmann %g =e "®WT  E, — E; ~ quelques eV, kgT =~ 25 meV &

ambiante, d'olt f» = e~auelauesd0 o j,

1

dNe = —(A*dt) N, + (Adt) Vg, avec Ny = N — N, d’ou I’équation différentielle :

[¥e+ (A AN, =N |

La solution de ’équation différentielle valant 0 en ¢ = 0 est :

A

[1-e” O (0<t <AL

St AL > 3, No(At) = 25- 5 si At < &, No(At) ~ 255 (1 — e

Pour ¢ > At , dN, = —(\*dt) N, soit N, + \*N, =0, d’oli :

Ne(t) = No(At) e (=84

dE,ps = _hVOngy Eops = hzl/oNe(At), soit :

AN

Eape = h
bs = MO AT

[1— e-(4A)4
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T At
10

Figure 6.2: Variation de % en fonction de At, avec ’\7 =0,1 et XAt =0,5.

Si At < (A+A*)71, Iénergie absorbée est faible et vaut & peu prés hvg N AAt @ cest
un régime ol la puissance absorbée est constante. Au contraire, si At > (A+A*)7}
FEavs = hig /\’:_—’:\’ : Dénergie ne dépend plus de Atf, on est dans un régime de
saturation ol la puissance absorbée est nulle.

6.9 Identification d’une raie spectrale

L'une des raies d'émission de I'hydrogene atomique naturel a précisément pour longueur
d’onde Mg = 4 861,320 A.

1. ldentifier cette raie en précisant la série a laguelle elle appartient et le nombre quantique
du niveau de départ.

2. Cette raie posséde un compagnon tres proche, de longueur d'onde \; = 4859,975 A,
dont l'intensité est comparativement trés faible. Proposer une explication et la vérifier.

3. Calculer en MHz I'écart en fréquence des deux composantes du doublet et le comparer
a |'élargissement Doppler Avp de I'hydrogene a la température ambiante.

1. La raie considérée étant dans le visible, elle appartient a la série de Balmer, et telle
que ¢ = E, — Eneg, p > 3.

7 13 7 ~ 2 A ’ . -
L’énergie E), est égale & —5 uc? on o= nT+N1[w est la masse réduite. Comme il

s’agit d’hydrogene naturel, tous les isotopes sont a priori présents.

La longueur d’onde A d’une transition de Balmer est A = ;%%2—401_2% (1 + %), soit

Ag = 455,772 5%%2—4. On doit trouver environ 4860 A ; par essai et erreur, on trouve
sans peine p = 4, et on constate que trés précisément 455, 772 x %3 = 4861,56 A : la

raie Ag est donc une raie de I’hydrogene (fréquence vg = % >~ 6,17 x 10 Hz).
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a6f 32 2 b

2 Les deux raies ont pour longueur d’onde A, = Ha™ = ( + (TJTI}TI) oll ¢ = ()

pour 'hydrogéne, 1 pour le deutérivum, 2 pour le tritinm. D’aprés ci-dessus, ),
32 2 h m

correspond & ¢ = 0. La différence Mg — Ay est SFa™ "o =g4 ~ 1, 3A, trés proche

de 4861,320 — 4859,975 = 1,345A : la raie A ,\1 est done la transition 4 — 2 dqy
deutérium.

v —wp = et~ 17 % 10 Hy, soit Av = 1,7 x 10° MHz. L’élargissement

Ao
Doppler pour I'hydrogene est Avp = wy \/ —llw ~ 6,17 x 1014,/ %‘Zgi%;, soit environ

3x10% MHz. Comme Avp < Av, les composantes du douplet H - D sont nettement,
séparées A la température ambiante (et méme & toute température < 101 K).

6.10 Effet Doppler et recul d’'un atome en absorption

On étudie la raie jaune du sodium 23Na (Ay ~ 6000 A) provenant de la transition entre deux
niveaux d'énergies £ et E* > E ; on posera hyy = E* — F.

Soit un atome de sodium de masse M et de vitesse vg exposé a un champ électroma-

gnétique de fréquence v se propageant a sa rencontre en sens inverse.

. Déduire de ce qui précéde I'expression approchée de v, puis celle de 7

. Estimer o = *2 a la température ambiante et £ = I‘CTL;,QT

. Ecrire I'équation de conservation de ['énergie relative a I'absorption d'un photon par

I'atome. On désignera par v la vitesse de "atome aprés absorption.

. De méme, écrire I'équation de conservation de |'impulsion. Comment se situe v par

rapport a vy 7

. En déduire une équation (du second degré) pour 8 = 2, puis I'expression de 3.

. En négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal a 2 en 3y et en &, donner I'expression

approchée de 3, puis celle de v.

4IUU0
14

. Identifier les effets physiques associés aux deux termes apparaissant dans 7. Interpréter

leurs signes.

. Ecrive 1a condition pour que V'absorption se produise effectivement a la fréquence vg.

En déduire la vitesse vg. A quelle température correspond une telle vitesse ?

= 7 e
= L?L?L?L’b’?b?b?é,?é,?__"*"
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1. Pour une vapeur d’atomes de masse M en équilibre thermique a la température T,
Lag2 3 FPIS — 3kpT 3x25%10-3% ., -6 5
Mg = skpT', d’out By \/ o =\ saeioxtos = 1,9 x 1077, correspondant a

une vitesse vp =~ 560 m/s.

. At huy 6.6x 1034 x3x10° -10
Par ailleurs, € = Fr ™ Geqg=avaaxoaox it x1ex0=1 ~ 107 -

9. La conservation de I'énergie s'écrit B + JMvg + hv = E* + L Mv?.

3. L’énoncé précise que 'atome va a la rencontre du photon ; dans ces conditions, la
conservation de 'impulsion totale s’écrit Mwvg — "T“ = Mw, sans préjuger du signe
de la vitesse finale v de I’atome apres absorption (I’axe est orienté positivement de
]a. gauche vers la droite, I’atome est initialement en mouvement de la gauche vers
la droite, v > 0) ; forcément, v < vy.

4. En éliminant v, on en déduit facilement f(3) &« B2 + 208 — 2080 + 2 — ,83 = 0,
sachant que |8] < 1. f(=1) = —(Bo + 1)? + 2¢, qui est certainement négatif compte
tenu de la valeur de €. Le tracé sommaire du graphe de la fonction f(3) montre que
la seule racine physique pour § est la racine positive : avec un tel photon, atome
continue sa route dans le méme sens.

5. La racine a considérer est 3 = —1+ /(1 + )% — 2¢. En développant le radical au

lus bas ordre, on trouve 8~ By — ¢, ot v = vy — 2
P 3 0 Mc

6. En revenant & la conservation de I'énergie, on a v = vy — 5= M(v§ — v?), d’ou

v hug : dél py—u v hy
= vo— Bro-+ g, soit n % egm = g e

Yo

7. Le premier terme est visiblement l’effet Dopler, avec le bon signe puisque le photon
venant a la rencontre de ’atome, celui-ci voit une fréquence supérieure & v : pour
qu’il y ait absorption, il faut bien que la fréquence v soit inférieure (légérement !)
34 la fréquence propre de l'atome 1.

Le second terme serait nul si I’atome avait une masse infinie : c’est visiblement
un effet de recul, qui force le photon a avoir une fréquence un peu plus grande,
puisqu’une partie de ’énergie lumineuse est dépensée a faire ralentir 'atome.

8. L’ahsorption se produit effectivement a la fréquence v si les deux effets se com-

pensent soit “ = 2’;&’2 = £. Comme ¢ =~ 10719, la vitesse doit étre ~ 1,5 cm/s,

ce qui correspond & T =~ 2 x 1078 K = 2 uK : cette condition est réalisée dans une
vapeur atomique ultra-froide.

6.11 Séries spectroscopiques de I’hydrogéene
selon Bohr

Les longueurs d'onde des raies d'émission de |'hydrogene sont données par :
1 1 1
5= Ry(— —) , (6.20)

n?  pe
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ol m et p (p > n) sont des entiers strictement positifs. Une série donnée correspond a une
valeur fixée de n et aux différentes valeurs correspondantes de p ; Ry désigne la constante de
Rydberg expérimentale pour I'hydrogene (Ry = 109677,6cm™ '), Déterminer les longueurs
d’'onde extrémes des séries de Lyman (n = 1), Balmer (n = 2), Paschen (n = 3) et Brackett

(n = 4).

La plus grande longueur d'onde correspond a la transition la moins énergétique,

2 2
soit p = n+1an fixé, dont Ayl = Ry(3z — ggpyz), 50it Ama = Ryﬂl%. La
plus petite longueur d’onde a n fixé correspond & p = 400, ou encore Amin = Ry~ 1n2
soit /\maX% :

2 2
L, nf(n+1) o 2n+1
/\max - Ry W /\mm - UL__+_1—)2 /\max

Lyman : 912A «— 1215A,  Balmer: 3647A < 6565 A,

Paschen : 0,820 6 um «— 1,8756 um, Brackett : 1,458 8 um « 4,052 3 pm.

6.12 Séparation des raies de deux isotopes

On dispose d'un spectro ayant un pouvoir séparateur n égal & 10795,

1. Peut-on a priori distinguer les raies de I'hydrogéne et du deutérium 7

2. Préciser la condition sur la température pour qu'il en soit bien ainsi.

= NN ENE '? ?; '? '? '? ? e e e —

———————————————————— b J__ J__ J__ J__ e e e e i
1 . 2mM d 1
- MD = a7 > Uy = m+M, onc vp > vy et, plus précisément :
def VD — VH UD — BH m —
6isotopique = = ~ — ~27%x10 4
vy 33 2M

Avec le spectro disponible, on peut donc facilement séparer les raies des deux
isotopes.

2. Les deux raies ne sont pas brouillées par effet Doppler si isotopique > AVD HouD
avec Avpn = vy MC“ Avpp = vpy/2225 11 faut donc que Sisoropique SOIt

beaucoup plus grand que le plus grand des Avp : on doit avoir ang > %, soit

2-mc® > 3kaT, ou encore 72 x 511 x 10% > 25 x 1073 (300) soit

‘T <8,3x 10°K ~ 800000K]
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6.13 Coincidences spectrales

Un ion hydrogénoide a une charge nucléaire égale 3 Z|e|. Trouver les nombres quantiques de

ses transitions qui coincident® avec celles de la série de Lyman de I'hydrogene.

Les transitions de la série de Lyman de I’hydrogene correspondent aux différences
, . 1 N _ me'f . . ' o

d'énergie ZEI (1 — gg) ol Er = Tfr. Les énergies de Iion hydrogénoide de charge Z

étant —Zr B, les différences d’énergie de ses transitions sont Z2E (- — 517) (p > n),
X ZN\2 Z\2 N ) . . 9

soit Fr [(;) — (;) ] Pour qu’il y ait coincidence

, 7\ 2 2 . .
voie de conséquence (%) = (%) doit prendre les valeurs %, §,... doup=2Z,32Z, ...

avec Lyman, il faut déja n = Z, et par

Avec Z = 2 (He*), c’est la série de Pickering, observée dans 'atmosphére de (-La
Poulpe, avec coincidence d’une raie sur deux comparativement a la série de Lyman de
’hydrogéne (deux fois plus de raies pour Het). Avec Z = 3 (Li*"), il y a coincidence
d'une raie sur trois pour la “série de Paschen” de Lit™ (trois fois plus de raies pour
Litt).

6.14 Etude énergétique d’un atome hydrogénoide
Soit un atome hydrogénoide de numéro atomique Z traité a la maniére de Bohr.

1. Former le rapport entre les énergies cinétique et potentielle dans I'état d'énergie E,,.
Que constate-t-on'® ? Quelle est son énergie dans I'état n 7

2. Exprimer la vitesse v, de I'électron dans I'état n a I'aide de la constante de structure
612

fine’* & = &-. Trouver le Z au-deld duquel le rapport % devient supérieur 3 3 %.

E. =1 2 B _Ze'? 1 Epou 2z¢'? . f
1. Egn = smu’, Bpoy = —=F— ; le rapport 22> est —5g, qul vaut —2 en raison

de 'équation dynamique exprimant l’équilibmrlza entre la force centrifuge et la force

. N . > 12
d’attraction, a savoir m% = 41-%2

2En = _Epot
83 la correction de masse réduite prés.

®L’énoncé précise que cette coincidence ne tient strictement qu’en délaissant la correction de masse
réduite.

0Ceci résulte du théoréme du Viriel pour le champ coulombien.

Moy ~ % ~ 7,3 x 1073,
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Ceci permet d’écrire de deux fagons 1énergie B = Egin + Epot ¢

1
E=-FEi, = EEpﬂ

2 2 _ 2 .z 22% 2 .
2. . = ZFEn = £ (—E,) = 5 = a2, dotr:

Uy = Q@— ¢
n

Dans ’état fondamental (n = 1), v1 = aZc¢, donc 8 > 3% si % > 3 x 1072, soit
Z > 0,03 x 137 ~ 4,1 : méme pour les éléments légers, les corrections relativistes

sont sensibles.

6.15 Le positronium

Le positronium est un atome exotique formé d’'un positron (anti-électron) et d'un électron ;
sa durée de vie est de I'ordre de 1077 s, ce qui est relativement long 3 I'échelle atomique.
L'annihilation électron - positron met fin a la vie de cet atome.

Quels sont les niveaux d'énergie du positronium 7 Quelles sont les longueurs d’onde
extrémes de la “série de Balmer" du positronium ?

Ici, les deux particules qui “orbitent” 'une autour de I'autre étant de méme masse,
. . U . . . m/2)e’?
I'introduction de la masse réduite yu = 7 est essentielle. Les énergies sont — ";/L,h" :

E’n positronium = 5 En hydrogéne

Toutes les énergies étant divisées par 2, toutes les longueurs d’onde sont multipliées par
2 : la série de Balmer du positronium est dans Uintervalle 7294 A «— 13130 A, soit en
grande partie dans l'infrarouge.

6.16 Quelques propriétés du modele de Bohr

Pour I'atome d'hydrogéne dans le modéle de Bohr :

1. De combien “grossit” I'atome s’il absorbe un photon de 12eV 7

2. Trouver la fréquence de rotation v,, de |'électron dans I'état n, en fonction de n et E,,.
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3. Soit Vn+1,n la fréquence de la transition F,+) — E,. Montrer que :
Vn+l < Vntiln < Vp (621)

et en déduire la limite de v, n41 quand n — 400 (Principe de correspondance).

4. Quel est le moment magnétique (orbital) u, de |'électron dans I'état n 7 Identifier le
rapport entre ce moment magnétique et le moment cinétique (facteur gyromagnétique

) -
5. L’atome étant initialement dans I'état n, combien peut-on a prwm observer de raies
d'émission 7

s=EEEEEEEEEEEEE PLELNLTLTE L i ek i
_E _ .2 _ B ., _—136 _
1. B, = 2% et FE, = FE, +12 eV donnent n® = Fii ™ ——_136+12 9, doun =3
Comme R, = n’ag, 'atome voit son diameétre augmenter d’un facteur presque égal
a 10.
2. vy = Tin = 2:;3 . Par le théoreme du Viriel v, = 4/ M ; par le méme théoreme,
/2
FE, = 23 , avec R, = n’ag. En combinant ces résultats, on trouve :
2|E _ 1
Vp = |Bn| =2h By X —
nh n
_ 1 (2Zn41) 3 . 1 'ﬂ+% 1.
3. tpsyin = h E,m. 1l faut donc montrer que D < wEarnE <R3
PSR TSTP RN U RO, gt . ni-3 1 n(nt3) . N .
I'inégalité de droite est vraie puisque mﬁ)—z = -3 m')zg- la fraction a droite
étant visiblement mfm ieure a 1 ; l'inégalité de gauche ’est tout autant puisque

n+t % 2 1 (n+4)n+1) 1

n?(n41)*¢ = (nd1)? n- (7} l‘]T’ .

Dans la limite des trés grands nombres quantiques, vp41 =~ Va4l =~ Vp @ la
fréquence de Bohr tend vers la fréquence de rotation classique, résultat qui est
Pune des expressions du Principe de correspondance, et I'un des points décisifs de
largumentation de Heisenberg pour la Mécanique des Matrices.

4. Le moment magnétique p est égal & 1.5, ou [ est Vintensité et S la surface du
circuit. Dans le circuit atomique, il passe une charge élémentaire [e| toutes les i

secondes, d’olt I = |e|v,. La surface est mR%, d’ott p,, = |€|2,rR mR2 = %Ie]vn}?ﬂ,
Soit iy = 2'—1— (mu, Ry) = 2l—fnL Jn ol J,, st le moment cinétique orbital dans I’état
n, dont on sait qu’il vaut nh :

= = nNn—
Fim 2m 2m
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pp est le magnéton*? de Bohr électronigue, qui vaut environ —9,3 x 10-% J/T,
soit & peu pres —5,8 x 107%eV/T. Q'—fnL est le module du facteur gyromagnétique
classique de 'électron, et vaut environ 8,8 x 101° C kg™

5. Toute regle de sélection mise & part (voir Tome II, chapitre 24, sous-section 24.5.1),
ily a n(n ~ 1) raies d’émission possibles.

120n définit aussi le magnéton de Bohr nucléaire, ou la masse de I’lectron est remplacée par la masse
du proton.
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Corrigés du chapitre 7

L’Ancienne Théorie
des Quanta

7.1 Particule chargée dans un champ électromagnéti-
que

Une particule de masse m et de charge ) est soumise a un champ électromagnétique £ B;
si ¥ désigne la vitesse de la particule, la force de Lorentz est :

F=QE+vxB) . (7.1)
Ce champ peut étre associé a un potentiel (¢, A') tel que :
E=—-—=-V¢, B=VxA. (7.2)

det A ne dépendent que de la coordonnée 7 et du temps.

1. Ecrire la force de Lorentz en fonction du potentiel.

2. Calculer explicitement la composante suivant Oz du double produit vectoriel et montrer
qu'elle peut s'écrire (¥ = 7) :

(A7) —U.VA, . (7.3)
3. En déduire que la composante F;, de la force de Lorentz peut étre mise sous la forme :

FZZQ(~@+3(A17)—%AZ) . (7.4)
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4. En remarquant que A, = %(/I.ﬁ), en déduire qu'un Lagrangien restituant I'équation
fondamentale de la Dynamique est :

1 o o
L= Emﬂ‘ - Qe+ QAT . : (7.5)

5. Ecrire I'expression du Hamiltonien, H.

6. Dans le cas d'un champ homogene (uniforme dans |'espace), vérifier que I'on peut
prendre A = %B x 7. En déduire que le Hamiltonien est :
=2 2
H= ;L+Q¢ NI B+ Q—( x )2 (7.6)
ol v est le facteur gyromagnétique reliant le moment cinétique J au moment magné-

tique ji selon [ = «yJ. Interpréter physiquement le troisieme terme de |’expression
(7.6).

Pour donner I’idée simplement, on raisonne avec un seul degré de liberté g. A priori,
I’énergie potentielle V' est ici une fonction de ¢ et de ¢, d’ou L = %mQQ —Vig, q). Le

iati - [P TR 0 d oL oL __ : o
calcul varlatlonnel de Euler - Lagrange fournit I"équation g; il i 0, qui s’explicite
. —av_ o D _gav e
en dt( )— 0, soit mg T Le premier terme au second membre

est le tcrme usuel Ie second est identiquernent nul si V ne dépend pas de la vitesse.

Si on en revient & R3, la projection suivant I’axe Oz donne :
>

et de méme pour les deux autres projections sur Oy et Oz.

1 F=Q[-2 —V¢+7x(VxA).

2. (TX (VX Ay =0y (VX A),—v,(V X A),. Les deux termes valent respectivement’
vy(Oz Ay — OyAz) et v, (8, A, — 8. A,). En faisant la différence, et en ajoutant et

retranchant 7,8, Az, il vient : (7 x (V x A)), = v.a—alfA — 9.V A, mais comme 7 et
¥ sont des variables indépendantes, ceci s'éerit tout autant :

(T x (V x A))g = a%(fi.a) — VA, .

3. Fy = Q[ 651 . %f—_ + %(:‘T.ﬂ) — 7.V A,]. Notant que —83—& +9.V = 4, on voit que
la projection suivant Oz de I’équation fondamentale de la Dynamique, mZ = Fy,
prend la forme m% = -90,Q(¢ — Av) — Q%AI et commence a ressembler a (7.7).

15, = 3=« ete.
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4. En gardant un ceil sur (7.7), et en utilisant la suggestion de 1’énoncé, & savoir
remarquer que Ay = au (A7), on écrit :

0 o
mi=—— — Ad —

Oz Qe ) - Q de 8'01
Le potentiel scalaire ¢ du champ électrique ne dépend pas de la vitesse, et on peut
donc I'incorporer dans la dérivée % ; en choisissant judicieusement le signe au vu
de celui déja présent dans le premier terme, on écrit ainsi :

9] - d 0o .
g—¢) .

oy

—

Par comparaison avec (7.7), on voit que V=0Q(¢ — A.v'), donnant le Lagrangien :

L(7, &, ) = ém62 —Qb(F, 1) + QA(F, 1).¥

5. Le moment conjugué o est égal a oL 501t

P=mi+ QA

d’ott inversement @ = - (5 — QA).

HE §v-L=pLlF-QA) — im[i@- QAP +Qb— QALKH— QA). En

développant et en regroupant les termes, on trouve sans peine :

(H - L poQAr+qe

2m

6. Dans le cas d’un champ homogene (uniforme dans I’espace), on peut toujours définir
I’'axe Oz le long du champ, auquel cas B= (0,0, B) et A= (—%By, %B:L‘, 0). Cela
étant, on vérifie immédiatement que (0, 0, B) = v x (—%By, %B:L‘, 0). Le résultat
est évidemment indépendant du choix d’axes, d’ou effectivement A= %E X T
Le Hamiltonien s’écrit alors H = *2’% — %%(Ex 7). P+ %(Ex 7)2 4 Q¢. En faisant
une permutation circulaire dans le produit mixte, on fait apparaitre le moment
cinétique J &7 p et finalement :

=2 2
H=§—+Q¢> VB + - (B x7)’

avec y = , facteur gyromagnethue classique reliant le moment cinétique J au

moment magnethue g = 'yJ ; le terme linéaire en champ est bien du genre
—ﬁ.g (couplage dipolaire magnétique).

Le quatrieme terme est essentiellement positif, donc déstabilisant, et décrit le dia-
magnétisme, phénomeéne universel dés que des charges sont en mouvement (loi de
Lenz microscopique). Sile moment cinétique est nul (alors le moment magnétique
lest aussi), le paramagnétisme est absent, seul le diamagnétisme apparait ; d’ordre
B2, il est en général masqué par le paramagnétisme quand celui-ci existe.
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7.2 Invariance en forme de D’énergie cinétique pour
des coordonnées cartésiennes

En raisonnant simplement avec |'expression du carré de la norme d'un vecteur dans un espace
vectoriel rapporté a une base orthonormée, expliquer pourquoi I'énergie cinétique est toujours
de la forme 3, %mqf quand les ¢ sont des coordonnées rectangulaires.
e ——— 7 L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? — I | —
Dans un espace vectoriel rapporté & une base orthonormée, le carré de la norme
de tout vecteur (qui est une caractéristique de ce vecteur) est de la forme Y X2. On
sait bien & un niveau élémentaire que I'énergie cinétique est Ein = 3mv? = u2 +u2 +u?,
avec U, = —”2\/% «in €st donc le carré de la norme d’un certain vecteur.

Tout changement de coordonnées définissant de nouvelles coordonnées rectangu-
laires ¢; se fait au moyen d’une transformation orthogonale qui, par définition, transforme
un repére orthonormé en un autre repere orthonormé. Dans la nouvelle base, le carré de
la norme est encore égal a la somme des carrés des composantes. D’ou l'invariance en
forme de Eqin, outre son invariance “absolue” (la norme d'un vecteur ne dépend pas de
la base choisie pour la calculer !)

7.3 Equivalence entre équation différentielle et
principe variationnel

Soit I'équation différentielle? :

—f(z) +v(2)f(z) = Ef(z) , (7.8)

ol v(z) est une fonction connue et oll F est une constante. La fonction f(z), a valeurs a
priori complexes, est astreinte a étre de module carré sommable :

/ F@)Pdz < +oo | (7.9)
R

En effectuant une intégration par parties, montrer que I'équation (7.8), complétée par la
condition (7.9), est équivalente® 3 écrire la stationnarité de la fonctionnelle F[f] définie
comme :

Flf] / P @) + () f () — M (@) dz | (7.10)

20n note au passage que cette équation a la forme d’une équation auz valeurs propres pour l'opérateur
2
différentiel —Ed;g + v(z).
3De fagon déguisée, ce résultat est la base de 'approximation dite méthode variationnelle, voir
Tome I, chapitre 23.
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4 A est un paramétre auxiliaire (dit multiplicateur de Lagrange) ; combien vaut-il en fin de
Compte ?

T EEEEEE= ? b ? PR ? PR ? b ? PR ? b ? b ? b ? M ? e —

==

Quand la fonction f varie de 6 f, la fonctionnelle F’ varie de §F = 01+ 61*, avec :
1= [ 1 @I61 (@) + ()i (@) = 6 F ()] d

En intégrant par parties le terme en 5f" de la deuxieme intégrale, et en utilisant les
conditions aux limites assurant que ¢ f = 0 aux bornes, on obtient :

o1 = /Rf*(:v)[—f”(l‘) +0(2)f(2) ~ M (2)]f(z) da

La variation 0F sera nulle quel que soit ¢ f ssi le terme entre crochets (ou son complexe
conjugué) est nul, soit ssi — f"'(x) +v(z)f(z) — Af(x) = 0. L’équation différentielle étant
homogene, la condition de normalisabilité peut toujours s’écrire [, |f(z)|* dz = 1, apres
calibrage approprié de f. Dans ces conditions :

- / (@)~ (@) + v(@) f()] dz

7.4 Oscillateur harmonique traité en Mécanique
analytique

Soit une masse ponctuelle m attachée a |'extrémité d'un ressort parfait de constante de raideur
k ; I'autre extrémité du ressort est maintenue fixe. z. désigne la position d'équilibre de la
masse, x son abscisse ; w est la pulsation propre de I'oscillateur ainsi constitué (k = mw?).

1. Ecrire le Lagrangien L de la masse m et I'équation de Lagrange qui s'en déduit.
2. Former le Hamiltonien H et poser les équations de Hamilton.

3. Trouver z(t) et p(t) sachant que la masse est lachée sans vitesse initiale 3 I'instant
t = 0 au point d’'abscisse g > z. ; on notera E la valeur de |'énergie mécanique.

4. Soit P (z)dx la fraction de temps (mesurée relativement a une période du mouvement)
pendant laquelle la particule se trouve entre les deux abscisses fixées = et z + dz.
P, (z) est ainsi la densité de probabilité de trouver la particule en ce point lors d'une
observation effectuée a un instant arbitraire.

(a) Exprimer P, (z)dz en fonction de la vitesse de la particule.
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(b) Trouver I'expression de la fonction P (x), paramétrée par I'énergie F.

(c) Normaliser P, et la tracer en fonction de .

5. De méme, soit P,(p)dp la fraction de temps pendant laguelle I'impulsion a une valeyr
comprise entre p et p + dp. Trouver Py(p) et normaliser cette fonction.

6. Déterminer les valeurs moyennes (espérances mathématiques, notées (z), (p}, ...) de
z, p, x° et p>. En déduire les écarts-types? de la position et de I'impulsion :

Az = [(@%) — (@2, ap=[0*) - )2 (7.13)

Exprimer le produit AxzAp en fonction de £ et de w.

(mz) + mw?(z — ) =0

dt

ou encore mi + mw?(z — x.) = 0 ; c’est bien I'équation fondamentale de la Dy-
namique m& = —k(z — z.) (il serait évidemment commode de prendre 'origine au
point d’équilibre ; pour 'exemple, on garde z, jusqu’au bout).

2. L = imi? — mw?(z — z.)?. Par allleurs, p = %—g— = ma, soit & = £, d’olt le
Hamiltonien H = pi—L = md? ~ imi?+ imw?(z~ze)? = tmi?+ tmw? (z—x.)2.
En remplagant 4 par £ -

2
p 1 2 2
H="—+_-mw*(z -z
o T amw(z — ze)

2
Les deux équations de Hamilton sont d’une part & = 8,[£- + smw?(z —7.)%] = &,

d’autre part p = —81[2%% + smw?(z — x¢)?] = —mw?(z — z.).

3. L’intégration est élémentaire : de & = £ on déduit & = ;‘n’— = —w?(z — Te). Avec
les conditions initiales prescrites, 1'équation & + w?(z — x¢) = 0 a pour solution
z(t) = o + (xo — ®e) coswt, d’ol (en utilisant p = mi) p(t) = —mwsinwt :

z(t) —ze = 5 Coswit p(t) = —vV2mE sinwi
mw

Une autre fagon de faire — qui est un bon exercice — consiste 4 intégrer directement

le systéme traduisant les équations de Hamilton (X =z — z, P = g—f{ =p):

dlfx1. 7 o L171x7 .

dt | P —mw? 0 P ’
4que P'on peut aussi appeler incertitudes. Py et P, sont finalement les distributions de probabilités de
l'oscillateur quand, & défaut de deux conditions initiales précises, on ne connait que 'énergie initiale E.
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la diagonalisation de la matrice introduit les deux valeurs propres tw, et les
deux vecteurs propres « (z + -£=), qui préfigurent les opérateurs de création et

mw

d’annihilation définis dans le Tome I, chapitre 16, section 16.3.

4. (a)

P.(z)dz est inversement proportionnelle a la vitesse (plus la particule va vite,
moins elle passe de temps prés de x) ; elle peut se trouver prés de ce point
avec une vitesse dans un sens ou dans l'autre, d'ot P(z)dz = CI 7 dz, ou U

est la constante de normalisation, soit P(x) = CMT

La vitesse s’exprime en fonction de z grace & I'intégrale premiere de 1'énergie,

tmv? 4 mw?(z — z.)? = E = smw?(zo — z.)?, d’otr :

Py(z) = 20 ;

wT — (T — ze)?

mwl

P, est visiblement une fonction paire de part et d’autre de x,.

La constante C est telle que [+ Pp(z)dz = 1 ol 21 = z, + (2o — ze) sont
les abscisses extrémes du mouvement, qui délimitent la région accessible clas-
siquement ; I'intégrale se calcule facilement et on tronve C' = 1. En définitive :

1

Pyz) =

-
%7 = ('T_ze)z

Cette fonction diverge aux bornes (la ol, la vitesse s’annulant, la particule
passe relativement beaucoup de temps), mais est évidemment intégrable.

2

5. Les mémes arguments disent que P,(p)dp = %I—zlﬁ dp : comme p = —mw?z, on en
déduit la densité normalisée :

1

m/2mE — p?

By(p) =

6. Compte tenu de la symétrie des densités de probabilité, on a (z) = z., (p) = 0. La
valeur moyenne de z? est :

dx:x2+

( / /
T
e 2
mw
r_ —_
T\ oy ~ (T Te)?

celle de p? est (po = V2mE) :

+ro p2
(%) = / —————=dp=mE

—go TwA/2mE — p?

On en dédnit les écarts-types, et leur produit :

[ E E
Az =[— Ap =+vmE AzAp = —
MW w
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7.5 Oscillateur harmonique dans un champ constant
et homogene

Une particule de masse m et de charge ¢ est soumise au potentiel central V(r)=Zk7? (poser
k = mw?) et & un champ électrique statique £ constant et homogene, pris le long de Oz.

1. Ecrire le Hamiltonien H et les équations de Hamilton ; observer que les équations du
mouvement suivant chaque direction de I'espace sont découplées les unes des autres et
relier ce fait a une propriété de H.

2. Intégrer les équations du mouvement avec les conditions initiales :
F(t=0)=(a,0,0), Tt=0)=0, (7.12)

ol a est une longueur donnée. Les interpréter. Montrer qu'une manipulation simple
sur H fournit immédiatement ces résultats.

3. Le champ électrique étant nul, on suppose que {'oscillateur est au repos a l'origine. A
un certain instant, le champ est porté soudainement a la valeur constante £. Décrire
{sans calcul) le mouvement ultérieur ; trouver une analogie mécanique.

_______________ 2.9

———————————————— (,-L?L?L?L?L?L?L?L? —

Le champ électrique brise la symétrie sphérique, et seule la composante J, du
moment cinétique est une constante du mouvement.

1. H= ‘22—7% + 2k7% + q(7), avec £ = —V¢. Comme & est homogene, on peut prendre
$(7) = —EF, d'ott H = L 4 Lki™® — g€ 7 et, avec Oz le long de £ -

=2
P 1, o
H=_——+ ki —q€z
om ' 2 1
Les équations de Hamilton sont F= %_I; = f; , et Py = —%% = —ku avecu =z, y,
Py = —%g = —kz+ ¢€. Les équations du mouvement suivant chaque direction de

Pespace sont découplées les unes des autres parce que H est une somme de termes,
chacun n’agissant que sur une seule variable.

2

2. Des équations de Hamilton on tire & = —w?z, §j = —w?y et 7 = —w?z + L&, avec

w= /%, dou:
g€

z(t) = Ay cos(wi+az) , y(t)=A4,cos(wt+ay) , z(t):Azcos(wt+az)+m—
W
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Avec les conditions initiales prescrites, le moment cinétique est nul : le mouvement
est done rectiligne. On trouve sans peine les 6 constantes d’intégration A;, ay,... :

g€

z(t) = y(t) = acoswt , z(t) = .

(1 — coswt)

Le mouvement se déroule sur la droite intersection des deux plans d’équations
respectives z =y et z = 25, (1 — 2) ; les deux points extrémes de loscillation ont

muw?

pour coordonnées respectives (a, a, 0) et (—a, —a, 2;%5)

Le Hamiltonien est H = g-; + dmw?(i? — %‘Jﬁgf') En complétant le carré, H
‘_42 ~ 2 ~ - \ «g .
s'écrit aussi 2 + Imw?(F— —1;€)% — 545 &2, 1l s’agit (3 une constante additive
prés) du Hamiltonien d’un oscillateur déplacé, le point d’équilibre étant maintenant
en (0,0, ze & 4 £), correspondant & 1'égalité entre la force harmonique de rappel

et la force électrique.

3. Juste apres la montée instantanée du champ, ’oscillateur est encore a I'origine,
alors que son point d’équilibre est maintenant en (0, 0, z) : il effectue donc une
oscillation le long de Oz entre les deux points (0, 0, 0) et (0, 0, 2z).

L’analogue mécanique est une bille suspendue a un ressort parfait dans le champ
de pesanteur, initialement posée sur un support que 'on supprime soudainement.

7.6 Crochets de Poisson

1. Montrer que {f,gh} = {f,gth+ g{f, h}.

2. L'espace étant rapporté a un repere cartésien Ozyz :

(a) Trouver les crochets de Poisson des coordonnées entre elles, des moments conju-
gués entre eux et des coordonnées avec les moments conjugués.

(b) Trouver les crochets de Poisson des composantes du moment cinétique J entre
elles et ceux de Jy,, (u = z,y,2) avec J 2.

1. En raisonnant avec un seul degré de liberté pour simplifier I’écriture, on a par

définition du crochet de Poisson {f,gh} = %5%;) — %ﬁﬂgqi). En appliquant la

regle (uv) = v'v + wv' :

{figh} =

(51 28) -

3 i (@“ 6h)

" I o " Yoq

En regroupant les premier et troisiéme termes, on reconstitue { f, g}k, les deuxiéme
et quatrieme donnent g{f,h}.
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2. En notant u, v, w les coordonnées cartésiennes

(@) {v,v} =2 St~ e 5 = Loy, (Bwn X 0= 0 X 8up) = O et

w=z,y,2 dw 0pyy  OPw 0w
de méme {p,, p,} = 0. En outre :

_ Ou Op, Ou Op, B .
{U, p-v} = Z %'a—p; - apw ow Z (qu(swv 0 x 0) = Oy

w=T, Y, 2 W=, Y, ¥

(b) Les composantes .J, du moment cinétique sont J, = Z_D‘w EwvwVPy OU Eypy
vaut 1 si uvw se déduit de zyz par une permutation circulaire, —1 si la per-
mutation n'est pas circulaire, et vaut 0 si deux indices ou plus sont égaux®.
Le crochet de Poisson {J,, Jy,} est :

{J‘Un ']‘U} = Z Z Euv'w! Evv w!! {'U/p‘w’y 'Ullpw”}

o', w' v’ w'

D’aprés ce qui précede, {v'pyr, vV pur}t = {V, v"pur }pu + V' {Pw, V'Pwr},
soit ({7)/’ 'U”}pwr/ + 'UH{'U/) pw”})pw’ + 'U/({pw’a 'Ull}pw” + 'U”{Pw', pw”})) c'est-
a-dire v"py by — VP dyryr. Dol

” ’
{J’ILa J’u} = § Euv'w’ § Evv/tw ('U POy — V' Py Gy ) =

v, w’ v, w'

’ /
E Euvw €'y’ U Py’ — g Euv'w Evww' U Puw’ =

, 7

v, w v v, w!, w

'
g V P’ E (5uu’w’5vv’u’ _Euv’u’evu’w’)
v w!
\

u'

u et v étant fixés (et supposés différents, autrement le crochet est sirement
nul), la. somme sur ©' ne produit a chaque fois qu’un seul terme non nul ; si on
désigne par w la direction se déduisant de w, v par permutation circulaire, la
somme sur ¢’ donne €yuw Eyvriw — Euv'wEvwe’ | 1'examen de cette combinaison
dans des cas précis (par exemple u = z, v = y, etc.) montre qu’elle vaut tout
simplement €,,,1,7, d’0lt :

[{Ju, Ju} = Juw (w se déduit de u, v par permutation circulaire) Y

Trouvons maintenant les crochets de Poisson de J,,, (v = z,y, 2} avec J2. Par
exemple, {Jy, J2} = 04 {Jo, J2} + {Jz, J2}.

Le premier terme est {.J,;, Jy}Jy + Jy{Jz, J,} = 2J,J, ; le second terme est
{Jey LYo + Jo{Ja, Ju} = =20y, d'ou | {Jy, J2} =0

Seuyw est appelé tenseur complétement antisymétrique (ou tenseur de Levi-Civita) ; on le retrouvera
par la suite, ... notarnment & propos du moment cinétique traité en Mécanique quantique.
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7.7 Action d’une particule chargée uniformément ac-
célérée par un champ électrique constant £

Une particule de masse m et de charge ) est plongée dans un champ électrique constant et
homogene E. Trouver son action S(z, t; To, to) quand, partie de zp a tg, elle se trouve en
¢ 3 l'instant t. Retrouver le cas de la particule libre.

On choisit 'axe Oz le long du champ, auquel cas le Hamiltonien est H = —qEz
ot I’action satisfait I’équation de Hamilton - Jacobi :
as 1 as aS5\2 95\2
- = — —) |- 1
at = Febz - [(31) +(8y> +((9z> ] (7.13)

R Y .
On a vu que I'action d’une particule libre est Sjipre(7, t; 79, 0) = E(—THL) Ici, le monve-
ment est libre dans le plan perpendiculaire au champ ; ceci donne 1'idée d’écrire I’action
cherchée so<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>