


Licence Maitrise Doctorat 

Chimie 
CACHAU-HERREILLAT D., Des experiences de la famille Acide-Base. 3e ed. 
CACHAU-H ERREllLAT D. , Des experiences de la famille Red-Ox 
D EPOVERE P. , Chimie generale. 3e ed. 
DEPOVERE P., Chimie organique. 2e ed. 
McMuRRY J. BEGLEY I, Chimie organique des processus biologiques 
MoussARD c., Biochimie structurale et metabolique. 3e ed. 
MoussARD c., Biologie moleculaire et Biochimie des communications cellula ires 
MoussARD c., GIBEY R., Benedini M., OCM de Biochimie et de biologie 

moleculaire. 
RABASSO N., Chimie organique. Generalites, etudes des gran des fonctions et 

methodes spectroscopiques. 
RABASSO N., Chimie organique. Heteroelements, strategies de synthese et 
chimie organometallique. 2e ed. 

Physique 

ASLANGUL C., Mecanique quantique 1. Fondements et premieres applications 
ASLANGUL c., Mecanique quantique 2. Developpements et applications a basse 

energie 
ASLANGUL c., Mecanique quantique 3. Corriges detailles et commentes des 

exercices et problemes 
BECHERRA'0'Y I, Optique geometrique 
BIEMONT ~., Spectroscopie atomique. Instrumentation et structures atomiques 
BIEMONT E., Spectroscopie moleculaire. Structures moleculaires et analyse 

spectra Ie 
CHAMPEAU R.-J., CARPENTIER R., LORGERE I., Ondes lumineuses. Propagation, 

optique de Fourier, coherence 
TAILLET R., Optique physique. Propagation des ondes lumineuses 
WATSKY A., Thermodynamique macroscopique 



Claude Aslangul 

Mecanique quanti que 3 

Corriges detaiLLes et commentes 
des exercices et probLemes 

C» de boeck 



Pour toute information sur notre fonds et las nouveautes dans votre domaine de 
specialisation, consultez notre site web: www.deboeck.com 

© Groupe De Boeck s.a., 2009 
Editions De Boeck Universite 
Rue des Minimes 39, B-1 000 Bruxelles 

Tous droits reserves pour tous pays. 

1'· edition 

II est interdit, sauf accord prealable et ecrit de I'editeur, de reproduire (notamment par 
photocopie) partiellement ou totalement Ie present ouvrage, de Ie stocker dans une 
banque de donnees ou de Ie communiquer au public, sous quelque forme et de quelque 
maniere que ce soit. 

Imprime en Belgique 

Depot legal : 
BibliotMque nationale, Paris : octobre 2009 
Bibliotheque royale de Belgique: 2009/0074/386 ISBN 978-2-8041-0788-8 



A Anais, Margaux et ' " 



.', 



L 'aubepine en fieur Jut man premier alphabet 

(Rene CHAR) 

Preface 

On presente ici les corriges des exercices et problemes proposes a la fin de chaque 
chapitre de l'ouvrage Mecanique Quantique, Tomes I et II. 

Chaque probleme, dont l'enonce est reproduit dans une police dijjerente, est rep ere 
comme suit: Ie corrige 21.2 correspond au 2e exercice/probleme du chapitre 21, numerote 
21.6.2 dans l'ouvrage, puisqu'il y apparait dans la section 21.6 ; la ligne de points d'inter­
rogation altemes marque la frontiere entre l'enonce et Ie corrige - que par facetie on 
pourra voir comme une chaine antiferromagnetique de spins ~ ! Le rappel de l'enonce 
est motive par Ie desir de proposer un livre ferme sur lui-meme mais, inevitablement, 
il est fait rejerence a d'autres ouvrages, ou aux deux Tomes dont ce livre se veut la 
continuite; ainsi, la notation (II-19.210) renvoie a l'equation (19.210) du Tome II. 

Les calculs sont detailles a I 'extreme afin d 'aider Ie lecteur dans les etapes inter­
mediaires, au risque parfois d 'une certaine inelegance : on trouvera des expressions qui 
se simplifient a vue, mais dont l'ecriture, premiere et brute, permet de retrouver les dif­
jerents elements y ayant conduit; il n'est pas tres enrichissant de se bagarrer avec un 
facteur 2 en trop ou en moins, mais il est utile d'en saisir l'origine. 

La difficulte des problemes est tres variable, refUtant la progression du niveau 
de connaissances developpe dans les deux Tomes. Certains d'entre eux sont de simples 
applications de cours, permettant de verifier l'assimilation des points fondamentaux, en 
se livrant a un travail personnel peu couteux mais irremplar:;able. D'autres exigent la syn­
these ou Ie rapprochement d'idees exposees ici et la, incitant a une reflexion permettant 
de structurer la connaissance acquise en realisant la proximite de concepts disjoints au 
premier abord. Enfin, certains problemes sont tires d'articles de recherche fondamentaux 
et/ou recents et sont, de ce fait, assez difficiles. Sans surprise, leur corrige est long, et 
parfois laborieux, mais c'est Ie prix a payer pour rendre accessibles des travaux importants 
publies dans des revues que les etudiants sont trop peu incites a consulter. L'auteur espere 
ainsi avoir un peu contribue a rapprocher deux domaines de la litterature en Physique, et 
avoir donne I 'envie aux lecteurs hesitants de se familiariser avec un style de publication 
d'acces difficile, meme quand on est bien prepare par la lecture approfondie des ouvrages 
academiques. 
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Mecanique quantique 

L 'un des objectifs a ete que l 'ensemble de ces problemes soit d'interet pour un 
va te pttblic, de La troi iem e annee d Licence aux deux annees de Master, voire a des 
doctomnts. Ce spectre la7ye a:umit 1 ndlL caduque et sans interet toute classification de 
la dijjiculM, t c 'est pOU7'qlWi on y a ,(inaiement renonce. L 'abord d 'un probleme peut 
se joue7' com:me une petite a'uenture 'ima.ge en reduction mais nullement reductrice, de 
l 'a:udace donl Heisenberg fit preuve en 1925, affirmant plus tard dans ses souvenirs qu'il 
faut 7)a1joi faiT le saut dans Ie vid ' 
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Corriges du chapitre 1 

Introduction 

1.1 Determination du rapport charge/masse de l'elec­
tron (methode de Thomson et Kaufmann) 

La methode de Thomson (1897) consiste a etudier la deviation d'electrons de vitesse initiale Vo 
(parallele a Oy) par un champ electrique E et un champ magnetique E, tous deux constants, 
homogenes, paralleles a Ox et agissant dans la region situee entre 0 et un ecran ou sont 
materialises les electrons (voir fig. 1.1) . L'impact du fa isceau electronique est detecte sur un 
ecran place a la distance d de I'origine O . On note e et m la charge et la masse electroniques 

et w = I%B la quantite appelee pulsation synchrotron . 

z Z' 
d 

y 

Figure 1.1 : Schema de l'experience de Thomson - Kaufmann 

1. Principe de l 'experien ce 

(a) Dessiner I'allure typique d'une trajectoire electronique. 

(b) Trouver I'equation parametrique (en fonction du temps) de la trajectoire d'un 
electron, en prenant comme origine des temps I'instant ou I'electron passe en o. 
A quelle condition obtient-on un impact sur I'ecran ? 
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(c) Soit t l I'instant d'impact sur I'ecran. Dans I'hypothese ou wt l « ~ , determiner 
I'equation cartesienne de la courbe sur laquelle se trouvent les impacts lorsque la 
vitesse initiale varie en module. Que se passe-t-il si on inverse Ie champ electrique ? 

(d) Comment cette experience permet-elle de mesurer Ie rapport ';!::~~: pour I'elec­
tron ? 

2. Corrections relativistes 

Peu de temps apres les premieres experiences de Thomson , Kaufmann (apres Ie premier 
article d'Einstein sur la Relativite Restreinte) s'aperc;ut que la loi parabolique obtenue 
en Ic n'etait pas verifiee pres de I'origine 0, c'est-a-dire la ou I'on trouve les particules 
dont la vitesse initiale est tres grande. 

(a) Identifier I'origine de cette anomalie. 

(b) A I'aide de la conservation de I'energie, determiner la variation dans Ie temps de 
la coordonnee x a I'aide de la fonction T (t ) defin ie comme : 

(3="!... 
c 

(1.1) 

(c) En utilisant la relation fondamentale de la dynamique (relativiste), trouver Ie 

complexe Z(t) ~ y(t) -I- iz(t) en fonction de T (t) 

(d) Trouver la fonct ion T (t) (poser T = ~~~~ ) . En dedu ire I'expression des trois 

coordonn ees d'espace en fonction de la variable ¢(T) definie par sinh ¢(t) ~ * 
(e) Montrer que si vo --+ c, les impacts se rapprochent de I'origine 0 ' suivant une 

courbe qui n'est plus tangente a O'z'. Retrouver la pente verticale mise en 
evidence dans la partie 1 par un passage a la limite convenable . 

1. Principe de l ' experience 

(a) On prend les deux champs orientes dans Ie sens des x positifs. La force 
electrique est dirigee Ie long de Ox, vel'S les cotes negatives (la charge e est 
negative). Par ailleurs, au moment ou l 'electron arrive en 0 , Ia force de 
Lorentz est dirigee vers les z posit ifs . Au total, la t r ajectoire est une helice 
d 'axe par a llele a Oz, situee dans l'octant x < 0, y > 0, Z > O. 

(b) La force agissant sur l'electron est F = e(E-I- Vx B) ; la projection sur les trois 
axes de l 'equation fondamentale de la Dynamique donne (m est la masse de 
l'electron) mx = eE, my = ei B , mi = -eYB. Avec les conditions initiales 
precisees, on en dedui t d 'abord x = ~! e. En posant Z(t) = y(t) -I- iz(t), 
on ~oit que Z (t) satisfait Z = iwZ, avec w = ~, d'oll Z(t) = Z (O) eiwt , 

ou Z(O) = Vo. Dne deuxieme integration en temps donne y(t) = ~ sinwt et 
z(t) = ~(I - coswt) . 
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z' 

~\I(~ 
0' 

Figure 1.2: Lignes ou se distribuent les impacts quand la vitesse initiale varie (a gauche, 
champ electrique dirige com me Ox, a droite, champ dirige en sens contraire de Ox). Plus 
la vitesse initiale est grande, plus l'impact est proche de 0'. 

Pour avoir un impact sur l'ecran, il faut que ~ soit superieur a d, soit que les 
electrons aient une vitesse assez grande, ou que Ie champ magnetique ne soit 
pas trop intense. 

(c) Si tl est l'instant d'impact sur I'ecran, alors y(td = d ; dans l'hypothese ou 
wtl « 1t2 • on en d~dujt tJ ~..!l..., d'ou .'(t1 ) ':::! 2CBd~ eL z(tJ) ~ w2d'J . 

110 mllo lIO 

L equat.ion cartesi nne de la cO Ul'be sur laqu lie. t l'Ollvent les impact. lol'sqlle 
Ia vitesse ini tiale vade en modul s'obti nt en elim inan 'Vo ntl'e x et z, .·oit 

z2 = (/~~2 {i;. X : e'es\' done une demi-pllrabole dont l'axe e. t parall ' l · a. 
x', oriente VCrS les x' negatifs si E > 0 (chtunp elc trique di rig i vel': les 

x po itiIs) , vel'. les x' positifs si E < 0 (champ ' lectl'ique djrige vel' 1 . x 
negatifs, voir fig. 1.2). 

Cd) Cette experience permet de trouver Ie rapport ~::;: en mesurant les coor­
donnees de quelques points de la demi-parabole 

2. Corrections relativistes 

(a) L'anomalie observee apparait pres de l'origine ; elle concerne les electrons de 
grande vitesse et resulte du traitement non-relativiste 

(b) L'energie tot ale est "(mc2 + eU == T - eEx , a une constante additive pres; 
comme c'est une constante du mouvement, T(t) - eEx(t) = T(O) , d'ou : 

x(t) = ~[T(t) - T(O)] 
eE 

(c) La relation fondamentale de la dynamique relativiste donne par projection 
py = eBvz et pz = -eBvy, d'ou : 

d·· . . 
m- ('Y(t) Z) = -ieEB Z(t) {=} m"((t) Z = -ieB Z(t) + m"((O)vo 

dt 

Comme T(t ) = m,,(c2
, on en deduit l'equation difi'erentielle : 

T(t) Z + ieBc2 Z(t) = mc2"((0)vo == T(O)vo , 

dont la solution est : 

3 
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(d) On a Vx = e~ 7(t) et ft(m,,(vx ) = eE, d'ou : 

~(c-2T 2.-7) = eE ~ T7 = (eE c)2t , 
dt eE 

et T(t) = T(O) cosh4>(t) dans les notations introduites de l'enonce. On en 
deduit : 

Z(t) = ~e~c~a [1 - exp ( - ieBc
2 T~O) 4>(t)) ] , 

et les cOOl'donnees de l'electron : 

I x(t) = -cT[cosh4>(t) - Ill 

y(t) = VaT BE sin [Bc 4>(t)] , 
c E 

(e) Le point d'impact sur l 'ecran se produit en t = tl , soit d = VaT ffc sin[ ~C4>(t1)l· 
Si Va -4 c, T(O) -4 + 00 , donc sin[~c4>(h)l -40, ainsi que 4>(t1) == 4>1. Dans 
cette limite : 

z' 

CT 2 
x (td ~ - - 4>1 . 

2 

IE > O I±I~< O I 
x' 

0' 

Figure 1.3: Cas relativiste : lignes ou se distribuent les impacts quand la vitesse initiale 
varie (a gauche, champ electrique dirige comme Ox, a droite, champ dirige en sens 
contraire de Ox). Plus la vitesse initiale est grande, plus l'impact est proche de 0 '. 

Les points d'impact se repartissent donc sur la droite z = - ~cx, inclinee de 
l'angle'!/J par rapport a O'x', tel que tan'!/J = ~c (voir fig. 1.3). Dans la limite 
"c infinie" on retrouve la tangente verticale de la demi-parabole obtenue dans 
la premiere partie. 

1.2 Determination du nombre d'Avogadro N a l'aide 
du mouvement Brownien 

Le mouvement Brownien est Ie mouvement irregulier de particules (diametre de I'ordre du 
micron) en suspension dans un fluide . " resulte des impacts nombreux incessants des petites 
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particules du fluide sur la "grosse" particule et est Ie revelateur de I'agitation thermique et 
des fluctuations thermodynamiques . Dans ce qui suit, on etudie une description dynamique 
simple du mouvement et, la rapprochant de mesures effectuees par Jean Perrin, on donne Ie 
principe de I'une des to utes premieres determinations precises de N. 

1. Modele dynamique pour Ie mouvement Brownien. 

La grosse particule, de masse m , est soumise a deux forces 1 de la part du fluide : une 
force de viscosite, proportionnelle a la vitesse, la constante de proportionnalite etant 
notee C, et une force F(t) de moyenne nulle fluctuant tres rapidement a I'echelle du 
mouvement de la particule. Le fluide est suppose etre a I'equilibre thermique a la 
temperature T . 

(a) Notant x(t) la position de la grosse particule2 , ecrire I'equation fondamentale de 
la dynamique. On pose T = B ; quel est Ie sens physique de T 7 

(b) Apres multiplication membre a membre par x, prendre la moyenne d'ensemble 
de I'equation et la simplifier en laissant tomber3 les correlations entre F(t) et 
x(t) . Apres transformation du terme contenant la derivee seconde, en deduire 
une equation differentielle pour (xx). A quoi est egal 4 Ie terme (x2 ) 7 

(c) Integrer I'equation differentielle sachant que la quantite (xx) est nulle a t = 0 
(quel est Ie sens physique d'une telle condition 7) . En deduire (x2 )(t) sachant 
qu'a t = 0, (x 2 ) est nul (sens physique 7) et montrer que, pour t » T, la forme 
asymptotique de (x2 )(t) est de la forme (x2 )(t) ~ 2Dt, ou D est une constante 
appelee constante de diffusion. 

(d) Dans Ie cas de particules spheriques de rayon a = 0,4 j..im, et pour des faibles 
vitesses, on peut ecrire C = 6'wT)a (Ioi de Stokes) ou 'T) est la viscosite du flu ide 
('T) = 10-3 kg/m s (eau a 27 DC )) ; la densite de la particule est comparable a celie 
de I'eau, et on prendra p = 1 g/cm3 . En deduire I'expression de (x2

) a retenir 
dans Ie cas d'une observation macroscopique (echelle de temps experimentale : 
une seconde). 

2. Releve d'une experience de Jean Perrin (1905) [1] La table p.6 donne les nombres 
d'occurrences de la quantite is(t) definie comme : 

( ) 
def is t = x(t) - x(t - 2) , 

ou t est en secondes et is en j..im. 

(a) Utiliser ce releve d'experience pour calculer (x2
) et en deduire la valeur numerique 

de la constante D introduite en Ie. 

iCes deux forces ont la meme origine physique et resultent des chocs des particules legeres du ftuide. 
Elles ne sont done pas sans relation I'une avec I'autre, elles sont meme indissociables. 

zOn se place a une dimension d'espace pour s implifier. 
30n peut montrer que cette approximation ne modifie pas Ie regime a grand temps , qui est Ie seul 

resultat utile ici. 
4Penser au theoreme d'equipartition de l 'energie. 
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(b) Par comparaison avec la partie 1, obtenir la valeur numerique du nombre d'Avo­
gadro N (Ia constante des gaz parfaits est ,R = 8,31 J /K) . 

o(t) I nombre d'occurrences I 
< -5,5 0 

entre -5, 5 et - 4,5 1 
entre -4,5 et -3,5 2 
entre -3,5 et - 2,5 15 
entre -2,5 et - 1,5 32 
entre - 1,5 et - 0,5 95 
entre -0,5 et +0,5 111 
entre +0,5 et + 1,5 87 
entre +1,5 et +2,5 47 
entre +2,5 et +3,5 8 
entre +3, 5 et +4,5 3 
entre +4,5 et +5,5 0 

> +5,5 0 

3. Modele stochastique : la marche de l'ivrogne 

Pour finir, il s'agit maintenant de definir un modele simple de marche au ha. ard sur un 
reseau unidimensionnel de points regulierement, espaces de la distance a.. Une particule 
(ou un hom me emlkhe) se deplace en effectuant des sauts sur ce reseau de la fa~on 
suivante : tous les b.t , la particule situee au site d'abscisse po. (p E Z) saute sur I'un 
des deux sites premiers voisins, vers la droite avec la probabilite 1}, vers la gauche avec 
la probabilite q = 1 - p. La position de la particule est done une variable aleatoire X 
pouvant prendre les valeurs discretes na. Conventionnellement , Ie site de depart est 
celui fixa nt I'origine (n = 0) du reseau ; Ie cas echeant, on posera 'II = ab.t. 

(a) Soit Xn(t ) la position atteinte par la particule au temps t = N b.t quand elle a 
effectue n sauts vers la droite et N - n sauts vers la gauche (0 :S n :S N) . Quelle 
est la probabilite Pn ~ Prob[X = xn(t)] ? 

(b) A I'aide des Pn , ecrire I'expression de I'esperance mathematique de I'aleatoire X. 

(c) On introduit la fonction generatrice F()") ~ L:~=o.x,n Pn. Expliquer comment F 
permet de calculer simplement les moyennes des puissances5 de la position (Xk). 

(d) Utiliser ceci pour trouver : 

I. la valeur moyenne de la position a I'instant t, (X)(t). En deduire la vitesse 

moyenne definie comme V ~ i(X)(t) ; verifier qu'elle s'annule si p = q = ! 
(marche non biaisee) ; 

II. I'ecart quadratique de la position b.X2 ~ (X2) - (X)2. Comment varie-t-il 
en temps? En deduire I'expression de la constante de diffusion D. Com­
menter en comparant avec les resultats de deux parties precedentes. 

Sees quantites sont appeJees moments. 
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1. Modele dynamique pour le mouvement Brownien. 

(a) L'equation fondamentale de la dynamique est mx = -ex + F(t). En prenant 
une moyenne d'ensemble, on a (x) + ~(v) = ~(F(t)) = 0 ; ceci montre que 

T ~ ~ est Ie temps de relaxation de la vitesse moyenne, puisque ['integration 
donne (v)(t) = (v)(O)e- t / T

. 

(b) En effectuant les operations indiquees, on trouve : 

(xx) + .!.(xx) = ~(Fx) . 
T m 

En negligeant les correlations entre F(t) et x(t), (Fx) ~ (F)(x) = 0 puisque 
la force fluctuante a une moyenne nulle. Par ailleurs (xx) = -9t(xx) - (x2 ), 

d'ou l'equation demandee pour (xx) : 

d
d (xx) + .!. (xx) - (x2) = 0 
t T 

D'apres Ie tMoreme d'equipartition de l'energie, la particule etant en equilibre 
avec Ie bain, on a ~m(x2) = ~kBT, d'ou finalement : 

d 1. kBT 
-(xx) + -(xx) = - . 
dt T m 

(1.2) 

(c) La condition initiale (xx)(O) = 0 signifie, par exemple, que vitesse et position 
sont decorrelees au depart - et on peut toujours choisir l'origine de l' axe au 
point de depart. La solution de (1.2) avec cette condition initiale est : 

. kBT , 
(xx)(t) = C(1- e-') . 

La condition (x 2
) (0) = 0 signifie qu'au depart, il n'y a pas de dispersion 

des positions initiales des particules de l'ensemble statistique. En vertu de 
(xx) = ~(x2), cette derniere quantite s'obtient par integration: 

ceci montre que la constante de diffusion est : 

ID=k~TI 
Noter qu'avec une force exterieure systematique Fext , on a (v)(t) = tJFext 

(apres un bref transitoire), ce qui permet d'identifier tJ avec la mobiliU /.L ; 
des lors, la relation precedente s'ecrit : 

I~ = kBTI 

c'est la formule d'Einstein reliant constante de diffusion et mobilite, avatar 
Ie plus elementaire du tMoreme de fluctuation-dissipation. 
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(d) Avec la loi de Stokes (particules spheriques et faibles vitesses), C = 61r'T/a, 
2 

m = 7 a3 p, d'ou T = 2~'1 P c::: 4 X 10-8 s. Sans aucun doute, l'expression 

approchee (x2)(t) c::: 2Dt est pertinente pour des experiences faites a l'echelle 
de la seconde. 

2. Releve d'une experience de Jean Perrin (1905) 

(a) La table donnee dans Ie texte permet de calculer la moyenne statistique de 
l'ecart 82 : 

(82) = 0 (-5,5)2 + 1 (_5)2 + 2 (_4)2 + ... + 3 (4)2 + 0 (5)2 + 0 (5, 5)2 

2 + 32 + 111 + ... + 95 + 87 + 8 I 

soit 82 = ~6~ /-Lm2 ~ 2,02 /-Lm2. D'ou 2D x 2 c::: 2, 02 /-Lm2, et : 

D c::: 0,505 X 10-8 cm2s- 1 . 

(b) Par ailleurs D = kr;l = -Jff:, d'ou l'expression du nombre d'Avogadro N (a 
l'ambiante, T ~ 293 K) : 

N = ~ ~ 8,31 x 293 
61r'T/aD - 61r x 10-3 X 0,4 X 10-6 X 0,505 X 10-12 ' 

soit: IN c::: 6,3 x 10231 

3. Modele stochastique .' la marche de l'iv'T'Ogne 

(a) xn(t) est la position6 atteinte par la particule au temps t = N b..t quand elle 
a effectue n sauts vers la droite et N - n sauts vers la gauche (0 :::; n :::; N), 
donc Xn = n( +a) + (N - n)( -a) = (2n - N)a. La probabilite correspondante 
est Pn = CiVpn(l- p)N-n, d'ou : 

I Pn ~ Prob[X = (2n - N)a] = CiVpn(l- p)N-n I 
on verifie sans peine que L::'=o Pn = 1. Cette distribution est appelee loi 
binomiale. 

(b) L'esperance mathematique de l'aleatoire X, notee (X), est par definition: 

N N 

(X) = ~Pn(2n - N)a = 2a ~ nPn - Na . 
n=O n=O 

(c) En derivant F('\) , on obtient ~f = L::'=1 n,\n- 1 Pn, puis en faisant ,\ = 1, 

L:::'=l(OU 0) nPn = (~f) .>-=1' La somme au premier membre est l'une des contri­
butions apparaissant dans (X). La connaissance de F('\) permet visiblement 
de trouver par derivations successives les differentes valeurs moyennes (Xk), 
k E W, appelees moments. 

6L'origine est prise au point de depart. 
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(d) L'expression compacte de la fonction generatrice s'obtient en calculant ex­
plicitement la somme apparaissant dans la definition (on remarque que c'est 
Ie developpement d'un bin6me) : 

N 

F(A) = L CJ"Anpn(1- p)N- n = [Ap + (1- p)]N 
n=O 

comme il se doit F(l) = 1 (c'est la somme des probabilites) . 

i. la valeur moyenne de la position a l'instant t, (X)(t) est -Na + 2F'(1) 
Ie calcul donne (X)(t) = (p - q)Na = (p - q) ~~ ; elle s'annule bien si 
p = q = ~ (marche non biaisee), est positive si p > q et negative dans Ie 
cas contraire. La vitesse est donc V = (p - q) ;'t. 

ii. la moyenne du carre de la position (X2) est a2 'E-n (2n- N)2 Pn. Un calcul 
sansdifficultedonne (X2) = N 2a2+4a2N(N-l)p(p - l). Lasoustraction 
du carre de la valeur moyenne donne l'ecart quadratique : 

il croit lineairement en temps, ce qui signifie que la taille typique du 
domaine visite a l'instant t augmente comme Vi, regime de croissance 
intermediaire entre du sur-place et un mouvement de type balistique ou la 
coordonnee augmente lineairement en temps. 
L'expression de la constante de diffusion s'obtient par identification avec 
D ~ ~X2 ·t . 

- 2t SOl . 

I D = 2a
2
Npq = pq ~ I 

En tant que fonction de p, D est maximum pour p = q = ~, soit quand 
Ie hasard est Ie plus grand. La constante D est bien sur nulle pour une 
marche non aleatoire (p = 1 ou q = 1). 
Tous ces resultats sont en harmonie avec ceux obtenus dans les deux 
premieres parties. Pour en savoir plus sur les marches au hasard et les 
processus stochastiques, Ie livre de Montroll et West [2] en propose une 
remarquable (et lisible) initiation. 

1.3 Les experiences de Kappler (1931) 

II s'agit d 'une autre methode precise de determination du nombre d'Avogadro7. Kappler 
a mesure les fluctuations de la position d'equilibre d'un petit miroir (surface de I'ordre de 
1 mm2 ), suspendu dans I'air verticalement par un fil de torsion de constante K ; la position 
du miroir peut etre tres precisement reperee par la deviation d'un rayon lumineux. On note 

7 Avant de faire cet exercice, il est recommande d'avoir fait l'exercice 1.2 p . 4, tout particulierement 
la partie 1. 
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T la temperature de I'air, () I'ecart a la position d'equilibre, I Ie moment d'inertie du miroir 
par rapport a son axe de rotation. A la force de rappel pres, Ie miroir est dans une situation 
tres comparable a celie d'une particule brownienne et. sous les impacts des molecules d'air. 
effectue des petites oscillations aleatoires aut~ur de sa position d'equilibre. 

1. Sachant que Ie miroir est en equilibre thermodynamique avec I'air ambiant, quelles 
sont les valeurs moyennes de son energie cinetique et de son energie potentielle ? 

2. En deduire que N est donne par: 

RT 
N = K(()2) 

ou (()2) est I'ecart quadratique de la position du miroir. 

(1.3) 

3. La mesure donne (()2) = 4,18 X 10-6 rad2 . Trouver la valeur de N sachant que 
K = 9,4x 10-16 81, R=8,31JjK 

1. L'energie mecanique du miroir E a pour expression: 

ou les deux termes a droite representent respectivement les energies cinetique et po­
tentielle. Tout comme un oscillateur harmonique, la "coordonnee" () et la "vitesse" 
e figurent au carre dans E, d'ou equipartition de l'energie quand on prend les 
moyennes a la temperature T : 

2. De (~K()2) = ~kBT et de kB = :f:j , on deduit l'expression donnee dans l'enonce : 

(1.4) 

(()2) etant l'ecart quadratique de la position du miroir, puisque la valeur moyenne 
de () est nulle. 

3. L'experience est evidemment menee a l'ambiante, T ~ 293 K ; on trouve : 

IN ~ 6, 15 x 10231 
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1.4 Equilibre d'une atmosphere isotherme 

Jean Perrin [1] a egalement etudie la repartition de la densite d'equilibre d'un gaz dilue de 
grosses particules de masse M immergees dans un fluide, Ie tout etant contenu dans un boca I 
cylindrique vertical. Plus precisement, Jean Perrin a observe que la densite lineaire n des 
grosses particules, homogene a I'inverse d'une longueur, varia it avec I'altitude z suivant la 
formule barometrique : 

n(z) = nCO) e- f3Mgz (1.5) 

9 est I'acceleration de la pesanteur, z est I'altitude comptee positivement vers Ie haut, kB la 
constante de Boltzmann . 

1. Soit P(z) la pression a I'altitude z. Montrer que la condition d'equilibre mecanique 
de la tra nche de gaz situee entre les altitudes z et z + dz don ne ~~ = -!:f!- n( z) , S 
designant la section droite du boca I cylindrique. 

2. Le gaz de grosses particules etant tres dilue, il obeit a une equation d'etat du genre gaz 
parfait PV = NkBT, ou N est Ie nombre de particules dans Ie volume V . En deduire 
la formule barometrique (1.5). 

3. Comment N est-il inclus dans les resultats precedents? 

1. P(z) etant la pression a l'alt itude z, la condition d'equilibre mecanique de la tranche 
de gaz situee entre les altitudes z et z + dz est : 

-P(z + dz)S + P(z)S - mg = 0 , 

ou m est la masse de la tranche de gaz de grosses particules situe entre les altitudes 
z et z + dz ; m = Mndz, ou n (z) est la densite lineaire des grosses particules. 
Finalement : 

1~=-fn(z)1 (1.6) 

Cette equation est parfois appelee equation barometrique. 

2. Avec l'hypothese du gaz parfait de grosses particules, l'equation d 'etat pour la 
petite tranche situee entre z et z + dz est PSdz = ndzkBT, d'ou P = ~kBT et 

par derivation pi = 'frkBT ; Ie report dans (1.6) donne l'equation fermee pour la 
densite : 

dn Mg 
dz + kBT n(z) = 0 , 

dont la solution est n(z) = nCO) e- f3Mgz
, avec f3 = k~T · 
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3. Nest inclus dans l'argument de l'exponentielle puis que kB = f3.. L'echelle carac­

teristique de decroissance de la densite avec l'altitude est ~ = 'i}~ = ':1;g ; la 

mesure de ~ donne N par N = ~IJJ'g' 

1.5 Mesure precise de l'impulsion de particules par 
focalisation 

Des electrons d'energie E de I'ordre du keY sont emis par une source S situee au point 0 
et sont injectes dans la region z > 0 (voir fig. 1.4). La vitesse initiale Va est dans Ie plan 
xOz et sa direction par rapport a I'axe Oz est caracterisee par I'angle a =f. 0, en principe 
bien determine. Dans la region z > 0 regne un champ magnetique statique et homogene, 
parallele a Oz et de module B ; e et m designent la charge et la masse de l'electron8 , c la 
vitesse de la lumiere dans Ie vide. 

y o 

Figure 1.4: Schema precis ant la geometrie de l'injection des particules 

1. Calculer numeriquement Ie module Va et Ie com parer a c. 

2. Ecrire I'equation fondamentale de la dynamique projetee sur les trois axes; en deduire 
les equations differentielles pour les coordonnees x, y et z d'un electron, exprimees a 
I'aide de la pulsation cyclotron We = I%B. Combien vaut We ? 

3. Donner I'expression de z(t), puis celie de la composante de la vitesse suivant Ox, soit 
vx(t) ; en deduire x(t) . Achever I'integration en donnant y(t) . 

4. Soit r la distance d'un electron a I'axe Oz ; donner I'expression de r en fonction du 
temps et en tracer Ie graphe. 

5. On dispose un detecteur D sur I'axe Oz : a quelles distances Lk de 0 doit-on Ie placer 
pour recueillir les electrons? On designe dans la suite par LIla plus petite des Lk ; 
calculer L1 numeriquement quand a = 45° . 

6. On deplace Ie detecteur Ie long de Oz, designant par d sa distance au point O. A I'aide 
d'un dessin, representer Ie signal re<;:u sur Ie detecteur en fonction de d, sachant que d 
ne peut exceder 60 cm. Expliquer en quoi la mesure de L1 constitue une determination 
de I'impulsion initiale Pa des electrons. 

8Les valeurs a utiliser pour les applications numeriques sont donnees a la fin de l'exercice. 
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7. En realite, Ie signal mesure par D presente une largeur finie, provoquant une incertitude 
sur la mesure de Po. Sachant que cette largeur ne peut etre expliquee ni par les 
inevitables inhomogeneites spatiales du champ magnetique, ni par la valeur (inconnue) 
de Vo (qui est parfaitement definie), quelle est la cause de I'elargissement ? 

8. II s'agit maintenant de preciser comment on peut modifier I'appareil pour reduire I'erreur 
sur la mesure de Po = mvo, a condition de pouvoir mettre Ie detecteur en-dehors de 
I'axe Oz ; dans la suite, d designe la distance entre Ie detecteur et Ie plan xOy. 

(a) Pour une valeur donnee de I'angle a, exprimer la distance d'un electron a I'axe 
Oz , soit r, en fonction de sa coordonnee z. 

(b) Soit deux angles d'injection ex' et a" (a' < a") et les deux longueurs L~ et L{ 
correspondantes ; quelle est I'inegalite entre L~ et L{? Pour ces deux angles, 
representer graphiquement la variation de r en fonction z . 

(c) Soit a la valeur "nominale" de I'angle d'injection. Pour z fixe, donner I'expression 
de la variation or de r lorsque a varie de oa aut~ur de a ; en deduire qu'il est 
possible de choisir d afin que la variation de r par rapport a a ne depende que 
de termes en (oa? Ecrire I'equation fixant cette valeur particuliere de d, soit 
dm (ne pas chercher a resoudre cette equation, mais en donner une illustration 
graphique). 

(d) En deduire la modification a apporter au dispositif pour que la mesure de Po soit 
beaucoup plus precise (I'appareil focalise les electrons dans Ie plan dm ) . 

Valeurs numeriques : 
e = -1,6 x 1O-19 C, E = 1keV, mc2 = 5UkeV, B = 1O- 3 T, a = 45° . 

1. Posant {3 = 7' l' energie cinetique est ~m{32c2 et vaut done 103 keY ; comme 
mc2 ~ 511 keY, on voit d'emblee que {3 « 1 ; plus precisement {32 ~ 5il soit 
(3 ~ 6,3 X 10- 2 . La vitesse Vo est done voisine de 6,3 x 10- 2 X 3 X 108 m/s soit 
environ 19000 km/s. 

2. L't§quation fondamentale de la dynamique projetee sur les trois axes donne: 

mx = eBiJ , my = -eBi; , mz=O. 

1,6 x 10-
19 

X 10-
3 ~ 1 8 X 108 l'ad/s we = 9x10 31 - , . 

3. Par integration compte tenu des conditions initiales z(O) = 0, vz(O) = Vo cosa, 
z(t) = (va cosa)t. Par ailleurs, on a Vx = -WeVy et Vy = +wcvx, d'ou Vx = - w;vx ; 
avec v:n (O) = vo sin a Vx (0) = - w vv(O) = 0, La soLution est Vx (t) = Va sin a cos wet , 
}'ou x(t) = ~ sin asin wet puisquc x(O) = O. En6.n, compte tenu de vy(t) = - ~c vx , 
une integration donne y(t) = ~ sin a(l-(;oSwet) . La t rajectoire est done une helice w. 
d'axe paraU<'1 a. Oz , coupant I'ax y au p iot d 'abscisse Yo = ;;; sina. 
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Va. I' wet I r(t) = 2- sma sm-
We 2 

C'est une sinusolde rectifiee (voir fig. 1.5). 

r(t) 
2vo. I---:~------"""",,,-----sma 
We 

I L-_ __ L-____ L-__ L---+t 

Figure 1.5: Distance r(t) a l'axe Oz. 

5. Le detecteur D etant sur l'axe Oz, il faut Ie placer la. ou la trajectoire recoupe l'axe 
Oz, c'est-a-dire en des points correspondant a r = 0 : les distances Lk sont donc 
telles que Lk = z(t = k 21T), soit Lk = k 21T Va cos a ; numeriquement : L1 ~ 47 cm. 

W e We 

6. Le signal est nul tant que d i= L1 ; la mesure de L1 permet de trouver la vitesse 
Va, donc ausi Po == mVa (voir fig. 1.6). 

7. Compte tenu des elements donnes dans l'enonce, la cause de l'elargissement du 
signal est l'imprecision de l'angle d'injection a, qui provo que une dispersion des 
trajectoires. 

Figure 1.6: Representation schematique du signal regu par Ie detecteur en fonction de sa 
distance d par rapport a. la fente d'entree. 

8. On dispose Ie detecteur en-dehors de l'axe Oz, d designant la distance entre Ie 
detecteur et Ie plan xOy 

(a) Pour exprimer r, distance d'un electron a l'axe Oz, en fonction de z, il suffit 
d'elimiller Ie temps entre les fonctions r(t) et z(t) obtenues ci-dessus. On 
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trouve ainsi : 

r = 2- sm a sm = f Z Va . I· We
Z I dM () 

We 2va cos a 
(1.7) 

(b) Physiquement, il est evident que L~ > L~ si a' < a". 

0:/1 

Figure 1.7: Variation de la distance r a l'axe Oz en fonction de Z pour deux angles 
d 'injection voisins a' < a" (voir (1.7)). Le premier zero est a l'abscisse 71"cosa. 

(c) Pour reduire l 'incidence de l'erreur sur l'angle sur la largeur du signal, il suffit 
de placer Ie detecteur en un endroit tel qu'une petite variation Sa ne produise 
qu'une variation d'ordre superieur pour les points d'impact. Les variations 
de a provoquent aussi une dispersion des co or donnees x et y, mais on peut 
envisager un detecteur de forme annulaire, perpendiculaire a Oz, de rayon 
egal a la distance r introduite plus haut, et situe a la distance d de O. 

Afin qu 'une petite variation Sa autour de la valeur nominale Q donne une 
variation d'ordre superieur pour r, il faut et suffit que la derivee de r par 
rapport a a s'annule pour a = Q: (g~) Q=Ci = 0, condition qui s'explicite en9 

: 

tanX + (tan2 Q) X = ° , 
ou L1 = 27r Va COSQ. Cette equation fixe la valeur d cl a chojsil·, 0it dm cl U 

We 

la position du plan du detecteur. Cette equation a une infutit de soluLi n· 
(comme Ie montre un graphique). La plus peLite solution p itive ' L un 1"­

tain nombre Xa compris entre ~ et 71", d'ou la plus petite valeur ~ £1 pour dm 

(d) L'appareil focalisant les electrons dans Ie plan dm , il faut disposer dans celui-ci 

un detecteur annulaire de rayon egal a rm ~ f(dm ) (voir eq.(1.7)). 

Les livres de Enge [3] et Smith [4] donnent de nombreux autres exemples d'applica­
tions de cette technique de focalisation, et constituent une bonne introduction a la 
Physique nuc1eaire. 
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1,0 

0 ,8 

0 ,6 

0,4 

02 

0 .0 

0 .0 0 .5 1.0 1.5 2 .0 

Figure 1.8: Focalisation des trajectoires pour des petites variations Oa autour d'un angle 
nominal d'injection a. 

1.6 Spectrographe de masse 

Un four a haute temperature (T de I'ordre de 1000 K) contient du chlore gazeux. Apres 
ionisation (par un dispositif non-represente), Ie melange isotopique binaire d'ions (1 - (charge 
q = -lei, masses Ml et M 2 ) issus du four est accelere par une ddp U (de quelques dizaines 
de kV) avant d'etre injecte dans la fente d'entree S d'un spectro de masse. Le champ magne­
tique est horizontal, et perpendiculaire au plan de la figure. P designe une plaque sensible 

detectant I'arrivee des ions. 

u 

~l ls 
~Ihl l D 

..... .. , ... .. 

L 

impact d' un ion 

/ 
.. p 

Figure 1.9: Schema d'un spectrographe de masse. 

l. Preciser Ie sens de la ddp U et la direction du champ magnetique B. 
2. Donner I'ordre de grandeur de la vitesse d'un ion avant acceleration par U et montrer 

que I'energie cinetique thermique correspondante peut etre negligee. 

3. Soit v la vitesse acquise au point S par un ion de vitesse initiale nul Ie. La trajectoire 
d'un ion dans la partie ou regne Ie champ magnetique est un arc de cerde : rappeler 
pourquoi ; donner I'expression de son rayon Ret Ie calculer numeriquement. 

4. Li designe la distance horizontale entre S et Ie point d'impact d'un ion de masse M i. 
Comment varie qualitativement Li en fonction de M i , to utes choses egales par ailleurs ? 
Exprimer Li en fonction de h et R i , et en fonction de h, M i , q, B et U. 
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5. Calculer numeriquement la distance AL separant les deux types d'impacts . 

6. Soit bVQ I'incertitude sur la vitesse initiale compte tenu de I'agitation thermique dans 
Ie four. Ecrire la condition sur v, lvh bVQ et AM = lvh - lvf2 pour que les impacts 
de deux isotopes soient bien separes malgre I'agitation thermique. 

Valeurs numeriques : 
q = -1,6 x 10-19 C, masses atomiques : Mi = 35 et 37 glmol , U = 10 kV, B = 0,1 T, 
h = 10cm. 

1. Les ions sont charges negativement : la plaque de droite doit etre a un potentiel 
superieur a celui de la plaque d'entree a gauche. Les trajectoires doivent incurvees 
vers Ie bas : Ie champ magnetique B do it done etre dirige vers l'arriere du plan de 
figure. 

s 

Figure 1.10: A gauche: polarites de la ddp. Au milieu: orientation du champ magnetique 
(q < 0). A droite : impacts des ions quand M1 > M 2 . 

2. L'ordre de grandeur de l'energie d'un ion avant acceleration par U e:~t celui d'une 
vitesse thermique, soit rv 12~~Q X 25 meV ; l'energie cinetique thermique, environ 
85 meV, est done negligeable devant les quelques kV acquis grace a la ddp. 

3. La force qiJxB etant perpendiculaire a la vitesse, il en est de meme de l'acceleration: 
iJ a done un module constant et Ie mouvement est circulaire uniforme. La relation 
M~ = qvB donne Ie rayon R du cercle : R = I~~' d'autant plus petit que la 
charge est grande et Ie champ intense. 

4. Dne mas 'e elevee correspond a une grande inertie, done a une faible incurvation de 
la trajectoire : plus M est grand, plus Ie rayon de courbure est grand, et c'est bien 
ce que dit la for mule precedente R ex: M. Li est done d'autant plus grand que la 
masse Mi est elevee. 

Le theoreme de Pythagore donne Li = JRf - (R - h)2 = Jh(2Ri - h). 

P '11 1 M 2 I IU d' ' J2WQ t R 1 J2M
i
U 

ar al eurs 2" iVi = q , ou Vi = Mi e i = B Iql ' 

5. Numeriquement : 
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R 1 2 x 37x10- 3 x104 87 7 R [f;f; 85 2 
1 = 0,1 6,02x1023x1,6xlO 19:::: , cm, 2 = V M:::: , cm. 

L 1 :::: 40,7 cm,L2 :::: 40, 1 cm et 6.L :::: 0,6 cm. 

6. Lest une fonction de R, qui varie si la vitesse initiale val'ie, et qui depend de la 
masse des ions. Comparee a la vitesse acquise sous l'effet de la ddp, 5vo est tres 

petit , et vaut environ J ¥ ; par ailleurs, la difference relative de masse (>;:/ est 

elle-meme assez petite (M1 '" M2 '" M). S'agissant par ailleurs de trouver des 
ordl'es de grandeur, il est licite de raisonner par differentiation. 

Partant de L = jh(2Ri - h), on trouve 5L = £5R. La variation 5vo donne 

une variation 51L :::: £ %f1° ; 6.M donne la variation 52 L :::: £ ~~;o. On veut 

51L« 52L, soit M5vo « vo6.M, ou encore JMkBT « J2 1Jt 6.M, soit : 

condition qui est toujours tres largement satisfaite dans les conditions de l'expe­
rience puis que kBT '" 85meV «< IqlU '" quelques kV et ((>;:/)2:::: 3 x 10- 3. 

1.7 Le spectrometre de Bainbridge 

La figure l.11 donne Ie schema d'un spectrographe de masse dO a Bainbridge. Une source 
emet des ions positifs (masse M, charge q) dont Ie module de la vitesse initiale, v, est reparti 
sur un grand interval/e. Ces ions sont injectes a travers la fente 51 dans une enceinte a vide 
haute et etroite, ou existent d'une part un champ electrique E cree par deux plaques P et P' 
paral/eles distantes de d et portees a des potentiels differents (V = Vp - VP' > 0), et d'autre 
part un champ magnetique uniforme de module B, perpendiculaire au plan de la figure et 
pointant vers Ie lecteur. La vitesse initiale vest paral/ele a I'axe 5152 . 

PJIJ,QUU sensible 
X -'-"';';=;"';';";';;";'~-j..;;;.,-+~~-- Xl 

82 

Figure 1.11: Schema du spectr~ de masse de Bainbridge. 
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1. A I'aide d'un dessin, donner les directions des deux forces (electrique et magnetique) 
agissant sur un ion situe dans I'enceinte. 

2. Quel est Ie module de la force resultante ? 

3. B et v etant fixes, montrer que I'on peut ajuster la ddp V de sorte qu'un ion ayant 
cette vitesse ne subisse aucune deviation dans I'enceinte. 

4. Quelle est la vitesse va des ions issus de la fente 52 ? 

A.N. : V = 100V, d = 2cm, B = 1 T . 

5. Dans la reg;ion situee au-dessous du plan de trace xx' existe un champ magnetique 
uniforme B' dirige comme indique. Dessiner la trajectoire d'un ion. Quelle est I'ex­
pression du rayon de celle-ci, en fonction de q, M, Vo et B' ? 

A. N. : trouver la valeur approximative de R sachant que les ions constituent un 
melange isotopique de 37 0+ et de 35 0+ et que B' = 10-3 T. 

6. Dessiner deux trajectoires pour deux ions de meme charge et de masses Ml et M2 
(Ml < M2). 

7. Soit 6.1 = 1 mm la resolution lineaire de la plaque sensible (voir fig. 1.11). Quelle est 
la condition sur B' assurant que I'on peut separer les impacts de deux ions dont la 
difference des masses est 6.M ? Peut-on separer les isotopes du chlore avec la valeur 
de B' choisie en 5 ? 

----- -------- - ----------------

1. Les deux forces sont horizontales, la force magnetique est dirigee vers la gauche, la 
force elect rique vers la droite. 

2. Le module de la force resultante est Iq(E - vB)1 = ql* - vBI. 

3. Un ion de vitesse v n'est pas devie dans l'enceinte si V = qdB. 

4 - v - 100 / - 5 k / . Vo - dB - 2xlO-2 m s - m s. 

5. Dans la region situee au-dessous du plan de trace xx', la trajectoire d'un ion est 
d · I d R - Mvo - 36xlO- 3 x5xl03 1 9 un eml-cerc e e rayon - qB' - 1,6xlO 19X6x 1023 XlO j ~ , m. 

6. Les deux trajectoires pour deux ions de meme charge et de masses Ml et M2 
(Ml < M2) sont tracees sur la figure 1.12 

7. On a 26.R = 2 6.q~~o. Pour que cette distance soit superieure a 6.1, il faut que B' 

soit plus petit que 2 6.;to ~ B:n ax ~ 0,25 T ; avec la valeur indiquee en 5., la 
separation des deux types d'impact est tres nette. 
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Figure 1.12: Trajectoires circulaires de deux ions apres selection de vitesse. 

• Remarque 

Le cblore est tres electronegatif et acquiert la structure de l'argon en fixant un 
electron et devenant un ion Cl- . On peut neanmoins facilement fabriquer et ma­
nipuler des ions Cl+ en s'assurant de ['absence d'electrons baladeurs. • 

1.8 La force d'Abraham - Lorentz 

La force de freinage F rad ecrite en (1-1.30) est conceptuellement pathologique, comme Ie 
montre I'analyse qui suit. En reprenant les notations de la section 1.5, Tome I, I'equation 
d' Abraham - Lorentz pour une particule de charge e et de masse m soumise a une force 10 F 
est (v == f) : 

mii= mT-ij+F ; (1.8) 

ou Ie temps T ~ 6,4 X 10-24 8 est defini en (1-1.22) . Comme deja mentionne, une premiere 
bizarrerie de cette equation est i'apparition d'une derivee troisieme de la position de la par­
ticule (definie par Ie rayon-vecteur f), censee representer I'effet du freinage par rayonnement . 
De surcroit, la perturbation du mouvement provoquee par cet effet est fondamentalement 
singuliere, au sens ou elle modifie l'ordre de l'equation differentielle du mouvement, lequel 
passe de 2 a 3 des que la charge est non-nulle. En fait, c'est bien parce que Ie petit parametre 
est en facteur de la plus haute derivee que la perturbation est dite singuliere, par definitionll . 

Ces avertissements etant donnes, il s'agit maintenant d'examiner les consequences de 
I'equation (1.8) telle qu'elle est, precisement pour bien mettre en evidence les tres graves 
difficultes de fond qu'elle souleve. 

1. En utilisant la methode connue pour integrer une equation differentielle telle que (1.8) , 

ecrire I'expression genera Ie de I'acceleration ii(t ), supposant connue I'acceleration a un 

certain instant to, ii(to). 

lODans Ie modele de Thomson, cette force n'est autre que -mw~f, voir (1-1.31). 
11 Le me me phenomene se produit pour l'equation aux valeurs propres de Schrodinger, ou c'est cette 

fois la constante de P lanck qui est en facteur de la plus haute derivee. II existe un traitement perturbatif 
specifique pour ce genre de question, appele methode BKW (ou WKB) dans Ie contexte quantique (voir 
chapitre 9). 
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2. En examinant Ie cas particulier F 
physiquement. 

Introduction 

0, montrer que cette solution est aberrante 

3. Revenant a la solution genera Ie obtenue en 1 dans Ie cas F i- 0, montrer que I'on 
peut formellement eliminer les solutions divergentes par un choix convenable de to. 
Commenter ce choix - qui, sur Ie plan technique, exprime une condition aux limites 
plutot qu'une condition initiale. 

4. En deduire I'expression regularisee de la solution obtenue en 1. Revenant un cran 
en arriere et en analysant Ie noyau integral figurant dans cette expression, verifier 
que I'equation du mouvement redonne bien, dans la limite de charge nulle, I'equation 
ordinaire de la dynamique. 

5. Afin d'exhiber clairement la violation annoncee d'un grand principe physique, effectuer 
un changement de variable d'integration tres simple pour obtenir : 

. 1 1+00 ~ v(t) = - e- S F(t + TS) ds . 
m 0 

(1.9) 

Commenter cette derniere equation et montrer qu'un principe physique y est viole. 

6. Afin de mettre en evidence cette violation de fac;:on encore plus spectaculaire, traiter Ie 
cas d'une particule de vitesse nulle en t = -00 et soumise a une force echelon: 

~ { ° F(t) = ~ 
Fo 

si t < 0 

si t > 0 
(1.10) 

Resumer ces resultats en trac;:ant la variation en fonction du temps de I'acceleration et 
de la vitesse. Noter que la particule se met en mouvement... avant I'application de 
la force12 ! 

L'equation d'Abraham - Lorentz pour une particule de charge e et de masse m 
soumise a une force F est (v == r) : 

mil = mrU + F , 

ou T ~ 6,4 X 1O-24 s. 

1. L'equation a resoudre est :j - ~il = - ';"7F, dont la solution, generale est: 

. . ~ 1 it ,-,' ~ 
v(t) = v(to) e .,. - - e-"'- F(t') dt' 

mT to 
(1.11) 

12Un phenomime inacceptable, que l'on appelle parfois preacceleration d'une particule chargee . .. 
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2. Si F = 0, l'expression (1.11) montre clairement que l'accelE~ration diverge exponen­
tiellement aux grands temps. 

3. On peut formellement eliminer les solutions divergentes en prenant to = +00. Il 
s'agit d'une condition aux limites qui elimine de fait la "condition initiale". 

4. En faisant to = +00 dans (1.11) : 

. 1 1+00 
1 ,_,I - 1 1+00 

v(t) = - -e-'- F(t') dt' == - K(t - t') F(t') dt' 
m t T m t 

(1.12) 

Toutes les solutions de (1.12) sont aussi solutions de (1.11), mais (1.12) n'introduit 
pas de solutions aberrantes : en ce sens, il s'agit de la forme regularisee de (1.11), 
et ce d'autant plus que la limite de charge nulle reproduit bien l'EFD. 

En effet, dans la limite e ~ 0, T ~ 0 et Ie noyau K(t - t') se comporte comme une 
fonction de Dirac ; on obtient alors ii'(t) = ,kF(t). 

5. II est deja. visible sur (1.12) que l'acceleration a. l'instant t depend des valeurs de 
la force a. des instants ulterieurs : cette equation viole Ie Principe de causalite. Le 
changement de variable suggere met ceci en lumiere ; on obtient la forme: 

. 1 1+00 

-v(t) = - e-s F(t + TS) ds 
m 0 

6. Avec une force echelon : 

. 1 1+00 ,_,I - , 1 - t 
t < 0: v(t) = - e-'- Fodt = -Foe" , 

mT 0 m 

. 1 1+00 
,_,I - , I-

t> 0: v(t) = - e-'- Fo dt = -Fo 
mT t m 

Pour en savoir plus sur ce sujet, voir Ie livre de J ackson [5] . 

Figure 1.13: Preaccelereration d'une particule chargee: la particule se met en mouvement 
. .. avant l' application a. t = 0 de la force constante ! 
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1.9 Duree de vie de l'atome de Jean Perrin 

II s'agit de developper un argument semi-quantitatif illustrant I'instabilite electrodynamique de 
I'atome selon Jean Perrin [6]. Dans ce modele, I'electron (masse m, charge e) tourne autour 
du noyau de charge lei suppose fi xe et, d'un point de vue strictement mecanique, reste en 
equilibre sur sa trajectoire grace a I'attraction electrostatique du noyau . A un instant donne, 
I'electron se trouve a la distance r de ce dernier et Ie module de sa vitesse est v. 

1. L'acceleration centrale a pour expression v; ; ecrire la relation entre acceleration et 
force et en deduire que la quantite mv2r est une constante du mouvement. 

2. Soit T la peri ode du mouvement circulaire uniforme de rayon r ; donner I'expression 
de T en fonction de r , re (rayon classique de I'electron) et c (vitesse de la lumiere) . 

3. Ecrire I'expression de I'energie mecanique totale de I'electron , E . 

4. Donner une expression de E ne faisant intervenir que e/2 et r. La tracer en fonction 
de r . 

5. En deduire la variation d'energie dE lorsque r varie de dr. 

6. La puissance rayonnee par I'electron accelere est: 

2 12 
P = _e_ iJ2 

3 c3 

2 
(e/2 = _e_) 

47rco 
(1.13) 

En assimilant iJ2 et Ie module carre de I'acceleration centrale, montrer que la derivee 
de rest don nee par: 

K r= -
r 2 

(1.14) 

Preciser la constante K en fonction de c et de reo 

7. En deduire la valeur de r a I'instant t, r(t), connaissant sa valeur initiale ro. Donner 
I'expression du temps T au bout duquel la distance au noyau a ete divisee par 21/ 3 . 

Calculer numeriquement T avec ro = 3 A. 

8. Comparer T et la periode To calculee avec ro . Avec un dessin, donner I'allure de la 
trajectoire de I'electron. 

2 12 2 2 
1. m v

T 
= ~ donne mv r = el 

• 

2 T = 211"R r = e
/2 

d 'ou T = 211"T ~. 
• V ,e 1Tl:"C2' C V T e 

12 

3. E = ~mv2 -7. 

23 



Mecanique Quantlque 

4 E = l (mv 2r) - i.:. = - i.:.. E tend vers -00 si r -t O ... . 2r r 2r 

12 

5. dE=~dr. 

6. L'assimilation recommandee dans l'enonce donne P 

P '11 P - dE - e'2
• d' , . - ~ ar al eurs - - ill - - 2r2 r ou r - - 3r2 . 

7. r2r = -~r;c donne par integration r(t) = (r3(O) - 4r;ct)1/3. Le temps T est tel 

que 4r;cT = -21r3(O), d'ou T = r8\O). Comme re ~ 3 F = 3 X 10-5 A, on trouve 
ree 

T ~ xlO-9 s. 

8. T » To rv 2 X 10- 16 s. La trajectoire de l'electron est une spirale tres "dense" : 
au debut du mouvement, d'un tour a l'autre, la variation de la distance electron -

4r
2

e 7 A noyau est Or rv -w T rv -2 x 10- . 
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Corriges du chapitre 2 

La radioactivite 

2.1 La radioactivite it l'hopital 

On injecte dans Ie sang d'un malade un volume Vo = 1 cm3 d'une solution contenant I'isotope 
radioactif 24Na, dont I'activite est ao = 2000s-1. Au bout de 6.t = 5 heures, I'activite de 
1 3 de sang est egale a a = 16 mn-1. La periode du 24Na est egale a 15 heures . 

En deduire Ie volume de sang du malade. 

------ ------------ ------------

Peu apres I'injection, Ie marqueur ayant diffuse dans I'organisme du patient , 
I' activite d'un cm3 de sang est 13- ao· L'activite a(t) varie comme 13- aoe- At , d'ou : 

Vo I 2 6 • a(6.t) = - ao e- n T 
V 

Le volume V de sang du malade est done: 

V; 2000 e- 1n 2 fs ~ 5960 em3 ~ 6 Iitres . 
cm

3 
= 1 x (16/60) 

2.2 Loi de declin radioactif 

1. L'isotope 213pO se desintegre en emettant une particule a dont I'energie En est egale 
a 8,34 MeV. Trouver I'energie totale 6.E liberee par cette desintegration. 

2. La photographie ci-dessus represente les trajectoires dans une chambre a bulles des 
particules X emises par une source radioactive. Pouvez-vous identifier X ? 
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Figure 2.1: Photographie des traces de la particule a identifier 

3. Montrer que la loi de declin radioactif peut se mettre sous la forme : 

N(t) = No Tt /T N(t) , (2 .1) 

ou T designe la periode. Un echantillon de 2l4Pb (periode = 3,05 minutes) emet 
initialement 352 particules {3 par seconde. Au bout de combien de temps I'activite 
sera-t-elle egale a 10 par seconde ? 

4. Un noyau de plutonium 239pu (periode = 24 000 ans) se desintegre en emettant une 
particule Q d'energie Ea = 5, 3 MeV. Trouver la quantite de chaleur produite en une 
annee par 1 cm3 de 239 pu, sans tenir compte des produits d'une telle desintegration . 
La densite du plutonium est p = 19 g/cm3 ; 1 cal = 4, 18 J. 

1. L'isotope 2l3po se desintegre en emettant une particule Q et devient un noyau de 
209Pb. L'energie totale liberee est la somme de l'energie de la particule Q et de 
l' energie de recul Erecul du noyau-fils. Si M est la masse de ce dernier, V sa vitesse, 

on a m ava + MV = 0, d'ou Erecul = ~ .l\!I( 9.tVa) 2. L 'energie totale !J.E liberee par 
la reaction est donc ~ma v; (1 + 9.t ), soit 8, 34 x ~~~ :::' 8, 5 MeV. 

2. La photographie montre clairement que t outes les particules parcourent la meme 
distance, a de tres petites fluctuations pres. Selon les explications fournies Tome I, 
p.37, il s'agit donc de particules Q . 

3. Par definition de la periode radioactive T , on a N(T) = !1f, d'ou e- AT = ~, soit 

e- At = (e- AT )t/T = (~)t/T = 2- t/T. L'intervalle de temps t l a u bout duquell'acti­
vite de l' echantillon est passee de 352 s- 1 a 10mn- l est donc tel que : 

4. 1 cm3 de 239pu a une masse de 19 g ; au depart , il y a donc No = 21i9 N noyaux 
actifs ; la population a l'instant t est N(t ) = No e- At . 

26 



La radioactivite 

Comme 1 an « 24000 ans, Ie nombre de desintegrations, No (1 - e-'xt) est a 
(tres) peu pres NoAt, soit 21;9 Nln 2 f ; chaque desintegration fournit l'energie 
Eo:' L'energie liberee au bout d'un an est donc : 

19 1 
239 x 6 x 10

23 
X 0, 693 24000 x 5,3 x 1,6 X 10-

19 
X 10

6 
J 1170 kJ '::::; 280 kcal . 

2.3 Mesure du nombre d'Avogadro 

Une source radioactive emettant de fa~on isotrope un rayonnement a est situee a la distance 
D = 2 m d'un detecteur muni d'une fenetre circulaire F de rayon T = 1 cm ; I'activite de la 
source est A = 1,25 X 1017 s-l (voir fig . 2.2) . 

En n = 30 jours1, on recueille dans I'enceinte du detecteur un volume v d'helium egal 
a 70 mm3 (mesure dans les conditions normales). Donner I 'expression du nombre d' Avogadro, 
N, en fonction de A, D, T, n, vet Vo = 22,4litres, et Ie calculer numeriquement. 

detecteur 

F 

D 

Figure 2.2: Schema de l'experience permettant de trouver N par etude d'une source 
radioactive. 

Le nombre de particules a rentrant dans Ie detecteur par seconde est 4:~2 A ; Ie 
2 

nombre re<;u en n jours est donc 86400 n @ A. Chaque particule a donne un atome 
d'helium apres recombinaison ; par reference avec Ie volume molaire normal Vo, on a 

donc ~oN = 86400n ~ A, d'ou : 

Vr 1'2 
N = 86400 n ~ D2 A '::::; 6,5 X 1023 

V 4 

2.4 Chaines radioactives 

1. So it la suite de reactions nucleaires A --> B --> C OU C est un isotope stable. AA et 
AB sont les constantes relatives a A et B, NA(t) et NB(t) les nombres de noyaux 
non-desintegres a I'instant t. 

1 La duree de la mesure est tres petite par rapport a la periode de la source. 
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(a) Trouver NA(t) et NB(t) sachant qu'a I'instant pris comme origine, seule I'espece 
A est presente en nombre egal a N AO . A quel instant tmax NB est-il maximum? 

(b) Examiner en detail les cas particuliers : 

i. AA < AB mais du meme ordre de grandeur; montrer en particulier qu'il existe 
un equilibre transitoire ou AANA = ABNB ; 

II . AA « AB (exemple: A est de I'uranium 238U, TA = 4,5 x 10g ans, Best 
du thorium 234Th, TB = 24jours) ; une telle situation conduit a ce qui est 
appele I' equilibre seculaire ; 

III . AA » AB. 

(c) On suppose que AA < AB. Montrer qu'au bout d 'un certain temps (a preciser), 
Ie rapport ~~ est quasiment constant. 

(d) Calculer t max dans Ie cas ou : A est du polonium ~18 po , periode = 3mn (RaA) ; 
Best I'isotope ~~4 pO, periode = 27mn (RaB). Comment s'appelle la radioactivite 
engendrant B ? Identifier C sachant que B se desintegre suivant la radioactivite (3. 

2. Au bout d'une suite de reactions (filiation radioactive), I'uranium 238 fournit du plomb 
206 : 

OU tous les ?? ont une periode tres courte par rapport a celie de I' uranium. Un echan­
tillon de 1 g de granite contient 0,16 p,g de 238 U et 0,13 p,g de 206 Pb . Estimer I'age 
du minerai (Tu = 4,5 milliards d 'annees). 

3. Une source radioactive contient initialement No noyaux excites. La probabilite pour 
qu'un noyau excite a t = 0 soit encore excite a I'instant test pet) = e- At . Soit Pn(t) 
la probabilite pour qu'il y ait n noyaux survivants a I'instant t (0:::; n :::; No) ; on a : 

Pn(t) = eNo [P(t)t [1- p(t)]No-n (Ioi binomiale) . (2.2) 

(a) Trouver (N)(t) , valeur moyenne2 du nombre de survivants a I'instant t. 

(b) Trouver I'ecart 6.N(t) = J(N2)(t) - [(N)(t )J2 et analyser Ie comportement du 
rapport M pour t « A-I et t » A-I 

- - ----------------------------

. 1. Il s'agit de l'exemple Ie plus elementaire de filiation radioactive qui, malgre sa 
simplicite, est assez riche pour permettre la mise en evidence de differents regimes 
de grande importance en pratique. 

20U : esperance mathematique. 
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(a) La dynamique des populations est decrite par un systeme d'equations differen­
tielles que l'on obtient en faisant Ie bilan de ce qui se passe entre deux instants 
t et t + ot aussi voisins que l'on veut ; on a d'abord ONA(t) = -(AAOt) N A, 
puis ONB(t) = +(AAOt) NA - (ABOt) NB, et enfin oNc(t) = +(ABOt) NB. 
Chaque facteur (ArOt) represente la probabilite de reaction de l'espece I entre 
les deux instants; les variations des nombres Nr en resultent , pourvu que l'on 
assimile les nombres d'individus avec leurs valeurs moyennes, en s'appuyant 
sur une loi des grands nombres3 . En divisant par Ot et en prenant la limite 
Ot ~ 0, on en deduit Ie systeme differentiel : 

la somme des trois Nr (t) est bien constante, comme il se doit (elle vaut N A 0)' 

Avec la condition initiale prescrite (a l'instant pris comme origine, seule l'es­
pece A est presente), on en deduit d'abord NA(t) = NAOe- AAt , puis: 

(2 .3) 

NB(t) part de zero lineairement, NB (t) c::' AAtNAo , puis passe par un maxi­
mum a l'instant t max = ~ In ~B et finalement decro:lt exponentiellement 

"13 - A A "A 
aux grands temps. Enfin : 

Nc(t) demarre quadratiquement et tend vers NAO. On a aussi : 

(b) Cas particuliers : 

1. AA :s AB L'equilibre transitoire correspond a AANA = ABNB et survient 
strictement a t m ax ; c'est a ce moment que l'activite de B est maximum. 

11. AA « AB 
Tant que t :s \ \:1 (qui est donc un temps geologique) : 

NB c::' AA (1 _ e - ABt) , 

NAO AB 

Ie rapport ~BO exhibe un tres long plateau pour t ;::: Ai3 1 
: c'est l'equilibre 

seculaire (qui dure pendant des siecles) - voir fig. 2.3 - , ou NNB est pra-
AO 

tiquement constant et egal a ~. 

3Comme discute dans Ie Tome I, les Nr sont en realite les valeurs moyennes des vaTiables aleatoires 
mesurant les populations de chaque espece a I'instant considere - voir section 2.2. 
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0,0010 

0,0008 

0,0006 
Ai3 1 

= 1 OOOs I 
0,0004 

0,0002 

0,0000 -j~~~'-'-I ~~~. "~'~~'-'-' ~, .....---.-r-. ,,""'C-O-~-'I ts 
o 10 20 30 40 50 

Figure 2.3: Variation du rapport NNB dans Ie cas AA « AB, montrant Ie plateau carac­
AD 

teristique de l'equilibre seculaire ; avec Ie choix de AB, Ie temps en abscisse est en secondes. 

iii. AA» AB Dans ce cas, la population de B monte tres vite sur une echelle 
de temps AAl, avant de decliner a l'echelle Ai3 1 : on a a peine Ie temps de 
voir A qui disparait tres vite. 

(c) L'expression (2.5) montre que quand t » AB~AA' Ie rapport ~~ a quasiment 

atteint sa valeur finale et vaut a peu pres ABA~AA' 

(d) t 1 1 1 TA . A t d l' 218p t B 1" t 214p max = In 2 ~ n TB ; SI es u pO Oillum 84 0, e ISO ope 82 0, 
TA TB 

t max = 1~2 ~:;; In 237 ~ 10,7 mn ~ 10 mn 42 s. 
La radioactivite engendrant Best du type a. Le nombre de charge de C est 
Z = 82 + 1 = 83, c'est du bismuth (plus precisement, c'est l'isotope 2§jBi). 

2. L'uranium 238 joue Ie role de A de l'exercice precedent, Ie plomb 206 celui de C, 
tous les??? sont rassembles dans B ; on est dans Ie cas AB »AA. A l'instant 
du dosage, les nombres de noyaux d'uranium et de plomb sont respectivement 
N = 0,16Xl0-

6 N et N = 0,13Xl0-
6 N . leur rapport est donc 13x238 ~ 0 94 

U 238 Pb 206 ' 16x206 - , . 
Selon (2.4), avec AA == AU « AB == A77?, on a approximativement : 

1 [( At)] Npb(t) ~ Aut _ 1 
N pb ~ An? Nuo A77? 1- e- u ~ Nu(t) - e , 

soit eAut = 1,94 et t = 1~~'i4 Tu ~ 4,3 milliards d'annees. 

3. On retrouve la loi binomiale rencontree a propos de la marche de l'ivrogne (voir 
p.8). Les calculs se transposent immediatement, et on trouve : 

(a) (N)(t) = No e-At == esperance mathematique du nombre de survivants a 
l'instant t ; 

(b) ecart /::,N(t)=y"'lToe- At(l-e- At ). Le rapport fJ) vaut donc (N)-~v'l- e-At , 

1 1 

soit a peu pres NO-
2 pour t« A-I, et environ N;;2 e+At/ 2 pour t» A-I: les 

fluctuations relatives divergent toujours aux grands temps, d'ou la possibilite 
de bouffees dangereuses, meme avec une tres vieille source. 
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2.5 Longueur de parcours d'une particule a dans l'air 

Des particules a non-relativistes, d'energie initiale Eo et de vitesse initiale vo, sont emises par 
une source radioactive et perdent peu a peu leur energie par interaction avec les molecules 
d'air, tout en ayant une trajectoire rectiligne. Le mecanisme principal responsable de cette 
perte graduelle d'energie est I'ionisation des molecules d'air (et donc la creation de paires 
d'ions de charges opposees) ; chaque ionisation coOte I'energie Er . On designe par n la den­
site4 de I'air (dans les conditions normales) et par 0' la section efficace totale d'ionisation ; 0' 

depend de la vitesse v de la particule a. 

1. Exprimer, pour une particule a, Ie nombre d'ionisations dNi entre t et t+dt en fonction 
de v, n, 0' et dt. 

2. En deduire la perte d'energie dE de la particule a entre ces deux instants et etablir 
I'equation differentielle satisfaite par la vitesse v(t) (on posera k = n!" M designant 
la masse d'une a). 

3. On suppose que 0' est de la forme: 0' = av(3 oll a et (3 sont des parametres. Donner 
I'expression de la vitesse a I'instant t (on prendra t = 0 quand v = va) et situer 
I'exposant (3 par rapport a 1. 

4. Soit tl I'instant oll la vitesse s'annule. Exprimer tl en fonction de vo, (3, a et k. 

5. En deduire, en fonction des memes variables, la distance I parcourue par une particule 
a avant d'etre stoppee (thermalisee, plut6t). 

6. On trouve experimentalement: 1= Av8 oll A est une constante ; en deduire I'exposant 
(3 et I'expression de v(t) en fonction de A, vo, et t. 

7. Tracer Ie graphe de la section efficace en fonction de la vitesse et commenter. Calculer 
numeriquement O'(vo). 

8. Soit t~ I'instant auquel une a a parcouru la distance !. Donner I'expression de t~. 

9. Exprimer a I'aide du rapport t Ie nombre de paires d'ions creees sur la premiere moitie 
du parcours d'une particule a. 

Valeurs numeriques " A = 0,9810-27 pour I en cm et Vo en cm/s, Eo = 7MeV, 
EJ = 34eV, M c2 = 3744 MeV. Volume molaire dans les conditions normales: 22,41. 

1. Pour une a incidente dans Ie milieu ambiant contenant n molecules ou atomes 
jouant Ie role de cibles (diluees) par unite de volume, Ie nombre de collisions est 
dNi = (1 x v)nO'dt. 

4C'est-a.-dire Ie nombre de molecules par unite de volume. 
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2. dE = -ErvnCTdt ; dE est aussi egal a Mv~~, d'ou l'equation differentielle satisfaite 
par la vitesse ~~ = -kCT ou k = !ft . Comme dit dans I 'enonce , CT est une fonction 
de la vitesse de la particule lX. 

3. Avec l'hypothese CT = av{3, l'integration de l'equation differentielle donne: 

[ (31] ~ vet) = Vo 1- (1- (3)kavo - t (2.6) 

Si (3 > 1, la vitesse s'annule seulement a l'in£lni ; or on sait que les lX "s'arretent" (en 
fait: sont thermalisees) au bout d'un temps £lni, apres avoir parcouru une distance 
£lnie, presque parfaitement determinee (au sens ou leurs fluctuations statistiques 
sont tres petites). L'hypothese sur CT n'est donc physiquement sensee que si (3 < 1. 

1- (3 

4 t-~ . 1 - (l-{3)ka' 

5. La distance 1 parcourue est egale a J~1 vet) dt ; Ie caleul de l'integrale avec l'expres-
2 - (3 

sion (2.6) donne 1 = (2}3{3)ka' 

6. Du resultat experimentall = Avg, on deduit 

1 
A = 3ak ' v(tl ~ /v~ - ;~ I (2.7) 

7. CT(V) ex: ~ : plus la vitesse est petite, plus la particule lX a Ie temps d'interagir avec 
une molecule donnee, et donc plus la probabilite d'ionisation de celle-ci est elevee. 
En trait ant l'air comme un gaz parfait (PV = NkBT), on a n = k:T ; l'expression 
de CT(VO) est alors: 

l'application numerique donne CT(VO) ::' 9 X 10-20 m2 = gA2, de l'ordre du carre 
d'une longueur atomique. 

v 2 1 
8. t~ = i&(1 - 22 / 3 )' 

9. Le nombre de paires d'ions creees sur la premiere moitie du parcours d'une particule 
t Eo - E(tl/2) . E(t ) - 1M 2(t ) - 1M 2 1 d" N - (1 1)!fu 

lX es EJ ' 1/2 -"2 V 1/2 -"2 v0 2273' ou 1/2 - - 2273 EJ 

soit N1/2 ::' 0,36 t : sur la premiere moitie de son parcours, la particule lX cree 
moins de la moitie du total des ionisations, puis que sa vitesse est alors elevee et 
que la section efficace est petite si la vitesse est grande. 

On retiendra que Ie nombre de paires d'ions creees est de l'ordre de 105 : si ce 
nombre Nest une variable essentiellement aleatoire, ses fluctuations (relatives) 
sont tres faibles (elles sont "'-' N - 1/ 2 ) ; c'est la raison pour laquelle la distance de 
parcours d'une particule a est presque certaine5 . 

511 en va de meme de la duree de parcours en voiture en ville, a. condition que la distance a. parcourir 
soit assez grande. 
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2.6 Resolution de l'equation (1-2.15) par la transfor­
mation de Laplace 

Cet exercice est purement technique, et constitue un exemple simple de resolution d'une 
equation aux derivees partielles utilisant la transformation de LaplaceB, qui transforme celie­
ci en simple equation differentielle. Soit : 

1
+00 

F(z, s) ~ 0 e- zt J(t, s) dt , (2.8) 

J(t, s) etant la fonction generatrice des probabilites definie en (1-2.14). 

1. Com bien vaut J(t, 1) ? 

2. En deduire F(z, 1). 

3. La condition initiale est J(O, s) = sNo ; ecrire I'equation differentielle satisfaite par la 
transformee de Laplace F(z, s). 

4. Trouver I'expression de la solution generale de cette equation. 

5. Fixer la constante d'integration en utilisant I'expression de F(z, 1) obtenue en 1. 

6. Effectuer la transformation de Laplace inverse pour retrouver I'expression (1-2.17) de 
J(t, s). 

1. Par definition J(t, 1) est la somme des probabilites et vaut done 1. 

2. F(z, 1) = Jo+ oo e-zt dt = ~. 

3. On sait que si J(t) a pour transformee de Laplace F(z), la transformee de Laplace 
de la derivee J'(t) est egale a zF(z) - J(O). En utilisant ce resultat, l'equation 
transformee satisfaite par F(z, s) est zF(z, s) - sNo = ).(1- s) .c[%f]. On voit sur 

(2.8) que .c[~~l = ~~, d'ou l'equation differentielle satisfaite par F(z, s) : 

of Z sNo 
a; - ).(1- s)F(z, s) = - ).(1- s) (2.9) 

4. Cette equation est une equation differentielle (par rapport a la variable s), du 
premier ordre, lineaire et inhomogene. La solution generale de l'equation homogene 

6pour une introduction, voir http://www.phys.ens.fr/enseign/fip/cQurs/L3.html, ch. IX. 
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est proportionnelle a (1 - s)-z/>-, Afin de "faire varier la constante", on pose 
F(z, s) = A(s, z) (1- s)-z/\ d'ou l' equation pour la fonction A: 

Pour resoudre commodement cette equation, introduisons une autre fonction B par 
B(a = 1 - s, z) ~ A(s, z) j B(a, z) satisfait l'equation : 

_ BB = _ (1 - a)No a(z /A) -1 

Ba A . 

En developpant Ie binome et en integrant membre a membre, on en deduit : 

( )_ ~cn (-l)n n+t () B a, z - ~ No , a + K z , 
n = O Z + n/\ 

ou K(z) est une constante d 'integration, d'ou, revenant a A(s, z) puis a F(z, s) : 

F(z, s) = ~ CNo (-1)~ (1- s)n + K(z)(l- S)-Z/A . 
~ z+n/\ 
n=O 

(2.10) 

5. La fonction F(z, s) est analytique en s (c'est un polynome I), et analytique dans 
tout Ie demi-plan Wz > O. On sait que F(z, s = 1) = ~ j c'est aussi la valeur de la 
sommation au second membre de (2.10) pour s = 1 j il faut donc : 

lim[K(z)(l- S)-Z/A] = 0 \iWz > 0 j 
8--+1 

ceci n'est possible, quel que soit z a partie reelle positive, que si K(z) == O. En 
definitive : 

No n (_l)n n 
F(z , s) = L CNo --, (1- s) 

n=O z + n/\ 

6. La transformation de Laplace inverse efi'ectuee terme a terme sur cette expression 
de F(z, s) donne7 f(t, s) : 

No 

f(t, s) = L CNo ( _l)n e- nAt (1- s)n == [1 - (1- s)e-At]No , 
n=O 

qui est bien l'expression donnee en (1-2.17). 

7 £-1 [_1_] = e-zot . 
Z+ZQ 

34 



Corriges du chapitre 3 

-- . Les expenences 
de Rutherford 

3.1 Ordres de grandeur 

1. Une particule a d'energie Ea = 0,27MeVest diffusee a 60° par une feuille d'or. Quel 
est Ie parametre d'impact, b ? 

2. Lors d'une collision frontale (parametre d'impact nul), trouver la distance minimale 
d'approche, dmin, entre un noyau (initialement immobile) de la cible et une particule 
a d'energie initiale Ea = 0,4MeV selon que: 

(a) la cible est du plomb metallique (ZPb = 82), 

(b) la cible est du lithium gazeux 7Li (ZLi = 3). 

3. Sachant que Ie rayon du noyau est de quelques Fermi (1 F= 10-15 m), au-dela de 
quelle energie incidente Eo Ie calcul de Rutherford devient-il insuffisant (raisonner dans 
Ie cas d'une collision frontale) ? 

4. Des particules a d'energie Ea = 6 MeV sont diffusees par une feuille d'or d'epaisseur 
l. Soit E: la fraction de particules diffusees sous un angle e superieur a eo. Trouver 
I'expression de l et faire I'application numerique. 

1 0 't t () - qQ 1 ( . , (I 3 37)) d' , b - e
2 

ZAu ' . . n sal que an 2 - 4b2E VOIr eq. -. , ou - -4 --E 8, SOIt . 
1TEo a KEo 0 tan '2 

b = (1,6 X 10-19)2 X 9 X 109 79 '::::' 730F . o 27 X 106 X 1 6 X 10-19 X -.L , , V3 
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2. Si la eill' (de uombl' d charge Z) e t rigidcment He a un syst me de masse 
iunni ell l' - t immobile. La ons rvatiou de l'energi u'impliqu alors qn 1 
projectile (de 11.1MS m de vit s ilutiale va) t s'ecl'i~ Eo = ~mv2 + 2Z,?'2 . Au 
poin d approche miuimaie lors d'un collision trontalc, la vit , e du projectile 
'anlluie, · il r - e Eo = 2dZc'2 (gQ = 21el), d'oll : 

m in 

(3,1) 

C'est la situation pour une cible de plomb metallique, avec l'hypothese du reseau 
rigide ; numeriquement, dmin = 590 F. 

Pour une cible (de masse M) a l'etat gazeux, il faut tenir compte de son recul ; si 
elle est initialement immobile, la conservation de l'energie s'ecrit : 

1 ~2 1 mM ~2 2Ze,2 
_ 1 2 

-(m+M)Vc + - M V + -- = Eo = -2 mvo , 
2 2m+ r 

ou Vc est la vitesse du centre de gravite, qui est une constante et vaut aussi :';M' 
Au point d 'approche minimale, la vitesse relative iJ s'annule, et il reste : 

1( M)( milo)2 2Ze
,2 

1 2 - m + + -- = -mvo 
2 m+M d min 2 

2Ze
,2 

( rn) 
dmin=~ l+JVj 

La distance minimale d'approche est plus grande quand la cible peut reculer, 
puisqu'une partie de l'energie cinetique du projectile est consommee pour deplacer 
celle-ci . Avec ~ = 0 CM infinie), on retrouve bien la formule (3.1). Pour Ie lithium 
gazeux, l'application numerique donne d min = 34F. 

3. Le caleul de Rutherford devient incorrect quand la distance minimale d'approche 
devient de I'ordre du rayon nucleaire puisqu'alors la particule a entre dans Ie do­
maine d'action de l'interaction forte. Pour un ordre de grandeur, on peut se con­
tenter de considerer Ie cas d'une collision frontale avec une cible immobile; en 
choisissant dmin rv 1 F, I'energie a partir de laquelle les forces nuc1eaires commen-

Z 12 2Z(16x10- 19 )2 
cent a se manifester est Eo = 2dm~n rv 9 X 109 

'lD 15 J rv 3 Z MeV. 

4. Avec une seule cible, Ie nombre de collisions est nvoad(8)dO ; si la feuille a une 
epaisseur I et une densite ne , Ie nombre de cibles soumises a un faisceau de pro­
jectiles cylindrique de section S est egal a neSt. Le nombre total de collisions est 
donc neSlnvoad(8)dO ; nvoS etant Ie courant incident, Ie taux de collision dans la 

direction 8 est cd(8) ~ ne1ad(8). Le taux de diffusion dans un angle compris entre 
80 et 1r est donc l'integrale : 

ou ad(8) est donnee par la formule de Rutherford. L'integrale se caleule sans 
Z 2 14 2 0 

peine et on trouve coo = 1rne1+ cot T' La mesure de coo est une fa<;on de 
o 

36 



Les experiences de Rutherford 

trouver l'epaisseur l de la cible. Pour l'application numerique proposee, on utilise 
-~d'" nc - MAu/N' ou . 

avec les valeurs numeriques indiquees, on trouve l ~ 0, 1/-Lm. 

3.2 Collision elastique de deux particules 

On considere la collision elastique de deux particules ponctuelles, sans structure interne, de 
masses ml et m2. Les impulsions initiales et finales sont notees respectivement Pi et p~ . 

1. Ecrire les equations de conservation pour I'energie et I'impulsion . 

2. Dans toute la suite, on se place dans la situation ou la particule 2 (cible) est initialement 
au repos. La conservation de I'impulsion se traduit geometriquement comme indique 
sur la fig . 3.1 a gauche. Calculer les p/2 en fonction de PI, x = AH et y = BH. 

Figure 3.1 : Geometrie utilisee dans l'exercie 3.2. 

3. En deduire que Ie point B se trouve sur un cercle dont on precisera Ie centre et Ie 
rayon R . 

4. L'angle (J entre les impulsions apres collision depend de la redistribution de I'energie 
entre Ie projectile et la cible. Toutefois, que se passe-t-il dans Ie cas particulier ml = m2? 

5. Un faisceau de noyaux de deuterium de haute energie (quelques MeV) est envoye a 
travers une vapeur atomique form ee d'un melange isotopique d'hydrogene naturel a la 
temperature ambiante. 

(a) Expliquer pourquoi cette situation releve bien de I'analyse theorique precedente. 

(b) Representer les trois types de collisions a I'aide de schemas du type indique sur la 
fig . 3.1 a droite, en precisant dans chaque cas les valeurs possibles de I'angle e. 

Pour une collision entre deux pal'ticules ponctuelles sans structure interne, la seule 
energie a. prendre en compte est l'energie cinetique ; pour une collision elastique, cette 
enel'gie est la meme avant et apres collision. 
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3. En reportant ces expressions dans la conservation de l' energie (avec P2 = 0), on a 
2 )2 2 2 , 

../!.J..- = (VI - X +~ .oit(x - ~1' )2+y2=(~Pl)2: 1 p ut:Uestsur 
2'11~1 2m, 2m2 mL+ln2 I ml+m~ 
1 [cie centre en (~+' PI,O) , de rayollR = ~+' 1)1 . i la. ibl .' t inHniment Tnt ' m2 • tHJ "'~ 
massiv on r trouve bi ' n que 1· d ux v t. tu"s 1) L p' ont mAm modal. 

Figure 3.2: Construction geometrique traduisant la conservation de l'energie et de 
l'impulsion. Le cercle de rayon R est centre en un point situe sur PI, a la distance 
R = ~+ PI de l'origine de Pl ' ml m2 

4. Dans Ie cas particulier de deux masses egales, ih est un diametre du cercle lieu de 
B : Ie triangle ABC est donc rectangle. Les deux particules partent a angle droit. 

5. (a) L'energie incidente (quelques MeV) est gigantesque par rapport a l'energie 
thermique des atomes de la vapeur : on peut bien considerer que les cibles 
sont immobiles avant collision. 

(b) Geom'triquem nt, on voit qu Pangle 0 . t ompri ntre 0 't ~ si l'extn!mit' 
de PI est a I'exterieur du c rde (soit si R < ~ i. '. 'In] > m2) ntre ntre ~ 

1r dan 1 as contrair , Gomme on J'a vu, il vaut ~ i R = ~ (mI = m2). 
POUl" la colli: ion D -> H, 'In] = 2m2 Ie rayon du cerc1e vaut tPl fJ e, t compl'is 
ent!' 0 t ~ . P ill' D ...... D, R vaut ~ (} = ~ . pour D -> T m1 = ~'ln2 
R = !Pl et e t ompris ntr ~ L 1r, 

Figure 3.3: Trois exemples de collisions d'un faisceau de deuterium sur une vapeur atomi­
que d'hydrogene naturel ; sauf dans Ie cas D ~ D - ou il vaut ~ - , l'angle () a ete choisi 
arbitrairement. 
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3.3 Distance minimale d'approche pour la diffusion 
Rutherford 

Des particules a (masse m) d'energie Eo sont envoyees sur une cible de charge Ziel situee au 
point 0, supposee infiniment massive. P designe Ie point d'approche minimum (voir fig. 3.4) . 

_~ --,----b _ P ~_/_. x 

o 

Figure 3.4: P est Ie point d'approche minimum. 

1. Soit vp Ie module de la vitesse au point P. Utiliser la constance du moment cinetique 
pour exprimer Vp en fonction du module va de la vitesse initiale, du parametre d'impact 
bet de a = OP. 

2. Donner I'expression de I'energie totale, E, calculee en P. 

3. Calculer a en fonction de b, Ze,2 et Eo. 

4. Examiner Ie cas particulier ou Ie parametre d'impact est nul. Retrouver directement ce 
resultat par la conservation de I'energie. Tracer a en fonction de b. 

1. La constance du moment cinetique donne mvpa = mvob. 

2. Ep = ~mv~ + Z~2 . 

3. L'energie est constante, done ~mv~ + Z~2 = ~mv5. En reportant Vp = mbvo, on 
Z ,2 

trouve l'equation du second degre pour a : a2 
- ~o a - b2 = 0, dont I'unique racine 

Positive est Ze,2 + . /(Ze'2)2 + b2. 
2Eo V 2Eo 

Z ,2 
4. Si Ie parametre d'impact est nul, a = ~o ' ce que l'on peut trouver directement en 

ecrivant la conservation de l'energie au depart et au moment d'approche minimum 

(alors la vitesse s'annule, la particule faisant demi-tour) : ~mv5 + 0 = 0 + z( . 

( 
Z '2) Z 12 Au contraire, pour un tres grand parametre d'impact b» 2~o ' on a a::::o 2~o + b. 

En pareil cas, la deviation est tres faible et la distance minimale d'approche est 
a peine superieure au parametre d'impact. Le graphe est un quart d'hyperbole 
equilatere, minimum en b = 0 et ayant pour asymptote la premiere bissectrice. 
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3.4 Section efficace de diffusion par un centre repulsif 

On considere la diffusion de particules ponctuelles de masse m, de vitesse a I'infini vo, par 
une cible infiniment massive situee a I'origine des coordonnees. L'energie potentielle d'un 
projectile dans Ie champ de force de la cible est V (r) > 0 (centre repulsif) ; b designe Ie 
parametre d'impact, () est I'angle de deviation . 

1. Quelles sont les deux constantes du mouvement ? 

2. Soit P Ie point d'approche minimale ; montrer que la trajectoire d'un projectile est une 
courbe symetrique par rapport a la droite OP (voir fig. 3.5). 

~ ~.-------~~~ 
III 

----'------------~,,_>_---- x 

Figure 3.5: Deviation d'un projectile par une cible repulsive immobile. 

3. Soit J Ie module du moment cinetique ; montrer que I'angle de diffusion () est tel que: 

1
+<Xl J 

() = 7r - -- dt j 
-<Xl mr2 

(3.2) 

en deduire I'expression generale de I'angle de diffusion: 

() = 7r _ 2b r <Xl 1 dr 
lop r2. 11 _ 2Ve;) _ ~ 

V mvo r 

(3.3) 

4. Pour une cible invariante par rotation autour de la direction du faisceau incident, la 
section efficace differentielle de diffusion est donnee par (voir (1-3.49)) : 

I 
db I b I db I 

ad (()) = 27r dO = sin () d() 

Trouver ad pour un potentiel de sphere dure : 

V(r) = { +~ r>a 
r < a, 

(3.4) 

commenter. Quelle est la fraction de particules deviees d'un angle superieur a ~ ? 

Cet exercice demontre un result at de portee tres generale, a savoir l'expression de 
l'angle de deviation pour une cible ponctuelle infiniment massive (voir ci-dessous (3.5)). 
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1. Les deux constantes du mouvement sont l'energie E = ~mi12 + V(r) et Ie vecteur 
moment cinetique, orthogonal au plan de la trajectoire. 

2. Au point P (approche minimale), la derivee rest nulle, donc la vitesse au point 
Pest perpendiculaire au rayon-vecteur. En deux points M et M' de la trajectoire, 
symetriques par rapport a. P, les vitesses VM et VM' ont Ie meme module (par 
la conservation de l'energie) puisque rM = rM', Par ailleurs, la conservation du 
moment cinetique donne mrMVM sin a = mrM'vlvI' sin a', ou les deux angles sont 
a = (PM, VM) et a' = (i'M/ VlvI')' II en resulte sina = sinal soit a' = a + k 21r ou 
a' = 1r - a + k 21r. 

La premiere familIe a = a' ne convient visiblement pas: elle donnerait une trajec­
toire s'incurvant vers la cible, alors que celle-ci a effet repulsif. Pour l'autre familIe 
de solutions, il suffit de raisonner par continuite par reference au point P ou les 
deux angles valent - ~ : la bonne branche en k est celIe qui assure qu'au point P, on 
aa = -~ et a' = -~, c'est-a.-dire k = -1. En definitive, on aa' = -1r-a partout, 
ce qui se traduit bien geometriquement par une symetrie-miroir de la trajectoire 
par rapport a. la demi-droite OP. 

3. J etant Ie module (> 0 !) du moment cinetique, et ¢ l'angle polaire du vecteur r, 
on a J = -mr2¢, d'ou a. l'envers ¢ = -~. En integrant entre ±oo, on en deduit : 

J /+00 1 ¢(+oo) - ¢(-oo) = -- - dt ; 
m -00 r2 

d'une part ¢(-oo) = 1r, d'autre part l'angle de diffusion e vaut 1r - ¢(+oo), d'ou: 

e = 1r- -dt. 
/

+00 J 

-00 mr2 

La trajectoire etant symetri~ue, l 'integrale de -00 a. tp est egale a. l'integrale de 
tp a. +00, d'ou () = 1r - 2 ftp 00 ~ dt. Par ailleurs E = ~m(r2 + r2¢2) + V(r), 
une combinaison qui est une constante du mouvement et vaut ~mv6. En utilisant 

¢ = -~, on peut exprimer r2 = v6 - ~ V(r) - ;!Z:2 done, pour t > tp (quand r(t) 

augmente), on a ~~ = +JV6 - ~ V(r) - ,j~.2' d'ou dt en fonction de dr. Notant 

enfin que J = mbvo (sa valeur au depart a. t = -00), on trouve bien: 

() = 1r - 2b r lop (3.5) 

Pour un potentiel V(r) tendant vers zero a. l'infini, l'integrale est en r- 2 a. l'infini, 
et existe done toujours. 

4. Pour trouver O'd((}), il faut connaitre la relation entre Ie parametre d'impact et 
l'angle de deviation e. Pour un potentiel de sphere dure, e = 0 si b> a ; si b < a, 
l'expression (3.5) donne: 

¢o = b roo 1 dr 
lop r2 JI - b2/r2 
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l'integrale se calcule sans peine (poser r = *), et on trouve rPo = Arcsin~ (ce qui 

est evident geometriquement ... ), d 'ou b = a 1 cos! 1 et 1 ~~ 1 = ~ 1 sin! I. Finalement , 
b a 1 . () 1 d' , 0' d = sin () 2 sm 2 ou : 

a2 

0' d sphere dure = 4 

la section efficace differentielle est independante de l' angle. 

La section efficace totale est 0' ~ f
0
7l' 0' d (e) 21f sin () de = f

0
7l' ~ 21f sin e de, d' ou : 

I O'sphere dure = 1fa
2

1 

c'est, sans surprise, la surface du disque de rayon a, vue par une particule incidente. 

Puisqu'ici la section differentielle ne depend pas de l'angle, la fr action1 de particules 
deviees entre e1 et e2 est egale simplement a ~(e2 - eI) : c'est donc la moitie des 
particules qui est deviee entre ~ et 1f. 

3.5 Section efficace de capture par un centre attractif 

Dans Ie cas ou la cible exerce une force attractive sur Ie projectile et si cette force est 
assez intense2

, celui-ci peut etre capture si, pour une energie cinetique initiale donnee Eo, 
Ie parametre d'impact best trop petit ou si , pour un b donne, I'energie Eo n'est pas assez 
grande. 

1. L'energie potentielle du projectile dans Ie champ de la cible est prise sous la forme : 

(r > 0) , (3 .6) 

ou rest la distance entre Ie projectile et la cible. L'energie Va > 0 est une mesure de 
la profondeur du puits de potentiel ; la longueur d est la dimension typique du puits 
et peut servir a definir la portee de I'interaction projectile-centre diffuseur ; on suppose 
par ailleurs n 2: 2. 

(a) Montrer que I'energie mecanique du projectile peut etre mise sous la forme: 

(3 .7) 

Tracer Veff (r) en fonction de r ; trouver la valeur r M pour laquelle Veff(r) est 

maximum et etablir I'expression de Veff,rnax ~ Veff (rM). 

l comptee b ien sur en ne considerant que les particules effectivement deviees (b < a). 
2n faut done que l 'energie potentielle varie assez vite au voisinage du centre, c'est-a,.dire que l'exposant 

n soit assez grand. 
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(b) En raisonnant avec Ie graphe de la fonction Veff (r), representer Ie mouvement dans 
Ie plan "des phases" (r, r) ; caracteriser les deux cas typiques correspondant soit 
a I'echappement, soit a la capture et en donner une interpretation geometrique. 

(c) En deduire que la condition de capture est b < bmax ou bm ax est la solution de 
I'equation : 

(3.8) 

(d) Donner I'expression de la section efficace totale de capture, 0', en fonction de 
I'energie initiale Eo. Obtenir Ie cas n = 2 par un passage a la limite convenable3 . 

2. On prend desormais n = 2. Le faisceau incident est un pinceau cylindrique de rayon R 
de densite uniforme, compose de particules de vitesse vo . Ces vitesses sont paralleles 
a une meme direction mais n'ont pas toutes Ie meme module Vo . La distribution des 
vitesses initiales est decrite par la densite de probabilite g( vo) > 0 normalisee : 

Prob[v < Vo < v + dv] = g(v)dv , 
r+oo 

J
o 

g(v)dv = 1 . (3.9) 

(a) Soit feb ) la densite de probabilite pour qu'une particule ait Ie parametre d'impact 
b. Montrer que : 

1 
f eb) = 7rR2 . (3.10) 

(b) Soit 'T) la fraction de particules capturees par Ie centre4 . Demontrer que 'T) est 
donne par: 

2 rR r O, mi n 

'T) = R2 J
o 

bdb J
o 

g(v )dv , . ~ / 2Vod2 

VO, mm - m b2 ' (3.11) 

(c) On choisit g(vo) = Ce-Cvo , ou C est une constante ; exprimer en fonction de C 
la vitesse moyenne (vo) du faisceau. 

(d) 'T) peut se mettre sous la forme : 

'T) = 1 - 210
1 

xe- A
/

x dx = 1 - l eA) , 

avec : 

A =~ (Va RyE; , 
- 1 2 
Eo = 2m(vo) . 

(3.12) 

(3.13) 

Esquisser I'allure du graphe de l eA) en fonction de A et en deduire la variation 
de'T) en fonction de Eo . Trouver une expression approchee de 'T) lorsque A « 1. 

3Qu'en est-il du cas n = 1 (potentiel coulombien nu) ? 
4TJ est donc analogue it une probabilite de capture. 
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1. (a) Le moment cinetique est une constante du mouvement mr21<P1 = J, d'ou 

l'expression de l'energie cinetique ~m [r2 + r2 (~) 2], qui met en evidence un 
terme dit centrifuge lie a la rotation contenue dans Ie moment cinetique. La 
fonction v"ff(r) est donc 2;:':2 - Va (~(. Comme J = mbvo, elle s'ecrit allssi : 

(3.14) 

ou Eo = ~mv6. Avec n > 2, Veff(r) se comporte comme Eo~ pour les 
grandes valeurs de r, com me - Vo (~( pour les petites valeurs, et a done 
l'allure indiquee sur la fig. 3.6. 

r 
~--------------I' 

r 
???---

-Va ..... _ ........................ _ ... -

Figure 3.6: A gauche: energie potentielle effective pour un puits attractif. A droite : 
debut de l'orbite (phase initiale du mouvement), queUe que soit l'energie du projectile. 

1 

Le maximum a lieu pour rM = (~f;) n-2 ; pour cette valeur de r, Veff 

prend sa valeur maximum : 

v. ~(v. ( ) = 11, ( 2EO) n~2 (~ _ 1) (~) n2~2 
eff, max eff rM 0 n Vo 2 d (3.15) 

Veff , max / si ~ / et/ou si ~ /. 
(b) La discussion peut se faire purement graphiquement, Ie calcul n'intervenant 

que pour preciser certains elements en cas de besoin. Tout repose sur l'expres­
sion de l'energie, qui est une constante du mouvement : 

ou v"rr(r) est donnee en (3.14) ; ceci permet d'ecrire : 

r =±vo 1 _ v"ff(r) 
Eo ' 

ou Ie signe a choisir depend de la phase du mouvement consideree (voir ci­
dessous). Dans la phase initiale du mouvement, r decroit, donc r < 0 ; 
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Figure 3.7: Les deux cas possibles selon que l'energie est plus petite (a. gauche) ou plus 
grande (a. droite) que la valeur maximum de l'energie potentielle effective. 

l'orbite dans Ie plan (r, r) demarre donc dans tous les cas en "decollant" de 
l'asymptote horizontale a. la hauteur -Vo pour r (voir fig. 3.6, a. droite). 
L'energie etant constante, et egale a. ~mv5, la quantite ~m7~2 se lit sur Ie 
graphe de v"ff : pour une valeur de r donnee, c'est la distance verticale entre 
la courbe de Veff(r) et la droite horizontale d'ordonnee ~mv5. D'ou les deux 
cas a. considerer, representes sur la fig. 3.7 : 

1. Eo < Veff,max (fig. 3.7 a. gauche) 
Le mouvement est visiblement limite a. r ~ rmin (la region r < rmin est 
interdite classiquement). La vitesse radiale r commence par croitre (mais 
decrolt en valeur absolue : Ie projectile ralentit) ; en rmin, r s'annule, puis 
devient positif: Ie projectile continue sur sa lancee et repart a. l'infini . 
L'orbite a l'aUure indiquee sur la fig . 3.8, a. gauche, il n'y a pas capture. 
La tangente est visiblement verticale en rmin : la figure 3.7 (a. gauche) 
montre clairement que r2 s'annule lineairement, donc rex: ,jr - rmin, d'ou 
l 'aspect local parabolique pres de rmin' L'orbite dans l'espace des phases 
a l'aUure representee a. gauche sur la fig. 3.8. 

+va ................................................ .. +Va ............................................... .. .. 

rmin r 

-Va ....................................... .. 

Figure 3.8: Quand l'energie est plus petite que v"ff, m ax, il n'y a pas capture (a. gauche). 
Dans Ie cas contraire (a. droite) la capture a lieu. 

ii . Eo > v"ff,max (fig. 3.7 a. droite) 
Dans ce cas, r augmente jusqu'a. r = rM puis decroit et diverge en r = 0 : 
Ie projectile se precipite sur Ie centre, il y a capture. L'orbite correspon­
dante est representee a. droite sur la fig. 3.8. 
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(c) La capture se pr duiLsi Eo > Velt.mnx · commen > 2, v"ff,max estunecertaine 
fonction de b, \!.ff.mnAb), qui d'crolt si b decroit (voir l'expression (3.15)) : 
pour une energie Eo d nn ~ Voff, ,"nx finit par devenir plus petit que Eo quand 
on diminue Ie paraUl tr d impa. 'L5. 
Le seuil bmax au-dessous duquel il y a capture est done fixe par l'equation 
v"ff, max (b) = Eo· L'expression de bmax s'obtient en n3s01vant cette equat ion, 
et on trouve ; 

n 1
/

2 
( Vr ).!. bon 

m ax = d ( ) .. -2 2E . n - 2 "'7il 0 

(d) Clairement, la section efficace totale de capture, O'capture, est egale a. 7l'b~ax : 

2 n (VO) :' 
O'capture = 7l'd ( )~ 2E n - 2 n 0 

L as n = 2 R'ob i o · n examinant la ]jmite 'Jim" z(n - 2) ";;2 , qui e. L 1 ~, 
soit 1 ; d'ou O'cap~lIro.n=Z = 1fd2~. Dans cc cas, Veff,rt=2 = (Eob2 

- Vod2 ),1 
n'a. pas de maximum at L ncl \I l'S + (resp. - ) j (Eob2 - Vod2 ) > 0 (resp. 
< 0) ; it y capture si Eob2 < Vod2 , et pas d" aptul' dan 1 ca::; con raire. 
Tan qu n;::: 2, Ia. cLion fficac diverge a en rgie llullc, at t nd vel' zero a. 
haute €mergie. 

O'capture 

1fd2 

E = Vo/20 
20 

2 5 n 

Figure 3.9: Variation en fonction de n de la section effie ace de capture, pour plusieurs 
valeurs de l'energie initiale du projectile. 

Quand 11, < 2 (c'est notamment Ie cas du potentiel coulombien pour lequel 
n = 1), la fonction v"ff change d'allure qualitativement : eUe tend vers +00 
quand r tend vers zero; il ne peut donc jamais y avoir de capture, sauf 
bien sur si J = 0 (auquel cas d'ailleurs, il y a toujours capture quel que 
soit n). Ce resultat extreme ne vaut qu'en Dynamique galih~enne : dans un 
cadre relativiste, un puits Coulombien peut capturer Ie projectile si Ie moment 
cinetique J de celui-ci est plus petit qu'une certaine quantite jinie, a. savoir si 

'2 
J < -%- == cdt (voir Tome I, sous-section 7.3.3). 

5Inversement, il Y a capture si a b fixe, I'energie Eo est trop petite. 
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Figure 3.10: Les deux types d'orbites, situees dans les deux regions dont la separatrice 
est formee des deux courbes ACB et DCE. 

Dans Ie plan des phases, chaque orbite est parametree par la valeur de I'energie Eo. 
Les deux types d'orbites sont dans deux regions adjacentes, dont la frontiere com-

mune est la separatrice, courbe formee par les deux lignes ± J ~ [Veff(rM) - Veff(r)] 

(arcs ACB et DCE). 

Quand il y a capture, Ie projectile decrit une spirale convergeant vers Ie centre, et 
tourne autour de plus en plus vite puisque, par mr2¢ = J, plus r est petit, plus ¢ 
est grand. 

2. (a) A l'interieur du faisceau cylindrique de rayon R, la densite est supposee uni­
forme; une particule donnee a donc une probabilite constante de se trouver 
a la distance donnee b de l'axe du faisceau. La densite de probabilite f(b) 
est donc constante ; comme il faut (normalisation) JoR f(b) 27rbdb = 1, soit 
'TrR2 f(b) = 1, on a f(b) = 'lrk2' 

(b) La condition de capture pour n = 2 est VOd2 > ~mv5b2, soit vo < %~, 
quantite notee Vo min ; il en resulte que la probabilite de capture a b fixe est 
Jovo min g(VO) dvo. Au total, la probabilite de capture est: 

1 lR . l vomin 
TJ =;[ii 0 2'Trbdb 0 g(vo) dvo 

(c) Avec g(vo) = Oe- cvo , la vitesse moyenne (vo) du faisceau est egale at. 

(d) Le parametre A est sans dimension. Quand A « 1, J(A) ~ 1, et la derivee 
l' (0) vaut -2. Si A » 1, l'integrale tend vers zero exponentiellement vite. 
Le graphe de J(A) en fonction de A ressemble a celui de e- 2A . Pour A « 1, 
c'est-a-dire si Eo » Va, J(A) ~ 1- 2A, d'ou TJ ~ 2A. 

3.6 Diffusion par un puits spherique attractif 

On considere la diffusion de particules non-relativistes de masse et de vitesse initiale Va par un 
puits de potentiel a symetrie spherique. L'energie potentielie d'un projectile a, en fonction de 
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la distance r au centre du puits, la variation representee sur la fig . 3.11 a gauche. b designe 
Ie parametre d'impact (meme figure, a droite) et Eo est I'energie initiale d'une particule. 

Vir) 

170 ____ __.-________ L-~------~-----

R 
------~~------~~--~~----+_~ x 

r 

- Vo ~---' 

Figure 3.11: La cible est ici un "puits carre spherique" , d 'ou l'energie potentielle V (r ), 
a gauche. L'angle a indique fixe l'incidence par rapport a la normale, juste avant la 
refraction sur la premiere interface. 

1. Dessiner la trajectoire d'une particule ayant un parametre d' impact superieur a R. 

2. Dans Ie cas b < R. en quels points la particule est-elle soumise a une force non-nulle ? 
En deduire la form e precise de sa trajectoire. Sans faire aucun calcul mais avec un 
bref commentaire d'explication, representer les trajectoires de deux particules ayant Ie 
meme parametre d'impact mais deux vitesses initiales differentes, vo, I et VO,2 ' 

Dans toute la suite, on considere exclusivement Ie cas b < R. Si VI note Ie module 
de la vitesse d'une particule dans la region r < R, quelle est (sans calcul !) I'inegalite 
entre VI et Vo ? 

3. Soit respectivement A et B les points ou la particule entre et sort du puits . L'angle a 
est defini sur la figure et {3 est l'angle6 entre AO et AB ; en outre, P designe Ie milieu 
du segment AB. De quel cote de 0 se trouve la portion de trajectoire limitee par les 
points A et B ? 

Exprimer Ie rapport ::~ ~ en fonction de b et de la longueur OP. A I'aide de la con­
servation du moment cinetique, exprimer ce meme rapport en fonction de Vo et de 
VI · 

4. En utilisant la conservation de I'energie, montrer que I'on peut ecrire : 

sin a = n sin {3 , (3.16) 

et donner I'expression de I' "indice" n en fonction de Va, M et Vo . Commenter ce 
resultat . Pour quelles valeurs de I'indice a-t-on toujours {3 = 0 quel que soit a ? 

5. Soit v~ la vitesse finale d'une particule ; exprimer I'angle de deviation des vitesses 
e = (vo, v~) en fonction de a et {3. 

60, et f3 sont done les angles reperant la trajeetoire par rapport a la normale a I'interfaee separant les 
deux reg:ions de potentiel. 
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6. Utiliser les resultats precedents pour ecrire I'equation (3.16) sous la forme suivante : 

1 
f(8, a) = - , 

n 

ou fest une certaine fonction a preciser. 

(3.17) 

7. Deduire de I'equation (3.17) que la relation entre parametre d'impact et angle de 
deviation est: 

. 0 
71 JI) 2 

b = R 
j7"/,2 - 2n o · ~ + 1 

(3.18) 

8. Etudier sommairement la variation de ~ en fonction de 8 et en deduire (graphiquement) 
la variation de I'angle de deviation en fonction du para metre d'impact ; mettre en 
evidence un angle maximal de deviation 8max pour une energie Eo don nee. Donner 
I'expression de cos( ~8max) en fonction de n. Sans faire de calcul, donner Ie sens de 
variation de 8m ax en fonction de Eo. 

9. Retrouver I'expression de la section efficace differentielle de diffusion, ad (8), en fonction 
de 8, b et de la derivee ~~. 

10. Calculer effectivement ad(8) (I'exprimer en fonction de R, n et 8). Combien vaut 
ad (0) ? Comment se compare ce resultat a son homologue pour Ie champ coulombien 7 
Quelle est I'origine physique de la difference? 

11. Tracer Ie graphe de ad(8) en fonction de 8. Donner sur une meme figure les sections 
efficaces pour les deux cas : 

(a) Va « Eo, 

(b) Va » Eo. 

12. Sans effectuer aucun calcul, donner I'expression de la section efficace totale a. 

1. Vne particule ayant un parametre d'impact superieur aRne rentre jamais dans la 
zone d'action du puits de potentiel et passe tout droit. 

2. Quand b < R, la particule est soumise a une force non-nulle a l'interface, soit pour 
r = R : elle est instantanement accel<~ree quand elle penetre dans Ie puits, instan­
tanement freinee au moment ou elle en sort. La trajectoire est plane (constance du 
moment cinetique J), et a nouveau symetrique par rapport au point P d'approche 
minimum ; dans chaque region r > R et r < R, la force est nulle, donc la trajec­
toire est rectiligne ; comme Ie puits est attractif, la trajectoire est "incurvee" vers 
Ie centre. Au total, elle a l'allure indiquee sur la fig. 3.12, a gauche. 

VI > Va puisque Ie potentiel est attractif. Analytiquement, on a ~mv5 = ~mvI - Va 
avec Va > 0, d'ou l'inegalite entre les vitesses. 
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V02---+­

VOl-+-

Figure 3.12: Trajectoire d'une particule de parametre d'impact b < R. Pour un meme 
parametre d'impact, la deviation est d'autant plus faible que la vitesse initiale est grande. 

3. Le moment cinetique est constant; si la trajectoire passait au-dessous de 0 dans 
la figure, Ie moment cinetique changerait de signe. 

En posant a = OP, on a J = mbvo = maVl ; sin/3 = ~, sina = ~, d'ou 
sin", =.!!. = 1!J... 
smj3 a Va 

4. Le rapport des vitesses se trouve par la conservation de l'energie et vaut h + ~. V mvo 
Finalement, on trouve une relation du genre Snell - Descartes: 

(3.19) 

Si Eo » Va, n ~ 1 et la deviation est tres faible. Au contraire, si la vitesse initiale 
est tres petite, nest tres grand, donc /3 ~ 0 : la particule passe tout pres du centre 
du puits (mais un peu au-dessus). 

/3 = 0 que 1 que soit a (donc quel que soit Ie parametre d'impact) si Ie puits est de 
profondeur infinie. 

5. En A, la deviation est a - /3, et de meme en B la deviation totale est donc 
fJ = 2(a - f3) 

6. La relation (3.19) s'ecrit sin(.",- %) = 1, ou encore cos ft2 - cot a sin ft2 = 1 
Slna n n 

7. On utilise sin a = ~ d'ou cos ~ - /1;* sin ~ = 1, ce qui fournit la relation entre n n 
parametre d'impact et angle de deviation : 

nsint 
b = --;======== R J n 2 

- 2n cos ~ + 1 
(3.20) 

8. En tant que fonction de fJ, ~ demarre lineairement comme 2(:-l)fJ et arrive a sa 
valeur maximum (= 1) pour un certain angle fJmax , fixe par l'egalite : 

. Bmax J 2 fJmax nSlll-- = n - 2ncos-- + 1 
2 2 

Bmax_~_~o 
cos 2 - - E lr' 

n 0 + vo 
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Le graphe de la variation de l'angle de deviation en fonction du rapport * s'en 
deduit en effectuant la symetrie par rapport a la premiere bissectrice. L'angle 
obtenu pour * = 1 est l'angle de deviation maximal Bmax dont parle l'enonce. 
Geometriquement, quand b varie de 0 a R, a varie de 0 a ~, d'ou l'angle Bmax tel 
que cos(~Bmax) = ~. Si n » 1, Bmax ~ 7r : c'est bien ce que l'on attend (plus 
l'energie initiale est petite, plus la deviation maximum est grande). L'allure du 
graphe de Bmax en fonction de Eo est don nee sur la fig. 3.13. 

Bmax 
7r ................... -----..... -......... . 

o 20 

Eo 
Vo 

Figure 3.13: Angle de deviation maximum en fonction de l'energie initiale Eo. 

10. Connaissant la relation entre b et B, (3.20), un calcul sans difficultes donne: 

( ) 
2 R2 

ad 0 = 4(~-1)2 la section differentielle vers l'avant est finie, contrairement au 
cas du champ coulombien ; l'origine physique de cette difference est la portee du 
potentiel, ici finie, alors qu'elle est infinie pour Ie champ coulombien 

11. (Td(B) est monotone decroissante de 0 a Bmax. Pour Va « Eo (n ;::: 1), la section 
efficace est tres pointue ; dans Ie cas contraire (n » 1), (T d est petite et tres plate 
(voir fig. 3.14). 

12. La section effie ace tot ale de deviation est de toute evidence 7r R2. On peut Ie verifier 
en calculant l'integrale J~max (T d (B) 27r sin B dB (poser cos ~ = X pour la calculer 

aisement, ou remarquer que 2(T d sin BdB = si~ () ~~ sin BdB = 2bdb = db2
). 
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2,5 
R- 2ad(B) 

2,0 

1,5 

1,0 

0,5 

(j 
0,5 1,0 1.5 2,0 2.5 

Figure 3.14: Variation de O'd(B), qui s 'annule en Bmax ; chaque courbe est marquee par 
la valeur de l'indice n, 

3.7 Passage du rep ere du centre de masse au repere 
du laboratoire pour la diffusion de deux particules 
en interaction centrale 

Une experience de diffusion implique au moins deux partenaires, un projectile et une cible 
initialement immobile, supposes formant un systeme isole. Dans Ie cas d'une cible infiniment 
massive, on est reduit au probleme de la diffusion d'une seule particule (Ie projectile) par 
un champ de forces donne, mais ceci n'est qu'un cas limite: en pratique, on doit souvent 
considerer effectivement Ie recul de la cible. 

II ne suffit pas de remplacer la masse du projectile par la masse reduite [7] : ce que 
I'on mesure dans Ie repere du laboratoire (L), c'est I'angle B entre les directions incidentes 
et diffusees ; en revanche, ce que I'on calcule dans Ie probleme reduit des deux corps en 
interaction centrale, c'est I'angle e entre la direction incidente et Ie rayon-vecteur joignant 
les deux particules (projectile et cible) a I'issue de la collision, dans Ie repere du centre de 
masse (CdM) . 

I vu du laboratoire I I vu du centre de masse I 

Figure 3,15: Collision de deux particules, vue du laboratoire (a gauche) et du rep ere du 
centre de masse (a droite). L'angle de deviation mesure dans Ie repere du laboratoire est 
B, celui observe dans Ie repere du centre de masse est e. 

52 



Les experiences de Ruth erford 

On designe par rl et ih la position et la vitesse du projectile apres la collision, dans 
(L) , par r~ et v~ les memes quantites dans (CdM), par Ii et V la position et la vitesse du 

centre de masse dans (L) . 

1. On note Va la vitesse initiale du projectile dans (L) . Ecrire la conservation de I'impulsion 
du centre de masse avant et apres la collision . 

2. Etablir la relation entre Vl , v~ et V, et I'illustrer par une figure ou apparaissent les 
deux angles e et G . 

3. Deduire de ce qui precede la relation entre () et G : 

sinG sinG 
tan () = --::---=-~ 

· e +~ lIo - G+ ' c S flll ~U2 vr cos - p 
(3 .21) 

et en deduire : 
cos G + P 

cos e = ---;====~=:;::: VI + 2pcos G + p2 
(3.22) 

Retrouver Ie cas limite d 'une cible infiniment massive . 

4. Ecrire la relation entre Ie module v~ et Ie module v de la vitesse relative et montrer 
que p est aussi egal a : 

mlVa 
p= - , (3.23) 

m2v 

ou v designe maintenant Ie module de la vitesse relative apres la collision. Que devient 
cette relation dans Ie cas d'une diffusion elastique? Comment s 'exprime cose dans ce 
cas quand les deux particules ont la meme masse? Commenter. 

5. La section efficace difFerentielle correspondant aux observations dans (L) peut s 'expri­
mer de deux fac;:ons : soit en fonction de I'angle e, ad (e), soit en fonction de G, O'dCG ). 
Montrer que : 

ad(e) = (1 + 2pcos G +p2)3/2 O'd(G) . 
1 + pcos G 

Examiner Ie cas particulier d 'une collision elastique entre deux masses egales . 

(3.24) 

6. Meme dans I'hypothese d ' une collision elastique , Ie projectile perd une partie de son 
energie cinetique en raison du recul de la cible7 . Soit Eo et El les energies cinetiques 
du projectile dans (L) avant et apres collision ; exprimer Ie rapport l en fonction 
de G. Que se passe-t- il pour deux particules de meme masse lorsque la deviation est 
maximale? 

On designe par rl et Vl la posit ion et la vit esse du projectile apres la collision, 
dans (L), p ar r~ et v~ les memes quantites dans (CdM), p ar Ii et V la p osition et la 
vitesse du centre de masse dans (L). Dans Ie but de fixer les idees, les figures sont faites 
dans l'hypothese d 'une interaction repulsive entre projecti le et cible. 

7 Ceci est I'un des mecanismes de ralentissement des neutrons dans Ie moderateur d'un reacteur 
nuc1eaire. 

53 



Mecanique quantique 

1. va etant la vitesse initiale du projectile dans (L), la conservation de l'impulsion du 
centre de masse avant et apres la collision s'ecrit : 

I mlvo = mlih + m2ih = (ml + m2)V I 

2. VI = ViI + V, avec V = ~+ Va; la fig. 3.16 montre les deux angles e et 8. 
ml ffi2 

Va 
... -----+ 

Figure 3.16: 0 est l'angle de diffusion observe dans (L) : e = (va, VI). 8 = (va, v~), ou 
v~ est la vitesse finale du projectile dans (CdM) . 

3. En projetant sur les axes perpendiculaire et parallele a Va, on a : 

VI sin e = v~ sin 8 , VI cos e = v~ cos 8 + V ; (3.25) 

en faisant Ie rapport membre a membre, il vient tan 0 = oSsinee+p ' avec p = ~+ ~. c - ml m2 VI 

Par ailleurs VI = [V'~ + V2+2v~ V cos 8jI/2, d'ou par la deuxieme equation de (3.25) : 
cosO[vI2+V2+2vIVcos8JI/2=v'cos8+~va et: I I I ml+m2' 

cos8 + P 
cos 0 = --;====~=::;: 

)1 + 2pcos8 + p2 
(3.26) 

Pour une cible infiniment massive p = 0 et cosO = cos8 (et tan 0 = tan 8). 

4. On ales difi'erentes relations: 

La vitesse du projectile dans (CdM) est ft (rl - R) = m~~2 f', soit v~ = m ~2m V, 
V etant la vitesse relative apres la collision. On en deduit p = ~ ~+ = & ~. 

VI ml m2 m2 v 

Jusqu'a present, on a seulement utilise la conservation de l'impulsion. Si la collision 
est elastique - ce que l'on suppose dans toute la suite -, Ie module de la vitesse 
d'une particule par rapport a l'autre ne change pas puisque l'energie cinetique tot ale 
est conservee avant et apres la collision, et que Ie centre de masse a lui-meme un 
mouvement uniforme ; on a donc V = Va, qui entraine : 

(collision elastique) 
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et alors : 
cos6 + !!!.l.. 

cos () = ~======'1=1~===~ 
11 + 2!!!:L os e + (!!!l..)2 V 1tt:l 1lt:'l 

En particulier, quand les deux particules ont la meme masse, cos () = cos ~, d ' ou 
() = ~ : pour une collisison elastique entre deux particules de meme masse, on ne 
peut observer dans (L) une diffusion du projectile d'un angle superieur a 900

, toutes 
les diffusions se faisant dans Ie secteur avant (mais pour () = 900

, Ie projectile perd 
toute son energie : il s'immobilise, voir ci-dessous). Ceci se comprend bien: au 
fur et a mesure que Ie projectile s'approche de la cible, celle-ci recule, ce qui rend 
la collision nettement plus molle. Quand ml « m2, on a () ~ 8 ; au contraire, si 
ml » m2, () ~ 0, quel que soit 8. Ces resultats sont illustres sur la figure 3.17. 

() 

7r I-------~ 

7r 

2 

o 

Figure 3.17: Pour une collision elastique, variation de (), angle de diffusion du projectile 
observe dans Ie repere du laboratoire, en fonction de l'angle de diffusion 8 observe dans 
Ie rep ere du centre de masse. Chaque courbe est marquee par la valeur de p = !!!l.. 

m2 

5. La section efficace donne Ie nombre de collisions dNcoll , nombre qui est independant 
du rep ere ou l'observation a lieu; la section efficace calculee dans Ie repere du centre 
de masse, O"d(8), incorpore Ie parametre d'impact b. On a donc : 

dNcoll = nVOCTd(()) dn(()) = nvoO"d(8) dn(6) , 

soit ICTd(())2-rr sin() d()1 = IO"d(8) 21Tsin8d8l, d'ou: 

L'expression (3.26) permet de calculer la derivee ~~. Apres calcul, on trouve : 

(3.27) 

Pour une collision elastique entre deux masses egales (p = 1), on a vu plus haut 
que () = ~, d'ou CTd(()) = 4COS()O"d(8), avec () < ~. Ainsi, meme si la diffusion est 
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isotrope, c'est-a-dire si O"d(0) ne depend pas en fait de 0 , la section efficace dans 
(L) , o-dUn , depend de l'angle de diffusion dans (L~. Par exemple, pour des spheres 
dures de rayon a (et de meme masse), O"d(0) = a4 si b < a (voir probleme 3.4) et 
alors: 

6 On part de v2 = V
/2 + V 2 + 2v' V cos 0 avec V = ~ Vo Vi = ~ ~. En . 1 1 1 , ml +m2 ' 1 ml +m2 p 

rempla<;ant, on trouve, en toute generalite : 

soit ~ = (~1)2(1 + 2pcos0 + p2). 
va ml+m2 P 

v 2 

Pour une collision elastique, p = ~, d'ou :::t 
m2 Va 

Comme ~+ = 1+1 ,il vient finalement : ml m2 P 

E1 1+2pcos0+p2 
Eo = (1+p)2 

Pour deux particules de meme masse (p = 1), et pour la deviation maximale 
(0 = 71'), ce rapport est nul: Ie projectile s'immobilise, la cible part; pour une 
cible infiniment massive (p = 0), E1 = Eo , comme il se doit. 
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Corriges du chapitre 4 

Quantification de l'energie: 
le rayonnement thermique 

4.1 Temperature d'un astre 

Comme explique (voir Tome I, p.88), une fac;:on (assez grossiere) d'estimer la temperature 
de surface d'une etoile est de I'assimiler a un corps noir. 

1. Admettant ceci, trouver la temperature de surface du Soleil, de l'Etoile Polaire et de 
Sirius, sachant que leurs spectres presentent un maximum pour les longueurs d'onde 
0,55 {.Lm, 0,35 {.Lm et 0,29 {.Lm respectivement (Ia constante de Wien est egale a 
0,29cmK). 

2. En admettant que la Terre et Ie Solei I rayonnent comme des corps noirs, trouver la 
temperature de la Terre, TT, en fonction de celie du soleil Ts, du rayon du Soleil Rs 
et de la distance Terre - Soleil DTs. 

(Rs = 7 x 108 m, DTs = 150 X 106 km). 

1. On utilise la loi de Wien Am=.T = 0,29 cm K. Avec les donnees de l'enonce, on 
trouve TSoleil ~ 5300 K, T Etoile polail'e ~ 8300 K et TSirius ~ 10000 K. 

2. Le Soleil rayonne dans tout l'espace la puissance aSsTt , Ss = 47rSRs Ie flux 

d'energie a la surface de la Terre est J = aTt 4 SD~ = aTt #DR2 . 
7r TS TS 
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RTsinlJ ~~~ (nux solo ir~ 

Figure 4.1: Face de la Terre exposee au flux solaire 

La petite bande annulaire delimitee par les angles B et B + dB (voir fig. 4.1) a pour 
surface 27r RT sin B RTdB. Sa normale fait l'angle B avec la direction du rayonnement 
solaire: Ie flux d'energie qu'elle regoit est donc (27rJ4,sinBdB)(JcosB). Au total, 
par sa face situee du cote du Soleil, la Terre regoit la puissance: 

~ 2 

12 2· 2 4 Rs 
Pre<;ue = J 27r RT sm B cos B dB = 7r RTaTs D2 ' 

o TS 

soit 7r J4,O'T~ , . Par ailleurs, la Terre rayonne l'energie Pperdue = O'STTj avec 
TS 

ST = 47r R? A l'equilibre thermique, la Terre regoit aut ant qu'elle perd, done 
Pperdue = Pre<;ue , egalite qui donne Ie rapport des temperatures: 

L 1 ' . d t T:r. (7X lOB ) ~ 2 E es va eurs numenques onnen Ts = 2xl,5xlOll ~ 4,8 x 10- . n prenant 
Ts = 5300 K, on trouve TT = 260 K. 

C'est l'ordre de grandeur de la temperature de l'atmosphere, a l'interface tropo­
sphere/stratosphere (environ 10km d'altitude, altitude de vol commerciale). 

4.2 Temperature du filament d'une ampoule a incan­
descence 

Un filament rectiligne de longueur l, de dia metre d et de resistivite pest branche aux bornes 
d'une pile de fem E. Dans les conditions de temperature considerees, la resistivite est 
simplement proportionnelle a la temperature absolue T du filament; on note Po la valeur de 
p a la temperature To . On suppose que to utes les pertes d'energie du filament se produisent 
par rayonnement et on neglige I'energie res;ue par rayonnement par Ie filament . 

1. Trouver I'expression de la resistance R du filament en fonction de T. 

2. En admettant que Ie filament rayonne comme un corps noir, trouver sa temperature Tp 
de regime permanent. 
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A.N: 1= 10cm, d = O,Olcm, Po = 5,5 x 1O-8 nm, E = lOV, 
(5 === 5,7 X 10-8 W m -2K-4, To = 273 K. 

----------------------------- -

1. fa = :fa ; R = p~ avec s = 7r
d
4

2 

, d'ou R = 7r~~o.;o T. L'application numerique donne 

R - 4x5,5xIO-
8

XO ,l T ~ 2 57 X 10-3 T La puissance re"ue par Ie fil est E2 - 7r X 10 8 x273 -, . ':/ R . 

2. Le fil rayonne par sa surface laterale S = 7rld ; la puissance noire emise est done 
7r(51dT4 . En regime permanent (temperature stabilisee), on a donc1 

1', E 2 d 1 
T- (0 )5 

- 4(5poi2 (4.1) 

L' l' t' d T ( 273xl02XI0- 4 2)% ~_ 1850K (la app lca lOn numenque onne = 4x5,7xlO 8x5,5x lO 8x lO 
temperature de fusion du tungst?me est environ 3700 K) et R ~ 4,8 n. 

4.3 Refroidissement radiatif d'une sphere 

Une sphere de rayon R = 1 cm, de capacite calorifique C = 5 J jK et se comportant comme 
un corps noir, est introduite a I'instant t = 0 dans une enceinte vide maintenue a la tempe­
rature constante T . Initialement, la temperature de la sphere est To = T + Bo. a designe la 
constante de Stefan (a = 5,7 x 1O-8Wm-2 K-4 ). 

1. So it B(t) I'ecart de temperature a I'instant t entre la sphere et I'enceinte. Quelle est la 
puissance rayon nee par la sphere a cet instant? 

2. Quelle est la puissance rec;:ue par la sphere a I'instant t ? 

3. Soit dB la variation de I'ecart entre t et t + dt. Exprimer la variation correspondante 
d'energie de la sphere correspondante dE a I'aide de C et dB. 

4. Utiliser les resultats precedents pour ecrire la relation exprimant Ie bilan d'energie entre 
t et t + dt. 

5. En deduire I' equation (differentielle) satisfaite par la fonction B(t) . 

6. Dans la suite, on suppose que I'ecart Bo est tres petit devant T. Utiliser ce fait pour 
obtenir une equation differentielle lineaire approchee pour B(t) et I'integrer (on posera 

T = l67rJi.aT3)' 

IOn neglige la puissance regue par Ie filament du milieu ambiant, dont la temperature Text est a coup 
Sur tres petite devant celle du filament; sa prise en compte consisterait a ajouter un terme 7rO'ldTixt a 
la puissance regue. 
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7. Calculer Ie temps de relaxation thermique pour T = 300 K, 80 = 5 K. Au bout de 
combien de temps I'ecart de temperature est-il divise par 2 par rapport a sa valeur 
initiale ? 

======== ? i. ? i. ? i. ? i. ? i. ? i. ? i. ? i. ? l.? =============== 

1. La puissance rayonnee par la sphere est (JS(T + 8)4. 

2. La puissance rer;ue par la sphere est (JST4. 

3. La variation d'energie de la sphere est dE = Cd8. 

4. Le bilan entre t et t + dt s'ecrit dE = energie rer;ue - energie rayonnee, soit dE = 
[(JST4 - (JS(T + 8)4J dt. 

5. C~~ = -(JS[(T + 8)4 - T 4J. 

6. En profitant du fait que 8 « T, on a (T+8)4 - T4 ~ 48T3, d'ou l'equation linearisee 
pour 8(t) : ~~ = -4"s;J3 8 = _167f~"T3 8 == -~ 8 ; la solution est 8(t) = 80e-tir . 

7. T = 167fxlO 4x5 7~10 8x27X106 ~ 11 minutes. L'ecart de temperature est divise par 
2 au bout de Tin 2 ~ 7 mn 30 s, et vaut alors 2,5 K. 

4.4 Perte de masse du solei! par seconde 

La masse du Solei I est Ms = 2 X 1030 kg, son rayon est Rs = 7 X 108 m et sa temperature 
de surface est voisine de Ts = 5800 K. En admettant que Ie Solei I rayonne comme un corps 
noir, trouver la masse b..M qu'il perd par seconde ; estimer Ie temps necessaire b..t (a partir 
d'aujourd 'hui) pour une perte relative de 1 %. 

La puissance rayonnee est 47rR~(JT4, d'ou la perte de masse par seconde : 

b..Ms = ~ x 10-16 
X 47r x 49 X 1016 x 5, 75 X 10-8 x (5 300)4 ~ 3 X 109 kg/so 

Le temps necessaire pour une perte de masse de 1 % a. partir d'aujourd'hui - a partir 
du seul rayonnement noir - est done 23~11~298 s , soit environ 200 milliards d'almees ... On 
estime a 4 milliards d 'annees la duree de vie actuelle du Soleil, avant qu'il ne devienne 
une geante rouge . 
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4.5 Pression de radiation solaire a la surface de la 
Terre 

II s'agit de com parer la pression de radiation due au rayonnement solaire a la pression atmo­
spherique a la surface de la Terre. 

1. Soit jE ~ 1,4 X 103 W 1m2 Ie flux d'energie electromagnetique du Solei I a la surface 
de la Terre; exprimer la densite volumique u en fonction de jE . 

2. En deduire la pression de radiation Prad sur une surface parfaitement reflechissante et 
la com parer avec la pression atmospherique2 Patm ~ 105 Pa. Quelle est la force exercee 
sur une voile solaire de surface 10 m2 exposee perpendiculairement au "vent solaire" ? 

On va bien sur trouver que la pression de radiation due au rayonnement solaire 
est tres petite devant la pression atmospherique a la surface de la Terre. 

1. II y a N photons traversant l'unite de surface par unite de temps; chacun ayant 
l'energie hv, Ie courant d'energie est jE = Nhv. 

Soit oS une surface exposee normalement au rayonnement solaire. Pendant l'inter­
valle de temps M, NMoS photons la traversent ; tous ces photons sont contenus 
dans Ie petit cylindre de volume (cot)oS, qui renferme done l'energie (NMoS)hv. 
L'energie par unite de volume est done NlitliShv = hv = 1J· . 

cliUiS c c E 

2. D'apres Ie resultat (1-4.22), Prad = 2u = 2 \1~~~g3 ,...., 10- 5 Pa, soit environ 10-10 fois 
la pression atmospherique. 

La force exercee sur une voile solaire de surface 10 m2 exposee perpendiculairement 
au "vent solaire" vaut done environ 10-4 N. 

4.6 Pression de radiation sur une surface rugueuse 

Dans cet exercice, on adopte Ie point de vue de Newton suivant lequel la lumiere est une 
pluie de petits corpuscles 3 d'impulsion p se deplac;:ant a la vitesse de la lumiere c. 

Une paroi rugueuse, situee dans Ie plan xOy (voir fig. 4.2), est exposee sous incidence 
normale a un rayonnement electromagnetique de frequence v. On designe par N Ie courant 
de grains de lumiere incidents (nombre traversant I'unite de surface par unite de temps) . 

2La faiblesse numerique de P rad permet de comprendre Ie sens de rotation du radiometre de Crookes 
(voir Tome I, note 22 p. 93). 

3 corpuscles est Ie terme employe par Newton. 
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Chaque corpuscule est n§flechi suivant une direction caracterisee par les angles f) et cjJ ; 
par rugueuse, il est entendu que chacun de ces deux angles est distribue au hasard suivant 
une loi uniforme. /I s'agit de calculer la pression de radiation (moyenne), P rad , sur la paroi . 

rayonnement z 
incident 

11111 
x 

Figure 4.2: Geometrie utilisee dans l'exercice 4.6 

1. Donner I'expression de I'impulsion dp fournie a la paroi par un corpuscule incident puis 
reflechi dans la direction (e, cjJ). 

2. En deduire, pour la meme direction de reflexion, la variation d'impulsion dp entre deux 
instants t et t+dt pour un element de surface dS, puis la force dF(f), cjJ) correspondant 
a cette direction. 

3. Soit po(e) et P¢(cjJ) les deux distributions uniformes et independantes pour les deux 
angles {} et cjJ. Trouver les expressions normalisees de Po({}) et P¢(cjJ). 

4. En deduire finalement la pression Prad et exprimer celle-ci a I'aide du courant d'energie 
<I> du rayonnement incident et de la vitesse de la lumiere c. 

5. So it Po la pression pour une surface parfaitement lisse et donnant lieu, toutes choses 
egales par ailleurs, a une reflexion speculaire. Sans faire de calculs, mais en argumentant 
physiquement, ecrire I'inegalite entre Prad et Po. 

1. Lors du "rebond" d'un corpuscule, l'impulsion re<;ue par la paroi est h: + h:; cos {}, 
bien evidemment independante de l'angle cjJ. 

2. Pour un element de surface dS et avec N corpuscules incidents par seconde, l'impul­
sion transmise a la paroi est NdSdt h:(1 + cos e) ; la force est Ie rapport ¥t, soit 
F = NdS h

:; (1 + cos e). 

3. Par hypothese, les deux densites de probabilites sont uniformes, donc constantes : 
po(e) = Co, P¢(cjJ) = C¢. Les conditions de normalisation s'ecrivent : 

10
1f 

Cosinede = 1, 10
27r 

C¢dcjJ = 1 ==} 
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4. P rad s'obtient en prenant la moyenne de la force divisee par la surface: 

hv 
Prad = N -(1 + cose) ; 

c 

la moyenne (1 + cos e) est Io'i de I0211: d¢ ~ (1 + cos e) sin e et vaut 1 + ~ d'ou : 

I Prad = ~ ~ == ~ ~ I 
5. Dans Ie cas d 'une surface parfaitement lisse, les photons repartent en arriere sans 

changement de direction; Ie transfert d'impulsion est alors visiblement plus grand: 
de toute evidence Po > Prado 

4.7 Variations sur la formule de Planck 

1. A I'aide d'une machine, tracer precisement les densites en frequence (1-4.99) et en 
longueur d'onde (1-4.104), et comparer leurs comportements aux basses et hautes 
frequences (resp. longueurs d'onde) . 

2. En partant de (1-4.99), calculer I'integrale It'" u(v, T) dv == u(T) et montrer que la 
constante de Stefan est donnee par I'expression (1-4.100) . On utilisera Ie resultat : 

((4) ~ " ~ = 7r

4 

. 
~ n4 90 

nE]\!* 

( 4.2) 

Tracer numeriquement u(T) pour Ie rayonnement fossile (T ~ 2,7 K) . 

3. u(v, T ) est de la forme ~ (k~T)3 f(x) ou f(x) = e;~l ' X = k:;' et n = 2~ ' 
Montrer que Ie maximum en frequence survient pour X max solution de I'equation : 

(4.3) 

Calculer numeriquement Xmax et en deduire la valeur de la constante C' dans la loi de 
Wien exprimee comme vmaxT = ct. 

4. Reprendre cette question en raisonnant avec la densite d'energie en fonction de la 
longueur d'onde.A, en posant y = >.f:;:T' Montrer que Ie maximum en longueur d'onde 
survient en Ymax solution de : 

( 4.4) 

Com parer les deux nombres Xmax et Ymax ; quelle est I'expression du produit .Amaxvrnax ? 
Retrouver la valeur empirique de la constante de Wien, don nee en (1-4.2). 
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1. On sait que u,,(v, T) = 8~32 e/3/:::-1 (voir 1-4.99). u"dv est aussi egal a u>.d>. 
avec AV = c ; on en deduit que la distribution en longueur d'onde est la fonction 
construite comme suit : 

c dv 8wh 1 c 8whc 1 
u>. (A, T) = u" (v = >:) I dAI = --.>:3 e{1hx _ 1 )..2 = ---:xs e{1hx _ l ' (4.5) 

h" 
si v « ¥, u" '" v 2 

; si v » h- 1 kBT, u" '" v3e- k
BT : en fOllction de La 

frequence, u" demarre quadratiquement et tend vel'S zero essentiellement comme 
une exponentielle aux hautes frequences. 

h e 

Si A « k;~' u>. '" A -5e - HBT ; si >. » k~~' u>. '" A -6 : en fonction de la longueur 

d'onde, u" demarre comme '" >.-5e- ~ et tend vel'S zero comme >.-6 aux grandes 
longueur d'onde. 

u,,(v, T) 
o 2 X 10-19 

~------------~~~----+v 

7 X 10-5 

Figure 4.3: Distributions de Planck u>. et u" pour la temperature ambiante ; toutes les 
grandeurs sont exprimees en S1. 

2. 11 s'agit de trouver la constante de Stefan Cl apparaissant dans Us = ClT4. On sait 
que Us = wE = w 4';. u = ~u, ou u(T) ~ fo+ oo 

u(v, T) dv (voir (1-4.11) et (1-4.19)) . 

- ( ) - r+ oo ( ) d - 87r(kBT)4 r+oo X3 1 1 Posant x - {3hv, u T - Jo U v, T v - (hc)3 Jo e X - 1 dx. Pour ca cu er 

cette integrale, on mUltiplie haut et bas la fraction par e-x puis on developpe l -~- x 
en serie geometrique : 

x e dx = '\""' x 3e-(n+1)x dx = '\""' . 1
+= 3 - x +00 1+00 +00 3' 

o 1-e-x ~ 0 ~(n+1)4 

En utilisant (( 4) ~ I:nEN- n - 4 = ;~, on trouve que l'integrale vaut ~;. On en 
deduit u = 87r

5
(kBT)4 U = 27r

5
(kBT)4 d'ou : 

15(hc)3 ,s 15h3c2 

(4.6) 

La valeur numerique de Cl est 
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2 X 10- 4 

I Rayonnement fossile (T = 2,7 K) I 

10,0 
'>'(mm) 

Figure 4.4: Densite en longueur d'onde u>- pour Ie rayonnement fossile a 2,7 K. 

Pour Ie rayonnement fossile (T ~ 2,7 K, fig. 4.4), l'application numerique donne: 

( ) 
0,031 1 4 

U>-,fossile A, T = 2, 7K ~ ~ 531/>- eV jmm . 
""mnl e ) mm - 1 

Selon la loi de Wien, Ie maximum est en Amax ~ W ~ 0,11 cm = 1,1 mm, c'est 
bien ce que l'on voit sur la figure. Les photons ayant Xmax ont une energie de l'ordre 
de 1 meV. 

3. La derivee de f(x) est e~~1 - x 3 (e x -::1)2 et s'annule pour 3(1- e-X
) = x. On voit 

graphiquement qu'il n'y a qu'une seule racine reelle X max , qui est ~ 2,821 (pas 
loin de 3, evidemment). II en resulte que f3hvmax ~ 2,821 d'ou v'Tax = G' avec 
G' ~ 2,8~1kB ~ 5,89 X 1010s - 1K - 1 . 

4. On trouve maintenant que U>- est maximum si 5(1 - e-Y) = y, soit Ymax ~ 4,965 
(pas loin de 5, evidemment) . De f3 >-:~x ~ 4,965, on deduit AmaxT ~ 4,9~~kB' soit 
AmaxT ~ 2,900 X 10-3 m.K, d'ou G ~ 0,29 quand on exprime A en centimetres. 

On a f3hvmax ~ 2,82 et f3, h e ~ 4,97 ; en formant Ie rapport, on voit que 
Am ax 

1 A ~ 2,821 ~ 0 568 d 'ou . c maxVmax - 4,965 - , . 

I AmaxVmax ~ 0,57 c I 
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Corriges du chapitre 5 

Quantification de l'energie: 
le photon 

5.1 Ordres de grandeur 

1. A quelle temperature T I'energie moyenne d'un atome de gaz parfait est-elle egale a 
celie d'un photon jaune (longueur d'onde = 0,6 J.Lm) ? 

2. Un photon d'energie E = 0,8 MeV est diffuse par un electron libre. La longueur d'onde 
du photon diffuse est egal a la longueur d'onde Compton AC de I'electron. Quel est 
I'angle de diffusion e ? 

3. Pour la diffusion Compton sur un proton, quelle est la valeur maximale du decalage 
~A ? 

1. ~kBT = hf donne T = %h A~B soit T c:= 16000 K. 

2. La longueur d'onde du photon incident est AD = ';, celle du photon diffuse est 
A = ;c ou m est la masse de l'electron. La variation de longueur d'onde est donc 

A - AD == ~A = ;c (1 - ml) ; d'apres la formule de Compton, ~A = ;c (1 - cos e) 
d'ou: 

L'application numerique donnel cos e = °05~l so it e c:= 50°. , 

lpour l'electron mc2 ~ 511 keV. 
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3. La formule de Compton se transpose au proton comme ~A = ~c (1 - cos B) ; Ie 

decalage maximum est Iorsque B = 7r (le photon fait demi-tour) d 'ou ~Amax = 2 ~ c . 

P our l'application numerique, il est tres commode d 'ecrire2 ~Amax = 2 ~c ~ soit 

~Amax ~ 2 x 0, 024 °9!~1 A ~ 2, 6 F. 

5.2 Effet photo-elect rique 

1. Une plaque d'aluminium (Ws AI = 3, 7 eV) est exposee au rayonnement solaire dont 

Ie courant d 'energie, ell , vaut environ 2 caI/ mn cm
2

. Soit u = 1O- 2o m 2 la section 
efficace d 'absorption d'energie par un electron de I'aluminium . 

(a) Exprimer et calculer Ie temps ~t necessaire a I'ejection d 'un electron en theorie 
classique. 

(b) Calculer egalement ~t lorsque la plaque est situee a la distance d = 1 m d'une 
ampoule a incandescence de puissance P = 25 W . 

2. Une petite sphere de cuivre de rayon R = 1 cm , suspendue dans Ie vide par un fil non 
conducteur , est eclairee par une lumiere de longueur d'onde A = 0, 2 /-Lm. 

(a) Expliquer pourquoi Ie potentiel electrostatique de la sphere atteint une valeur 
maximale Um ax . 

(b) Calculer Umax (Ws Cu = 4,47 eV). 

(c) Soit 'r/ = 10-3 Ie rendement photo-electrique ; avec N = 1018 photons inci­
dents par seconde, trouver I'expression du temps ~t au bout duquel la sphere est 
effectivement portee a Umax . 

3. Pour une frequence donnee 11, I'intensite I sat du courant de saturation d'une cellule 
photo-electrique est proportionnelle a la puissance P du rayonnement incident at­
teignant la photocathode : I sat = a P. La constante de proportionnalite a mesure 
la sensibilite de la cellule et depend de la frequence . 

(a) Exprimer a en fonction du nombre N de photons incidents par seconde sur la 
photocathode et du nombre n d'electrons emis par seconde. 

(b) Trouver la valeur du rendement quantique 'r/ sachant que a = 1 rnA/ W pour 
A = 0,6 /-Lm. 

====== ====== ====== 

1. (a) ellu est l'energie effectivement absorbee par seconde ; Ie tem ps necessaire est 
d ~t - ~ - 3,7x l ,6X lO -

19 0 04 
onc - <1>0' - (2X4,18Xl04/60)XlO 20 ~, s. 

2Pour Ie pl'Oton M c2 ~ 940 MeV. 
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La lampe de puissance P = 25 W emet N photons par seconde ; si elle emet 
dans Ie jaune (A = 0, 6 f.Lm) , N = ~~ ~ 8 X 1019 S-l. A la distance d = 1 m, 
il arrive 4~2 photons par seconde et par m2 , soit environ 6 x 1018 s-1.m-2 . 

Dans ces conditions, 6.t = WS~~7rd2 = 3,7Xl,~~1~;19X4rr ~ 30s. 

2. (a) La longueur d'onde seuil pour Ie cuivre est As = w~~u ~ 0, 28 f.Lm > 0,2 f.Lm : 
I'effet photo-electrique peut se produire. 

La sphere, etant suspendue par un fi.l non conducteur se charge peu a peu 
positivement, rendant de plus en plus difficile l'extraction de photo-electrons 
(un electron emis est soumis a une force attractive de la part de la sphere). 
On ecrit la conservation de I'energie (Avant = Apres) pour un electron emis par 
la sphere au potentiel U, et se trouvant a la distance r du centre de la sphere 
(e < 0) hv - Ws + eU = ~mv2 + V(r), OU V(r) = 4:~r et Q la charge acquise 
par la sphere. A I'infini , ou V(oo) = 0, on a donc hv - Ws + eU = ~mv;;' : 
on cesse de collecter des electrons a I'infini quand Ie potentiel U a atteint la 
valeur Um ax pour laquelle Voo = 0, soit : 

1 
Umax = j;I(hv - Ws) 

L'irradiation continuant, il y a en permanence des electrons emis , mais ils 
s'arretent a distance finie avant de repartir vers la sphere: compte tenu du 
potentiel atteint par celle-ci, la vitesse d'emission est plus faible que la "vitesse 
de liberation". En regime stationnaire, la sphere est entouree d'une charge 
d'espace negative. 

(b) Umax,V = ~ - WS ,eV ~ 1,7 V. 

(c) II arrive 'TIN = 1015 photons efficaces par seconde ; Ie nombre dn d'electrons 
emis entre t et t + dt est dn = 'TIN dt , so it n( t) = 'TIN t. Par ailleurs, si C est la 
capacite de la sphere (C = 41lEoR), une variation dn provo que une variation 
dU de son potentiel telle que dU = tJ le ldn. 

U(t) 

Umax ........ . 

~t ~t 

Figure 5.1: Variation du nombre n(t) d 'electrons emis et recueillis a I'infini en fonction 
du temps (a gauche), et du potentiel U(t) de la sphere (a droite). 

Le nombre total de photo-electrons collectes a l'infini, n(t), augmente donc 
lineairement jusqu'a 6.t , puis devient constant, tout comme U(t), qui crolt 

69 



Mecanique quantique 

jusqu'a Urnax (voir fig. 5.1). On a U(6.t) 
ailleurs, U(6.t) = Urn ax d'ou : 

bleln(t 

1 1 
6.t = ryN 47TcoR W(hv - Ws) 

6.t) = ryn6.t. Par 

Numeriquement, 6.t ~ 2 X 10-8 S = 20 ns. Le nombre d'electrons emis est 
ryN 6.t ~ 2 X 107• Pendant l'emission avec collecte a l'infini, Ie courant electro­
nique est lei ~~ = lelryN = 1, 6 X 10- 4 A. 

3. (a) Isat = nlel et P = Nhl/, d'ou a ~ ~ = N ~ soit : 

(b) ry = a~ ~ 10-3 1620~OOO ~ 2,1 X 10- 3 . 

5.3 Mesure precise de la constante de Planck (Mil­
likan) 

Des mesures avec une cellule photo-electrique au potassium donnent les resultats suivants 
pour la contre-tension maximale Vo [8] : 

Al=3910A: Vo,1= - 0,8V; A2=2540A: Vo,2=-2,5V. (5 .1) 

Trouver : 

1. la valeur de la constante de Planck, h, 

2. Ie travail de sortie du potassium, WSK, 

3. la longueur d'onde seuil AS. 

1. On peut ecrire les equations suivantes 

hVl = e Vo, 1 + Ws K, hV2 = e Vo, 2 + Ws K , 

d'ou h = e vO
•

l - VO
•

2 = .L·~.l.~(Vi - Vi ) ~ 6 6 X 10-34 J.s. 
1/1-1/2 C >'2 - >'1 0,1 0,2 , 

2. WS K = hv - eVa = (~I ~ + VO) ev ~ 2,4eV. 

3. AS = ~ ~ 5 180 A. 
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5.4 Histoire de photo-electron 

Une bille de tungstene (travail de sortie Ws, de masse M et de rayon I! = 1 p.m, est suspendue 
dans Ie vide par un fil non conducteur et est initialement immobile. Eclairee par de la lumiere 
ultra-violette de frequence v notablement superieure au seuil, la bille emet des electrons, qui 
ne sont pas collectes par une electrode. 

1. Ecrire I'equation satisfaite par la vitesse VR de la bille apres emission d'un electron en 
direction opposee a celie du rayonnement incident. 

2. Examiner les ordres de grandeur pour simplifier cette equation. 

3. Preciser la solution physique et en deduire une expression simple de VR en fonction de 
m, M, v, Ws et h. 

4. Com parer : 

(a) I'energie de recul de la bille, E R , a I'energie d'un photon incident. 

(b) I'impulsion d'un photon incident a celie des produits apres emission . 

5. Quelle est I'energie cinetique Ecin de I'electron juste apres I'emission ? 

6. Decrire ce qui se passe pour Ie premier electron, une fois emis. 

7. A quelle condition cet electron peut-il partir a I'infini ? Qu'en est-il ici ? 

1. On oriente l'axe positivement dans Ie sens de la direction du rayonnement incident. 

Les equations de conservation s 'ecrivent : 

1 2 1 2 
hv - Ws = -MVR + -mv 

2 2 

avec VR > 0, v < 0, d'ou : 

hv 
- =MVR+mv 
e 

( )

2 
M 2 M hv 1 hv 

M(l + - )vR - 2- -VR + - - - 2(hv - Ws) = 0 
m m e m e 

2. M >~ m, d'une part; d'autre part, dans Ie terme constant, on remarque que 

(~)2 « 2m(hv - Ws). D'ou l'equation simplifiee : 

2 hv m 
vR - 2-VR - 2-(hv - Ws) ~ 0 

M e M2 
(5.2) 
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3. VR etant positif, seule la racine positive de (5.2) do it etre consideree : 

Comme mc2 » hv et (1 - ~) rv 1, cette expression se simplifie en : 

4. (a) l 'energie de recu! de la bille, ER, est ~Mvit = ;;;(hv - Ws) « hv, Ws. 

(b) L'expression pertinente de VR montre que, finalement , Ie terme lineaire de 
l'equation du second degre peut etre neglige, c'est-a-dire que: 

hv -« MVR, mivi . 
c 

5. L'energie cinetique Ecin de l'electron juste apres l' emission est hv - Ws . 

6. Le premier electron, une fois emis, est soumis a la force attrative de la sphere 
2 

portant la charge lei, soit F = 4.".:o r 2 , ou r > R est la distance de !'electron au 
centre de la sphere. 

7. La conservation de l'energie entre l'instant juste apres l'emission et l 'infini s'ecrit : 

1 2 e2 1 2 
-mv - --- = -mv 
2 4~coR 2 = 

Le premier electron peut partir a l 'infini si la vitesse a l'infini v= n 'est pas nulle, 
2 

so it si hv - Ws - 4 e R > O. 
7rcO 

La difference hv- Ws est d'ordre 1 eV ; (4l~:R)ev = 1 , 6~l06-19 x 9 X 109 
rv 10- 3 eV: 

la condition est largement satisfaite. 

5.5 Effet photo-electrique par irradiation thermique 

Une petite plaque de metal (travail de sortie Ws) est exposee au rayonnement d'un corps 
noir en equilibre thermique a la temperature T. 

1. L'effet photo-electrique se produit-il ? 

2. u(v, T) designant la densite d'energie du rayonnement a I'equilibre trouvee par Planck , 
quelle est la densite N(v, T) des photons de frequence v ? 

3. En deduire I'expression (integrale) de NpE(T), densite de photons susceptibles de 
provoquer I'effet photoelectrique . 
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4. Sachant que T « ~, calculer I'expression approchee de NpE(T) . 

On donne I'integrale : J x2 e-X dx = -(x2 + 2x + 2) e-x . 

--------- ---------------------

1. Ueffet photo-electrique se produit puisque Ie rayonnement noir eontient toutes les 
frequences. 

2. 11 y a N(v, T)dv photons par unite de volume dans la bande v, v+dv, qui donnent 
la densite volumique d'energie N(v, T)hvdv dans la meme bande, soit par definition 

u(v, T)dv ; la densite N(v, T) est done 8~32 ejJh~-l • 

3. Le rayonnement thermique est isotrope : seule la moitie des photons tombent sur 
la plaque. Le nombre de photons susceptibles de provoquer l'effet photo-electrique 
est done: 

11+00 

NpE(T) = - N(v, T) dv 
2 LIS 

4. En posant (3hv = x, l'expression de NpdT) devient : 

(
k T)31+00 x 2 

NpE(T) = 47r hB -x-' - dx 
C (3hLls e - 1 

eomme T « ~, {3hvs » 1 : la variable muette d'integration est toujours tres 
grande devant 1. En neglige ant 1 au denominateur devant l'exponentielle : 

l'integrale se calcule en utilisant la formule donnee dans l'enonce, que l'on simplifie 
compte tenu des approximations deja faites . En definitive: 

N (T) ~ 47r (hvS)2 e-(3lws 
PE - {3(hc)3 

5.6 Impossibilite d'absorption d'un photon par un 
electron libre 

Montrer qu'un electron libre ne peut absorber un photon . 

--- --=-=-==== ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . 
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Dans Ie referentiel ou l'electron est initialement au repos, la reaction: 

photon + electron immobile ----+ electron en mouvement 

se traduit par les equations de conservation suivantes (l'axe est pris Ie long de la direction 
du photon incident) : 

hv 
- =m,v , 
c 

avec toujours , = ~, (3 = :'!.. En eliminant la frequence v du photon et en ecrivant 
V 1 _ (32 c 

V = (3c, on obtient : 

(3 +1 = 1 
~ ~ 

J1 - (32 = 1 - (3 , 

qui est visiblement impossible a satisfaire avec v -=I- 0 (v = 0 impliquerait un photon 
de £requence nulle ... ). En revanche, avec un electron lie a un centre massif (un noyau 
par exemple), les equations de conservation peuvent etre satisfaites : c'est Ie mecanisme 
elementaire d'absorption d'un photon par un atome ! 

5.7 Refiexion d'un flash de lumiere sur un miroir pen­
dulaire 

Un petit miroir parfaitement reflechissant de masse m est suspendu a un fil de longueur l 
(voir figure 5.2) . Un laser envoie un flash tres court d'energie E dans la direction normale 
au miroir (cette direction et Ie fil de suspension sont dans un meme plan). Trouver la vitesse 
Va du miroir juste apres la reflexion, I'amplitude Bmax de son oscillation et I'energie E' du 
flash reflechi. 

A. N. : l = 10cm, m = 10-2 g, E = 15J, g = 9,81 ms- 2 . 

~E~; 

..... J1 ............. ~ ................................ . 
m 

. igure 5.2: Miroir pendulaire. 

------------------------------
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Soit E' designant l'energie du flash apres reflexion j juste apres la reflexion, on a : 

, 1 2 
E = E + 2mvo , 

E E' 
- = -- +mvo ' 
c c 

En eliminant E', on trouve l'equation pour Vo : v5 + 2cva - 4~ = 0, d'ou : 

R 2E 
Va = e2 + 4- - e ~ - ~ 1 cm/s 

m me 

" 't 1 (2E)2 1(1 e) 't' 2 Ie E2, 'bl t On ecnt ensUl e 2m me = mg - cos max , SOl SIn 2 max = (me)2g1' VIS I emen 

tres petit puis que mgl ~ 1, alors que m~2 « 1, d'ou : 

2E e max ~ -:;;;;;::li9 

L'application numerique donne em ax ~ 34' d'angle, Enfin, E' ~ E - ~ (~)2 so it : 

Ce resultat s'ecrit aussi ElliE _ -~ == -~, ou encore v~:Q 
Doppler, approxime a l'ordre le plus bas. 

5.8 Diffusion Compton en phase gazeuse 

-~ 
e c'est l'effet 

La figure 5.3 schematise les suites d'un evenement Compton en phase gazeuse observe a I'aide 
d'une chambre de Wilson contenant des petites billes de cuivre en suspension. Le faisceau X 
incident est horizontal; les deux traces sont celles de deux electrons. 

p 

(faisceau x) 

Figure 5,3: Un evenement Compton, 

l. Quelle est la relation entre les angles e et ¢? Dans la suite, c designe Ie para metre 
~ et Ecin est I'energie cinetique de I'electron de recul. 
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2. Tracer Ie graphe de 4> en fonction de 0 pour c « 1 et c 
fonction de O. 

3. Combien vaut 4> lorsque Ie photon "passe tout droit" ? 

1 representer Ecin en 

L'atmosphere metastable de la chambre de Wilson permet de visualiser directe­
ment la trajectoire de particules char gees, qui provoquent une nucleation de gouttelettes 
condensees : ainsi, on peut voir les electrons de recul Compton, mais surement pas les 
photons. Les petites billes metalliques en suspension permettent de materialiser l'angle 
de diffusion des photons, grace it l'effet photo-electrique produit par ceux-ci lorsqu'ils 
frappent une telle petite bille ; Ie point 0 est Ie depart de I'electron de recul, Ie point P 
visualise un photo-electron: la ligne OP definit la direction de diffusion du photon. 

Les angles montres sur la figure 5.3 sont donc ceux introduits dans Ie Tome I 
(section 5.3), lors du traitement theorique de l'effet Compton. 

2 

1f 
() 

0,5 

E cin 

hI/a 

c = 0,1 

o ~-===---------r-+ () 
7r 

Figure 5.4: Variations en fonction de l'angle 0 de diffusion du photon. A gauche: angle 
de recul ¢ de l'electron ; it. droite : energie de recu!. 

1. tan 4> = l~t: coqO. Lorsquec«l,ona4>~~(7r-B). 

2 s· 2 0 
2. D'apres Ie cours (voir (1-5.46)), Ecin = 1 ~ '~ ;0 hvo . + €Sl n ':J 

3. Lorsque Ie photon "passe tout droit" (0 = 0), l'angle ¢ est egal it. ~, ce qui semble 
violer la conservation de l'impulsion ; en fait on a alors v = vo, de sorte que la 
vitesse de l'electron est nulle : il n 'y a pas d'evenement Compton ! 

5.9 Distribution angulaire des electrons Compton 

On considere la diffusion Compton de photons de frequence Vo par une cible formee d'un 
element leger (graphite. par exemple) . 0 designe I'angle de diffusion du photon et 4> est 
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I'angle caracterisant la direction de recul de I'electron. La frequence finale v du photon est 
don nee par (1-5.42). 

1. Ecrire les equations de conservation de I'impulsion et trouver I'expression de tan¢ en 
fonction de € et tan~. Quelles sont les valeurs extremes possibles de ¢ ? 

2. Dans la suite, on suppose que les angles de diffusion sont des variables aleatoires. Soit 
P,(B) la densite de probabilite de I'angle de diffusion du photon, et soit P(¢) celie de 
I'angle de recul de I'electron. Ecrire la relation differentielle entre P,(B) et P(¢). 

3. On admet que la distribution de I'angle de diffusion du photon est uniforme (isotrope) 
entre 0 et 1r. Trouver P(¢), et en tracer Ie graphe. 

4. v designant la vitesse de I'electron de recul, exprimer (3 = ~ en fonction de € et de B, 
puis en fonction de ¢. Tracer Ie graphe de la fonction (3(¢). 

5. Les electrons de recul sont recueillis sur un detecteur de forme spherique centre sur 
la cible. Exprimer, a I'aide de P et v mais a des facteurs constants pres, Ie courant 
electronique j rec;:u par Ie detecteur dans la direction ¢. En deduire la variation de j 
en fonction de ¢ et, en revenant aux equations fondamentales, expliquer physiquement 
pourquoi j est nul lorsque ¢ = l 

1. Voir Tome I, section 5.3 ; en particulier (voir eq. (1-5.45)), on a tan¢= l~c cot~, 
qui montre que les valeurs extremes de ¢ sont 0 et ~. 

2. ¢ et B varient en sens contraires, d'otl le module: P(¢)ld¢1 = Py(B) dB si de > o. 

3. La distribution de l'angle de diffusion du photon etant supposee uniforme, on a 
P, (B) = ~, d'otl, par differentiation3 : 

4. De la conservation de l'energie, on deduit : 

1 hvo ( v ) hvo ( . 1 ) VI - (32 - 1 = mc2 1 - Va = mc2 ] - 1 + €( l - cosO) , 

d'ou ~, puis (3 en fonction de B : 
V I-fj2 

2e: in ~ J . 2 B /3= .20 l+c(2+c)sm -2 ' 
1 + 2e(1 + e:) 8111 2 

3Par construction, Jo'i P(q,) dq, = 1 ; on peut Ie verifier facilement en calculant l'integrale. 
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P(¢» (3 

1;= 1 1;=1 

0, 8 r---::'"",:--_.!.I;~=:..!O~, ~1 _ 0, 5 

I; = 0,1 

OL---------------------~~ ¢> 
11" 

O~------------~~~¢> 
11" 

2 2 

Figure 5.5: A gauche: densite de probabilite de l'angle de l'electron de recul quand la 
diffusion est isotrope. A droite : variation de f3 = ~ en fonction de ¢. 

et enfin f3 en fonction de ¢ : 

f3 - 2e(1 + e) cos¢ 
- (1+e)2+e2co 2¢ 

5. Le courant electronique j re<;u par Ie detecteur dans la direction ¢ est proportionnel 
a P(¢)v, done: 

.¢ l+ c 2e(1+ c)cos¢ 
J( ) ex 1+ c(2+ c)sin2 ¢ (1+ c}2 +c2 cos2 ¢ 

j est nul (avec une tangente horizontale) Iorsque ¢ = ~ puisqu'alors v = 0. j est 
maximum en ¢ = 0, Iorsque Ie photon fait demi-tour. 

5.10 Irradiation d'une cible par un rayonnement tres 
dur 

Une cible constituee d'atomes legers est irradiee avec un faisceau X tres dur de longueur 
d'onde AD . Le spectre en energie des electrons emis est schematise sur la figure 5.6. 

1. Expliquer les traits caracteristiques de ce spectre. 

2. Trouver la longueur d'onde AD, sachant que 6.E = 181 keY. 

3. Exprimer I'energie cinetique des photo-electrons, Ecin , ph , ainsi que I'energie cinetique 
maximum des electrons ayant subi la diffusion Compton, Ecin , max. 
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nombre d'electrons 
d' energie E 

E 

Figure 5.6: Spectre des photo-electrons. 

1. On est manifestement dans la situation ou l'effet Compton est parfaitement visible; 
on sait que les electrons de recul ont une energie cinetique (voir (1-5.46)) : 

2c: sin2 ~ 
Ecin = . ; () hvo , 

1 + 2c:sm "2 

distribuee de 0 a 1!~€ hvo == Ecin , max: ce sont donc eux qui donnent la large bande 
sur la gauche du spectre. 

Par ailleurs, Ie faisceau X tres dur provoque aussi l'effet photo-electrique, donnant 
lieu a l'emission d'electrons d'energie presque egale4 a cene des photons incidents: 
la resonance etroite a droite est donc Ie fait des photo-electrons. 

On en deduit que tJ.E = hvo - Ecin, max soit : 

2. Pour trouver Ao connaissant tJ.E = 181 keY, on ecrit k~ 
.!!£.. = A + 2h d'ou: tlE 0 mc' 

lAO = ~ -2~1 

A (1 + 2hvo) so it o mc2' 

k~ = ~,~~~g;;4:'61:1~~: ~ 0, 068A ; avec ':;:C ~ 0, 024A, on trouve AO ~ 0,020 A: il 
s'agit bien d 'ull faisceau X tres duro 

3. L'energie d~,s photo-electrons est a peine inferieure a l'energie des photons incidents, 
soit hvo - G,GxlO-

a
·X3xl0

8 
J ~ 621 keY L'energie maximum des electrons de recul - 0 020 x to 10 - . 

Compton sL done 621 -181 keY : 

I Ecin , max = 440 ke V I 

4La cible est un element leger, ou les energies de liaison des electrons sont d'ordre 1 eV, negligeables 
devant celle des photons incidents. 
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5.11 Masse gravitationnelle du photon 

Sur la base d'arguments purement dimension nels, on peut deiinir la masse gravitationnelle 
du photon, m'Y' par la relation : 

(5.3) 

Cette identification permet d'obtenir de fa~on elementaire Ie decalage vers Ie rouge des 
photons soumis a un champ de gravitation (on designe par G la constante de gravitation) . 

1. En raisonnant comme avec une particule ordinaire, etablir la relation entre la variation 
d'energie dE et Ie deplacement dr dans Ie champ d'un astre de masse M. Integrer 
cette relation, sachant qu'a la distance R, Ie photon a une frequence I/o. 

2. En deduire 61/, decalage vers Ie rouge a I'infini pour un photon emis a la frequence I/o 
a la surface d'un astre de rayon R. 

3. Dans quelles conditions la lumiere emise par une etoile ne presente-t-elle aucun deca­
lage? 

A. N. : R = 7 X 105 km, M = 2 X 1030 kg (Soleil) , G = 6,67 X 10- 11 SI. 

1. En raisonnant comme indique dans le texte, on ecrit la conservation de l'energie 
"ordinaire" pour une particule "ordinaire" situee a la distance r d'un astre de 
rayon R : 

1 2 GMm 1 2 GMm 
-mvo - -- = - mv - -- (r > R) ; 
2 R 2 r 

va est la vitesse de la particule au moment OU elle a ete emise a la surface de l'astre. 
La vitesse de la particule arrivee a l'infini de l'astre est donc : 

2 2 2GM _ 2 2 
Voo = Va - ~ = Va - Vlib 

OU Vlib est la vitesse de liberation. 

La forme differentielle de la conservation de l'energie est 0=d(~mv2 - G";.m) , soit : 

(5.4) 

relation qui se lit bien: la variation d'energie (cinetique, "propre") est egale au 
travail de la force exterieure ; celle-ci etant attractive, le travail est negatif si dr > O. 

Il n'y a evidemment pas d'egalite du genre E = ~mv2 pour le photon, mais la 
relation (5.4) est tout a fait generale, et peut etre conservee (avec maintenant 
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E = hl/). Le seul point suspect est de localiser Ie photon en un point . .. , ce qui 
n'est vraiment pas raisonnable. 

l' . . . d' l' 11 1 def hI! que l'on Admettant toutelOls cecl, on mtro Ult lorme ement a masse m, C2' 
reporte sans vergogne dans Ie travail elementaire. Il vient ainsi : 

l'integration est immediate et fournit : 

GMI/ 
dl/ = - -- dr 

c 2r2 

2. Le decalage it l'infini pour un photon emis ala frequence I/o a la surface d'un astre 
de rayon R s'en deduit en faisant r = 00 : 

Le decalage est toujours vers Ie rouge (61/ < 0) et est d'autant plus grand que l'astre 
est dense (M donnee, R petit). Pour Ie Soleil, on trouve ~~ ~ -2 X 10-6 . 

3. La lumiere emise par une etoile ne presente aucun decalage si l'effet DopIer vient 
compenser Ie decalage ci-dessus. Il faut donc que l'etoile se rapproche de l'obser­
vateur a une vitesse telle que ~ = 1-e~ . Quand ~;;f « 1, cette condition s'ecrit 

2 

:!!. = GM soit V = :':J.i.2.. 
c ~, 2c 

5.12 Effet Cerenkov 

L'efFet Cerenkov est I'emission de lumiere par des electrons5 relativistes se deplac;:ant dans un 
milieu d'indice n, ou la lumiere (Ie photon) se deplace a la vitesse ~. 

L'evenement elementaire est represente sur la figure 5.7. pet pI sont les impulsions 
(relativistes) de I'electron avant et apres emission d'un photon dont I'impulsion, notee p" 
fait I'angle (J avec la direction initiale de I'electron. 

avec : 

Pour I'electron (masse m), les relations relativistes s'ecrivent comme suit: 

1 
"Y=---

Vl -{P 

P="Ymv , 

f3=~. 
c 

(5.5) 

(5.6) 

5C'est la lumiere bleutee que l'on voit dans la piscine de certains reacteurs. D'a illeurs, toute particule 
chargee fait l'affaire. 
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d..~ ....... -.. -
-~~ 

p 

Figure 5.7: Evenement Cerenkov elementaire. 

En ce qui concerne un photon de frequence v, on a : 

E"{ = hv , 
h 

p"{ = >: ) A=~ 
nv 

(5.7) 

1. Exprimer p"{ en fonction de h, v, c et n. En deduire la relation entre E"{ et p"{ dans un 
milieu d'indice n. 

2. Pour I'evenement elementaire, ecrire la conservation de I' impulsion. 

3. A partir de 2, donner I'expression de pl2 en fonction des modules des impulsions pet 
p,,{, et de I'angle O. 

4. Ecrire la conservation de I'energie. 

5. Deduire de 4 la relation suivante : 

/2 2 E p~ 
p = p - 2-hv + - ) 

c2 n 2 
(5.8) 

ou E designe I'energie initiale de I'electron. 

6. Utiliser les resultats precedents pour obtenir cos() en fonction de p, p ,,{ , E, h, n, c et 
v . 

7. Montrer que cos e peut finalement se mettre sous la forme suivante : 

cos 0 = :v [1 + ~; (n2 
- 1)] (5.9) 

8. A quelle condition I'effet Cerenkov se produit-il ? 

9. Dans quel intervalle de frequence les photons sont-ils emis ? 

10. Dans quelle direction les photons les plus energetiques sont-ils emis ? 

11. Tous les photons sont emis dans un cone ; quel est Ie demi-angle au sommet de ce 
cone, ¢ ? Calculer approximativement ¢ pour v = tC et n = ~. 

12. Comparer I'energie cinetique minimale de la particule pour que I'effet se produise suivant 
qu'il s'agit d'un electron ou d'un proton (n = ~ ). 
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13. Identifier une particule qui, dans un milieu d'indice n = ~, commence a emettre a 
partir d'une energie cinetique Ecin = 174keV. 

14. Expliquer pourquoi Ie cone Cerenkov se referme peu a peu au fur et a mesure que la 
particule se deplace dans Ie milieu . 

15. Une source (3 est immergee dans une tres grande piscine I'emission Cerenkov se 
poursuit-elle arbitrairement loin de la source? 

1 h nhv E p C hv . p, = c/{nv) = -c-' , = , n = . 

2. p = p' cos ¢ + P, cos e, 0 = _p' sin ¢ + P, sin e. 

3. pl2 = p2 - 2pp, case + p;. 

-------------------------- ----

2 2 

4. La conservation de l' energie s'ecrit ~= ~ + hv au encore: 
V 1-,B2 V 1-{3f2 

I /(pc)2 + (mc2)2 = /(plc)2 + (mc2)2 + hv I 

2 

5. Par elevation au carre, on obtient pl2 = p2 - 2~hv + ~ au E designe l'energie 
initiale de l'electron. 

6. En rapprochant les deux expressions de p12, on peut ecrire : 

2 
2 2 2 E p, 

p -2pp,cose+p,=p -22 hv+ 2 , 
c n 

d'ou, apres calcul, cos e = %- (1 - ;2) + n~c' 

7. On utilise ~ 
finalement : 

ymc2 

,mv ~, P, = n h:, de sorte que cos e = ~~~ (1 - ~) + :v' et 

cos e = ~ [1 + (n 
2 

- 1) ~] 
Comme E = rymc2

, ceci s'ecrit aussi : 

cose = ~ [1 + (n2 -1)/1- (32~] 
n(3 2mc2 

La variation de cos e en fonction de (3 et de 2~2 est representee sur la figure 5.8, 
a gauche. 

8. 11 faut :v [1 + (n2 
- 1) ;~] ::; 1 ; comme Ie crochet est visiblement superieur a 1, il 

est necessaire (mais pas suffisant) que v > ~. 
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hlJ 

1.0 

Figure 5.8: Variation de cose en fonction de (3 et v . 

9. Les photons sont emis entre v = 0 et une frequence Vrnax pour laquelle cos e = 1, 
soit : 

I 
2 (nc ) -1 def I o :::; v :::; ~ -; - 1 h E = Vrna~ 

(voir fig. 5.8, a droite). 

10. Les photons les plus energetiques sont emis dans la direction e = o. 

11. Tous les photons sont emis a l'interieur d'un cone de demi-angle ¢ correspondant a 
l'angle e pour un photon de frequence nulle, soit ¢ = Arccos :v = Arccos i~ c:::' 20°. 

12. 

13. 

14. 

Pour que l'effet se produise, il faut v > ~, soit (3 > 1. et donc E > ~ = ~mc2. 
n n V 1-~ v7 

Pour un electron, il faut donc E > 0,77 MeV, pour un proton E > 1,4 GeV. 

L'energie cinetique minimale est Ecin = C/1~n-2 -1)mc2
. Dans un milieu d'indice 

n =~, Ecin = (Js -1)mc2
, d'ou mc2 

c:::' 511 keV si Ecin = 174 keV: il s'agit d'un 

electron ( ... ou d'un positron). 

La particule perd peu a peu de l'energie en emettant ; sa vitesse decroit : Ie cone 
Cerenkov se referme progressivement au fur et a mesure que la particule se deplace 
dans Ie milieu. 

15. Non: la vitesse diminuant, l'emission Cerenkov cesse de se produire quand la 
vitesse atteint Ie seuil *. 

5.13 L'effet Compton Inverse 

En Astrophysique, I'effet Compton inverse (Inverse Compton scattering) est en fait plus 
important que I'effet habituel ; il designe Ie phenomene de diffusion electron - photon ou 
I'electron, au lieu d'etre immobile, a une tres grande energie . Cet effet est notamment obser­
ve pour un electron relativiste diffuse par un photon du rayonnement fossile (T = 2, 7K). 
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Ecrire les equations de conservation dans la geometrie d'une collisison frontale et 
trOUver les energies fi na les d u photon et de I' electron. 

On se borne a considerer une collision frontale, ou I'electron et Ie photon vont 
initialement ala rencontre l'un de I'autre. On prend comme axe de reference des angles 
(algebriques) la direction initiale de l'electron ; ¢ est l' angle de diffusion de l'electron, 0 
l'angle de la vitesse du photon apres diffusion. Dans des notations evidentes, les equations 
de conservation sont : 

m,c2 + hv = m,1 c2 + hlJ' , 

hlJ I , hvl 

m,v - - = m, v cos¢ + - cosO , I , . A.. hlJ
l

. 0 o = m, v sm'P + - sm 
c c c 

dM hv II ,. En posant 10 = me2 ' e es se recnvent : 

, + e = ,I + el , ,{3 - e = ,I {31 cos ¢ + el cos 0, 0 = ,I {31 sin ¢ + el sin 0 . 

En isolant les lignes trigonometriques de ¢, en elevant au carre et en additionnant membre 
a membre, il vient : 

soit (({3,f =,2 - 1) : 

Utilisant maintenant la conservation de l'energie pour remplacer ,I , + e - el
, on 

obtient : 
(r{3 - e)2 - 2cl(r{3 - c) cosO + el2 = (r + 10 - el)2 -1 , 

d'ou el = q(l+/3) ou encore: 
"Y+C: - (-y{3 -C: ) cos e' 

Vi = __ ~=====-_l_+~{3_~====~ __ v 
1 + c~ - ({3 - eJ1- {32) cosO 

Quand 0 = 'Tr (Ie photon passe tout droit, l' electron aussi), Vi = v. Si 0 = 0 (Ie photon 
fait demi-tour, l'electron continue sur sa lancee), Vi = l+~ v. On a v' > v si 

1 - {3+2c: 1-{32 

et seulement si {3(1 + cosO) > cJ1 - {32(1 + cosO) ; pour 0 f. 'Tr, ceci est equivalent a 

{3 > e~, soit {3 > V 1~C:· 

Si les photons sont ceux du fond cosmologique a 2,7 K , Ie maximum de la loi de 
Planck survient a Amax ~ 1 mm, correspond ant a une energie de l'ordre de 1O- 3 eV (voir 
probleme 4.7, p. 63) ; dans ces conditions, Ie parametre 10 est tres petit devant 1 (rv 10- 9) 
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Figure 5.9: Effet Compton inverse 
diffusion e. 

v' -l/ 

II 

variation de 
I 

I-' -I-' 

I-' 
en fonction de (3 et l'angle de 

et on voit que toutes les collisions front ales "rechauffent" Ie photon. La variation relative 
de frequence est a peu pres donnee par 

v' - v 

v 

2(3 cos2 ! 
1 - (3 cos e 

Elle est maximum en e = 0, ou elle vaut 1~(3 
que les electrons sont ultra-relativistes. 

Ie rechauffement est d'autant plus fort 

L 'emission du fond fossile cosmique a 2,7 K (mesuree avec une 
tres grande precision par CGEE) nous apparait avec une temperature 
superieure lorsqu'elle est observee au travers d'un amas de galaxies. 
L'effet a ete predit par Sunyaev et Zel'dovich en 1972 : les photons du 
fond cosmique sont diffuses par effet Compton inverse sur les electrons 
du gaz X ce qui conduit a accroitre leur temperature apparente d'environ 
un millieme. L'effet est faible mais, aujourd'hui, il est effectivement ob­
serve par des radio-telescopes tres sensibles. Le taux de rechauffement du 
fond cosmique est proportionnel a la temperature et a La densite du gaz 
intra-amas traverse, alors que I 'emission X des amas est proportionnelle 
au carre de la densite et a la racine carree de la temperature. Ainsi, la 
combinaison de cartes X et Sunyaev-Zel'dovich en radio permet d'obtenir 
deux informations complementaires independantes des proprietes du mi­
lieu intra-amas. Et comme l'amplitude de l'effet Sunyaev-Zel'dovich est 
independante de la distance des amas (par opposition a l'emissivite X) il 
est possible d'en deduire la valeur de la constante de Hubble H o. 

(http://www-dapnia.cea.fr/Sap/Phocea/Vie_des_labos/Ast/) 
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Corriges du chapitre 6 

Structure atomique, 
raies spectrales, 
theorie de Bohr 

6.1 Ordres de grandeur 

1. Pour une vapeur de sodium a la temperature ambiante, calculer Ie rapport des popu­
lations du premier etat excite et de I'etat fondamental (traiter Ie sodium comme un 
atome hydrogeno'ide et a la maniere de Bohr). Refaire Ie meme calcul pour I'hydrogene. 

2. Quelle sera it la taille de I'atome d'hydrogene dans I'etat fonda mental si la charge de 
I'electron etait dix fois plus petite et la constante de Planck dix fois plus grande? 

3. Quelle est la vitesse de I'electron dans I'etat n = 100 (atome dit de Rydberg, puisque 
n» 1) ? 

============= ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? 1. ? =============== 

1. Le sodium est un alcalin, avec Z = 11 electrons. Si on Ie traite a la maniere 
(Z 12)2 , 

de Bohr, les niveaux d'energie sont En = - m2n;n2 • A la temperature T, les 
En 

populations sont proportionnelles aux poids de Boltzmann e - kJ3'T : Ie rapport des 
E2-E] 

populations du premier etat excite et de l'etat fondamental est donc e - kBT , soit 

e - 3~~~\~] , ou Er est l'energie d'ionisation de l'hydrogene, Er ~ 13,6 eV ; a l'am­
biante, kBT ~ 25 meV, ce rapport vaut environ. .. 6 X 10-21441, aut ant dire zero. 

Pour l'hydrogene, ce rapport vaut 6 x 10-178 a l'ambiante, et 7 x 10-54 a 1000 K. 

2. La premiere orbite de Bohr est ao = b. Si la charge de l'electron etait dix me 
fois plus petite et la constante de Planck 10 fois plus grande, ao prendrait un 
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facteur 11~2 = 104 : l'atome serait dix mille fois plus gros et sa dimension serait 
de l'ordre du micron. Ceci est en l'(~alite la taille typique d'un atome tres excite , 
avec n = 100, puisque Ie rayon des orbites de Bohr est n2ao. De tels atomes, dits 
atomes de Rydberg, ont des propriet es tres remarquables. 

2 
3. Par Ie theoreme du Viriel, En = -~mv~ ; mais on a aussi En = -2";,2 mc2

, d 'ou 

v~ = ~C2 , soit V" = ~c. Avec n = 100, VlOO ~ 22 km/s. 

6.2 Transformees de Fourier usuelles 

Soit f(t) une fonction a valeurs n§elles, supposee absolument integrable, ce qui suffit pour 
assurer I'existence de sa transformee de Fourier F(w) definie comme1 : 

1
+00 

F(w) ~ -00 e
iwt f(t) dt 

1. Calculer F(w) dans les cas suivants : 

l!1 f(t) = e- r coswot , 

f(t) = e- (~)2 coswot , 

f(t) = { a s~ t < a ou si t > T 
cos wot Sl a ::; t ::; T 

1 
(T » -) 

Wo 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

2. Verifier que dans chaque cas la largeur de la transformee de Fourier est, en ordre de 
grandeur, I'inverse du temps caracterisant la "duree de vie" de chaque fonction f(t). 

1. Dans Ie premier cas, J{t} iani une fonction paire, F(w ) est une fonction a valeurs 

reelles, d'ou F (w) = 2Io+=coswt -~ coswotdt; transform ant Ie produit des 
cosinus, 2cosacosb = cos(a + b) + cos(a - b), F(w) devient la somme de deux 
integrales, l'une avec +wo, I'autre avec -W00 La premiere est: 

1
+00 l!1 1+00 

l!1. 1 e- r cos(w + wo)tdt = ~ e- r e1(w+WO)t dt = ~""l--'---
o 0 :;: - l (W + wo) 

d'ou : 
1 1 1 1 

F(w) = - + - ~-...,..-:---;-
T {w + wo)2 + ~ T (w - wO)2 + -;f.; 

1 Pour une introduction, voir http://yyw.phys . ens.fr/enseign/fip/cours/L3.html, ch. VIII. 
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F(w) est la somme de deux lorentziennes, centrees en ±wo et de largeur ~ : la 
largeur est bien l'inverse de Ia duree de vie de l'oscillation j pour un systeme 
tres sous-amorti, WOT » 1, les deux Iorentziennes sont tres pointues et nettement 
separees I'une de l'autre. 

Avec J(t) = e-(f)2 coswot, et en faisant les memes manipulations trigonometri­
ques, on met F(w) sous la forme ~ r~:: e-(f)2 [ei(w+wo)t + ei(w- wo)t] dt. Chaque 

integrale gaussienne se calcule sachant que2 r~:: e-ax2
+bx dx = v! ef.., d'ou : 

F(w) est maintenant la somme de deux gaussiennes3 centrees en ±wo, de largeur 
cv ~, a nouveau bien separees si WOT » l. 

{ 
0 si t < 0 ou si t > T 

Enfin, avec J(t) = t ' on a : cos Wo si 0 :::; t :::; T 

i
T ei(w+£wo)T - 1 

F(w) = eiwt coswotdt = L.( ) 
o £=±1 21 W + cwo 

Chaque terme de la somme s'ecrit e+i(w+£wo)T/2 sin !(w+£wo)T et a done pour module w+£wo 
carre (w + cwo) - 2 sin2 ~(w + cwo)T, qui vaut T 2/4 en w = - cwo, a une largeur 
d'ordre If, et decroit comme (w + cwo? Si T» wol, i.e. si Ie systeme a Ie temps 
de compter un grand nombre de periodes pendant l'intervalle de temps T , chacun 
des modules carres est tres pointu et a une aire4 d'ordre T. 

6.3 Theoreme du Viriel 

Une particule dans ]R3 est reperee par Ie vecteur r, a la quantite de mouvement pet est 
soumise a la force F derivant de I'energie potentielle VCr) . Le mouvement est suppose 
periodique de periode T . 

l. Calculer -it (r.p) en fonction de I'energie cinetique E cin , ret F. 

2. Integrer membre a membre I'expression precedente sur une periode. On designera par 
Jla moyenne sur une periode de la fonction J : 

1 gg 2. rT 

J(t) dt 
T Jo 

2Cette egalite est vraie pour a et b complexes, avec la seule restriction -7r < Arga < 7r. 

30n retiendra que la transformee de Fourier d'une gaussienne est une gaussienne. 

(6 .5) 

40n retrouve ces fonctions (it un facteur :t pres) it propos d'une perturbation dependant du temps 
de ce type (voir chapitre 24, sous-section 24.3.1, (II-24.57)). 
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En deduire que: 
- 1 rT dV 

2Ecin = T io r d;::- dt . (6.6) 

3. Expliciter cette derniere relation dans Ie cas ou I'energie potentielle est de la forme ArA, 
ou A est un exposant reel quelconque ; en deduire Ie theoreme du Viriel. Expliciter les 
deux cas A = -1 (champ coulombien) et A = 2 (oscillateur harmonique). 

4. Pour un atome hydrogeno'l'de (Z) traM a la maniere de Bohr, utiliser Ie theoreme du 
Viriel pour trouver Ie rayon Rn de I'orbite d'energie En et la vitesse correspondante Vn 
de I'electron. 

1. ft (f.p) = ~~.p + f·M == v.mv + f.P == 2Ecin + f.F. 

2. if.pl~ = JOT 2Ecin dt + JOT f.F dt. Comme Ie mouvement est T-periodique, f et j5 
reprennent les memes valeurs en 0 et en T et Ie premier membre est nul ; Ie premier 
terme au second membre est par definition 2T Ecin ; par ailleurs P = - VV = - ~~ 
avec un champ de force central, d'ou : 

3. Avec V(r) 
Viriel : 

Ar\ V'(r) 

et en particulier : 

- 1 rT dV 
2Ecin = T i 0 r d;::- dt 

~V(r) d'ou l rT r dV dt ,. , T Jo dr XV et Ie theoreme du 

(6.7) 

12Ecin = - V (champ coulombien) I I E cin = V (oscillateur harmonique) I 
4. Pour l'atome de Bohr (mouvement uniforme), les moyennes dans Ie temps sont 

superflues, et Ie theoreme du Viriel s'ecrit simplement 2Ecin = - V, d'ou les deux 
expressions de l'energie En = Ecin + V : En = -Ecin = ~V. Prenant la forme 

E Z2e/2 Z2 e /2 1 _Ze/2 " 2 1 
n = - 2n2ao ' on a - 2n2ao = 2 R;:-' d oU Rn = n ZaO : tout naturellement, plus 

la charge nucleaire est elevee, plus les or bites de Bohr ont un petit rayon. 

Par ailleurs, choisissant cette fois En = - ~:~2 mc2 , on a _ ~:~2 mc2 = -~mv~ 
soit Vn = zn" C : plus la charge est elevee, plus l'electron tourne vite. En resume: 
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4 Effet photo-electrique sur une vapeur atomique 6. 

De l'hydrogEme atomique a la temperature T = 2000 K est expose a un rayonnement electro­
agnetique d'energie Eph nettement superieure a I'energie d'ionisation E1 a partir de I'etat 

~ndamental ; les photoelectrons emis sont analyses en vitesse. 

1. Expliquer pourquoi on doit, en principe, observer differents pics (elargis par effet 

Doppler). 

2. Donner les abscisses Vn des pics theoriquement observables5 . 

3. Le pic a la vitesse Vn a globalement une intensite In. Donner I'expression du rapport 
h/h (VI < V2) des deux pics les plus intenses en fonction de E1 et T et Ie calculer 
numeriquement. Comment varie-t-il lorsque la temperature augmente ? 

4. En designant par ]v! la masse d'un atome, a quelle condition peut-on separer les deux 
pics les plus intenses ? 

5. Trouver la temperature de surface d'une etoile pour laquelle ~ = 10-5 . 

------------------------------

1. A la temperature T, les niveaux atomiques sont peuplE~s conformement a la dis-
~ 

tribution de Boltzmann: la population de l'etat En est Ce - kBT. La vitesse des 
electrons emis depend de leur niveau de depart ; on pourra observer un electron 
ayant la vitesse associee a un niveau En seulement si celui-ci est sensiblement peuple 
a la temperature consideree. 

Numeriquement, Ie rapport des populations decroit tres vite (exponentiellement). 
Pour Ie fondamental et Ie premier etat excite, Ie rapport des populations est deja 
tres petit: a la temperature consideree, on ne peut guere esperer voir plus de deux 
pics, sauf a utiliser un detecteur tres sensible. Bien sur, chaque pic est elargi par 
effet DopIer (les atomes s'agitent dans la vapeur). 

2. Si Eph est l'energie du photon excitateur, et en negligeant Ie recul de l'atome, un 
electron ejecte du niveau n a l'energie cinetique (a l'infini) ~mv; = Err + En, soit 

Vn = J~(Eph + En) = j~(Eph -1ft). 
3~ 3. Le rapport des intensites est Ie reBet du rapport des populations, -t = e -:< BT. A 

T = 2000 K kBT ~ 0 025 x 2000 ~ 0 17 meV d'ou !:l.. ~ 3 X 10-27 . ce rapport , -, 300 - , 'h ' 
augmente quand la t emperature augmente. 

5Negliger Ie phenomene de recu!. 
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4. L'elargissement Doppler .0.vD est tel que 6.VD rv 6.v ou .0.v est l'ecart quadratique 
Vph C 

de la vitesse moyenne d'un atome a la temperature T. Avec .0.v rv J~, il vient 

6.vp rv JMkB~. Comme l'energie Eph est notablement superieure a E2 et E 1, on a 
lIph c 

V2Eph (1 1 ~) d' ' V2Eph 3E I ~ Vn ~ M - 2" ~, OU V2 - VI ~ M BE rv ~. 
ph ph Y MEph 

Pour separer les deux pies elargis de .0.v par effet Doppler, il faut que .0.v « V2 - VI, 

soit ~~; « tIh' une condition qui est facilement satisfaite. 

5 S·!i - 10- 5 , t ( 3 13,6 ) - 10-5 . d T rv 10600 K . 1 1. - , c es que exp -4: 25x10 - 3 3!O - , ce qUl onne - . 

6.5 Diffusion de la lumiere par l'atome classique 
(modele de Thomson) 

On a vu en details dans Ie chapitre 1 du Tome I que I'atome classique est instable (rayon­
nement d'une charge acceleree) ; dans Ie cas tres sous-amorti, qui correspond a la situation 
reelle , Ie rayon-vecteur de I'electron lie est donne par: 

r(t) = r(O) coswote-rt (t > 0) , 

ou Wo est la pulsation propre de I'atome et ou : 

·2 
2e' 2re 

T=-- =:= -
3mc3 3c 

1. Montrer que r(t) est tout autant solution de l'equation6 : 

.. . 
mr = -mw5r - aT 

(6.8) 

(6.9) 

et relier a a f. Interpreter les differents termes de (6.9) . C'est cette equation que I'on 
retient pour toute la suite. 

2. L'atome est irradie par une onde plane monochromatique de pulsation W et de vecteur 
d'onde k. Le champ electrique de I'onde, de module Co, est polarise lineairement suivant 
la direction notee E. Preciser les conditions permettant d'ecrire I'equation fondamentale 
de la dynamique pour I'electron sous la forme simplifiee : 

(6.10) 

3. On pose r(t) = ~[A(w) eiwtJ (~== partie reelle), ou I'amplitude vectorielle A(w) decrit 
Ie regime force de I'electron perturbe par I'onde incidente, regime qui prevaut au bout 

6Le parametre Q introduit dans (6.9) n'est pas la constante de structure fine ! 
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d'un intervalle de temps d'ordre ~ apres Ie debut de I'irradiation . Montrer que A(w) 
peut se mettre sous la forme : 

A(w) = X(W)EOf , (6.11) 

ou X(w) est la susceptibilite (aussi dite fon ction de reponse) de I'atome a la pulsation 
w. Mettre X(w) sous la forme \X(w)\ ei .5(w) . 

4. L'electron ainsi mis en regime force devient lui-meme une source de rayonnement (il 
est aCCE§lere). A grande distance R, Ie champ electromagnetique ainsi rayonne est une 
onde plane dont Ie champ magnetique est donne par: 

~ ~ e · 
8(R, t) = 4 R 3 11 x n , 

7l'cQ C 
(6 .12) 

ou 11 est la vitesse de I'electron, et ou n est Ie vecteur unitaire de la direction d'observa­
tion specifiee par Ie vecteur R. En deduire la moyenne sur une periode de la puissance 
rayonnee. 

5. On detinit la section efficace differentielle O'd(8) par Ie rapport : 

(
8) ~ energie diffusee par unite de temps dans la direction 8 

O'd energie incidente par unite de temps et par unite de surface 
(6 .13) 

8 designe I'angle (if, n) . Montrer que: 

O'd(8) = r; sin2 8 [F(w)]2 , (6.14) 

ou re est Ie rayon classique de I'electron - voir (6.8) - et ou F(w) est la fonction : 

W
4 

[F(wW ~ 
(w2 - w5)2 + r 2w 2 . 

(6 .15) 

6. Etudier en detail les cas suivants : 

(a) w « Wo (diffusion de la lumiere de grande longueur d'onde - c'est "explication 
elementaire du bleu du ciel) . 

(b) w = Wo (resonance) . 

(c) w » Wo (diffusion des rayon X, aussi appelee diffusion Thomson) . Dans cette 
limite, la section efficace depend-elle de la frequence 7 

7. On choisit "axe Oz suivant la direction de propagation de I'onde incidente et on pose 
e = (k, n). Trouver la moyenne de O'd pour une onde non polarisee, i.e. contenant 
to utes les polarisations avec une egale probabilite. Tracer cette moyenne en fonction 
de I'angle e. 

8. En deduire la section efficace totale 0', et montrer qu'elle prend la forme: 

(6.16) 

oU la derniere ecriture definit la section efficace de Thomson pour un electron libre 
(deja rencontree au chapitre 5, eq. (1-5.29)) . 
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• Remarque 

Ce dernier resultat devient incorrect aux tres hautes frequences, plus precisement 
celles ou la longueur d'onde du rayonnement incident devient comparable a la 
longueur d'onde Compton de I'electron : ~,...., ':::c' 
II est interessant de remarquer que ceci s'ecrit aussi hv rv mc2 , une relation qui 
exprime que I'energie des photons incidents est comparable a I'energie propre de 
I'electron. • 

1. r (t) = 1"(0) coswot e-rt est effectivement solution de mf = -mw6r - ai, quand 
2 

on neglige la petite correction'" ±:- de la pulsation due au frottement ; r = 2'" . 
m~ m 

2. Le couplage avec Ie champ electromagnetique se fait principalement avec sa com­
posante electrique ; l'equation fondamentale de la Dynalniqlle conti'nL malllt nan 
en plus la force e{(f', t), avec {(f, t) = £0 ECOS(Wt- f.r) . Dans 1 dom~\ill opLiqllc, 
k rv 10- 3 A-I, alors que la taille de l'atome est rv lA : on peut done en premier 
approximation negliger Ie dephasage f.r sur l'espace atomique et retenir une force 
electrique de la forme e£o ECOSWt. 

3. En reportant ret) = W[A(w) eiwt ] dans l'equation du mouvement, on obtient 

A(w)(-w2 + irw + w6)eiwt = W':"'£oEeiwt , 
m 

ce qui donne la susceptibilite : 

le i 1 lei eio(w) 
X(w) = -m w2 - w2 - l'rW = J( 2 2 2 ( )2 o m w - wO) + rw 

ou o(w) = Arctan~. On en deduit ret) = Ix(w)IWei(wtH), soit 
w - Wo 

Ir(t) = Ix(w)l£o E cos(wt + 0) I 

4. La puissance rayonnee est donnee par la formule de Larmor P ¥c: &2, soit 

;~: £Sw4 Ix(w)j2 cos2(wt + 0). La moyenne du cosinus carre sur une periode donne 
un facteur ~, d'ou : 

2 doH w4 

[F(w )] = (w2 _ W6)2 + (rw)2 

5. En reportant l'expression de 15, la definition de la section efficace conduit a : 
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6. (a) Quand w «wo , [F(w)J2 '::::' C::'J 4 
: la lumiere bleue est diffusee seize fois plus 

que la lumiere rouge. 
2 

(b) Quand w rv Wo, [F(wW '::::' ~ (w-w~~+tr2 : pres de la resonance, la section 
efficace a une allure essentiellement lorentzienne. 

(c) Quand w »wo , [F(w}F '::::' 1 et ne depend quasiment plus de la frequence. 

7. n est Ie vecteur unitaire Ie long de OM, direction d'observation, k etant Ie long 
de Oz. I;a polarisation E est dans Ie plan xOy. L'angle 0 est l'angle entre E et n 
puisque vex E. 

On a cos 0 = E.n ; si 'l/; est l'angle polaire de E dans Ie plan xOy, ¢ celui de n, Ie 
produit scalaire s'obtient en faisant la somme deux a deux des composantes : 

cos 0 = sin B (cos 'l/; cos ¢ + sin 'l/; sin ¢) == sin B cos( 'l/; - ¢) . 

Cela etant, la valeur moyenne de sin2 0 sur les polarisations equiprobables s'obtient 
comme suit: 

1

211" d'l/; 1 1 
(sin2 0) = -(1-cos2 0) = 1-sin2 B(cos2 ('l/;-¢)) = 1-- sin2 B = -(1+cos2 B) 

o 27r 2 2 

d'ou: 

8. La section efficace tot ale (J s'en deduit par integration (J(w) = J411" (Jd(B, w)dD, soit : 

(J(W) = - r;[F(wW (1 + cos2 B)27r sin BdB ; 1 111" 

2 0 

Ie calcul de l'integrale fournit finalement : 

A' , . - ( ) - 811" 2 ~ _ 811" 2 w3 la resonance stncte w - Wo, on a (J Wo - Tre r2 - Tre wg(Te/C)2 = 811" (...£.-)2 
3 Wo ' 

soit finalement, introduisant la longueur d'onde de resonance AO : 

Comme Ao rv 4000 A, la section efficace est gigantesque, comparee a une surface 
atomique: contrairement a un objet classique, la section efficace a la resonance est 
reMe a une echelle de longueur qui n'a rien a voir avec la taille de l'objet diffuseur. 

Par ailleurs, a haute frequence (mais pas trop haute, voir les reserves de l'enonce), 
on trouve bien la section de Thomson (JT (1 b = 10-28 m2) : 

I (JT = ~ r; '::::' 6,65 X 10-29 m2 = 0,665 b I 
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6.6 Largeurs Doppler et naturelle 

Soit une transition atomique i -t f telle que Ei - Ef = hvo > 0 (emission). A I'aide des lois 
de conservation de I'energie et de I'impulsion : 

1. montrer que I'energie de recul de I'atome, ER, est en general negligeable. La calculer 
pour la raie la plus energetique de la serie de Lyman et comparer la vitesse de recul 
VR avec la valeur typique de la vitesse moyenne a la temperature ambiante (I'energie 
d'ionisation de I'hydrogene est Er ~ 13,6 eV). 

2. Obtenir I'expression du decalage Doppler pour un atome de vitesse initiale Vi . Calculer 
la largeur Doppler .6.vD pour la raie n = 3 -> n = 2 de la serie de Balmer pour de 
I'hydrogene gazeux a la temperature ambiante. 

3. Un etat excite dont la duree de vie est egale a T se desexcite vers Ie fondamental en 
emettant une raie dont la largeur (dite naturelle) en frequence est.6.v = ~ ; comparer Ie 
.6.E correspondant a I'energie de recul de I'atome. Expliquer, en prenant T = 10- 10 s, 
en quoi ceci explique I'existence du phenomene de resonance optique. 

4. Le potassium a une raie caracteristique a A = 3969 A. Trouver la vitesse de recession 
d'une galaxie emettant cette raie avec un decalage vers Ie rouge egal a 79 A. 

5. On observe un faisceau monocinetique d'hydrogene sous un angle () = 450. La transi­
tion de plus basse energie de la serie de Lyman est trouvee a A = 1215,18 A ; trouver 
la vitesse des atomes du faisceau. 

1. L'atome est initialement immobile dans l'etat excite et finalement en mouvement, 
dans l 'etat fondamental, un photon de frequence v ayant ete emis. Les equations 
de conservation s'ecrivent (Avant = Apres) 

De toute evidence, l'atome recule dans la direction opposee a la direction d'emission 
du photon (v < 0 avec l'axe oriente dans la direction d 'emission du photon). 

Eliminant ventre ces equations, on trouve l' equation du second degre pour v : 

I v2 
- 2vc - ~ hvo = 0 I 

dont la racine negative est v = c - j c2 + i.r hvo. Pour une transition atomique, 

hvo « M c2 de sorte que v ~ - ~. L' energie de recul est : 

ER = !Mv 2 = !M( _ hVO)2 = (hvO)2 
2 2 Me 2Me2 
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pour la raie la plus energetique de la serie de Lyman, hllo = EI, energie d'ionisation 
de l'hydrogEme c:::: 13,6 eV ; avec M c2 c:::: 940 MeV, on trouve ER c:::: 7 X 1O- 9h1lO soit 
environ 23 MHz. Cette largeur est petite devant la largeur naturelle, ce qui permet 
Ie phenomEme de resonance optique. La vitesse de recul est c:::: 4,3 mis, alors que 

la vitesse thermique J 3'if a l'ambiante est voisine de 2,7 km/s. 

2. On se place dans Ie cas de l'emission. Les equations de conservation prennent la 
forme : 

M - M- hll -Vi = vf + -u , 
c 

ou i1 est Ie vecteur unitaire de la direction d'emission du photon, et : 

1 2 1 2 
'2Mv; + E; = '2Mvr + Er + hll 

En prenant com me axe de reference la direction de Vi, en designant par ¢ l'angle 
de diffusion de l'atome, par 0 l'angle d'emission du photon, la projection de la 
conservation de l'impulsion donne: 

hll hll . . 
M Vi = - cos 0 + M Vr cos ¢ , 0 = - sm 0 - M Vf sm ¢ . 

c c 

La deuxieme equation dit que sin¢ = M
hv sinO, soit sin¢ rv 10- 4 : l'angle ¢ est v,e 

toujours tres petit pour une transition atomique. La premiere equation donne alors 
MVj c:::: h: cosO + MVr, soit M(v; - vr) c:::: h: cosO. 

Par ailleurs, la conservation de I'energie donne ~l\II(v; - Vr)(Vi + vr) = -hllO + hll, 
d'ou l'on tire II = 1-[(v;+w15(2e)]eosO' En assimilant Vi et Vr en agrement avec la 
question precedente, et en s'en tenant a l'ordre Ie plus bas en ~, on obtient : 

I
II - 110 V I 
----;;- = -;:; cos 0 

Le deplacement Doppler est bien positif si l'atome s'approche de l'observateur, 
negatif dans Ie cas contraire. 

La lar'geur Doppler D.IID est donnee par 6,;;,p = J ';JJ;. La raie n = 3 -+ n = 2 de 

la serie de Balmer, notee Ha , correspond a la difference d'energie (~- ~)EI = 16E1, 

d'ou D.IID = * ;6 EI J 9210 X 10- 9 c:::: 2360 MHz. 

3 ~ - TEB rv T(hvo); rv 1O- loX13.Gx (13 .6x l .6 x lO- 1o) '" 2 3 10- 3 . I I d 
. 6E - h - 2hMc - 2 x 6.6 x lO-S4x940 x IOO - , X . a argeur ue 

au recul, D.IIR est donc pe it I a1' rapport a la lar'geur naturelle ; les deux raies 
d'absorption et d'emission sont presque superposees, et la resonance optique est 
possible. 

4. Avec V = ,\A c, on trouve V c:::: 6000 km/s. 

5. La valeur precise de la longueur d'onde la plus courte de la serie de Lyman est 
AO = 1215, 68A. La longueur d'onde observee est plus courte : Ie faisceau d'atomes 
s'approche de l'observateur. Sa vitesse vest telle que vcosO = ,\A c; avec 0 = 45°, 

il vient v = V210:;;i5 3 x 108 m/s c:::: 175 km/s. 
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6.7 Mesure de la duree de vie d'un etat excite it l'aide 
d'un jet atomique 

La figure 6.1 donne Ie schema d'un dispositif permettant de mesurer la duree de vie d'un 
etat excite. Une vapeur d'helium atomique en equilibre thermique a la temperature Test 
conten ue dans un fou r (T = 1 500 K) perce d' u ne petite ouvertu re perm etta nt aux atomes 
(de masse Ma ) d'en sortir. Dans la region I, Ie jet atomique est soumis a un bombardement 
d'electrons de haute energie pouvant provoquer une ionisation de chaque atome. Les ions 
positifs ainsi formes sont ensuite injectes entre deux plaques (region /I) d'un condensateur 
plan maintenu a la ddp U > O. Juste avant leur passage par la fente 0 , les ions sont a 
nouveau soumis a un faisceau electronique, de basse energie cette fois , qui les neutralise, les 
laissant dans un etat atomique excite dont I'energie est a E* = 2, 7 eV au-dessus de I'etat 
fondamental. II s 'agit de mesurer la duree de vie T de cet etat . Pour ceci , on dispose , dans la 
region III , d'un photomultiplicateur qui, deplace parallelement a I'axe Ox , permet de mesurer 
I' intensite de la lumiere emise au point d'abscisse x ; I'origine des abscisses est prise en O. 

I II III 

I r11 e-tl 
I ~ou, :-I-::F:-I-I-:::;-2--I"'O:::---u"7<2~P-h-o-t-o-'m~~tiPlicateur 

Figure 6.1: Schema du dispositif permettant de mesurer la duree de vie d'un et at atomi­
que excite. 

1. (a) Faire un dessin , assorti d'un bref commentaire, representant la variation qualitative 
en fonct ion de I'abscisse de I'i ntensite recueillie au point x . 

(b) Quelle est la longueur d' onde de la lumiere emise ? 

(c) Donner les ordres de grandeur de la vitesse thermique VT des atomes a leur sortie 
du four, et de leur vitesse au passage en 0 (U = 1 000 V) . 

2. Dans cette partie, on neglige la vitesse thermique des atomes a la sortie du four; dans 
ces conditions, quelle est la vitesse v d'un atome au passage en 0 ? 

Un atome porte a I'etat excite a I'instant t = 0 a la probabilite pet) = e->.t d'etre 
encore excite au temps t > O. 

(a) Quelle est la dimension de A ? Quelle est la relation entre A et T ? 

(b) ot designant un intervalle de temps tres court, quelle est la signification du produ it 
Mt ? 
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(c) En combinant les probabilites, ecrire I'expression de la probabilite que I'atome se 
desexcite entre les instants t et t + dt ; en deduire la probabilite d'emission entre 
les points d'abscisses x et x + dx. 

(d) Soit S la section droite du faisceau dans la region III, p sa densite (nombre 
d'atomes par unite de volume) supposee constante dans Ie temps et dans I'espace. 
Donner I'expression de dI (x) , puissance lumineuse re~ue par Ie photomultiplica­
teur dans I'intervalle [x, x + dx] ; en deduire la puissance differentielle i(x) = ~~ . 

(e) Representer la variation de i en fonction de x. So it Xo I'abscisse du point ou 
la tangente a i (x ) a I'origine coupe I'axe Ox. Un enregistrement de i (x ) donne 
Xo = 4, 2 em ; trouver la duree de vie T. 

3. On prend maintenant en compte la dispersion des vitesses au passage en a resultant 
de la dispersion thermique des vitesses a la sortie du four. A I'equilibre thermique, la 
vitesse v suivant x est distribuee suivant la loi Ce- av2

, ou C est une constante de 
normalisation; quelle est I'expression de a ? 

(a) On pose v< = J 2':)aU ; representer graphiquement la distribution des vitesses : 

i. apres Ie passage dans la fente FI , 

ii. au niveau de O. Cette distribution est notee f(v ) dans la suite. 

(b) Donner I'expression sous forme integrale de (i(x)) , puissance differentielle re~ue 
entre x et x + dx apres moyenne sur la distribution des vitesses. Exprimer la 
derivee a I'origine de cette fonction et montrer qu'elle s'exprime simplement en 
fonction de la valeur moyenne de I' inverse de la vitesse v , notee ( ~ ). En deduire 
I'expression de I'abscisse du point d'intersection de la tangente a I'origine avec 
I'axe Ox. 

(c) Pour calculer (~), on utilise Ie fait que la vitesse v< est tres grande par rapport a 
la vitesse thermique VT. Compte tenu de ceci, effectuer Ie developpement adequat 
sous I'integrale pour obtenir la premiere correction en temperature de I'abscisse 
moyenne (xo). Mettre finalement (xo) sous la forme: 

(XO) = xo(l + AT1') , (6.17) 

Donner I'expression de A et la valeur de I'exposant T 

1. (a) Le jet atomique est homoeinetique : la position d 'un atome est done propor­
t ionnelle au t emps, entrainant que la dependance de l'intensite par rapport 
a x est essent iellement la meme que par rapport au temps. Le declin etant 
exponentiel en temps, l'intensite I(x ) deeroit exponent iellement en x . 

(b) A = !J£ = 6,63xlO-
3 4

x3x 10
8 ~ 4 600A 

E* 2,7 x l ,6x IO 19 - . 

(e) La vitesse des atomes a leur sortie du four est d 'ordre VT 

VT = 3xl ,38x IO - 23 XI500 ~ 3 km/s 
4xl ,7 x lO 27 - • 
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2. Au passage en 0, leur vitesse est J2';)aU 
soit 2Xl,6xlO-

19
x103 

rv 220 km/s 
4xl,7xlO 27 - • 

(a) La dimension de A est l'inverse d'un temps (Ie produit At, argument d'une 
certaine fonction, doit etre un nombre pur). La relation entre A et T est A = ~ 
ou A = !!!1., selon la definition precise adoptee pour la duree de vie. 

T 

(b) Le produit Mt est la probabilite pour un atome de se desexciter entre deux 
instants separes de ~t. 

(c) La probabilite de desexcitation entre t et t + dt est Ie produit de la probabilite 
d'etre excite a l'instant t et de la probabilite se desexciter entre t et t + dt, 
so it e- At Adt. 
La probabilite de desexcitation entre x et x+dx est P(t = ~)A ~x = e-A~ A dvx 

(d) Le courant d'atomes est pvS ; la puissance dI emise entre x et x+dx est donc 

pvSE*e-A~ A '!: ' d'ou la puissance differentielle i(x) ~ ~~ : 

(6.18) 

(e) i(x) decroit exponentiellement en fonction de x. La tangente a i(x) en x = 0 
a pour equation io(1- A~) et coupe l'axe Ox en xo = X. En choisissant la 
definition T = In2 = O,693x4,2 x lO-

2 
rv 1 34 X 10-7 s 

A 220 XI03 -, . 

3. a = 2!::T' 
(a) i. Au sortir du four (fente F1), Ie module de la vite e est di, tribue suivant 

la gaussienne G(VT) = Ce-QV~ ; par la suite, seule importe la omposante 
selon Ox de la vitesse thermique, soit VTx , egalemcnt clistribuee suivant 
une gaussienne. Une fois selectionnes les atomes all ant vel'S la droite, la 
distribution est precisement G + (v) ~ 2~e-QV2, avec v E lR+ . 

11. La conservation de l'energie donne la vitesse en 0: v2 = v~x +v~, ou VTx 
est la composante de la vitesse d'un atome sOl'tant du four. La relation 
entre v et VTx etant biunivoque, la distribution f(v) de la vitesse apres 
acceleration par Ie condensateur est telle que f(v)dv= G+(vTx)dvTx, d'ou 
f(v)=2~ Ae-Q(V2-V~), avec v > v<. La densite f(v) diverge en 

7f V2-V< 

v<, mais est manifestement integrable. 

(b) La moyenne (i(x)) s'obtient en prenant la moyenne avec f(v) de l'expres­
sion (6.18) : 

1,
+00 

(i(x)) = io e-A ~ f(v) dv . 
v< 

La derivee a l'origine de (i(x)) en x = 0 est -Aio r+oo ! f(v) dv == - A i o(!). Jv < v v 
L'abscisse du point d'intersection de la tangente a l'origine avec l'axe Ox est 
donc (xo) = :H~)-l. 
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(c) La valeur moyenne de ~ s'ecrit : 

En posant X = v - v il vient (1) = 2 !If r+
oo 

1 e-<>X(X+ 2vd dv. 
<, v V 7i- Jo VX (X+2v < ) 

L'exponentielle s'eteint sur un intervalle d 'ordre JkBT /1\1[(1) qui est tres petit 
devant v< : partout ou l'integrand est notablement different de zero, X est 
negligeable devant v< , de sorte que: 

en posant X = u2 , les integrales prennent une forme gaussienne et se calculent 
sans difficulte. On trouve finalement (1) :::. ...!.. (1 - 8MkBT2 ) . Une fois trouvee 

v v< aV< 

la moyenne (~), on en deduit : 

( 
kST) (xo):::. Xo 1+~ 

Tout naturellement, la valeur moyenne de Xo est superieure a Xo puisque les 
vitesses initiales, maintenant dispersees, sont toutes positives j toutefois la 
correction est tres petite puisque 8~;;~ ~ 4 X 10-5 . 

6.8 Evolution des populations d 'une vapeur atomique 
excitee a la resonance 

Une vapeur atomique (N atomes) a temperature ordinaire est soumise a un bref eclair (pulse) 
de lumiere resonnante vis-a-vis d'un couple d'etats e et g (g est I'etat fondamental), d'ener­
gies Eg et Ee (Ee - Eg = hvo) ; Vo est dans Ie domaine optique, la duree du pulse est egale 
a D.t. 

Sous I'effet de I'irradiation, tout atome se trouvant dans I'etat fondamental a la 
possibilite de passer dans I'etat excite (absorption) ; on admet que cette possibilite s'exprime 
par une probabilite de transition par unite de temps, notee A. 

Inversement, independamment de la presence ou de I'absence d'irradiation 7 , tout 
atome a I'etat excite retombe tot ou tard a I'etat fondamental ; tout comme pour la ra­
dioactivite, on definit un taux de decroissance de I'etat excite, note A* ; on pourra poser 
ex = ).,).,. , parametre qui est assez petit devant 1. Les quantites A et A* sont to utes deux 
independantes du temps. 

7Dans Ie domaine optique, l'emission spontanee est preponderante devant l'emission induite. 
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1. Justifier I'affirmation suivante: avant l'arrivee du pulse, il est legitime de considerer 
que presque tous les atomes sont dans I 'etat fondamental. 

2. Ng(t) et N e(t) designent respectivement les nombres d'atomes dans les etats g et e a 
I'instant t. Ecrire I'equation de bilan pour la variation dNe de N e entre t et t + dt en 
presence d'irradiation ; en deduire I'equation differentielle pour N e , ecrite a I'aide de 
,x, ,x* et N. 

3. L'instant t = 0 est choisi au debut de I'irradiation ; donner I'expression de N e(t) pour 
0< t < 6.t, parametree par,X et 'x* . Comparer les valeurs de Ne a la fin de I'irradiation 
dans les deux cas : 

1 
6.t » ,X* ' 

1 
6.t « ,X* . (6.19) 

4. Ecrire I'equation differentielle satisfaite par Ne pour t > 6.t et en deduire N e en fonction 
de ,X* et N e(6.t). Tracer Ie graphe de N e(t) a tout temps. 

5. Trouver I'energie prise par la vapeur au pulse incident, E abs, et I'exprimer en fonction 
de ,x , A * et 6.t. Donner Ie graphe de Eabs en fonction de 6.t et commenter. 

E;; -Eg 

1. D'apres Boltzmann %"- = e- BT, Ee - Eg rv quelques eV, kBT ~ 25 meV a 
g 

l'ambiante, d'ou ~e = e-quelques4a «< 1. 
g 

2. dNe = -('x*dt)Ne + ('xdt)Ng, avec N g = N - N e , d'ou l 'equation differentielle : 

3. La solution de l'equation differentielle valant 0 en t = 0 est: 

(0 < t < 6.t) I 
Si 6.t» ] . , N e(6.t) ~ >.~~. ; si 6.t « ]. , N e(6.t) ~ >.~~. (1 - e->'~t) 

4. Pour t > 6.t , dNe = -('x*dt)Ne, soit Ne + A* Ne = 0, d'ou : 

5. dEabs = -hvadNg, E abs = hvaNe(6.t), soit : 

E b = hVa ~ [1 - e- <>'+>"),c,t] 
a s ,x +'x* 
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0,4 

>.t 
10 

Figure 6.2: Variation de ':; en fonction de )...t, avec \. = 0,1 et )"'6.t = 0,5. 

Si 6.t « ()...+)...*)-1, l'energie absorbee est faible et vaut a peu pres hl/o N )"'6.t: c'est 
un regime ou la puissance absorbee est constante. Au contraire, si 6.t » ()...+)...*)-1, 
Eabs ~ hl/o >.~~. : l'energie ne depend plus de 6.t , on est dans un regime de 
saturation ou la puissance absorbee est nulle. 

6.9 Identification d'une raie spectrale 

L'une des raies d'emission de I'hydrogene atomique naturel a precisement pour longueur 
d'onde )...0 = 4861,320 A. 

1. Identifier cette raie en precisant la serie a laquelle elle appartient et Ie nombre quantique 
du niveau de depart. 

2. Cette raie possede un compagnon tres proche, de longueur d'onde )...1 = 4859,975 A, 
dont I'intensite est comparativement tres faible . Proposer une explication et la verifier. 

3. Calculer en MHz I'ecart en fn§quence des deux composantes du doublet et Ie comparer 
a I'elargissement Doppler 6.1/0 de I'hydrogene a la temperature ambiante. 

1. La raie consideree etant dans Ie visible, elle appartient ala serie de Balmer, et telle 
que ~~ = Ep - E n =2, p ~ 3. 

L'energie En est egale a - 2~2 p.c2 ou P. = :+~ est la masse reduite. Comme il 
s'agit d'hydrogene naturel, tous les isotopes sont a priori presents. 

La longueur d'onde A d 'une transition de Balmer est)... = Ps.,~4 a-2 ~c (1 + ;;:}), soit 

AA = 455,772 P~~4' On doit trouver environ 4860A; par essai et erreur, on trouve 

sans peine p = 4, et on constate que tres precisement 455, 772 x 332 = 4861,56 A : la 

raie )...0 est done une raie de l'hydrogene (frequence I/o = ~;6~~~: ~ 6,17 X 1014 Hz). 
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d' d \ cI f 32 -2 II (1 I nl )' 2. Les deux raies ont pour longueur on /lq = TO: me T (q+I)M OU q = 0 
pour l'hydrogene, 1 pour Ie deuterium, 2 pom l tr it ium. D'apr i-desslls, AO 
correspond a q = O. La difference Ao - At est ¥Q-2 ~:c: 2~J ~ 1,3 A, tres proch 
de 4861,320 - 4859,975 = 1,345 A : la raie a /\1 e t done In transition ~ 2 du 
deuterium. 

3. VI - Vo = C A{~~' ~ 1, 7 X lOll Hz, soit 6.v = 1, 7 X 105 MHz. L'elargissement 

Doppler pour l'hydrogEme est 6.vD = 110 J ~,?;; ~ 6, 17 X 1014 ~~~~~~~, soit environ 

3 x 103 MHz. Comme 6.vD « 6.v, les composantes elu douplet H - D sont nettement 
separees a la temp erature ambiante (et meme a toute t emperature ~ 104 K) . 

6.10 Effet Doppler et recul d 'un atome en absorption 

On etudie la raie jaune du sodium iiNa (AO ~ 6000 A) provenant de la transition entre deux 
niveaux d 'energies E et E* > E ; on posera hvo = E * - E . 

Soit un atome de sodium de masse .M et de vitesse Vo expose a un champ electroma­
gnetique de frequence V se propageant a sa rencontre en sens inverse. 

1. Estimer f30 = .!!Jl. a la temperature ambiante et c = MhvP2. c c 

2. Ecrire I'equation de conservation de I'energie relative a I'absorption d'un photon par 
I'atome. On designera par v la vitesse de I'atome apres absorption. 

3. De meme, ecrire I'equation de conservation de I'impulsion. Comment se situe v par 
rapport a Va 7 

4. En deduire une equation (du second degre) pour f3 = ~ , puis I'expression de f3. 

5. En negligeant les termes d'ordre superieur ou egal a 2 en f30 et en c , donner I'expression 
approchee de f3 , puis celie de v. 

6. Deduire de ce qui precede I'expression approchee de v, puis celie de TJ ~ V-VQ 
VP 

7. Identifier les effets physiques associes aux deux termes apparaissant dans TJ. Interpreter 
leurs signes. 

8. Ecrire la condition pour que I'absorption se woduise effectivement a la frequence Vo. 

En deduire la vitesse Va. A quelle temperature correspond une telle vitesse 7 

========================== ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . 
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1. Pour une vapeur d'atomes de masse M en equilibre thermique a la temperature T, 
1 ,{-2 - 3k T d' ' {3 - J3kB I '" 3x25x10-3 1 9 10 6 d' 2"1'/ vo - "2 B , ou 0 - Me - 23x940x106 ~ , X -, correspon ant a 

une vitesse vo ~ 560 m/s. 

' 11 dM ~ 6,6xlO- 34 x3x108 10 
Par al eurs, E = !VfC2 ~ O.6xlO 0x23x940XIOBX 1,6X10 10 '" 10- . 

2. La conservation de l'energie s'ecrit E + ~Mv5 + hv = E* + ~Mv2. 

3. L'enonce precise que l'atome va a la rencontre du photon; dans ces conditions, la 
conservation de l'impulsion tot ale s'ecrit lVIvo - I,,; = lVIv, sans prejuger du signe 
de la vitesse finale v de I'atome apres absorption (l 'axe est oriente positivement de 
la gauche vel'S la droite, l'atome est initialement en mouvement de la gauche vel'S 
la droite, Vo > 0) ; forcement, v < Vo. 

4. En eliminant v, on en deduit facilement 1({3) ~ {32 + 2{3 - 2{30 + 2E - {35 = 0, 
sachant que 1{31 < 1. f( - 1) = -({30 + 1)2 + 2E, qui est certainement negatif compte 
tenu de la valeur de E. Le trace sommaire du graphe de la fonction f({3) montre que 
la seule racine physique pour {3 est la racine positive: avec un tel photon, I'atome 
continue sa route dans Ie meme sens. 

5. La racine a considerer est {3 = -1 + /(1 + {30)2 - 2E. En developpant Ie radical au 
plus bas ordre, on trouve {3 ~ {30 - E, d'ou v = Vo - ~ 

6. En revenant a la conservation de l'energie, on a v = Vo - AM(v5 - v2), d'ou 
- :t!!l. h~5 't ~ 1/-1/0 - :t!!l. ~ 

V - Vo - e Vo + 2!VfC2, SOl 'r/ - I/() - - e + 2!VfC2. 

7. Le premier terme est visiblement l'effet Dopier, avec Ie bon signe puisque Ie photon 
venant ala rencontre de l'atome, celui-ci voit une frequence superieure a v : pour 
qu'il y ait absorption, il faut bien que la frequence v soit inferieure (legerement !) 
ala frequence propre de l'atome Vo. 

Le second terme serait nul si l'atome avait une masse infinie : c'est visiblement 
un effet de recul, qui force Ie photon a avoir une frequence un peu plus grande, 
puisqu'une partie de l'energie lumineuse est depensee a faire mlentirl'atome. 

8. L'absorption se produit effectivement a la frequence Vo si les deux effets se com­
pensent soit ~ = 2~~~2 == ~. Comme E ~ 10-10 , la vitesse doit etre ~ 1,5 cm/s, 
ce qui correspond a T ~ 2 X 10- 6 K = 2 p.K : cette condition est realisee dans une 
vapeur atomique ultra-froide. 

6.11 Series spectroscopiques de l'hydrogene 
selon Bohr 

Les longueurs d'onde des raies d'emission de I'hydrogene sont donnees par : 
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Oll n et p (p > n ) sont des entiers strictement positifs. Une serie donnee correspond a une 
valeur fixee de n et aux difFerentes valeurs correspondantes de p ; Ry designe la constante de 
Rydberg experimentale pour I'hydrogene (Ry = 109677, G ·m- 1

). Determiner les longueurs 
d'onde extremes des series de Lyman (n = 1), Balmer (n.= 2) , Paschen (n = 3) et Brackett 
(n = 4). 

La plus grand longueur d nd orrespond a. la transition la moins energetique, 
·t - l' fi' d' , \ - J - R ( 1 1)·t \ - R - 1 n

2
(n+l)2 L SOl P - n + a n xc, OU Amnx - Y 1l2" - (n+ 1)2 , SOl "max - Y 2n+l· a 

plus petite longu UI" d 'ond a n fix' on p nd a. p = +00, ou encore Amin = Ry -ln2 , 
·t \ 2n+l. 

SOl "max (n+1)2 . 

A _ R -1 n2 (n + 1)2 
max - Y 2n + 1 

2n + 1 
Amin = (n + 1)2 Amax 

Lyman ; 912A ....... 1215A, Balmer ; 3647 A ....... 6565A, 

Paschen; 0,820 6 /Lm ....... 1,8756 /Lm, Brackett; 1,4588 /Lm ....... 4, 052 3 /Lm. 

6.12 Separation des raws de deux isotopes 

On dispose d'un spectro ayant un pouvoir separateur 'f/ egal a 10-5 . 

1. Peut-on a priori distinguer les raies de I'hydrogene et du deuterium? 

2. Preciser la condition sur la temperature pour qu'il en soit bien ainsi. 

1 2mM mM d t 1 ' . , t . J1,D = m+2M > J1,H = m+M' onc VD > VH e , P us preClsemen ; 

dH VD - VH /LD - /LH m -4 
8isotopique = = c::: M c::: 2,7 x 10 

VH /LH 2 

Avec Ie spectro disponible, on peut done facilement separer les raies des deux 
isotopes. 

2. Les deux raies ne sont pas brouillees par effet Doppler si 8isotopique » 6.vD H ou D 

A - J3kBT A - J3kB-r; Ilf· d 5: • avec uVDH - VH M c2 , uVDD - VD 2Mc. aut onc que Uisotopique SOlt 

beaucoup plus grand que Ie plus grand des 6.vD ; on do it avoir ~ » J 3!~r , soit 

4~ mc2 » 3kBT, ou encore ill x 511 X 103 » 25 x 10-3 (3~O) soit ; 

I T « 8, 3 x 105 K cv 800 000 K I 
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6.13 COIncidences spectrales 

Un ion hydrogeno'ide a une charge nucleaire egale a ZleI- Trouver les nombres quantiques de 
ses transitions qui co'incident8 avec celles de la serie de Lyman de I'hydrogene. 

Les transitions de la serie de Lyman de l'hydrogene correspondent aux differences 

d'energie Er (1 - r&) ou Er = ~~~4. Les energies de l'ion hydrogeno'ide de charge Z 

etant -~Er, les differences d'energie de ses transitions sont Z 2Er (,& -?) (p > n), 

soit Er [( ~) 2 - ( %) 2]. Pour qu'il y ait co'incidence9 avec Lyman, il faut deja n = Z, et par 

voie de consequence (%) 2 == (~) 2 doit prendre les valeurs ~, i,. .. d'ou p = 2Z, 3Z, .... 

Avec Z = 2 (He+), c'est la serie de Pickering, observee dans l'atmosphere de (-La 
poulpe, avec co'incidence d'une raie sur deux comparativement a la serie de Lyman de 
l'hydrogene (deux fois plus de raies pour He+). Avec Z = 3 (Li++), il y a cOIncidence 
d'une raie sur trois pour la "serie de Paschen" de Li++ (trois fois plus de mies pour 
Li++). 

6.14 Etude energetique d 'un atome hydrogenoide 

So it un atome hydrogeno'ide de numero atomique Z traite a la maniere de Bohr. 

1. Former Ie rapport entre les energies cinetique et potentielle dans I'etat d'energie En. 
Que constate-t-on lO 7 Quelle est son energie dans I'etat n ? 

2. Exprimer la vitesse Vn de I'electron dans I'etat n a I'aide de la constante de structure 
12 

fine ll a = ~C' Trouver Ie Z au-dela duquel Ie rapport v; devient superieur a 3 %. 

1 E 1 2 E Ze
/2 I t Epot t 2Ze

/2 
• t 2 . 

. cin = 2mv , pot = - ~ ; e rappor Ec;n es - mv2 R' qm vau - en raIson 
de l'equation dynamique exprimant l'equilibre entre la force centrifuge et la force 

2 z 12 

d'attraction, a savoir m~ = ;'2 : 

!2Ecin = - Epot I 
8a la correction de masse reduite pres. 
9Uenonce precise que cette cOIncidence ne tient strictement qu'en delaissant la correction de masse 

reduite. 
lOeeci resulte du theoreme du Viriel pour Ie champ coulombien. 
llQ~ 1~7 ~7,3xlO-3. 
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Ceei permet d'eerire de deux fa<Jons l'energie E = E cin + Epot : 

IE = -Ecin = ~Epot I 

Dans l'etat fondamental (n = 1), VI = O;Zc, done f3 2': 3% si 1;7 2': 3 x 10-2 , soit 
Z 2': 0,03 x 137 ~ 4, 1 : meme pour les elements legers, les corrections relativistes 
sont sensibles. 

6.15 Le positronium 

Le positronium est un atome exotique forme d'un positron (anti-electron) et d'un electron ; 
sa duree de vie est de I'ordre de 10-7 s, ce qui est relativement long a I'echelle atomique. 
L'annihilation electron - positron met fin a la vie de cet atome. 

Quels sont les niveaux d'energie du positronium ? Quelles sont les longueurs d'onde 
extremes de la "serie de Balmer" du positronium ? 

lei, les deux partieules qui "orbitent" l'une autour de l'autre etant de meme masse, 

l'introduction de la masse reduite J.L = W- est essentielle. Les energies sont - (r;A;~f 

1 
En positronium = "2 En hydroglme 

Toutes les energies etant divisees par 2, toutes les longueurs d'onde sont multipliees par 
2 : la serie de Balmer du positronium est dans l'intervalle 7294 A ~ 13130 A, soit en 
grande partie dans l'infrarouge. 

6.16 Quelques proprietes du modele de Bohr 

Pour I'atome d'hydrogene dans Ie modele de Bohr : 

1. De combien "gross it" I'atome s'il absorbe un photon de 12 eV ? 

2. Trouver la frequence de rotation Vn de I'electron dans I'etat n, en fonction de n et En . 
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3. Soit Vn +1 , n la fn§quence de la transition En+1 ---* E n · Montrer que : 

Vn +1 < Vn + 1,n < Vn , (6.21) 

et en deduire la limite de vn , n+1 quand n ---* +00 (Principe de correspondance). 

4. Quel est Ie moment magnetique (orbital) J1n de I'electron dans I'etat n ? Identifier Ie 
rapport entre ce moment magnetique et Ie moment cinetique (facteur gyromagnetique 
,) . 

5. L'atome etant initialement dans I'etat n, combien peut-on a priori observer de raies 
d'emission ? 

1. En = ~ et En = E1 + 12 eV donnent n 2 = E~12 ~ -;;~::12 rv 9, d'ou n = 3. 
Comme Rn = n2ao, l'atome voit son diametre augmenter d'un facteur presque egal 
it 10. 

2. Vn = ,A = 2:it· Par Ie tMoreme du Viriel Vn = J21! nl ; par Ie meme theoreme, 

e
/2 R 2 En = - 2Rn ' avec n = n ao · En combinant ces resultats, on trouve : 

I - IE (2'H-l) II ( d 1 n+~ 1 3. Vn+l, 1I = l ; 1 ",2(n+ l )1' au onc montrer que (n+1) 3 < n2(n+1)2 < n 3 ; 

I,· , lit' d dr· ·t j •• n+ ~ - 1 n(n+~ 1 f . ' d mega e 0 1 es\! vraw plllsque n 2(n+1J2 - n:r (n+l ' a ractlOn a roite 
etant visiblemeut lnferieul" it 1 ; I inegalite de gauche l'est tout autant puis que 

n+~ _ 1 (ll+!)(1.+ 1) 1 
n2(n+ 1)2 - (n+1)3 n" > ~. 

Dans la limite des tres grands nombres quantiques, Vn+l ~ vn , n+1 ~ Vn : la 
fn§quence de Bohr tend vers la frequence de rotation classique, result at qui est 
l'une des expressions du Principe de correspondance, et l'un des points decisifs de 
l'argumentat ion de Heisenberg pour la Mecanique des Matrices. 

4. Le moment magnetique J1 est egal it IS, ou I est l'intensite et S la surface du 
circuit. Dans Ie circuit atomique, il passe une charge elementaire lei toutes les v~ 

secondes, d'ou I = lelvn . La surface est 7rR;, d'ou J1n = 1e1 2:}t 7rR; = ~ l elvnRn, 

soit J1n = ~ (mvnRn) == ~ I n ou I n st Ie moment cinetique orbital dans l\~tat 
n, dont on sait qu'il vaut nti : 

J1n = 11 I n = n lelti 
2m 2m 
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/-lB est Ie magnetonl2 de Bohr electronique, qui vaut environ -9,3 x 10-24 J rr, 
so it a peu pres -5,8 x 10- 5 e V IT. ~ est Ie module du facteur gyromagnetique 
classique de l'electron, et vaut environ 8,8 x 1010 C kg-l. 

5. Toute regle de selection mise a part (voir Tome II, chapitre 24, sOlis-section 24.5.1), 
il Y a n(n - 1) raies d'emission possibles. 

l20n definit aussi Ie magneton de Bohr nucieaire, ou la masse de l'electron est remplacee par la masse 
du proton. 
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Corriges du chapitre 7 

L' Ancienne Theorie 
des Quanta 

7.1 Particule chargee dans un champ electromagnet i­
que 

Une particule de masse m et de charge Q est sou mise a un champ electromagnetique t, i3 ; 
si v designe la vitesse de la particule, la force de Lorentz est: 

(7.1) 

Ce champ peut etre associe a un potentiel (¢, A) tel que: 

(7.2) 

¢ et A ne dependent que de la coordonnee ret du temps. 

1. Ecrire la force de Lorentz en fonction du potentiel. 

2. Calculer explicitement la composante suivant Ox du double produit vectoriel et montrer 
qu'elle peut s'ecrire (v= f) : 

(7.3) 

3. En deduire que la composante Fx de la force de Lorentz peut etre mise sous la forme: 

(7.4) 

111 



Mecanique quantique 

4. En remarquant que Ax = i:J~x (A.v), en deduire qu'un Lagrangien restituant I'equation 
fondamentale de la Dynamique est : 

L = ~mv2 - Q¢ + Q A.v . (7.5) 

5. Ecrire I'expression du Hamiltonien, H. 

6. Dans Ie cas d'un champ homogene (uniforme dans I'espace), verifier que I'on peut 

prendre A = ~i3 x r. En deduire que Ie Hamiltonien est : 

~ Q2 
H = ~m + Q¢ - ,,(I.i3 + 8m (i3 x r)2 , (7.6) 

ou "( est Ie facteur gyromagnetique reliant Ie moment cinetique j au moment magne­
tique j1 selon j1 = ,,(I. Interpreter physiquement Ie troisieme terme de I'expression 
(7.6). 

Pour donner l'idee simplement, on raisonne avec un seul degre de liberte q. A priori, 
l'energie potentielle Vest ici une fonction de q et de q, d'ou L = ~mq2 - V(q, q). Le 
calcul variationnel de Euler - Lagrange fournit l'equation £t ~~ - ~~ = 0, qui s'explicite 
en ~ (mq' - i:J':) - -i:JV = 0 soit mij = - i:JV + ~ i:Jv . Le premier terme au second membre 

dt i:Jq i:Jq' i:Jq dt i:Jq 
est Ie terme usuel, Ie second est identiquement nul si V ne depend pas de la vitesse. 

Si on en revient a ]R3, la projection suivant l'axe Ox donne: 

.. OV d OV 
mx=--+--

ox dt oVx ' 
(7.7) 

et de meme pour les deux autres projections sur Oy et Oz. 

1. f=Q[-~1-v¢+vx(VxA)l. 

2. (vx (V x A))x = Vy(V x A)z -vz(V x A)y. Les deux termes valent respectivement1 

vy(OXAy - OyAx) et vAozAx - oxAz). En faisant la difference, et en ajoutant et 
retranchant xxoxAx, il vient : (v x (V x A))x = v. txA - v.VAx, mais comme ret 
v sont des variables independantes, ceci s'ecrit tout autant : 

~ ~ 0 ~ ~ 
(v x (V" x A))x = ox (A.v) - v .V" Ax . 

3. Fx = Q[_i:J~x - ~~ + tx(A.v) -v.VAxl . Notant que tt +V.V == £t, on voit que 
la projection suivant Ox de l'equation fondamentale de la Dynamique, mx = Fx , 

prend la forme mx = -oxQ(¢ - A.v) - Q£tAx et commence a ressembler a (7.7). 
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En gardant un ceil sur (7.7), et en utilisant la suggestion de l'enonce, a savoir 4. ~ 
remarquer que Ax = &~x (A.v), on ecrit : 

mx = -~Q(¢ - Xv) - Q~~Xv . ax dt avx 

Le potentiel scalaire ¢ du champ elect rique ne depend pas de la vitesse, et on peut 
donc l'incorporer dans la derivee -JL ; en choisissant judicieusement Ie signe au vu 

UV x 

de celui deja present dans Ie premier terme, on ecrit ainsi : 

mx = -~Q(¢ - Xv) - Q~~Vr.v - ¢) . ax dt avx 

Par comparaison avec (7.7), on voit que V =Q(¢ - Xv), donnant Ie Lagrangien : 

L(r, v, t) = ~mv2 - Q¢(f, t) + QA(r, t).v 

5. Le moment conjugue pest egal a ~~ so it : 

Ip=mv+QAI 

d'ou inversement v = ';"(p - QA). 

H ~ p.v - L = p . .;,,(p - QA) - !m[';"(p - QA)]2 + Q¢ - QX';"(p - QA). En 
developpant et en regroupant les termes, on trouve sans peine : 

[H= ~(P_QA)2+Q¢[ 
6. Dans Ie cas d'un champ homogene (uniforme dans l'espace), on peut toujours definir 

l'axe Oz Ie long du champ, auquel cas B = (0, 0, B) et A = (-!By, !Bx, 0). Cela 

etant, on verifie immediatement que (0, 0, B) = '\7 x (-!By, !Bx, 0). Le result at 

est evidemment independant du choix d'axes, d'ou effectivement A = !B x r. 
_2 n 1 ~ Q2 ~ 

Le Hamiltonien s'ecrit alors H = ~ - ~"2 (B x T) . p+ 8m (B X T)2 + Q¢. En faisant 
une permutation circulaire dans Ie produit mixte, on fait apparaitre Ie moment 
cinetique J ~ r x pet finalement : 

I H = ~ + Q¢ - ryJ.B + ~ (B x T)2 1 

avec ry = 2~' facteur gyromagnetique classique reliant Ie moment cinetique J au 

moment magnetique j1: j1 = ryJ ; Ie terme lineaire en champ est bien du genre 
- j1.B (couplage dipolaire magnetique). 

Le quatrieme terme est essentiellement positif, donc destabilisant, et decrit Ie dia­
magnetisme, pMnomene universel des que des charges sont en mouvement (loi de 
Lenz microscopique). Si Ie moment cinetique est nul (alors Ie moment magnetique 
l'est aussi), Ie paramagnetisme est absent, seulle diamagnetisme apparait ; d'ordre 
B2, il est en general masque par Ie paramagnetisme quand celui-ci existe. 
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7.2 Invariance en forme de l'energie cinetique POUr 
des co or donnees cartesiennes 

En raisonnant simplement avec I'expression du carre de la norme d'un vecteur dans un espace 
vectoriel rapporte a une base orthonormee, expliquer pourquoi I' energie cinetique est toujours 
de la forme I:l ~mqr quand les ql sont des coordonnees rectangulaires. 

Dans un espace vectoriel rapporte a une base orthonormee, le carre de la norme 
de tout vecteur (qui est une caracteristique de ce vecteur) est de la forme I:n X~. On 
sait bien a un niveau elementaire que l' energie cinetique est Ecin = ~miJ2 = u~ +u~ +u~, 
avec U x = ~. E cin est donc le carre de la norme d'un certain vecteur. 

v 2m 

Tout changement de coordonnees definissant de nouvelles coordonnees rectangu­
laires ql se fait au moyen d'une transformation orthogonale qui, par definition, transforme 
un repere orthonorme en un autre repere orthonorme. Dans Ia nouvelle base, le carre de 
Ia nor me est encore egal a la somme des carres des composantes. D'ou I'invariance en 
forme de E cin , outre son invariance "absolue" CIa norme d'un vecteur ne depend pas de 
la base choisie pour Ia calculer !) 

7.3 Equivalence entre equation differentielle et 
principe variationnel 

Soit I'equation differentielle2 
: 

- j"(x) + v(x)f(x) = Ef(x) , (7.8) 

ou vex) est une fonction connue et ou E est une constante. La fonction f(x), a valeurs a 
priori complexes, est astreinte a etre de module carre sommable : 

llf(xW dx < +00 . (7.9) 

En efFectuant une integration par parties, montrer que I'equation (7.8), completee par la 
condition (7.9), est equivalente3 a ecrire la stationnarite de la fonctionnelle F[f] definie 
comme : 

F[f] ~ l f*(x) [f' (x) + v(x)f(x) - V(x)] dx , (7.10) 

20n note au passage que cette equation a la forme d'une equation aux valeurs propres pour l'operateur 

differentiel -~ + v(x). 
3De fagon deguisee, ce result at est la base de l'approximation dite methode variationnelle, voir 

Tome II, chapitre 23. 
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, \ est un parametre auxiliaire (dit multiplicateur de Lagrange) ; combien vaut-il en fin de 
oU /\ 
compte? 

~~~~~~=========?~?~?~?~?~?~?~?~?~?=============== 

Quand la fonction f varie de 8 f, la fonctionnelle F varie de 8F == 81 + 81*, avec: 

81 = ~ f* (x) [8f'(x) + v(x)<5f(x) - >'8f(x)] dx . 

En integrant par parties Ie terme en 8 f' de la deuxieme integrale, et en uti lisant les 
conditions aux limites assurant que 8f = 0 aux bornes, on obtient : 

81 = ~ f*(x)[- f"(x) + v(x)f(x) - Af(x)]8f(x) dx . 

La variation <5F sera nulle quel que soit 8f ssi Ie terme entre crochets (ou son complexe 
conj ugue) est nul, soit ssi - f"( x) + v(x)f(x) - Af(x) = O. L'equation differentielle etant 
homogene, la condition de normalisabilite peut toujours s'ecrire fIR If(x)12 dx = 1, apres 
calibrage approprie de f. Dans ces conditions: 

>. = E = ~ f*(x) [- f"(x) + v(x)f(x) ] dx . 

7.4 Oscillateur harmonique traite en Mecanique 
analytique 

Soit une masse ponctuelle m attachee a I'extn§mite d'un ressort parfait de constante de raideur 
k ; I'autre extremite du ressort est maintenue fi xe. Xe designe la position d'equilibre de la 
masse, x son abscisse ; w est la pulsation propre de I'oscillateur ainsi constitue (k = mw2 ) . 

1. Ecrire Ie Lagrangien L de la masse m et I'equation de Lagrange qui s'en deduit. 

2. Former Ie Hamiltonien H et poser les equations de Hamilton . 

3. Trouver x(t) et p(t) sachant que la masse est lachee sans vitesse initiale a I'instant 
t = 0 au point d'abscisse Xo > Xe ; on notera E la valeur de I'energie mecanique. 

4. Soit Px(x)dx la fraction de temps (mesuree relativement a une peri ode du mouvement) 
pendant laquelle la particule se trouve entre les deux abscisses fi xees x et x + dx. 
Px(x) est ainsi la densite de probabilite de trouver la particule en ce point lors d'une 
observation effectuee a un instant arbitraire . 

(a) Exprimer Px(x)dx en fonction de la vitesse de la particule. 
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(b) Trouver I'expression de la fonction Px(x), parametn§e par I'energie E. 

(c) Normaliser Px et la tracer en fonction de x. 

5. De meme, soit Pp(p)dp la fraction de temps pendant laquelle I'impulsion a une valeur 
comprise entre pet p + dp. Trouver Pp(p) et normaliser ceUe fonction. 

6. Determiner les valeurs moyennes (esperances mathematiques, notees (x), (p), ... ) de 
x, p, X2 et p2. En deduire les ecarts-types4 de la position et de I'impulsion : 

(7.11) 

Exprimer Ie produit b..xb..p en fonction de E et de w. 

1. V(x) = ~k(x - Xe)2, d'ou : 

L = ~mx2 - ~mw2(x - x )2 
2 2 e 

ou encore mx + mw2(x - xe) = 0 ; c'est bien l'equation fondamentale de la Dy­
namique mx = - k(x - xe) (il serait evidemment commode de prendre l'origine au 
point d'equilibre ; pour l'exemple, on garde Xe jusqu'au bout). 

2. L = ~mx2 - ~mw2(x - xe)2. P ar ailleurs , p = ~f = mx, soit x = *', d'ou Ie 

HamiltonienH ~ px- L = mx2-~mx2 +~mw2(X-Xe)2 = ~mx2+~mw2(X- xe)2. 
En remplagant i; par *' : 

2 

Les deux equations de Hamilton sont d'une part i; = Op[~ + ~mw2(x - Xe)2] = ~, 

d'autre part p = -Ox[f: + ~mw2(x - Xe) 2] = -mw2(x - xe). 

3. L'integration est elementaire : de x = ~ on deduit x = ~ = -w2 (x - xe). Avec 
les conditions initiales prescrites, l'equation x + w2(x - xe) = 0 a pour solution 
x(t) = Xe + (xo - xe) coswt, d'ou (en utilisant p = mx) p(t) = -mwsinwt : 

[ x(t) - Xe = J ~~2 coswt 

Vne autre fagon de faire - qui est un bon exercice - consiste a integrer directement 
Ie systeme traduisant les equations de Hamilton (X = x - X e , P = g~ = p) : 

4que l'on peut aussi appeler incertitudes. Px et Pp sont finalement les distributions de probabilites de 
l'oscillateur quand, a de£aut de deux conditions initiales precises, on ne connait que l'energie initiale E. 

116 



L'Ancienne Theorie des Quanta 

la diagonalisation de la matrice introduit les deux valeurs propres ±w, et les 
deux vecteurs propres ex: (x ± ~), qui prefigurent les operateurs de creation et 
d'annihilation de£inis dans Ie Tome I, chapitre 16, section 16.3. 

4. (a) Px(x)dx est inversement proportionnelle ala vitesse (plus la particule va vite, 
moins elle passe de temps pres de x) ; elle peut se trouver pres de ce point 
avec une vitesse dans un sens au dans l'autre, d'ou P(x)dx = Ow dx, ou 0 

est la constante de normalisation, soit P(x) = 0 IVIT ' 

(b) La vitesse s'exprime en fonction de x grace a l'integrale premiere de l'energie, 
~mv2 + ~mw2(x - xe )2 = E = ~mw2(xo - xe)2, d 'ou : 

20 
Px(x) = -,;:::::::::=:==== wTJ ~~2 - (x - xe)2 

Px est visiblement une fonction paire de part et d'autre de Xe ' 

(c) La constante 0 est telle que J:~ Px(x) dx = 1 ou x± = Xe ± (xo - xe) sont 
les abscisses extremes du mouvement, qui delimitent la region accessible clas­
siquement ; l'integrale se calcule facilement et on trouve 0 = 1. En definitive: 

Cette [onction diverge aux bornes (la ou, la vitesse s'annulant, la particule 
passe relativement beaucoup de temps), mais est evidemment integrable. 

5. Les memes arguments disent que Pp(p)dp = ~Tih dp ; comme p = -mw2 x, on en 
deduit la densite normalisee : 

6. Compte tenu de la symetrie des densites de probabilite, on a (x) = X e , (P) = O. La 
valeur moyenne de x2 est : 

celle de p2 est (Po = J2mE) : 

On en deduit les ecarts-types, et leur produit : 

6.p = JmE 
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7.5 Oscillateur harmonique dans un champ constant 
et homogene 

Une particule de masse m et de charge q est soumise au potentiel central V(r) = ~ki2 (poser 

k = mw5) et a un champ electrique statique {, constant et homogene, pris Ie long de Oz. 

1. Ecrire Ie Hamiltonien H et les equations de Hamilton; observer que les equations du 
mouvement suivant chaque direction de I'espace sont decouplees les unes des autres et 
relier ce fait a une propriete de H. 

2. Integrer les equations du mouvement avec les conditions initiales : 

i(t=O}=(a,a, O) , v(t = 0) = 0 , (7.12) 

ou a est une longueur donnee. Les interpreter. Montrer qu'une manipulation simple 
sur H fournit immediatement ces resultats. 

3. Le champ electrique etant nul, on suppose que I'oscillateur est au repos a I'origine. A 
un certain instant, Ie champ est porte soudainement a la valeur constante E. Decrire 
(sans calcul) Ie mouvement ulterieur ; trouver une analogie mecanique. 

Le champ e\ectrique brise la symetrie spherique, et seule la composante Jz du 
moment cinetique est une constante du mouvement. 

1. H = ~ + ~ki2 +q¢(r} , avec t = - V¢. Comme test homogene, on peut prendre 

¢(r) = -{i, d'ou H = ~ + ~ki2 - q{i et, avec O z Ie long de { : 

I H = ~ + ~ki2 - qEz I 

Les equations de Hamilton sont f: = c::t =!!; ,et Pu = - ~~ = -ku avec u = x, y, 

pz = - ~~ = -kz + qE. Les equations du mouvement suivant chaque direction de 
l'espace sont decouplees les unes des autres parce que H est une somme de termes, 
chacun n'agissant que sur une seule variable. 

2. Des equations de Hamilton on tire x = -w2x, y = _w2y et Z = -w2z + :!!tE, avec 

w = fT. d'ou' Ym' . 

x(t)=Axcos(wt+ax), y(t)=Aycos(wt+ay} , 
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Avec les conditions initiales prescrites, Ie moment cinetique est nul: Ie mouvement 
est donc rectiligne. On trouve sans peine les 6 constantes d'integration Ax, ax, ... 

I x(t) = y(t) = a coswt , Z( t) = ~~2 (1 - coswt) I 

Le mouvement se deroule sur la droite intersection des deux plans d'equations 
respectives x = y et Z = ~:2 (1 - ~) ; les deux points extremes de I' oscillation ont 

pour coordonnees respectives (a, a, 0) et (-a , -a, 2;;;:2) 
Le Hamiltonien est H = ~ + ~mw2(f2 - ';':;'z£.r) . En completant Ie carre, H 

-2 ~ 2 ..... 

s'ecrit aussi fm + ~mw2 (f - m~2 £)2 - 2;'w2 £ 2. II s'agit (a une constante additive 
pres) du Hamiltonien d 'un oscillateur deplace, Ie point d'equilibre etant maintenant 
en (0, 0, Ze ~ ~£), correspondant a l'egalite entre la force harmonique de rappel 
et la force electrique. 

3. Juste apres la montee instantanee du champ, l'oscillateur est encore a l'origine, 
alors que son point d 'equilibre est maintenant en (0, 0, ze) : il effectue done une 
oscillation Ie long de Oz entre les deux points (0, 0, 0) et (0, 0, 2ze ). 

L'analogue mecanique est une bille suspendue a un ressort parfait dans Ie champ 
de pesanteur, initialement posee sur un support que 1'on supprime soudainement. 

7.6 Crochets de Poisson 

1. Montrer que {j,gh} = {f,g}h+ g{j,h}. 

2. L'espace etant rapporte a un repere cartesien Oxyz : 

(a) Trouver les crochets de Poisson des coordonnees entre elles, des moments conju­
gues entre eux et des coordonnees avec les moments conjugues. 

(b) Trouver les crochets de Poisson des composantes du moment cinetique ] entre 
elles et ceux de Ju , (u = x,y,z ) avec ] 2. 

=============== ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? l. ? =============== 

1. En raisonnant avec un seul degre de liberte pour simplifier l'ecriture, on a par 
definition du crochet de Poisson {f, gh} = * a~:) -U a~:). En appliquant la 
regIe (uv)' = u'v + uv' : 

8f (8g 8h) 8f (89 8h) {j,gh}=- -h+g- -- -h+g-
8q 8p 8p 8p 8q 8q 

En regroupant les premier et troisieme termes, on reconstitue {j, 9 }h, les deuxieme 
et quatrieme donnent g{f, h}. 
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2. En notant u, v, w les cOOl·donnees cartesiennes : 

(a) {u, v} = L:w=x,y,z g~ a~: - ~: g~ = L:w=x, y, z( <5wu x 0 - 0 x <5wv ) = 0 et 
de meme {pu, Pv} = O. En outre: 

(b) Les composantes Ju du moment cinHique sont Ju = L:v, w cuvwVpw ou Cuvw 
vaut 1 si uvw se deduit de xyz par une permutation circulaire, -1 si la per­
mutation n'est pas circulaire, et vaut 0 si deux indices ou plus sont egaux5 . 

Le crochet de Poisson {Ju , Jv } est: 

{Ju, Jv} = L L Cuv'w'Cvv"w" {v'Pw" v"Pw"} 
v',w'v",w" 

D " ., 'd {' " } {' " } ~l '{ " } apres ce qUI prece e, v Pw', V Pw" = v, V Pw" Pw' -,- V Pw', V Pw" , 
soit ({v', v"}Pw" + v" {Vi, Pw"} )Pw' + v' ({Pw" v" }Pw" + v" {Pw" Pw"})' c'est­
a-dire v"Pw,<5v'w" - v'Pw,,<5w'v". D'ou : 

{Ju, Jv} = L Cuv'w' L Cvv"w" (v"Pw,<5v'w" - v'Pw,,<5w'v") = 
V',W' V",W" 

L Cuv"w'CVV'V" v'Pwl -

v',w',v" v',w',w" 

L v'Pw' L(cuu'w'cvv'u' - cuv'u'cvu'w,) . 
v',w' u' 

u et v etant fixes (et supposes differents, autrement Ie crochet est surement 
nul), la somme sur u' ne produit a chaque Eois qu'un seul terme non nul; si on 
designe par w la direction se deduisant de u, v par permutation circulaire, la 
somme sur u' donne Cuww'Cvv'w - Cuv'wCvww' ; l'examen de cette combinaison 
dans des cas precis (par exemple u = x, v = y, etc.) montre qu'elle vaut tout 
simplement Cwv'w', d'ou : 

{Ju, Jv} = Jw (w se deduit de u, v par permutation circulaire) 

Trouvons maintenant les crochets de Poisson de Ju , (u = x, y, z) avec J2. Par 
~2 2 2 exemple, {lx, J } = 0 + {lx, Jy } + {lx, Jz }. 

Le premier terme est {Jx , Jy}Jy + Jy{JX l J1I } = 2JyJz ; Ie second terme est 

{lx , Jz}Jz + Jz{lx, Jz } = -21yJz, d'ou I {lu, J2} = 0 I 

5C:UlIW est appele tenseur campletement antisymetrique (ou tenseur de Levi-Civita) ; on Ie retrouvera 
par la suite, . . . notarnment a propos du moment cinetique traite en Mecanique quantique. 
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Action d 'une particule chargee uniformement ac­
ceIeree par un champ elect rique constant t 

Une particu~e de masse m et de charge Q est plongee dans un champ electrique constant et 
homogene £. Trouver son action Sex, t; xo , to) quand, partie de Xo a to, elle se trouve en 
x a I'instant t. Retrouver Ie cas de la particule libre. 

_2 

On choisit l'axe Oz Ie long du champ, auquel cas Ie Hamiltonien est H = frn - q£z, 
et ['action satisfait l'equation de Hamilton - Jacobi: 

8S = +q£z __ 1 [(8S) 2 + (8S)2 + (8S)2] . 
8t 2m 8x 8y 8z 

(7.13) 

c- - )2 
On a vu que l'action d'une particule libre est Slibre(r, t; ro, 0) = m r~tro . lci, Ie mouve-
ment est libre dans Ie plan perpendiculaire au champ; ceci donne l'idee d'ecrire l'action 
cherchee sous la forme : 

S(r, t; i'D, 0) = S.L(x, y, t; Xo, Yo, 0) + Sz(z, t; Zo, 0) , (7.14) 

OU S.L(x , y, t; xo, Yo, 0) est l'action d'une particule libre contrainte dans Ie plan xOy, 
satisfaisant donc : 

8S.L = __ 1 [(8S.L)2 + (8S.L)2] , 
8t 2m 8x 8y 

(7.15) 

et egale a S.L(X, y, t; xo, Yo, 0) = ¥HCx - xo)2 + (y - YO)2]. Reportant la forme (7.14) 
dans (7.13) compte tenu de (7.15), il vient : 

8Sz = +q£z _ _ 1_(8Sz )2 . ( ) 
8t 2m 8z 7.16 

L'inspection de l'equation (7.16) suggere de chercher Sz sous la forme d'un poly­
nome du second degre avec des coefficients dependant du temps. On pose done: 

Sz = m[a(t) z2 + 2b(t)zoz + c(t)z6] , 

les coefficients a, bet c etant homogEmes a l'inverse d'un temps. Reportant dans (7.16) : 

. 2 m 2 
m[a(t)z2 + 2b(t)zoz + c(t)zo] = q£z - 2" [2a(t)z + 2b(t)zo] , 

et l'identification en puissances de z donne les trois equations differentielles a = -2a2 , 

b = 2';;zo - 2ab et c = - 2b2, dont l'integration donne d'abord aCt) = 2t~T' T etant 
la constante d'integation. On integre ensuite l'equation differentielle de bet), qui donne 

bet) = 4!zo (t + ~ + ~~1), ou K est une nouvelle constante d'integration. Enfin, une 
derniere integration donne : 

( T2)2 
( 

q£ ) 2 [1 T 3 K - ""4 T2 ,] c(t) =-2 - -(t+-) - +2(K--)t+K 
4mzo 3 2 t + ~ 4 
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En calant fJj:- sur pz = q£t + mvo, on trouve T = 0 et K = - 2;;0, d'ou l 'expression de 
Sz a ce stade: 

m q£ q2£2 q2£2 
S (z t· zo 0) = - (z - zo)2 + -(z + zo)t - __ t 3 

- --K' 
z , "2t 2 24m 8m 

Enfin, on voit que la constante K' est nulle puisque l'action doit tendre vers zero quand 
z -t zo et t -t 0 Ie long de la trajectoire reelle. D'ou l'action d'une part'icule de masse m 
et de charge q uniformement acceleree par un champ electrique f : 

2£2 
8i la particule part de TO = 0, l' action au temps test ffi (x2+y2+z2)+~[zt- ~4m t 3 

; 

la surface d'action constante et egale a So a donc pour equation: 

2 2 ( q£ 2)2 2ts 1 (q£t2)2 
x + y + z + -t = - 0 + - -- . 

2m m 3 m 

En particulier, la surface d'action nulle est la sphere centree en (0, 0, _~t2), de rayon 
~ 
v'3m' 

7.8 Action d'un oscillateur harmonique 

Reprend re la question du probleme 7.7 pour un oscillateur harmonique. 

L'action S(q, t) de l'oscilla teur satisfait l'equation de Hamilton - Jacobi: 

(7.17) 

Par inspection de cette equation, on peut pressentir qu 'il doit exister des solut ions ayant 
la forme d'un polyn6me du second degre en x, dont les coefficients sont des fonctions 
du temps (et parametres par xo, point de depart au temps t = 0) . Par ailleurs, l 'action 
etant homogene a ML2T- l, il est naturel d'introduire les echelles propres du probleme, 
a savoir m, x8 et w. On en vient ainsi a poser: 

S(x, t; Xo, 0) = mw[a(t)x2 + 2b(t)xox + c(t)x~J 

Le report dans (7.17) donne les trois equations pour les coefficients inconnus : 

. W 2 
a = -- - 2wa 

2 
b = -2wab , c = -2wb2 

. 
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• def ( ) def () (3( ) def b() () def () • En introdUlsant 7 = wt, et en posant a 7 = at, 7 = t, ,7 = c t , on VOlt que, 
de fa~on assez remarqua~le, les equations differentielles prennent une forme independante 
de w : a = -~ - 2a2 , (3 = -2a(3, 'Y = _2(32 . Cette propriete va permettre de trouver 
les canst antes d'integration a. venir par reference avec la particule libre (w = 0). 

L'equation pour a est une equation de Ricatti, qui se resout par la methode 
standard. 11 existe une solution evidente, qui est constante, apart = ~ ; on pose done 
rnaintenant a(7) = apart + ,dr)' et on obtient l'equation lineaire pour la fonction ¢(7) : 

~-2i¢-2 = 0, d'ou ¢ = i(Ke2ir + 1) et a(7) = ~ z::~::+~. On peut des maintenant trouver 
la constante K en se calant sur la particule libre, ce qui impose limw--+o[rnwa(t)J = ffi, 
c'est-a.-dire limw--+o [mwa(wt )J = ffi, qui donne K = -1 et a(t) = ~ cotwt. 

L'equation differentielle pour (3(7) est maintenant /3 = -(3 cot 7 et a pour solut ion 
generale est (3(7) = s;;,'r ' A nouveau, la constante d'integration s'obtient en exami­
nant la limite de la particule libre, au on doit avoir limw--+o [2mwb(t) xoJ = - 2~:Q, soit 
limw--+o [2mw(3(wt)xoJ = - 2~:Q, qui donne K' = -~, et done bet) = - ~ sin wt. 

Enfin, l'equation differentielle pour ,(7) est 'Y = - 2 si~2 r' d'ou la solution generale 
,( 7) = ~ cot 7 + K". l ci, la condition sur la limite w -t 0 ne permet pas de trouver la 
canst ante K", qui est indeterminee. En fait, il faut K" = 0 pour assurer que l'action 
tend vers zero quand t -t 0 et x -t Xo en suivant la trajectoire reeUe. 

En rassemblant ces resultats, on obtient l'action de l'oscillateur harmonique : 

mw 
S(x, t; Xo, 0) = - .-[(x2+x6)coswt- 2xoxJ 

2smwt 

Comme le mouvement se deroule sur ~, les surfaces d'equiaction sont des points, 
solutions de l'equation : 

rnw 
_. __ [(x2 + x6) coswt - 2xoxJ = cste , 
2smwt 

soit (x2 + x~) coswt - 2xox = 2a2 sinwt, ou a est une longueur a priori arbitraire. La 
surface est donc un couple de deux points d'abscisses co;wt [xo ± Jx5 + a2 sin 2wtJ. Les 
surfaces sont reelles : la longueur a ne peut donc etre plus grande que Xo. 

7.9 L'atome d'hydrogene selon Bohr - Wilson - Som­
merfeld 

II s'agit d'etudier en detail les etats lies de I'atome d'hydrogene d'apres l'Ancienne Theorie 
des Quanta et d'obtenir en particulier I'energie associee a une trajectoire donnee de I'electron 
(masse m) aut~ur du noyau (masse M). On sait qu 'une telle etude procede en deux temps: 
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1. determination des trajectoires classiques (parties A et B) ; 

2. application des regles de quantification (partie C) . 

La derniere partie, D, est une breve analyse des resultats. 

A Separation du mouvement du centre de masse 

On designe par f;, et ti les rayons-vecteurs de I'electron et du noyau par rapport a un 
repere quelconque, ve et Vies vitesses correspondantes. 

1. Ecrire Ie Lagrangien £: en fonction de ces variables, soit £: (f;" ti, Ve , V ). 

2. On introduit Ie rayon-vecteur tic du centre de masse G, et r = f;, - ti. Montrer que 
Ie Lagrangien peut s'exprimer sous la forme suivante : 

(7.18) 

OU v = r. Quelle conclusion peut-on tirer de cette expression? 

3. Rappeler pourquoi Ie moment cinetique total du systeme par rapport au centre de 
masse, j , est une constante du mouvement. Quelle conclusion en tire-t-on a propos 
de la trajectoire ? 

Dans toute la suite , on examine exclusivement Ie mouvement interne decrit par L , 
represente en coordonnees polaires (r , e) dans Ie plan perpendiculaire a 1. 

B Integration des equations du mouvement 

1. Former Ie Hamiltonien H du mouvement interne et ecrire les equations de Hamilton . 
Retrouver. la conservation du moment cinetique et interpreter I'equation ou ne figurent 
que r et r. 

2. Trouver la trajectoire, c'est obtenir la relation entre r et e. Pour ceci, eliminer Ie temps 
des equations obtenues ci-dessus et, changeant de fonction inconnue en posant u = 1, 

r 

montrer que I'equation pour la fonction u est : 

u" + u = K , (7.19) 

3. En deduire finalement que la trajectoire est une conique dont I'equation peut toujours 
etre mise sous la forme : 

r(e) = p 
1 + c cos e . 

(7.20) 

Donner I'expression de p (parametre de la conique) et de c (excentricite) . Verifier que 
la valeur de c par rapport a 1 conditionne la nature de I'etat correspondant (lie ou 
non-lie). 
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C Quantification de Bohr - Wilson - Sommerfeld 

Dans cette partie, ne considerant que les etats lies6 (E < 0), on applique les regles 
de quantification de Bohr - Wilson - Sommerfeld afin de faire Ie tri parmi toutes les trajec­
toires classiquement envisageables. Ces regles portent sur les variables d'action Jo et Jr et 

s' ecrivent : 
(7.21 ) 

1. Trouver les valeurs possibles du moment cinetique J, en consequence de la quantifica­
tion de Jo. Pn§ciser les valeurs possibles de I'entier no correspondant . 

2. Quantifier la variable Jr et en deduire la relation entre £ et les entiers nr et no . On 
donne I'integrale : 

r 1 dB = 7r 
Jo l+a cos B ~11-a2 

3. En deduire que I'energie E est don nee par: 

f,L e
14 

En = - 2n2 1i2 ' 

OU 71, E N* est simplement relie a nr et no. 

D A nalyse des resultats 

(lal < 1) . (7 .22) 

(7.23) 

1. Tracer, dans les plans (71,0,71,) et (J, E), les points representatifs des etats possibles. 
Quelle est la degenerescence de I'etat d'energie En ? 

2. Le theoreme du Viriel prend ici la forme7 : 

(7.24) 

OU la barre represente la moyenne dans Ie temps sur une periode T. En deduire la 
vitesse quadratique moyenne dans I'etat 71, en fonction de la vitesse de la lumiere, c, et 
de la constante de structure fine, a. 

3. Soit I: la surface de la trajectoire ; ecrire la loi des aires et en deduire une relation entre 
I:, Ie moment cinetique J et la periode T . Combien vaut Ie produit IEnl Tn ? 

4. So it (r) la moyenne de r sur I'angle B, sur une periode 27r. Etablir une relation generales 
entre rm et (rm+2 ). En deduire, sans calcul, la moyenne (r) dans I'etat (nr, no). 

5. Comment se generalisent ces differents resultats au cas d'un atome hydrogeno'ide de 
numero atomique Z ? 

=============== ?L?L?L?L?L?L?L?L?L? =============== 
6pourquoi l'energie d'un etat lie est-elle negative? 
7cas du champ Coulombien ; plus generalement, pour un potentiel de la forme VCr) = Ark, Ie 

theoreme du Viriel s'ecrit 2 Ecin = k E pot . 

8Cette relation fait intervenir la surface L:. 
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A Separation du mouvement du centre de masse 

D R- - mr.+MR - - - R- . - - R- !vI - R- - R- mr E 2. e G - m+M et r - r e - ,on tIre re - G + !vI+m r, - G - M+m' n 
inserant les vitesses correspondantes dans l'energie ?inetique de .c, on voit que les 

termes croises se compensent et il reste !(m + M)Rl; + !fJf'2, fJ = :+~, d'ou Ie 
Lagrangien exprime a I'aide des nouvelles variables: 

Le Lagrangien apparait maintenant sous la forme d'une somme de deux termes, 
I'un n'impliquant que Ie centre de gravite, I'autre les variables T et v du mouvement 
relatif. II en resulte que Ie mouvement du centre de gravite (qui est uniforme) est 
decouple du mouvement relatif - ce n 'est rien d'autre qu'un avatar de la Relativite 
galileenne. 

3. Le moment cinetique total du systeme par rapport a une origine 0 quelconque est 
.1;0 = m~ x ve + M R x V. En exprimant T, v, R et V en fonction des variables 

T, v, RG et VG, on trouve JIO = .1;G + fJT x v. Comme les forces exercees par Ie 
proton sur I'electron et sur Ie proton par I'electron sont centrales et opposees, Ie 
moment cinetique JIG est une constante ; par ailleurs RG x VG est aussi constant. 

II en resulte que la trajectoire est plane, situee dans Ie plan perpendiculaire a la 
valeur initiale du vecteur J 

B Integration des equations du mouvement 

1. L'expression de l'energie cinetique en coordonnees polaires de]R2 est !fJ(r2+r282) ; 
• ,2 

Ie Lagrangien est L = !fJ(r2 + r2(J2) - -~ , et les equations de Lagrange sont : 

d ,2 
. '2 e 

dt (fJr) - (fJr () - ~ ) = 0 , 
d 2' 
dt (fJr 0) = 0 ; 

I t ·, d' I dOE aL . dec aL 20' es momen s conJugues en ecou ent : Pr = ar = fJr et Po = 81i = fJr . 

Le Hamiltonien est H ~ Prr+poiJ-L; on trouve sans peine H = 2~ (p;+~p~)_ e~2, 
2 ,2 

d'ou resultent les equations de Hamilton r = aaH = 1!!:., Pr = _8aH = ~ - ~, 
~ ~ r ~ r 

8 = g:~ = fifo, Po = -~r: = o. 
Po est une constante du mouvement (0 est une variable cyclique) ; en consequence, 
la quantite Po == fJr 2 iJ est une constante : c'est Ie moment cinetique, J, fixe une fois 
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pour toutes par les conditions initiales. En effet, j = p,r x f: = p,ruo x (ruo + rite), 
rnais ito = BU6+'i' d'ou J = p,r2B == Po, et l'integrale premiere: 

2 ,2 

En derivant en temps p,r = Pr et en y substituant Pr = !fa - ~2 , on trouve l'equation 
ferrnee en r : 

(7.25) 

Le premier terme au second membre est la force centrifuge, puis que s'ecrivant 
. 2 2 

P, Cr~) , il est de la forme m vr dans des notations generales; Ie second terme est la 
force attractive de Coulomb. Notons egalement l'integrale premiere de l'energie : 

2. Pour eli miner Ie temps, on derive comme d'habitude la fonction composee r((}(t)) ; 
on note r' ((}) r" ((}) les derivees dr et d

2
r . , dO d02 ' 

Afin d'obtenir une equation fermee pour la fonction r((}), il suffit de remplacer 
les derivees temporelles de () en utilisant p,r2iJ = J, d'ou l'on tire B = ~ et 

e = .s!.. J = _ 2J r = - 2J r'B = - 2) r' J . Le report dans (7.25) donne: dt? ? ? ? ? 

1 I II 2 12 
En posant u = ~, on a u' = -~, u" = -~ + 7 et on trouve alors l'equation 
tres simple pour la fonction u((}) : 

,2 

u" + u = p,e 
J2 

Ce calcul un peu lourd peut s'effectuer de fagon plus elegante; on a r = r'B = r' 1"~2' 
d'ou i' = 1...s!.. r' = 1.. [.4.. r'] B == 1.. [.4...4.. -1] J = _ J2 d2 

1. Le report dans 
I" dt ~ I" dO ~ I" dO dO r? Ji2TI ~ r 

J2 d 2 1 J2 2 " ,2 
(7.25) donne immediatement -Ii" ~~ = I"r - e' ,soit U) + ~=7' 

,2 

3. L'equation en u a la solution generale Acos(g+¢) + 7, d'ou r(g) = H£c:SceH), 

avec I_ = ~:, I 
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et c = Ap. Pour la commodite, il est toujours loisible de choisir l'axe polaire astu_ 
cieusement, par exemple de sorte que la fonction r(B) so it extremale en B = 0 et 7r 
ce qui donne tj; = 0 et : ' 

I r(B) = 1 + :cosB I (7.26) 

D fac;on equivalcnte ceci revi nt it choisir l'axe pour que la vitesse soit initialement 
ptu· · men tangentiellc. La Con ante A (ou c) est determinee par calage sur une 
auLl' c ndition initialc 011 cn utilisant l'integrale premiere energie. On sait que 
t f.tV2 - (!~2 proud 1<\ OJ ~ J1t val ur B n to It poil1t de la trajecLoir ; ')1 : ' L'ivant 

,.2 + 7.202 = (7./2 + 1·2){}2 , on peut xprim r c tt ·ombiuai.oll n f 11 i J1 d e grft 
a 1 expression (7.26) ( t grace a IL7 ·

2 iJ = J). La a1cll lant. en 0 = POlll' simplifi l' 

(E 11'cnd la mem val 'ill' partout) , 11 trouY E = ~(e2 - 1) d au a I'eny l' : 

c= (7.27) 

L'expression (7.26) definit une famille de courbes appelees coniques (intersections 
d'un cone avec un plan), ou l'on distingue trois sous-familles : ellipse (cercle comme 
cas particulier), parabole et hyperbole. La nature de la conique est fixee par la 
position de c par rapport a 1 ; c s'appelle excentricite. 

Si c est superieur a 1, Ie denominateur dans (7.26) peut s'annuler, et Ie fait pour 
l'angle Boo = Arccos ~l ; en pareil cas, la trajectoire a des points a l'infini, avec 
une asymptote rectiligne : c'est une branche d'hyperbole. Ceci correspond au cas 
ou l'energie E est positive (cas d'une particule venant de I'infini avec une vitesse 
initiale non nulle). 

Si c < 1, la fonction r(B) est bornee et tous les points de la trajectoire sont a 
distance finie : il s'agit d'une ellipse (et d'un cercle dans Ie cas particulier c = 0 : Ie 
cercle est une ellipse d'excentricite nulle). Ce cas correspond it E < 0 et decrit un 
mouvement lie, et periodique. Dans ces deux cas, l'origine est I'un des deux foyers 
de la conique. 

Le cas intermediaire E = 0, soit c = 1, joue Ie role de separatrice entre les mouve­
ments lies et non lies. Alors, r(B) = ~2 P 2 ,et la trajectoire est une parabole dont 

cos '2 

Ie sommet est au point d'abscisse ~ sur I'axe polaire. 

C Quantification de Bohr - Wilson - Sommerfeld 

Dans cette partie, on ne considere que les etats lies E < O. 

1. La condition de quantification sur l'angle B est immediate puis que Pe = Jest une 
constante du mouvement: Je = J~7r J dB = 27r J, d'ou J = ne 2: == nelL ne ne peut 
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etre nul, puisque ceci donnerait une trajectoire rectiligne travel'sant periodiquement 
Ie noyau. En definitive: 

I J = noli (no E W) I 

2. On aprdr = p:rdr = Jtr'(())iJdr = Jtr'(())~dr = J~dr = J~d8. La condition de 
quantification s'ecrit, compte tenu de (7.26) 

12.". sin2 8 
Jc:

2 
( 8)2 d8 =nr h o 1 + c: cos 

L'integrale vaut 210"" (1'::~::o)2d8 ; une integration par parties la transforme en 

-~ 10"" l'::~!SO d8= fo 10"" (Hc~oSO - 1)d8= fo C/l~c2 -11'). La condition de quan­
tification est donc : 211' JCI1~c2 - 1) = nrh ; comme 211' J = noh, elle s'ecrit aussi 

no (Jl~c2 - 1) = nr, qui peut se mettre sous la forme: 

(7.28) 

l'entier nr peut etre nul, et correspond apr = 0 (trajectoires circulaires). 

() 
2 _ 2EJ2 

_ 2En
2

fj,2 d' ' fi 1 E _ ye" 3. Selon 7.27, l-c: - - jJ.e" - -~, ou naement - -2(n
r
+no)2/i2' En 

posant n = nr + no E N*, les valeurs possibles de l'energie sont : 

(7.29) 

Dans ces notations c: = /1 - ~. Pour n donne, l'ellipse de plus grande excentricite 

correspond a no = 1 (C:max = /1 - ;2) ; Ie cercle (c: = 0) correspond a no = n. 

D Analyse des resultats 

1. Chaque etat est caracterise par un couple de deux nombres quantiques (no, n). 
Pour une valeur de l'energie, soit pour n fixe, l'entier no peut prendre les valeurs 
1, 2, 3, ... , n : il y a done n valeurs possibles pour no ; la degenerescence est 
d'ordre n puisqu'a une valeur de l'energie correspondent n etats distincts. On peut 
aussi, conventionnellement, introduire plutot l'entier9 I ~ n-no ; alors chaque etat 
est caracterise par Ie couple (n, I) ou I = 0, 1, 2, ... j n-1. L'etat l = ° correspond 
au cercle (symetrie "spherique"), l'etat l = n - 1 est Ie plus "elliptique". 

9Cette definition anticipe les notations reprises dans Ie Tome II a propos du traitement quantique de 
I'atome d'hydrogene (ch. 19). Au stade actuel, I'introduction de I au detriment de no est assez artificielle. 
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Figure 7.1: Representation des etats possibles dans les plans (no, n) et (J, E). Er est 
dH J,le

J4 

l'energie d'ionisation a partir de l'etat fondamental , Er = 2hZ ~ 13,6 eV, telle que 
En = -~2 Er. 

2. Par Ie theoreme du Viriel, En = - Ecin, soit ~J..tV2 = 2'n;/~2' d'ou: 

3. La surface du petit secteur balayee par Ie rayon-vecteur entre B et B + dB est 
dI; = ~r x rdB = ~r2B dt == 2~ dt . Si Test donc Ie temps necessaire pour faire un 
tour d'ellipse (c'est la periode du mouvement), on a : 

(7.30) 

L ,. d T rT dt r271" dO r271" dO JEt.. r2:rr dO L" t' 
a peno e vaut = Jo = Jo ¥ = Jo J!(J1-r2 ) = J Jo (1+£ cos 0)2' m e-

grale peut se calculer en la prenant comme [fA J0271" A+:~OSO] A=1 et vaut (1_;;)3/2' 

d ' '1 , . d rp d l"t t rp 27rJ1-p 2 2 J 3 1 _ 7r ~ ou a peno e.l. n ans e an: .l.n = J(1_£2)3 /2 = 7r;e;< (1 _ £2)3/2 - V2 ~ 
compte tenu de (7.29) , il vient : 

Quant a la surface de l'ellipse, elle vaut I; = (1_:~~3/2 = 7rn3noa5 (pour no = n, 

l'ellipse est un cercle de rayon Rn = n2ao). 

4. rm ~ l rT 1·m dt En utilisant dt - I!:. r2 dB on a rm - L r27r rm+2 dB cette T Jo' - J' - JT Jo 
integrale est 27r (rm+2 ), d'ou, utilisant (7.30), la relation demandee : 
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En prenant m = -1, et en utilisant Ie theoreme du Viriel, on a : 

~ (1) 3 2 -2En 3 2 1 
(r) = - - = n noao --2- = n noao -2- = nnoao 

7r r e' n ao 

Ie cas partieulier no = n redonne Ie eercle de rayon Rn. 

5. Pour un atome hydrogenoide de numero atomique Z, Ie seul et unique ehangement 
est Ie remplaeement de e,2 par Ze,2 dans Ie Lagrangien. Il suffit done de faire la 
substitution e,2 ----; Ze,2 dans toutes les expressions ei-dessus. 

7.10 Quantification d 'une particule dans un segment 
de ~ 

Une particule libre de masse m et de vitesse v, peut se deplacer Ie long d'un axe appele Ox 
tout en restant confinee entre deux murs situes aux abscisses 0 et L. 

1. Tracer Ie graphe donnant la coordonnee x(t) de la particule en fonction du temps (on 
choisira x(t = 0) = 0). 

2. Quelle est la periode T du mouvement ? 

3. Suivant la prescription de l'Ancienne Theorie des Quanta, les seules trajectoires a retenir 
sont celles satisfaisant la condition: 

f pdx = nh , (7.31 ) 

ou p est Ie moment conjugue de x, n un entier naturel et h la constante de Planck. 
Quelle est ici I'expression de p ? 

4. Expliciter la condition (7.31) pour en deduire une relation entre m, v, L, n et h. 

5. A partir des resultats precedents, donner I'expression En de I'energie de la particule en 
fonction de n, m et L. Commenter. 

6. Quelle est la periode Tn du mouvement classique d'une particule ayant precisement 
I'energie En ? 

7. Donner I'expression de la pulsation de Bohr Wn +ln associee a la transition de I'etat 
n + 1 a I'etat n. Quelle est la periode Tn +1n correspondante ? 

8. Comment se comparent Tn et Tn+1n dans la limite des tres grands nombres quan­
tiques ? 
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1. Le graphe de la coordonnee x(t) de la particule en fonction du temps est une 
fonction en dents de scie de pente ±vo. 

2. La periode T du mouvement est T = 2L. 
va 

3. p = mvo· 

4. Jo
L 

mvodx + J1 m( -vo)dx = nh, soit 2 Jo
L 

mV5dt = nh, d'ou 2mvoL = nh. 

E 1 2 1 (nh) 2 . E 2 2 /i
2 C' t' t 5. n = 2mvO = 2m 2mL SOlt n = n 'Tr 2m£2' eCl es tres exac ement ce que 

donner a Ie traitement quantique complet du puits infini : il arrive ainsi que la quan­
tification "ancienne", legitimee dans la limite des tres grands nombres quantiques, 
donne en fait Ie resultat exact a tout nombre quantiquelO . 

6. La periode Tn du mouvement classique d'une particule d'energie En est: 

2L 
Tn= ----

nhj(2m) 

7. Wn+ln = k (En+l-En) = [(n+ 1)2 -n2l2~:~2 = 2~~z(2n+1), d'ou Tn+l n = 7r~r;:~l)' 

8. Si n » 1, Tn+l n ~ 4r;;f = Tn : la periode de Bohr tend vers la peri ode classique. 

7.11 Quantification d 'une particule dans une borte 
carree 

Une particule de masse m est confinee dans une bOlte carree a deux dimensions. La particule 
n'est soumise par ailleurs a aucune force et rebondit elastiquement sur les murs de la bolte. 
On designe par E > 0 I'energie de la particule, par x et y ses coordonnees (0 ::; x ::; L, 
0::; y ::; L), par v'" et Vy les composantes de sa vitesse et par Px et py celles de sa quantite 
de mouvement. 

1. Representer graphiquement x et y en fonction du temps t (x = 0, y = 0 en t = 0) . 
Quelle sont les (plus petites) periodes Tx et Ty des fonctions x(t) et y(t) ? A quelle 
condition sur Vx et Vy Ie mouvement est-il globalement periodique ? 

2. Pour chaque direction, proceder a la quantification suivant la prescription de Bohr -
Wilson - Sommerfeld en designant par nx et ny les entiers correspondants. Donner les 
valeurs possibles de I'energie, En~,ny . 

3. Etudier la degenerescence des niveaux d'energie. Trouver une difference qualitative 
entre les mouvements qui sont visiblement degeneres et ceux qui ne Ie sont pas. 
Representer dans Ie plan Ie mouvement dans I'etat nx = 3, ny = 1. 

IOn en va de meme pour l'atome d'hydrogime, dans la version non-relativiste. 

132 



L'Ancienne Theorie des Quanta 

4. Soit deux etats de la forme (nx + 1, ny = 0) et (nx , ny = 0) ; donner I'expression 
de leur difference d'energie . Quelle serait, selon Bohr, la frequence v associee a la 
transition entre ces deux etats ? Comment se compare-t-elle avec la frequence Vel du 
mouvement a I'energie Enx,ny=O dans la limite des tres grands nombres quantiques ? 

1. La vitesse est constante en module, egale a j"i.i ; ses composantes, fixees par les 

conditions initiales, valent ±vxo et ±vyo et changent de signe (rebond) a chaque 
fois que la particule atteint un des murs de la boite. x(t) et y(t) sont des fonctions 
en dent de scie, de pentes ±vxo et ±vyo. Les (plus petites) periodes sont Tx = 2L 

VxO 

et Ty = ~. Le mouvement est globalement periodique s'il existe deux entiers r et 
VyO 

s tels que rTx = sTy, c'est-a-dire si Ie rapport ~: est un rationnel. Classiquement, 
rien ne contraint ce rapport a etre dans IQ. 

Figure 7.2: Variation en fonction du temps des coordonnees de la particule confinee dans 
la boite carree. 

2. La condition sur Ie degre de liberte x est .f Pxdx = nxh, soit : 

soit mv;o 2LO = nxh, et de meme pour la direction y. Les conditions de quantifica-
Vx 

tion sont donc : 

Les valeurs possibles de l'energie, E nx , ny sont : 

d'ou: 
1['

2 lt2 

E n xny = (n~ + n~)2mL2 

Remarquons une nouvelle fois que les conditions de quantification eliminent la 
necessite de connaitre les conditions initiales, et que, une fois encore, cette maniere 
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de quantifier donne l'expression exacte pour l'energie quels que soient les nombres 
quantiques (pas necessairement grands), laquelle co'incide avec Ie resultat obtenu 
par un traitement quantique en bonne et due forme. 

3. Deux etats ou les nombres quantiques sont echanges ont la me me ehergie: la 
degenerescence est donc au moins egale a 2 pour to us les couples ou les deux 
llombres quantiqu sont difi'erents. Il s'agit d'une propriete de symetrie: les 
deux mouvement (n;x: Hy) et (ny, n x ) donnent deux trajectoires qui s'echangent 
1 ELI' symetrie par rapport a la premiere bissectrice. Si nx = ny, la trajectoire est 
invariante (pas de degenerescence), ce qui est evident puisqu'alors Ie mouvement 
se fait suivant la diagonale du carre partant de l'origine. 

En fait, il y a aussi des cas de degenere cence accidentelle : deux etats (nx , ny) et 
(n~, n~) ont la meme energie si n~ + n.~ = n'; +n'~. Par exemple, les couples (7, 4) 
et (8 , 1) sont degeneres d'ou une degener scen e totale d'ordre 4 pour la valeur 

65 2:12

2' De meme, les trois couples (15, 10), (17, 6) et (18, 1) donnent tous la 

meme energie 325 :;~122 ' d'ou un niveau six fois degenere. 

y 
L l'-----_='' 

2L/3 

L/3 

a..::::::...-____ ~x 
L 

Figure 7.3: Mouvement de la particule confinee dans la boite carree (nx = 3, ny = 1). 

II est interessant de noter que la quantification elimine les mouvements non perio­
diques, possibles classiquement ; en efi'et, Ie rapport des periodes est egal au rapport 
des vitesses suivant les deux directions, qui est maintenant forcement rationnel : 
TT" = ~ = ny. Dans l'etat n x = 3, ny = 1, on a Vx = 3vy d'ou la trajectoire dans 

y V:r nx 

Ie plan, dessinee sur la fig. 7.3. 

4. Enx+lO - Enx 0 = :;~122 (2nx + 1), d'ou la frequence de Bohr v = 4:L2 (nx + ~) 
associee a la transition entre ces deux etats. La periode du mouvement classique 
d A , • ( 0) t 2L - 2L - 4mL2 d" - ~ A' . e meme energIe n x , es v", - n

x
h /(2mEj - n ", h' OU Vel - 4mL2' lUSl , pour 

nx » 1, V = 4:£2 (nx + ~) ~ 4';'::£2 := Vel· 

7.12 Quantification d 'un modele atomique 

Dans un modele d'atome semblable a celui de J.J . Thomson , I'electron (charge e, masse m) 
est strictement confine a I'interieur d'une boule de rayon R, uniformement chargee positive-
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ent et de charge totale lei- On prend I'origine de I'espace au centre 0 de cette sphere et f 
:t Ie vecteur donnant la position de I'electron CIIf'II = r) . 

A. Cette partie rappelle quelques elements de la dynamique de I'atome a la Thomson . 

1. Pour r < R, utiliser Ie theoreme de Gauss pour trouver Ie module F de la force 
agissant sur I'electron ; en deduire I'energie potentielle VCr) de celui-ci, en choisissant 
VCr = 0) = 0 et montrer qu'elle peut se mettre sous la forme: 

1 
VCr) = -mw2r2 

2 
Vr < R . 

Dans toute la suite, on designe par Vo la valeur de V pour r = R. 

(7.32) 

2. On traduit Ie confinement strictll de I'electron a I'interieur de la boule positive en 
posant VCr) = +00 Vr > R. Un tel atome est-il ionisable ? 

B Dans cette partie, on procede a la quantification de Bohr - Wilson - Sommerfeld pour 
les etats d 'energie E inferieure a Vo. Pour Ie mouvement classique de I'electron, on prend 
comme conditions initiales f(t = 0) = (5, v(t = 0) = Va . 

1. Sans faire de calculs, decrire Ie mouvement de I'electron ; celui-ci peut-il atteindre les 
"murs" de la boule oll il est confine? Combien vaut Ie moment cinetique ? 

2. On designe par x I'abscisse de I'electron Ie long de I'axe oriente defini par vo. Trouver 
I'expression de xCt). 

3. Appliquer la prescription de quantification de Bohr - Wilson - Sommerfeld et en deduire 
I'energie En de I'electron. Quelles sont les valeurs possibles de I'entier n ? 

4. En choisissant les bons ordres de grandeur, preciser s' il existe peu ou beaucoup d'etats 

d'energie inferieure a Vo (on pourra introduire Ie rayon classique de I'electron re ~ ~ 
. def 12 

et la constante de structure fine a = ~c). 

5. Dessiner I'allure du spectre emis par I'atome pour to utes les transitions n'impliquant 
que les etats d'energie inferieure aVo . 

C On examine maintenant les etats d'energie superieure aVo . 

1. Decrire precisement ce qui se passe lorsque I'electron atteint la frontiere de la boule de 
rayon R. En considerant Ie mouvement d 'un oscillateur non confine de meme energie 
(et de meme pulsation w), montrer a I'aide d'un graphique comment on peut construire 
geometriquement la solution x(t) correspondant a E> Vo. 

110n adopte I'hypothese d'un confinement strict afin de simplifier les calculs pour la quantification 
des etats d 'energie superieure a Va. 
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2. Soit tl I'instant ou 1,(~lectron arrive pour la premiere fois a la frontiere de la boule. 
Exprimer la periode T du mouvement en fonction de tl' Donner I'expression de xCt) 
pour 0 ::; t < h avec x(O) = 0 et x(O) = Vo. 

3. Appliquer la regie de quantification et en deduire I'equation a resoudre pour trouver les 
valeurs de I'energie dans I'intervalle E > Vo. 

4. Montrer que cette derniere equation peut se mettre sous la forme : 

~[E' AI'csinE' - 1/2 + v'c=l] = n !iw 
1r Vo 

(7.33) 

et en deduire que, pour E' » 1, les energies croissent comme n 2
. Comparer au cas 

d'une particule libre confinee entre deux murs. 

A On rappelle ici pourquoi, dans Ie modele du globule de J.J. Thomson, Ie mouvement 
de !'electron est une oscillation harmonique. 

1. En raison de la symetrie spherique I champ'l c riqu . l'a lial ; il est manifeste­
ment dirige vel'S I'exterieur de la boul. oit E(?') le modul dt\ champ en un point 
situe it la distance r du centre; Ie th oremo d Gau s p . rID ~ d 'ecrire, pour r < R, 
41rr2 ECr) = Q};), QCr) etant Ia charge (positive) contenue it I'interieur de la sphere 

de rayon r. En raison de l'uniformite de la distribution de charge, Q(r) = (fl)3Iel, 
d'ou E(r) = 4J:~~3' soit : 

(r ::; R) 

P(r) = eE(r) est la force agissant sur I'electron, dirigee vers Ie centre (attractive), 
de module proportionnel it la distance au centre (attraction harmonique). L'energie 

potentielle s'obtient par integration ; en prenant l'origine en r = 0, VCr) = 8:;~~3 ; 
V (r) est ainsi de la forme : 

,2 
2 e 

w = -­
mR3 

2. Un tel atome n'est pas ionisable puisqu'ii faudrait une energie infinie pour sortir 
l'electron de sa bOlte spherique. On note que Vo ~ VCR) = ~~. 
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B On examine d'abord les etats d'energie inferieure a Va ~ V(r = R). 

1. Le mouvement de l'electron est celui d'un oscillateur harmonique Ie long du segment 
dont la vitesse initiale VA fixe la direction. L'abscisse extreme d'oscillation, rmax est 
telle que 0+~mW2r~ax = ~mv6+0. Comme E = ~mv6 < Va, rmax < R, l'electron 
ne peut atteindre la surface de la boite, et ne voit que la partie parabolique du 
potentiel. 

Le moment cinetique est une constante du mouvement (champ central). Il est nul 
au depart, donc nul a tout instant (ce qui assure que Ie mouvement est rectiligne). 

2. On a immediatement x(t) = ~ sinwt. 

3. La prescription de quantification de Wilson - Sommerfeld est f mx dx = nh (n 

entier), soit JOT mv~~ dt = nh. 

L'integrale vaut mJo
T 

v6cos2wtdt = mV6t = mV6~, d'ol! E = nl'iw. Pour que ce 
traitement soit valide, les valeurs possibles de l'entier n doivent satisfaire nl'iw < Va, 
soit n < n max ~ E[2~~w], ou EWl est la partie enW~re de ~. 

L 1 d d··, 11 d e
/2 

e
/2 j m1!-3 Cl< {R 4. a va eur e n max est con ItlOnnee par ce e e 2Rhw = 2RIi ~ = "2 V r.. 

Comme re ~ 2,8 X 10-15 m, avec R = 5 A, la valeur numerique de cette quantite 
est "-' 2X;37 ~2 x 105 ~ 1,6 : il y a donc tres peu d'etats lies, sauf a augmenter 

considerablement la taille du globule de Thomson (nmax varie comme ,,/R). Le 
modele atomique de Thomson, une fois quantifie, donne donc un tres petit nombre 
de raies et, toutes autres raisons mises a part (les experiences de Rutherford par 
exemple), est loin d'etre satisfaisant. 

5. Pour les quelques etats d'energie inferieure it Va, on a une suite de raies equidistantes 
(nmax au total), equidistantes et separees de I'iw les unes des autres. La transition 
la plus energetique correspond a n max ---7 n = 0, avec D..E = nmaxl'iw 

C Puisque E > Va, l'electron peut maintenant atteindre l'interieur de la surface deli­
mitant Ie globule. 

1. En arrivant a la distance r = R du centre, l'electron rebondit elastiquement, Ia 
vitesse changeant de signe instantanement : l'electron repart dans son mouvement 
harmonique avec comme condition initiale l'elongation ±R et une vitesse inversee. 
On peut tracer graphiquement Ie graphe de x(t) en raisonnant comme suit. On part 
de Ia sinusoide representant Ie mouvement non confine ayant Ia meme condition 
initiale en t = 0 (courbe en tiretes sur la fig. 7.4). Arrive au point A, l'electron 
confine repart avec la vitesse inversee, qui est egale a celIe du mouvement non 
confine en A'. De meme, juste apres Ie premier rebond en -R (point B), il repart 
avec la vitesse en B" du mouvement non confine, et ainsi de suite. Le graphe de 
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Figure 7.4: Mouvement de l'electron rebondissant sur la surface interieure du globule de 
Thomson. L'arc AB est Ie translate de l'arc A'B', l'arc BC est Ie translate de B" A", etc. 

x(t) s'en deduit : l'arc AB est Ie translate de l'arc A'B' de la sinusoide non confinee, 
l'arc BC est l'image translatee de l'arc B" A" non confine, etc. 

2. La periode T du mouvement est visiblement egale a 4tl' Pour ° ::; t < tl, et avec 
x(O) = 0, x(t) = ~ sinwt ; tl = .1 Arcsin Rw w w Vo 

3. En raison des symetries de x(t) d'une fraction de periode a l'autre, la regIe de quan­

tification i pdq = nh s'ecrit visiblement 4 JO
T

/
4 m~ cos2 wt dt = nh. L'integrale 

2 
vaut ~(T.. + .-!.. sin wT) d'ou la condition (E - 1mvo2) . w 4 2w 2' - 2 . 

4E 
-(wtl + sinwtl coswtd = nh 
w 

4. En utilisant h = ~ sinwtl, on exprime sinwh = ~ = 
w V 2E/ m 

4E (Arcsin -L + -L 11=1) = nh soit : 
w ..fE ..fEV.l-E" ' 

2 1 nw 
-(€Arcsin - + v'c=l) = n-
7r vic Vo 

j2V07ffi dec -L d 'ou 
J2E/ m ..fE' 

Si 10» 1, Ie premier membre est c:::: ~(€ ft- + vic) = ~vIc, d'ou vic c:::: n;~w et : 

(10 » 1) 

Les energies croissent bien ex n2 . 

Pour une particule libre d'energie E= ~mv8 et confinee entre deux murs d' abscisses 
±R, la periode du mouvement est T = 4R. La condition de quantification est Vo 1:: mv5 dt=nh, soit mv5T=nh, ou encore 4mvoR=nh. En introduisant l'energie 

• ~ 22r..2 

E, cecl est 4Rv2mE=nh, soit E= ~;::R2 . C'est exactement ce que donne Ie calcul 
ci-dessus avec 10 » 1, et c'est bien normal: dans ce cas, Ie potentiel harmonique 
est a peine visible pour la particule et tout se passe a peu pres comme si elle n'etait 
soumise qu'au potentiel de confinement en ±R. 
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7.13 Corrections relativistes Ie doublet HeY 

En suivant la meme trame que dans Ie probleme 7.9, effectuer completement12 Ie calcul de 
Sommerfeld (Tome I, chapitre 7, sous-section 7.3.3) pour en arriver a I'expression (1-7.140) 
de I'energie (noter qu'ici les periodes de I'angle ()(t) et de la distance r(t) ne co"l'ncident pas). 

~ 12 
Le Lagrangien relativiste peut etre pris sous la forme L = -mc2 V 1 - (32 + 7' 

d'ou resulte (--y = (1 - (32)-1/2) : 

8L . 
8.;. = m"(r == Pr , 

Les equations de Lagrange s'ecrivent : 

8L 2'_ -. = m"(r () = Po 
8() 

d ,2 
. ( '2 e) dt (m"(r) - m,,(r() - -:;:z = 0 , 

po est une constante du mouvement : c'est Ie moment cinetique, dont la valeur est notee 
J. L'energie, notee W, est aussi une constante, d'ou les deux integrales premieres13 : 

la conservation de l'energie s'exprimant aussi comme : 

(7.34) 

Il s'agit d'abord de trouver la trajectoire, c'est-a-dire Ia fonction r(()) dans Ie 
plan rapporte aux coordonnees polaires. Pour ceia - tout comme on l'a fait dans Ie cas 
non relativiste - on cherche a ecrire une equation differentielle pour la fonction r(()) en 
eliminant Ie temps. La premiere equation de Lagrange s'expIicite en : 

(. . ..) (J) 2 e,2 
m ,,(r+,,(r = m"(r --2 - - . 

m"(r r 

On a14 
.;. = r'e r' m;r2' d'ou r = -di-1t;;2 = -di[f,~ + *(1o~)e]. 'Y se deduit 

e /2 r I' I J de Ia conservation de l'energie : 'Y = - ~? ; par ailleurs, r = r () = r m"yr2 , d'ou 

12Les calculs sont un peu lourds ; avant de les aborder, il est vivement conseille de bien lire la sous­
section 7.3.3. Quelque temps apres son premier calcul, Sommerfeld a montre [10] que ce probleme pouvait 
aussi etre resolu a partir de I'equation de Hamilton - Jacobi relativiste (voir [9], § 39). 

13Dans Ie livre, l' energie E introduite est I'energie redonnant ~mv2 + V dans la limite non relativiste : 
E=W-mc2 . 

14r ' == ~8' 
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. d···· J2 e'~ (d 1)2 J~ d2 lOt . d I ., I' X[ resslon e 'r ; l' = (m"J3 ~ dO;: - (m,,)2r'~ (W2 r' n repor e ceCI ans a premIere 
eqllati n de La.grang t apres implifica tion ( Ieux termes se compensent), on trouve 

-~~ = f. - 1IlJ~/2 . Utilisant la COIl rvation de l'energie pour exprimer " on obtient 
final ' Ill'n I ~quatjon tres simple pour Ia. fonction ~ : 

2 ,4 
En posant w = 1 - ]2c2 ' p' J 2

c
2

ro
2 

• • I' I d ~, et en ChOlsissant axe po aire e sorte que 
ret = 0) = 0 en B = 0, on obtient : 

p' 
reB) = 1 + c;' coswB (7.35) 

ou c;' est une constante que l'on va exprimer en fonction de W et J. L'expression (7.35) 
montre que la trajectoire n'est pas periodique : quand B augmente de 27r, r ne reprend 
pas la meme valeur en raison du facteur w ; la trajectoire est une rosette, ressemblant a 
une ellipse en precession (avance du perihel,,:e). 

Figure 7.5: Trajectoire en rosette (c;' = 0,7, w = 0,99). 

Pour trouver I'expression de c;', on utilise la conservation de l'energie en evaluant 
la combinaison au premier membre de (7.34) en un point ou elle prend une forme simple, 

par exemple en B = ° ; alors r = 0, donc p2 se reduit a (r(o~)2 ' En faisant passer e~2 a 
droite dans (7.34), et en elevant au carre : 

utilisant l'expression (7.35), on obtient : 
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Compte tenu de l'expression de p' ceci se simplifie et donne finalement : 

(7.36) 

pour la comparaison avec le calcul non relativiste, il est utile d'introduire E = W - mc2
• 

Un calcul un peu laborieux, mais sans difficulte, donne une autre expression pour c' : 

I 1 J ( E) 2EJ2 E: = 1+1+-- --. 
1 + ~ 2mc2 me,4 me 

On veri fie que la limite c --t +00 redonne les expressions trouvees dans le probleme 7.9. 

Ces elements etant acquis, il est possible de proceder a la quantification selon 
Bohr - Wilson - Sommerfeld. Comme pour le cas non relativiste, la quantification sur 
l'angle est immediate, puisque Po est une canst ante du mouvement (egale a J) , d'ou 

Jo27r 
J dB = noh, soit : 

En ce qui conCern la variable radiale, la condition s'ecrit foTr Pr dr = nrh, au Tr est la 
periode pOUL' r. Un roi l' exprime en [onction de l'angle B selon (7.35), on voit que pour 
couvrir exa'l meaL un p'L'iod pour r, () do it varier de 0 a ~ > 27r. La quantification 
radiale s'ecrit donc : 

Apres une integration par parties, l'integrale a droite est egale a J;7r/w r U)" de, et vaut 
2nv ( ~ - 1) : la condition de quantification sur r peut ainsi se mettre sous la forme 

V 1 _ &/2 

1 - c,2 = ( 1 r (comparer avec l'equation (7.28)) . 
1+~ 

D'un autre cote, d'apres (7.36), on a aussi 1_c,2 = 1~:2 (m;;4 -1) ; par ailleurs, 
dM 12 R en introduisant la constante de structure fine a = e. ,on a w = 1 - ~. 

"c ne 

Egalant maintenant les deux expressions de 1 - c,2 , il vient : 

c'est-a-dire pour E = W - mc2 avec n ~ nr + no : 

mc2 

En, no = ,======== - mc
2 

1 + 0'2 

(n-lIo+Jn~-(,\2)2 

141 



Mecanique quantique 

En introduisant finalement l ~ n - no (l = 0, 1, ... , n - 1), l'energie s'ecrit : 

Chaque niveau d 'energie En de la theorie non relativiste se scinde en n niveaux tres 
rapproches; les corrections relatives 0: sont O(a2) ~ 5 x 10-5 , soit 8E rv 10- 4 eV, tous 
decales vers le bas et dont l'energie augmente avec no (diminue avec l). 
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Corriges du chapitre 8 

Structure du noyau atomique 

8.1 Puissance X emise par Bremsstrahlung 

Une anticathode de molybdene est bombardee par un faisceau d'electrons accelen§s par une 
ddp U = 10kV. 

1. Quelle est la longueur d'onde-seuil AD du spectre continu ? 

2. Sachant que seulement 1 % de I'energie de chaque electron est converti en rayonnement 
de freinage, et que chaque electron est stoppe sur une distance l de I'ordre de 20 A, 
quelle est I'ordre de grandeur de la puissance rayonnee par un electron? 

3. Le courant electronique a une intensite I = 10 nA ; quelle est la puissance X emise ? 

1. La longueur d'onde-seuil AD du spectre continu correspond aux photons les plus 
energetiques, ceux qui ont l'energie egale a celle acquise par les electrons acceleres 
par la ddp. Partant de Eev ~ 1~400, on a AA = 1~~2° = 1, 24A. 

A 
2 12·2 

2. D'apres la for mule de Larmor, la puissance rayonnee est P = ~J. La vitesse 

acquise par les electrons est v = V21~U, et Ie temps de freinage est f).t '" ~. La 
2 2 12e 2/l)2 2 12(21 IU )2 

deceleration est done d'ordre );.t = T' D'ou P '" e 3~3 e3m2 1~c3 . En 

introduisant ao ~ ~ ~ 0,53 A on a l ~ 40 ao et : 
me 
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Comme seulement 1 % est converti en rayonnement, la puissance rayonnee par un 
electron est ~ 1, 6 x 1O-7 W 

3. N;l el = 10 nA donne Ne ~ 6,3 X 1010 , d'ou la puissance X emise : 

IP x = 1,6 X 10-7 x 6, 3 X 1010 ~ 10kW I 

8.2 Emission d'un photon par un noyau 

On considere une transition nucleaire ou un noyau passe d'un etat excite d 'energie Ei a I'etat 
d'energie Er en emettant un photon de frequence 1/ ; on designe par Mi et Mr les masses du 
noyau reliees aux energies correspondantes par la relation E = M c2 

. . 

l. Ecrire les equations de conservation de I'energie et de I'impulsion dans Ie repere ou Ie 
noyau est initialement au repos. 

2. Soit {3 = ~ , ou v est la vitesse du noyau apres emission. Exprimer Ie rapport Mi/Mr 
en fonction de {3 et commenter. 

3. Calculer numeriquement la variation relative de masse pour Ie 21Op o, en prenant 
Ei - Er = 10 MeV et en confondant les masses du proton et du neutron (environ 
940 MeV /c2

) . 

4. Quelle est la vitesse finale du noyau apres emission? 

5. On pose hl/o = (Mi - M f)C2 . Trouver I'ecart de frequence I/o - 1/, et Ie calculer 
numeriquement pour la transition du 21OPO. Comment se compare-t-il avec la largeur 
naturelle de I'etat excite (duree de vie de I'ordre de 10- 12 s) ? 

6. Transposer ces questions en considerant une transition atomique, par exemple la raie 
Hoe de la serie de Balmer. Commenter. 

1. Les equations de conservation de l'energie et de l'impulsion dans Ie repere ou Ie 
noyau est initialement au repos sont : 

hI/ 
0= -'YMrv +­

c 

Bien evidemment, Ie noyau recule dans la direction opposee a celie de l'emission du 
photon. 
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2. En eliminant la frequence : MiC2 = -yMrc2 + -yMrvc, d'ou * = -y(1 + (3), soit : 

(8.1) 

Pour une transition atomique, hv est de l'ordre de quelques eV, alors que pour 
I'atome Ie plus leger, Mc2 est deja de l'ordre du GeV. Le rapport ~J; est done tres 

voisin de 1, et 6.M ~ Mi - /vIr ~ {3/VIi. Plus precisement, pour une transition de 
10 eV pour l'hydrogene, 6.:1 ~ 10-9 ~ {3, correspondant a une vitesse de 30 cm/s, 
tres petite devant la vitesse thermique moyenne a l'ambiante (de l'ordre de 1 km/s). 
pour une transition nucleaire, la variation de masse est de l'ordre de la dizaine de 
MeV. 

3. Par exemple, pour Ie 210pO, en prenant Ei - Er = 10 MeV, on a : 

6.M 10 - = ~ 5 X 10-5 ~ {3 
M 210 x 940 ' 

valeur associee a une vitesse de l'ordre de 15 km/s, plutot grande par rapport a 
une vitesse thermique a l'ambiante. 

S I (8 1) I · fi I d ' , .. J\lI.~ - M~ 4. eon . , a vltesse na e u noyau apres emlSSlOn est M: +Mr C. 

5. Posant hvo ~ (Mi - Mr)c2 , et compte tenu de la conservation de l'energie, on a 
- ( 1)h-1M 2 D' '(81) 1 {32 - 4M;2M; d" 1 _ (M;-Mr)2 

VA - V - -y- rC. apres . , - - (M?-M;)2' ou -y- - 2M;Mr ' 
et l'ecart relatif de frequence : 

va - v hvo 
= 

va 2MiC2 

Pour la transition du 21Opo VQ-V = 10 ~ 2 5 X 10-5 . par ailleurs la fre-
, VQ 2x210x940' , , 

quence de la transition est va = 10
7 

X 1,6x 10-
19 
~ 2 4 X 1021 d'ou va - v ~ 6 X 1016 6,6xlO 34 -, , -

Hz : Ie decalage en frequence dli au recul est tres grand devant la largeur naturelle 
6.vnat = 10~12 = 1012 Hz : la resonance -y en phase gazeuse est impossible - mais 
elle est possible en phase condensee (effet Mossbauer, ou Ie canon sans recul). 

6. Pour la raie H", de la serie de Balmer vov~v = (i -~) :~2 ~ 2 x 10- 9 . La frequence 
de cette transition est environ 4,6 x 1014 Hz, d'ou va - v ~ 9,2 X 105 Hz, qui est 
tres petit devant la largeur naturelle : la resonance est possible. 

8.3 Facteur de forme d'un noyau 

1. Trouver Ie facteur de forme d'une distribution spherique uniforme de charge de rayon 
ro pour un transfert de moment if. 
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2. Etudier les limites qro « 1 et qro » 1. Commenter. 

3. Posant A = 2;, montrer que I'intensite est nulle pour des valeurs An voisines de 2n~3rO, 
n entier. 

4. Pour avoir une bonne vision du noyau, quel est I'ordre de grandeur de la longueur 
d'onde du rayonnement incident? 

1. La distribution etant uniforme, la densite de charge est P = 411'~/3 ou Q est la 

charge totale. 8i if est Ie transfert de moment, Ie facteur de forme (de charge) 

est F(if) ~ rid d3r Po eiij.r . Pour effectuer l'integration, on prend Oz J va ume u noyau 
suivant if; avec la definition usuelle des coordonnees spheriques , il vient : 

(+ro (211' ( 211' 
F(if) = Po io r2dr io sinede i o d¢eiqrcos/J; 

l'integrale en ¢ donne un simple facteur 211' ; l'integration en e se fait immediate­
ment en notant que sin ede == -de cos e). Il vient : 

3 l+ro 
3 F(if) = -3- rdr sin qr = -( )3(-qrocosqro+sinqro) 

roq 0 qro 

soit: 
_ 3 (Sinqro ) 

F(q) = -( )2 -- - cosqro 
qro qro 

La distribution etant a symetrie spherique, Ie facteur de forme ne depend que du 
module q du vecteur if; tout naturellement, la fonction F ne depend en fait que de 
la seule variable adimensionnee disponible, a savoir qro. La fonction F(q) est liee 
ala fonction de Bessel spherique j~ (z) : F = 3A (qrO) - 3/2 j~ (qro) . 

2. qro « 1: F(q) = (q:O)2 [1- ~(qro)2 - (1- ~(qro)2) + . .. J = [1+ . .. J. Pour q = 0, 
F( q) est l'integrale de la densite normalisee de particules, et vaut 1. 

qro » 1 : F(q) c::: - (qr~)2 cosqro· 8i q » ro\ l'onde oscille tres vite sur l'espace 
nucleaire et Ie facteur de forme est petit (voir fig. 8.1) . 

3. Le facteur de forme s'annule pour qro = tan qro soit pour des valeurs de qro voisines 
de 3~ + n11' = (2n + 3H (n EN), soit A c::: 2~':J:3' 

4. Pour avoir une bonne vision du noyau, il faut qro rv 1, autrement Ie facteur de 
forme ne vehicule aucune information sur la geometrie du noyau : si qro » 1, il est 
pratiquement nul; dans Ie cas contraire, il est quasi constant et egal a 1. 
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Figure 8.1: Variation du facteur de forme d'une distribut ion uniforme. 

8.4 Desintegration du bismuth 

La desintegration ex du 212 Bi s'ecrit : 

2l2Bi ~ 208Tl + ex , (8.2) 

et s'effectue principalement suivant deux canaux a et b produisant des particules ex d'energies 
cinetiques Ea et Eb tres voisines (environ 6 MeV) , mettant ainsi en evidence un doublet 
de structure fine l de I'etat fondamental du noyau. Ces particules sont analysees par un 
spectrometre magnetique dont Ie champ constant 8, est perpendiculaire au faisceau des ex. 
Cet appareil permet de mesurer tres precisement I'energie des ex et done d'obtenir I'ecart 
entre les deu x niveaux nucleaires . 

1. Ces particules ex peuvent-elles etre considerees comme non-relativistes ? 

2. Quelle est I'expression du rayon R de la trajectoire decrite par une ex en fonction de sa 
masse Mo:, de sa charge qo: , de son energie Eo: et de B ? 

3. Apres avoir decrit un demi-cercle , les ex emises produisent deux impacts situes aux 
distances da et db de la fente d'entree dans Ie champ magnetique, supposee ponctuelle . 
Sachant que B = 0, 1 Tet que Mo:c2 = 3727MeV, expliciter la formule : 

(8.3) 

et trouver les energies Ea et Eb sachant que da = 7,08 met db = 7,10 m. 

4. Montrer que la structure fine bE du fondamental est donnee a une bonne approximation 
par : 

212 
bE = -(Eb -E) 208 a , 

(8.4) 

et calculer bE. 

IOn reprend la meme terminologie que pour un atome, mais les ordres de grandeurs sont evidemment 
tres differents. 
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5. Le canal a represente environ 70 % des desintegrations et sa constante de temps est 
Aa = 4,5 X 10-5 S- l. Trouver Ab et la periode radioactive T du processus global . 

La reaction examinee est la transmutation du bismuth (Z = 83) en thallium 
(Z = 81), avec emission d'une particule a : 212Bi ---4 208Tl + a. 

1. Comme Ea ::= Eb rv 6 MeV « Mo.c2 = 3727 MeV, les particules a peuvent etre 

considerees comme non-relativistes. Plus precisement, /3 ::= J i;2~ ::= 6 x 10-2. 

2. Mo.Yi: = qVo.B donne R = ~. 

3. La distance d a la fente d'entree est egale a 2R ; comme q = 21el, d = ~ 
d ' , E - lel2 B

2 c2 d2 ·. ou o.MeY - 2x3727xl06 e2 xl06 , SOlt . 

I Eo.MeY ~ 0,1206 d;, I 
d'ou Ea = 6,044 MeV et Eb = 6,078 MeV, Eb - Ea = 34 keV. 

4. On a MBiC2 = (MTI + Mo.)c2 + ~MT1V11 + ~Mo.V; et MT1VTl + Mo.Vo. = 0, d'ou 

Selon Ie niveau d'arrivee, Eo. = Ea ou Eb , d'ou : 

18E = (1 + ~)(Eb - Ea) = ~ x 35 ~ 36keV I 

Figure 8.2: Schema de la structure fine du fondamental du noyau de thallium; l'ecart 
entre les deux composantes du doublet est fortement exagere. 

5. Q, t b designant 1 s d ux niv aux d'arrlv' , lew' IOplllatioll 01 'j n nux Squa­
tious ~ = A;N (i = a, b) ou N est 1< 1 opulation d · I' tat ex '1.: i la omme 
d p pulati u, es t lle qu {ftC (I + b) = (>'0 + >'b) . ~ proportionnei all 
t we d mptag uivan Ie canal i , 11 ai qu 70% d des xcitati DS foo 
suivant. Ie canal a, d u >'''>'.{':>'b = 0 7, s it "\b = ~ >'a ~ 1 x 10- 5 S-1, La -period 

T du pr ", u gl I aJ est T = 1'l2 = ~:; x 105 ::= 1 1 x 1011 '::= 3 h Ul' . 
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• Remarque 

Compte t enu de la precision requise sur la longueur d, il est utile de verifier que 
le calcul non relativiste est valide. La seule modification a prendre en compte est 

d' ecrire r MaYi = qVaB, d'ou R = yM'BVo
, d 'ou 6: = r ~ ~fJ2 ~ 10- 3. Cett e 

incertitude est tres p etite devant la difference db - d, de sorte que le calcul non 
relativiste est tout a fa it justifie. • 

8.5 Barriere coulombienne pour deux noyaux de 
deuterium 

Deux noyaux, portant chacun une charge positive, ont tendance a se repousser tant que leur 
distance est grande devant la taille nucleaire typique . D'un autre cote, a tres courte distance 
(rv 5 F), I'interaction forte (attractive) reprend ses droits. Au total, i'energie d'interaction 
entre les deux noyaux augmente quand leur distance R decrort a partir de grandes valeurs, 
passe par un maximum pour R ~ 5 F , puis deerort tres vite pour R ;S 1 F . Pour fusionner 
deux noyaux legers, il faut done franchir une barriere d 'energie dite coulombienne , Eo ; pour 
Ie deuterium, Eo ~ 0, 15 MeV. 

1. En admettant que dans un gaz de deuterium a tres haute temperature la statistique de 
Maxwell - Boltzmann est valide, trouver la temperature a laquelle i'energie einetique 
moyenne est comparable a la barriere coulombienne. 

2. Inversement, pour un tel gaz a temperature ordinaire, les vitesses sont distribuees , 
theoriquement de 0 a + 00. On peut done imaginer que, en allant pecher tres loin 
des partieules de grande energie, eelles-ei soient capables de surmonter la barriere et 
fusionner sous I'effet de I'agitation thermique . 

(a) Donner I'expression de la fraction d'atomes 'rio ayant une vitesse superieure a une 
vitesse va donnee . 

(b) Compte tenu des ordres de grandeur en jeu , trouver une borne superieure pour 
'rio , et la calculer explicitement. 

( c) Que pensez-vous de la "fusion froide" ? 

? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? • ? . ? . L . L . L . L . L . L . L . L . L • =============== 

1. On veut ~kBT = 0, 15 MeV , soit T ~ ~ x ~51~~01O: x 300 = 1, 2 X 109 K. 

2. En admettant que la distribut ion des vitesses est celle de Boltzm ann, on prend 

f (v) = Ce- ! {3Mv
2 

avec C = (~)3/2 . 
, 2.,,-kB T 

149 



Mecanique quantique 

(a) La fraction d'atomes 'rJo ayant une vitesse superieure a une vitesse Vo est donnee 

par l'egalite 'rJo = Jv:oo 
47rv2 Ce- ~f3Mv2 dv. En posant v = J27JT x, on a: 

4 1+00 
_X2 2 'rJo= r;; e xdx, 

v 7r XQ 
Xo = J 2::T vo . 

(b) En faisant une integration par parties, l'integrale est ¥e-x~ + ~ Jx:oo e- x2 
dx. 

2 
Quand x > Xo, e- x < e-xQx d'ou : 

(c) Les atomes de tres haute energie ~mv2 ;::: Eo sont a priori cap abIes de franchir 

la barriere coulombienne. A T = 300 K, et avec Eo = 0,15 MeV, on a 
Xo = ~51;~01O: = 6 x 106 , ce qui donne la borne superieure de la fraction 
d'atomes susceptibles de franchir la barriere coulombienne : 

A titre de comparaison : on estime a 1080 Ie nombre total de noyaux dans 
I 'univers2 ... 

2Selon Arthur S. Eddington (1882-1944) : 

"I believe there are 15747724136275002577605653961181555468044 717914 527116709 
366231425076185631031296 protons in the universe and the same number of electrons." 

The Philosophy of Physical Science (Cambridge, 1939) 
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Corriges du chapitre 9 

L'avenement 
de La Mecanique quantique 

9.1 Horizon de Planck 

On note L, M et Ties dimensions longueur, masse et temps. c ~ 3 X 108 m/s designe la 
vitesse de la lumiere dans Ie vide. On rappelle que h ~ 6,6 X 10-34 81. 

1. Quelles sont les dimensions de la eonstante de Planck, h, et de la constante de gravi­
tation, G ~ 6,7 X 1O-11 81 ? 

2. En deduire I'existence d'un temps fondamental T et d'une longueur fondamentale I, ne 
dependant que de h, Get c, et I'energie E eorrespondante. 

3. T et I s'expriment par des formules ou h et G jouent des roles egalement importants, 
et constituent done des echelles caracteristiques ou les effets quantiques et les effets 
gravitation nels sont comparables. Com me on ne connait pas a I'heure actuelle une 
theorie englobant Meeanique quantique et Gravitation, T et I constituent I' horizon de 
la Physique d'aujourd'hui (horizon de Planck). Calculer numeriquement T, I et E. 

1. [h] = ML2T-1, Force = [G)M2L-2, d'ou [G) = M- 1L3T-2. 

2. On elimine la masse: [h)[G) = L5T-3 ; comme [c) = LT-1, Ie rapport ¥i- a 
pour dimension T2, d'ou Ie temps de Planck TPlanck, puis la longueur de Planck 
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def l' ' . d PI k E dM h lPlanck = CTPlanck et energle e anc P lanck = -- : 
TPlanck 

TPlanck = IW- IP lanck = IW- ~ 
EPlanck = V G 

3. T P lanck ~ 1,3 X 10-43 S, IPlanck ~ 4,1 X 10- 35 m, E Planck ~ 4,9 X 109 J ~ 3,6 X 1032 K. 

9.2 Consequences de l'incertitude sur les conditions 
initiales sur la prediction d'un mouvement clas-. 
slque 

L'analyse suivante1 constitue une mise a I'epreuve des vertus predictives de la Mecanique 
classique, dont I'une des hypotheses fondamentales est I'existence d'une trajectoire - concept 
nie d'emblee par la theorie quantique (se souvenir de la renonciation initiale de Heisenberg) . 
Plus precisement, il s'agit ici, sans remettre en cause les principes classiques, d'examiner les 
consequences d'une petite indetermination dans la connaissance de I'etat initial - inevitable 
en pratique2 

- sur la prevision a long terme du mouvement. On va voir que, en pratique, 
toute incertitude initiale ne peut que s'aggraver au cours du temps - d'ou Ie titre interrogateur 
de I' article de Born [11]. 

On considere un grand nombre de particules identiques de masse m en I'absence de 
to ute force exterieure ; pour simplifier, on se place a une dimension d'espace. A I'instant 
initial (t = 0), ces particules ont des positions qiO et des vitesses Vio = ~Pio legerement 
differentes les unes des autres ; I'information sur I'etat inital de cet ensemble de particules est 
tout entiere contenue dans la donnee d'une fonction Po(q, p) representant, dans I'espace des 
phases, la (densite de) probabilite pour qu'une particule ait, a cet instant inital, une position 
q et une impulsion p. En consequence, I'information sur Ie mouvement a un instant ulterieur 
sera decrite par une fonction p(q, p, t) donnant a I'instant t la (densite de) probabilite pour 
qu 'une particule ait, a cet instant t > 0, une position q et une impulsion p. 

1. En raisonnant comme en Electricite quand on ecrit la conservation de la charge electri­
que, montrer, en utilisant les equations de Hamilton, que la conservation du nombre 
de particules se traduit par l'equation3 : 

(9.1) 

lCette question a ete analysee par Born [l1J. 
2D'ou l'impossibilite de prevoil' a long terme Ie comportement des sytemes qui possedent une sensi­

bilite critique vis-a.-vis des conditions initiales (systemes generalement appeles chaotiques). 
3Cette equation est un avatar de l'equation d ite de Liouville, prenant iei une forme tres simple parce 

qu' il n'y a pas de force exterieure ; comment se generalise-t-elle en presence d'une force? 
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En deduire que toute solution est une fonction quelconque f de la forme : 2. 
p 

p(q, p, t) = f (q - -t, p) , 
m 

et ecrire la solution issue de Po(q, p). 

3. Afin de fi xer les idees, on fait Ie choix explicite suivant : 

Interpreter cette distribution initiale et ecrire p(q, p, t ). 

(9.2) 

(9.3) 

4. Soit Q(q, t) la densite de probabilite de trouver une particule au point q a I'instant t 
avec une impulsion quelconque (densite de probabilite margina/e). Ecrire puis calculer4 

Q(q, t) . 

5. Interpreter Q(q, t) et en deduire I'incertitude quadratique moyenne t::.q2(t) sur la posi­
tion d 'une particule de I'ensemble. 

6. Qu'en est-il de la distribution des impulsions, P (p, t ) ? Expliquer ce resultat. 

7. Soit a la taille d'une particule; on suppose que oq « a. A quel temps tl I' incertitude sur 
sa position est-elle comparable a a ? (alculer tl pour a = 1 cm en prenant I' incertitude 

ov = ~ = 1 Ilm/ s. 

8. Reprendre I'analyse precedente pour un ensemble de points materiels en mouvement 
circulaire uniforme5 sur un cercle (periode T = ~) ; au bout de com bien de temps 
I' incertitude angulaire est-elle egale a 21l' ? 

Avant de commencer les calculs il est possible, et utile, de prevoir qualitativement 
Ie resultat majeur . On part donc d 'un "nuage" de part icules (libres), dont les condit ions 
initiales varient legerement de l'une a l'autre : elles ne sont pas toutes au meme endroit, 
et n'ont pas to utes la meme vitesse init iale Va. Des lars, il est clair que Ie nuage de 
points initial va se diluer au cours du temps, puisque certaines part icules vont plus vite 
que d' aut res. On s'attend done a ce que la prevision du mouvement se degrade au 
cours du temps, l'incertitude initiale ne faisant que s 'amplifier larsque Ie temps s 'ecoule ; 
il apparait ainsi que les capacites predictives de la Mecanique classique doivent etre 
relativisees au seul vu des contingences, et notamment l'impossibilite en pratique de 
connaitre les conditions initiales avec une precision infiniment grande. 

4Ce calcul se fai t rapidement en remarquant que la convolut ion de deux gaussiennes de moyennes 
m1 et m2 et d'(§carts-types 0'1 et 0'2 est une gaussienne de moyenne m = m1 + m2 et d 'ecart -type 
0' = (O'r + O'D 1

/
2

• 

5Ceci permet d 'utiliser directement les resultats obtenus precedement. 
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1. La charge tot ale est conservee, ce qui signifie que si une charge se deplace et apparait 
en un endroit, c'est parce qu'eHe a disparu ailleurs. En d'autre termes, et comme 
il n'y a rien de magique ici, l'apparition en un point resulte d'un mouvement, 
autrement dit exige l' apparition d'un courant. Il y a donc un lien etroit entre 
variation locale de la densite de charge p et existence d 'un courant de charge ]. 
Ce courant donne Ie nombre de charges travers ant l'unite de surface par unite de 
temps, c'est donc Ie produit densitexvitesse, soit J = pv. 

A une dimension d'espace, ce lien etroit se traduit par l'equation Wi + M = 0, qui 
est une equation de bilan (tout ce qui rentre dans un petit volume moins tout ce 
qui en sort est egal a 180 variation de charge dans ce volume). La generalisation a IR3 
s'ecrit fl1!.at + "\' - x ~a'u = 0, ou en introduisant la divergence V. d'un vecteur : L.Ju~ , y , z u 

La description stati tiqu du problem · xatnio' ici eonsiste a. <.IiI' qu ellaque point 
mat sriel d rdolUle q . t d m m nt njtlgue p dans l'espace physiqu st 
representc par ill) C l' ain point dan ' un espae abstraiL ou on pOl' e en bact 
la coordonnee q et en ordonne 1 mom -nt. conjugue p ( pace des phases) . Si on 
onsidhe UD nsembl sLatisLiqu d N l'epliques d ees pint materiels l'ensemble 
51; r ' pl" sente par N point dan ' J' spac s pha . Si N est. a.ss z grand, on 

pent eonvaincre de 180 possibjJite d riefini1'6 une densite de p7'obabilite p(q p, t) : 
p(q, p, t)b.qb.p st la probabili te elemen ail' de trouvel' un yst m d l' n mble 
stati.· ique dans I p tit "volmn ' b.qb.p en ourant Le poin de' rdonn ' (q, p) a. 
I'in ant t . e n mbr Ie points etan Dxe pa.r definition 011 p uL dire que eha un 
cl 'entr ux jone Ie m~m role qu'une charge :Jem ntair en El ctricite, la charge 
tot ale etant conservee. 

II en l'esul qu o Ie m~me al'gum nt de conservation d> la chru·g · . qui produit 
I equation I. cale de on. ervation i-d sus, peut etre reeopi.c a l'iclent.iqu afin d 
traduire Ie fa it que Ie nombre de p jnts, N , onserve au eours du mouvement 
du nllage de points. n suffit. just d fair Ie di ti una-ire des pru'ametres pour ecrire 
l'equation cherchee. 

Dans l'espaee des phases, les "eoordonnees" sont q et p, la "vitesse" v a done 
pour composantes Vq = q et vp = p. Le recopiage de la divergence donne done 
l'expression a(pVq) + a(pv p

) qui s'explicite en : oq ap' 

soit : 

6 A condition de considerer des petits volumes /:;.q/:;.p, elE!mentaires au sens aussi petits que l 'on veut, 
mais finis . U extrapolation a. des domaines infiniment petits ("points") ferait surgir l'habituel et c\assique 
probleme de la description des variables aleatoires continues. En Physique, cette difficulte est toujours 
un faux probleme. 
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Comme chacun des points suit son mouvement dynamique (la trajectoire suivie est 
la trajectoire n~elle), les equations de Hamilton sont satisfaites a tout instant: 

. 8H . 8H 
q = 8p , p= -aq , 

d'ou: 
8(pvq ) 8(pvp ) 8H 8p 8 8H 8H 8p 8 8H 
aq + ap = 8p 8q + P 8q 8p - aq 8p - p 8p aq 

on ad met bien sur que la fonction H(q, p) satisfait k th sOl" m de Fubini, d'ou 
l 't~galite des deux derivees croisees et la compensation entre eux des deuxieme et 
quatrieme t ermes. Au total, Ie recopiage d I' quation 61ectriquc donne: 

8p + 8H 8p _ 8H 8p = 0 
8t 8p 8q 8q 8p , 

soit en introduisant Ie crochet de Poisson: 

c'est l'equation de Liouville. 

Comme q = ;, et que en presence de la force F la deuxieme equation de Hamilton 
donne p = -~~ = F , l'equation de conservation de la densite (de probabilite) p 
s'ecrit : 

(9.4) 

Cette equation est du premier ordre par rapport a toutes ses variables: elle decrit 
donc une evolution reversible par renversement du temps, ce qui n'est guere sur­
prenant puisqu'elle provient d'un formalisme hamiltonien purement mecanique. 

lei, la particule est supposee libre, F = 0, d'ou : 

(9.5) 

Pour trouver l'unique solution correspondant a un probleme physique bien pose, il 
faut se donner en plus une certaine condition, par exemple une condition initiale, 
en disant ce que vaut la fonction p(q, p, t) a un certain instant, en posant (et 
en exploitant) la condition p(q, p, t = 0) = Po(q, p) ou Po(q, p) est une fonction 
donnee. 

2. Par inspection de l'equation (9.5), on voit que n'importe quelle fonction f de la 

forme f(Q ~ q- ;,t, p) est solution; en effet Zd(Q, p) = -;,MJ, qui reconstitue 
(9.5), au nom des variables pres. Pour l'instant, la fonction fest quelconque ; on la 
trouve en ecrivant que f(q - [f,t, p)lt=o co'incide avec l'etat initial prescrit Po(q, p), 
soit f(q, p) = Po(q, p), d'ou f(q - ;,t, 1)) = po(q - ;,t, p), soit finalement : 

I p(q, p, t) = Po(q - ~t, p) I (9.6) 
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3. La distribution initiale consideree decrit un Image de points initialement situes en 
moyenne al'origine q = 0 avec une incertitude gaussienne oq sur leur position reelle, 
et avec une vitesse ~, a une erreur (gaussienne) op pres. 

L'argument precedent per met d'ecrire : 

(9.7) 

4. Pour avoir la densite de probabilite marginale Q(q, t), il suffit de dire que la particule 
peut etre au point q a l'instant t avec l'impulsion PI ou avec l'impulsion P2 ou ... 
Le ou se traduit par l'addition des probabilites de tous ces evenements exclusifs, 
c'est-a-dire par la sommation sur toutes les valeurs possibles de P, autrement dit 
en integrant sur toutes les valeurs de p : 

/

+00 

Q(q, t) = -00 p(q, p, t) dp 

explicitement : 

Q(q, t) = ---e-~ ---e 2~p2 dp 
/

+00 1 (q _ .J!.. t)2 1 _ (p-PO)2 

-00 V21foq V21fop 

Cette integrale gaussienne peut se calculer directement, mais Ie calcul est un peu 
penible; il est preferable de remarquer que Q(t) est une convolution de deux gaus­
siennes ; en effet, posant pi = P - Po et effectuant quelques rearrangements, Q(q, t) 
se met sous la forme : 

Q(q, t) = --- e -2J;2"[p- (w-po l] --- e -~ dp 
/

+00 1 1 2 1 p2 

-00 V21foq V21fop 

avec W ~ ~q, Jp2 dot (~)2. L'enonce rappeHe que la convolution de deux 
gaussiennes de moyennes ffil et ffi2 et d'ecarts-types 0'1 et 0'2 est une gaussienne 
de moyenne ffi = ffil + ffi2 et d'ecart-type 0' = vO'r + O'~. Q(q, t)dq est donc 
une probabilite gaussienne elementaire G(w)dw de moyenne Po et d'ecart-type 

[Jp2 + Op2] 1/2 , soit Q( q, t) = !!!: I exp (_ (~_POl2 ), c'est-a-dire : 
t V'hvop2+8p2 2VOp2+0p2 

5. Au vu de Q(q, t), il apparait que la moyenne de q est ~ : en moyenne, les par­
ticules sont al'instant t au point d'abscisse vat ou eHes seraient toutes en l'absence 
d'incertitude initiale sur la position et si eHes avaient toutes la me me vitesse initiale. 

L'incertitude quadratique moyenne sur la position d'une particule de l'ensemble est 
6.q2(t) = oq2+ (~)2 : eHe augmente au fur et a mesure que Ie temps s'ecoule (dans 
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l'espace des coordonnees, Ie nuage de points s 'etale) : toute incertitude initiale jinie, 
en position et en vitesse, rend la prevision de plus en plus incertaine au cours du 
temps. 

Noter que l'element determinant est l'incertitude sur la vitesse initiale ; au fond, 
rien ne serait change si la position etait connue avec une precision arbitrairement 
grande. Ceci se comprend bien: c'est l'incertitude sur la vitesse qui entraine 
que certaines particules vont plus vite que d'autres, et c'est bien cette incerti­
tude qui provo que la dispersion des trajectoires, avec 6.q2 '" t 2 aux grands temps 
(elargissement balistique) , contrast ant avec 6.q2 '" t pour un elargissement diffusif 
(voir par exemple probleme 1.2 p. 4). 

Par ailleurs un fait tres important merite d 'etre souligne: la distribution marginale 
en position, Q(q, t), a une evolution irreversible (eUe s'etale indefiniment), alors que 
l'equation de depart (9.4) pour p(q, p, t) est au contraire invariante par renver­
sement du temps, puisqu'eUe resulte d'un formalisme hamiltonien. Cette transition 
reversible ~ irreversible est l'exemple Ie plus simple du scenario classique dans 
lequella sommation sur certains degres de liberte (ici , un seul, Ie moment p) produit 
une perte d'information se traduisant par l'apparition de la fleche du temps. 

6. La distribution margin ale des impulsions, P(p, t) s'obtient en integrant p(q, p, t) 
sur toutes les valeurs de q : 

P(p, t) = --- e -~ --- e 26p dq 1
+ 00 1 (0- .l?.t)2 1 _ (p_p~)2 

- 00 -!2iio q -!2iiop 
Cette fois, l'integration est immediate, puisque la variable q apparaJ:t seulement 
dans Ie premier facteur ; en posant ql = q - ~, on obtient l'integrale d 'une 
gaussienne normalisee, qui vaut donc 1. Ainsi : 

1 (p _ p~)2 
P(p, t) = ~ e - 26p == P(p, t = 0) 

Ce resultat se comprend bien: comme il n 'y a pas de force appliquee, l'impulsion 
de toute particule ne peut pas varier et meme si on ne la connait pas avec une 
precision infinie, eUe gar de la valeur qu'eUe avait au depart. L'ineertitude initiale 
en impulsion reste done ce qu'eUe est au cours du temps, ce que traduit l'invarianee 
en temps de la distribution de p. 

7. Supposer que oq « a est une hypothese assez physique: eUe signifie que la position 
est initialement entaehee d'une erreur tres petite devant la taille d'une partieule. 
Par definition, Ie temps t1 est tel que 6.q2(tI) '" a2 ; dans l'hypothese oq « a : 

Avec les valeurs numeriques proposees, t1 '" ~g=~ = 104 s, soit environ 2 h 40 mn : 
alors, l'incertitude, initialement microscopique comparee ala taille d'une particule, 
est devenue aussi grande que ceUe-ci ! 
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Pour une particule brownienne, la situation est nettement plus catastrophique : on 
a alors a rv 1 Mm ; par ailleurs, sa vitesse thermique a la temperature ambiante est 

rv J3k;;'T rv f::l" rv 2 mmls pour une particule de densite rv 1 (e11e £lotte i) . 

Alors tl rv 2~~~~3 rv 0,6 ms ... Citons a ce propos un exemple fameux dli a Emile 
Borel [13] : Ie deplacement sur 1 cm d'une masse de 1 g sur Sirius produit une 
variation du champ de gravitation terrestre de I'ordre de 10-100 , ce qui interdit la 
prevision du mouvement d'un atome de gaz au-dela d'environ ... un mi11ionieme de 
seconde ! Sur ces questions, il faut citer l'analyse penetrante de Brillouin [14], a 
laquelle il est vivement conseille de se reporter. 

8. Uanalyse precedente se transpose pour un ensemble de points materiels en mou­
vement circulaire uniforme : q ~ (), P ~ Pe, dont Ie mouvement deterministe est 
() = wt, Po = mR2w = cste. 

Dne petite nuance est a apporter par rapport au cas precedent, puisque la variable 
() est comprise modulo 21r . En prenant au depart des incertitudes tres petites, et 
notamment (j() « 27r, il est legitime de modeliser la distribution initiale par une 
gaussienne tres etroite, dont les ailes sont tronquees a partir de valeurs ou, de 
toute fagon, la distribution prend des valeurs exponentiellement petites. Comme 
note ci-dessus, ce n'est pas l'incertitude en position qui compte et, apres tout, on 
peut meme, sans denaturer Ie probleme, analyser Ie cas limite ou il n'existe pas 
d'incertitude sur la position, ce qui revient a prendre une gaussienne infiniment 
etroite, c'est-a-dire une fonction de Dirac (j(()), convenant de choisir l'origine des 
angles au point ou toutes les particules sont initialement condensees. 

Sans faire de calcul, on imagine facilement que les conclusions sont les memes que 
precedemment, Ie paquet donnant la distribution margin ale de l'angle () s'etalant 
au cours du temps, pour devenir uniforme et egal a 2~ a temps infini. 

Si Pincertitude initiale sur Ie moment angulaire Po est ecrite sbus la forme mR2(jw, 
on peut etre d'avance convaincu (ne serait-ce que sur des considerations dimension­
nelles, et sur l'experience de l'analyse precedente) que, au debut du mouvement, 
l'incertitude sur Pangle ne peut etre que du genre J(j()2 + (tbw)2, avant de saturer 
a une valeur constante ; Ie passage d'un regime a I'autre se fait pour un temps tl 
tel que (j()2 rv (h<>w)Z : au bout d'un temps fini tl rv ~:, l'incertitude sur l'angle 
est de l'ordre de 27r, ce qui signifie que la prevision sur la position est denuee de 
toute signification. 

Le calcul detaille pro cede comme suit. Uanalyse hamiltonienne conduit au meme 
type d' equation pour la densite de pro babilite p( (), Po, t), fonction de l' angle () fix ant 
la position sur Ie cercle, et de son moment conjugue Po, qui est une constante du 
mouvement (c'est Ie moment cinetique) : Po = mR2 iJ = cste, que Pon note plus 
simplement J. On trouve maintenant : 

(9.8) 

Comme pest une fonction 27r-periodique, on peut la representer en serie de Fourier: 

'" ikO p((), J, t) = L Ck(t, J) e , 
kE'll 
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et se borner a l'etudier sur l'intervalle [-11", +11"], Le report dans (9,8) donne la rela­
tion Ck + ikwCk = ° entre les coefficients (w = m~2)' d'ou Ck(t, J) = e- ikwt Ck(O, J) 
et ['expression non achevee de la densite : 

p(B, J, t) = L e- ikwt 
Ck(O, J) eikO 

, 

kEZ 

Les coefficients Ck (0, J) s'obtiennent maintenant par calage sur la condition initiale 
Po (B, J) : 

~ 'kO p(B, J, t = 0) = L.., Ck(O, J) e1 = po(B, J) , 
kEZ 

d'ou l'on deduit Ck (0, J) = 2~ r~; e- ikO
' Po (B', J) dB' puis: 

p(B, J, t) = 2~ /+11' dB' po(B', J) L e- ikwt 
e-

ikO
' eikO 

-7r kEZ 

La somme sur k reproduit Ie peigne de Dirac 211" ~nEZ c5(B - B' - kwt - n 211"), 
Effectuant alors l'integration en Bf, on trouve la solution a l'instant t issue de 
Po(B, J) au depart: 

J 
pCB, J, t) = L po(B - mR2 t - n211", J) 

nEZ 

(9,9) 

La somme sur n exprime que tout ce qui arrive en B = +11"_ reapparait en B = -11"+, 
Si a t fixe on integre membre a membre sur [-11", +11"], Ie premier membre vaut 1 par 
definition, Le second aussi : on recupere juste ce qu'il faut pour que les "queues" 
des fonctions translatees (representant les particules qui ont fait plusieurs tours) 
s'additionnent pour donner une integrale sur [-11", +11"] tout juste egale a l. 
Pour simplifier, supposons qu'il n:existe pas d'incertitude sur la position initiale 
des particules, toutes situees en B = ° avec probabilite 1, et que la distribution du 
moment J (== po) est encore gaussienne : 

1 _(J-J%)2 

po(B, J) = c5(B) J21f-c5J e 20J 

Dans ces conditions, et selon (9,9), la densite de probabilite marginale pour l'angle, 
A(B, t), a pour expression: 

/

+00 J 1 (J-J )2 

A(B, t) = dJ L c5(B - --wt - n211")"f2; e-~ 
-00 nEZ m 211" c5J 

et vaut done: 

(B E [0, 2nD (9,10) 
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A(B, t) est donc une somme de gaussiennes translatees Ies unes des autres de 2mf, 
centn3es aux points ~Ii2 (donc derivant ala vitesse ;!liZ)' et s'elargissant toutes 
de la meme fa<;on, avec un ecart-type oB(t) = :'i::2 a variation balistique. L'allure 

de la distribution est pHotee par Ie parametre 'TJ <!g ~~. 

Si 'TJ « 1, les gaussiennes derivent vite et s'elargissent lentement. Un observa­
teur installe devant Ia fenetre [-1f, +1f] voit donc passer un train de gaussiennes 
equidistantes s'elargissant peu a peu j c'est une reminiscence du mouvement en 
l'absence d'incertitude, ou toutes Ies particules restent groupees et ou on voit passer 
periodiquement un pic de Dirac se depla<;ant ala vitesse angulaire ;!'A,o == w. 

Si au contraire 77 » 1, les gaussiennes defilent lentement et s'elargissent vite. 
En pareH cas, Ie profil s'elargit en faisant quasiment du sur-place j tout element 
evoquant une pseudo-periodicite est maintenant absent. 

L'evolution temporelle de A(B, t) sur [-1f, +1f] se visualise aisement en raisonnant 
geometriquement a I'aide d ce elem nt . P l ' x mple au debut du mouvement, 
seule la gaussienne n = 0 comp . l.'C II ment: 1 pa. IU t d'ondes se deplace vel'S la 
borne 7 Bmax = +1f, tout ell 'Jal'gissant. A u bout 1 un certain temps, la gaussienne 
n = - 1 (init;jaJemont centree en - 271' , et qui uit 1 m~m Tn uvcm nt) Comman e 
i~ p n : trer daJ1S l'iutervalle [- 1f +71'] pOUl' ontl'i1 \I r s nsibl m n ' a lao d ' fl . it' 
A(B, t) dans t intervalle . arri.vant Ile-mcme n bout de course, la gall ,' ·j -nJ 

n = - 2 PI' ,'nd I· l' lais t a insi de suiLe. Les gaussicnnc qui dCl'iv nt t s ' Jargi eot 
s'addit ionncnt toutes dans J intervrule [- 71' + 7T] pour recousLitu l' A(O t). A temps 
infini la omme d ' Lout · c s gal.l. sienn s vaut exact · mont i'Jr reprodui an comm 

il s doit une eli tribut ion uniform ou (0) = 0 t b.02 = ;'1 . 
Cette description intuitive se veri fie en effectuant Ies calculs detailles (et aussi des 
petits calculs numeriques qui sont vivement recommandes). 

La pertinence du parametre 'TJ saute aux yeux si on recrit'l'expression (9 .10) sous 

forme adimensionnee. Posant T ~f ;!'A,2 t, il vient : 

(B E [0, 21f]) (9.11) 

Par ailleurs, il est egalement utile de disposer de I'expression de A(B, t) en serie 
de Fourier, qui se prete bien au calcul des valeurs moyennes de B. En ecrivant 
A(B, t) = I:kEZak(t)eike, on a: 

(t) 1 J+1T -ike 1 "'" -::;b(e-n21T-r)2 dB ak = - e ~e ~ T 

21f -1T v'21f'TJT nEZ 

Dans chaque terme de la serie en n, Ie changement de variable 0' = B - 2n1f donne 

I' · t' . I J- (2n-l) 1T dB' I . 1'" I ± d III egra e -(2n+l)1T ; a somme reconstltue mtegra e entre 00, e sorte que 

(noter que eikn27f vaut toujours 1 puisque k et n sont entiers) : 

1 J+oo "ke' - 1 (e'_r)2 1. k 2 ( )2 ak(t) = e- l e ~ dB' = - e- lkr e-T TIT , 
21fv'21f'TJT - - 00 21f 

7 On suppose Jo > O. 
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d'ou une autre expression de A(e, t), tres commode pour calculer les valeurs moyen­
nes de l'angle : 

A(e, t) = 2~ L e-~'72T2k2 eik(O-T) 

kE'l. 

(9.12) 

L'expression (9.12) montre clairement que A(e, t) est normalisee a l'unite sur 
l'intervalle [-n, +n] ; il n'est pas difficile de verifier qu'il en est egalement bien 
ainsi avec la forme (9.11). 

Cette verification etant faite, les valeurs moyennes se calculent en effectuant des 
integrations sur [-n, +n]. La moyenne de e est (e)(t) = J:: eA(e, t) de, soit, en 
utilisant la forme (9.12) : 

De la meme fagon : 

Ces expressions montrent a nouveau clairement Ie r61e du parametre TJ : si TJ « I, 
Ie terme d'amortissement e-~'72T2k2 est peu efficace, et Ie debut du developpement 
reconstitue presque une serie de Fourier, exhibant la quasi-periodicite attendue : 
sans grande surprise, la position angulaire moyenne est reminiscente de celle qu'au­
raient toutes les particules si eIles avaient toutes strictement la meme vitesse an­
gulaire ;;'A2' Au contraire, si TJ » 1, seuls les tout premiers termes comptent 
reellement, et Ie mouvement est suramorti, Ie nuage de points s'uniformisant sans 
avoir eu Ie temps de faire plusieurs tours. 

<9,(,) 
3,0 

69«) 

. 1\ - 1 ." 1 2.5 , 

,.. ~ = 0,05 
~ ~ I 

2,0 ._11 

1.5 I /1 
I II I 

1/1 

III 
I 

0,5 
f I 

) '/" 

( ... ....... 
0,0 
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Figure 9.1: Variation en fonction de r = ;;'A2 t de la position angulaire et de l'ecart pour 
d'f (jJ 

deux valeurs de TJ ~ Jo' 
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9.3 Particule confinee sur un segment 

II s'agit de traiter Ie probleme d'une particule "Iibre" de masse m, confinee entre les abscisses 
x = 0 et x = L de I'axe reels (voir aussi probleme 7.10 p. 131). On designe par v Ie module 
de la vitesse de la particule quand elle a I'energie E. 

1. Quelle est la periode T du mouvement ? 

2. Exprimer la pulsation correspondante w en fonction de la vitesse v, puis en fonction de 
I'energie E. 

3. Representer graphiquement I'abscisse q(t) de la particule. 

4. On ecrit la serie de Fourier de q(t) sous la forme : 

q(t) = L qlc eilcwt 

IcEZ 

trouver les coefficients de Fou rier qlc (d isti nguer les deux cas k = 0 et k # 0). 

(9.13) 

5. Appliquer la condition de Bohr - Wilson - Sommerfeld f pdq = n h pour obtenir les 
energies quantifiees En. 

6. En deduire dans ce cas les quantites wen, k) et q(n, k) definies en (1-9.4) et (1-9.6). 

II s'agit de traiter Ie probleme d'une particule "libre" de masse m, confinee entre 
les abscisses x = 0 et x = L de l'axe reel (voir aussi probleme 7.10). On designe par v Ie 
module de la vitesse de la particule quand eIle a l'energie E. 

1 T = 2£ = V2m£2 . v E . 

2 W = 2rr = rr £ =.!I. !2E 
. T v £ V m' 

3. Le graphe de q(t) est une courbe en dents de scie, confinee entre les ordonnees 0 et 
L, de pente ±v ; l'expression de q(t) sur une periode est: 

T o ::; t ::; '2 : q(t) = vt , ~ ::; t ::; T : q(t) = 2L - vt , 

et est prolongee periodiquement sur tout l'axe reel. 

SCe probleme sera repris dans Ie chapitre 15 (puits infini a. une dimension). 
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4. La serie de Fourier de q(t) est q(t) = LkEZ qk eikwt . Les coefficients de Fourier sont 

donnes par qk = ~ JOT q(t) e-ikwt dt ; on trouve sans difficulte : 

r 1:. JT , 2 2 2 ti,2 5. Jo 2 mv vdt + 'I' (-mv) (-vdt) = nh, d'ou mv T = nh soit En = 1l'2~L2 . 
2 

6. Les quantites w(n, k) sont les frequences harmoniques du developpement de Fourier 

apres quantification, soit w(n, k) = k;~n:.~. Les q(n, k) sont les coefficients de 
Fourier de q(t) apres quantification; comme les qk ne dependent pas de l'energie 
E, les q(n, k) ne dependent pas de n et on a simplement q(n, k) = qk. 

9.4 Analyse de Fourier du probleme de Kepler 

II s'agit d'effectuer I'analyse de Fourier de mouvement lie dans Ie champ de forces en r- 2 

(I'electron dans I'atome d'hydrogene) ; la determination des trajectoires a ete esquissee dans 
Ie chapitre 7, sous-section 7.3.2, et accomplie en details dans Ie probleme 7.9 p.123. Les 
trajectoires sont des ellipses, d'equation polaire r(B) donnee en (1-7.121), caracterisees par les 
quantitesp (parametre) et E (excentricite) definies en (1-7.122). Dans cette representation, 
I'origine est en I'un des foyers F de I'ellipse, situe a la distance9 OF = at: du centre 0 de 
I'ellipse. La periode T du mouvement lie est: 

J etant Ie moment cinetique et f.1, la masse reduite electron - proton 
mouvement ont ete donnes dans Ie probleme (7.9). 

(9.14) 

d'autres details du 

Chaque ellipse est aussi definie geometriquement par ses demi-axes a et b, module des 
abscisses et ordonnees extremes de la trajectoire. Ces longueurs sont : 

p 
a=-1--2 ' 

-E 
b- P 

- J1 -g2 . 
(9.15) 

En termes des demi-axes, I'equation cartesienne d'une ellipse est, dans Ie repere xOy : 

(9.16) 

Le repere xOy est choisi de telle sorte que les relations de passage sont : 

x = aE + r cos () , y = r sin B . (9.17) 

9En theorie des coniques, OF s'appelle distance focale et est souvent notee c. 
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II s 'agit donc de trouver les deux developpements (series de Fourier) : 

X(t) = L Xkeikwt ) 
kEZ 

y(t) = LYkeikwt ) 
kEZ 

(9.18) 

ou x(t) et y(t) sont les coordonnes cartesiennes de I'electron , dependant du temps t selon : 

X(t) = aE + r(8(t)) cos 8(t) ) y(t) = r(8(t)) sin 8(t) . 

west la pulsation du mouvement lie : w = ;':. 

1. La conservation du moment cinetique s'exprime par : 

en deduire par integration que : 

OU : 

1 . 
t = - (a - E sm a) ) 

w 

a = 2Arctan X ) ~
-E 8 

X= -- tan-
1 +E 2) 

2. Les composantes de Fourier Xk sont donnees par : 

Xk = ~ raE + r(8(t)] cos 8(t) e-ikwt dt j
+T/2 

27r -T/2 

Montrer que : 
cos8 1 

-1-+-E- c-o-s-8 = -1 ---£-2 (cos a - E) 

3. On donne Ie developpement : 

eiusin¢ = L In(u)ein¢ 

nEZ 

(9 .19) 

(9.20) 

(9.21 ) 

(9.22) 

(9.23) 

(9.24) 

(9.25) 

en deduire une representation integrale des fonctions In(u) (fonctions de Bessel d ' indice 
entier) . 

4 . Etablir I'expression suivante des composantes Xk : 

aE 
Xo = - 2 ' (k i= 0) . (9.26) 

5. Effectuer Ie meme travail pour les composantes de Fourier de y(t), et montrer que: 

Yo = 0 ) (k i= 0) . (9.27) 
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Exprimer x(t) et y(t) en serie de cosinus et sinus respectivement. Verifier ces resultats 6. 
en faisant E = 0 (trajectoire circulaire, excentricite nulle). 

Notes: 

1. Quelques proprietes des Jk(Z) 

(9.28) 

(9.29) 

2. Une fois appliquees les conditions f pdq = nh, on trouve les relations (1-7.116), 
(1-7.129) et (1-7.132). Ainsi, les composantes de Fourier impliquent les quantites 
Jk±l(kEn ,no)' qui dependent bien des deux indices k (ordre de la composante de 
Fourier) et n (fixant I'energie En). 

3. Les series de fonctions de Bessel, ou I'argument Z des Jk(z) est en relation simple avec 
leur indice k, ont des proprietes remarquables et s'appellent generalement series de 
Kapteyn (pour en savoir plus: voir Ie monumental traite de Watson [16]). 

Il s'agit d'effectuer l'analyse de Fourier de mouvement lie (E < 0 en prenant a 
l'infini l'origine du potentiel coulombien) dans Ie champ de forces en ~ ; la determination 
des trajectoires a ete accomplie en details dans Ie probleme 7.9. Les trajectoires sont des 
ellipseslO

, d'equation polaire r(8) = HE~OS(}' caracterisees par la longueur p (pammetre) 
et E (excentriciU) definies dans Ie Tome I (voir par exemple eq. (1-7.122)). Dans cette 
representation, l'origine est en l'un des foyers F de l'ellipse, situe a la distance OF = aE 

du centre 0 de l'ellipse. La periode T du mouvement lie est donnee par l'expression 
(9.14), J etant Ie moment cinetique et JL la masse reduite electron - proton; d'autres 
details du mouvement ont ete trouves dans Ie probleme 7.9 p. 123. 

Chaque ellipse est aussi definie geometriquement par ses demi-axes a et b, module 
des abscisses et or donnees extremes de la trajectoire. Ces longueurs s'expriment a l'aide 
de pet E suivant a = 6 et b = ~. En termes des demi-axes, l'equation cartesienne 

2 2 

d'une ellipse dans Ie repere xOy est ~2 + ~ = 1. Le repere xOy est choisi de telle sorte 
que les relations de passage sont x = aE + r cos 8 et y = r sin 8. 

Il s'agit done de trouver les deux developpements (series de Fourier) : 

x(t) = L xkeikwt , 
kEZ 

y(t) = LYkeikwt , 
kEZ 

lOUn theoreme dii a Bertrand permet d'affirmer d'avance que Ie probleme de Kepler non-relativiste 
possede des trajectoires fermees - voir Tome II, p.826 et [15J. 
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ou x(t) et y(t) sont les COOl·donnes cartesieulles de l'el trOD donnees en fooction dll 
t emps t par x(t) = ac + 7·(B(t)) cos B(t) et '!J(t) = r(O(t)) sin O(t). wet la pulsation III 
mouvement lie : w = ~. Le' efficientl de Fourier s'exprim nt a. prior';' par des integl'a_ 
les sur Ie temps. Comme on eonnait r en fOIl.< tion de () et qu il cxisto un relati n ntre 
B et T, il convient d'eliminer l'angle 8 afin de pouvoir effectuer les integrations. 

1. De la conservation du moment cinetique, on tire dt = }T2d8. Par integration 

formelle, il vient t = J: ~ (l+Ec1ost/I)2d81
• II faut done caleuler la primitive F(8) 

de (l+£~ose)2 = l+£~ost/ - c (l+~ocso~e)2· F(8) s'exprime comme F(8) = 1(8) + E'~! 
ou J ~ J: l+£~ost/ld8' ; cette integrale s'obtient en introduisant T ~f tan~, et on 

trouve J( 8) = V1~c2 Arctan ( J ~:;:! tan ~), avec 8 E [0, 7r]. Revenant a F( 8), on en 
deduit : 

1 [ (~-c 8) c/f=E2tan~] t = - T Arctan -- tan - - . 
7r 1+E' 2 1+c+(1-c)tan2~ 

En posant X = J ~:;:! tan ~ et a = 2Arctan X, on obtient I wt = a - c sin a I 
2. Pour etablir l'egalite l+c~~:st/ = 1':102 (cos a-c), il suffit d'exprimer cos 8 en fonction 

de tan!, puis d'utiliser les relations de definition de X et de a en les ecrivant sous 

la forme tan.!l. = !l±i tan Q.. 
2 V~ 2 

3. Le developpement ei'Usinq, = I:nEZ In(u)einq, montre que les fonctions ll In(u) ne 
sont rien d' autre que les coefficients de Fourier de eiu sin q" d' ou : 

4. Les composantes de Fourier Xk sont donnees par: 

1 +1: 
Xk = T [1:2 

lac + r(8(t)) cos 8(t)] e- ikwt dt == ac6kO + Pk 
2 

En substituant wt = a - c sin a, l'integrale Pk est : 

a 1+7r 

•• Pk = - (cos a - c) e-1k(a-ESm a) d(a - c sina) 
27r -11" 

Si k = 0, Po = -~aE'. Si k i= 0, une integration par parties donne 

11 La notation I n est la notation traditionnelle pour ces fonctions de Bessel; ne pas confondre avec un 
moment cinetique ! 
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soit, en reconnaissant la representation integrale des fonctions de Bessel trouvee 
plus haut, Pk = 2ak [Jk-l(kc:) - Jk+l(kc:)], d'ou : 

(k ~ 0) , 

soit : 

5. Pour I'ordonnee y(t), il faut trouver Ie developpement de Fourier de r(e(t) sin e(t) : 

y(t) = l.::: Ykeikwt , 
kEZ 

1 l+f psine e- ikwt dt Yk =-
T T 1 + ccose -, 

Le cheminement est Ie meme que precedemment : tout d'abord, on ecrit rationnelle­
ment sin e en fonction de tan!, que I'on exprime en fonction de a, ce qui donne 

HS~~~s () = Jl~E2 sin a ; Ie changement de variable wt = a - c: sin a conduit a des 
integrales ou l'on reconnait 1es fonctions de Bessel. On trouve cette fois Yo = 0, 
Yk-!-O = 2fk [Jk-l(kc:) + Jk+l(kc:)J. 

6. En utilisant l'une ou I'autre des relations donnees dans I'enonce, on peut aussi 
mettre x(t) et y(t) sous la forme: 

+00 
ac: ~ 1 I ( ) x(t) = -2 + 2a L Y/k kc: coskwt 

k=l 

Pour etudier Ie cas particulier c: = 0, il faut savoir comment se comporte Jk(kc:) 
quand c: -> 0. En revenant a la representation Jk(Z) = 2~ J~; e- ik¢ eizsin¢ dt/J, en 

developpant eizsin¢ en serie entiere, et en utilisant i1f r~; e- ik¢ dt/J = OkO, on voit 

que, pour Izl« 1, Jk(z) = OkO+ HOk - l +Ok+1) +O(z2) ; ceci montre notamment 
que seule la derivee J±l (0) est non nulle a I'origine, et vaut ~ : pour x(t), seulle 
terme k = 1 survit a la limite c = 0, et il vaut 2 (6) E=O ~ cos wt = P cos wt. Pour 
y(t), il en va de meme, et il ne reste que y(t) = (2b)E=O ~ sinwt = psinwt. Au 
total, on retrouve bien que l'orbite d'excentricite nulle est un cercle (de rayon p), 
parcouru a la vitesse angulaire constante w . 

• Remarque 

Une fois appliquees les conditions f pdq = nh - qui conduisent a la quantification ,. 
de I'energie E = - ~~1i2 et du moment cinetique12 J = non - , les composantes de 
Fourier impliquent les quantites Jk (ken, no), qui dependent bien des deux indices k 
(ordre de la composante de Fourier) et n (fixant l'energie En), conformement aux 
premisses de la theorie de Heisenberg - voir notamment Ie probleme 9.5 p.168 .• 

12Voir note 11 p.166. 
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9.5 Sur la Mecanique des Matrices 

Dans toute la suite, on considere un systeme mecanique a un degre de liberte dont Ie Hamil­
tonien (classique) est note H(q, p). Apres quantification d La Bohr - Wilson - Sommerfeld 
produisant les energies quantifiees En, les developpements de Fourier classiques sont : 

qn(t) = Lq(n, k)eiw(n ,k)t , 

k 

Pn(t) = LP(n, k) eiw(n, k)t . 
k 

(9.30) 

Le point de depart de la theorie de Heisenberg est I'association a q et p de deux matrices 
d'elements : 

(9 .31 ) 

Les qnn' et les Pnn' tendent vers les composantes de Fourier classiques a la limite des grands 
nombres quantiques (une fa<;:on d'exprimer Ie Principe de correspondance) ; tres precisement, 
on admet les relations : 

qnn-k --+ q(n, k) , Pnn-k --+ p(n, k) (n»l,k«n) (9.32) 

Les pulsations W nn, sont reliees aux energies par la regie de Bohr : 

(9 .33) 

et tendent elles aussi vers les pulsations classiques dans la meme limite. 

Par ailleurs, les equations de Hamilton se transposent formellement a I'identique ; 
ainsi, en termes de matrices, on a : 

. 8H 
q = op , 

. 8H 
p=--oq (9.34) 

1. Relations generales de La Mecanique des Matrices 

(a) En utilisant explicitement les developpements de Fourier et la relation: 

(n E Z) , (9.35) 

montrer que la condition de quantification de l'Ancienne Theorie des Quanta 
peut 5 ' ecrire sous la forme: 

L kq*(n, k)p(n, k) = inn (9.36) 
k 

(b) Ecrire la relation precedente pour n et n + 1 et, en introduisant des "derivees 
discretes" , en deduire que: 

L k ~ [q*(n, k) p(n, k)] = in 
k un 

(9.37) 
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(c) Etant donne une fonction quelconque ¢(n , k), il est legitime d'ecrire dans la limite 
des tres grands nombres quantiques : 

a 
k an ¢(n , k) ~ ¢(n + k, k) - ¢(n, k) . (9.38) 

Utiliser cette relation pour transformer la relation de quantification (9.37). 

(d) Les elements de matrice des grandeurs dynamiques etant toujours representes 
selon (9 .31), ecrire la regie de quantification a I'aide des qnn' et des Pnn' ; en 
deduire que les elements diagonaux du commutateur fondamental [q, p] sont tous 
egaux a iii. 

(e) A I'aide des equations de Hamilton, montrer que la derivee par rapport au temps 
du commutateur fondamental est la matrice identiquement nulle. 

(f) Calculer explicitement I'element de matrice ([q , P])nnl , n -=I n' , en fonction des 
qrs et des Puv et en deduire que tous les elements non-diagonaux de [q, p] sont 
nuls - ce qui acheve la demonstration de [q, p] = iii!. 

(g) Etablir les relations: 

[q, pm] = ilimpm-l, [p, qm] = _ilimqm-l (mEW) . (9.39) 

(h) Soit f(q , p) une fonction developpable en serie entiere : 

f(q, p) = L frsqrps (9.40) 
(r,s )El\I2 

Montrer que: 

[q , f(q, p)] = iii ~; , [p, f(q, p)] = - iii ~~ , (9.41) 

et en deduire que: 

I. les equations du mouvement (dites de Heisenberg - voir Tome I, chapitre 
14, section 14.1.2) sont : 

iii ~~ = [q , H] , iii;: = [p, H] (9.42) 

II. la derivee ~I[ est nulle ; 
III. finalement, il faut et suffit de postuler [q, p] = il'il pour en deduire : 

(9.43) 

ou les elements diagonaux de H sont les En == nwn . Retrouver ainsi la regie 
de Bohr sur les frequences des transitions. 

2. Oscillateur harmonique 

Pour un oscillateur harmonique a une dimension, Ie Hamiltonien est : 

p2 1 
H = - + _mw2q2 

2m 2 
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(a) 

(b) 

Ecrire I'equation du mouvement pour la matrice q(t) representant la coordonnee 

et montrer que (w~n' - w2 )qnn' = 0, \;/ n, n ' . 

On numerote conventionnellement les etats d 'energie En a partir de n = O. En 
reprenant I' idee de Planck suivant laquelle il existe un quantum d'energie, on 
adopte I'hypothese suivant laquelle la difference d'energie entre deux etats quel­
conques est bornee inferieurement par nw 

I. Montrer qu'alors En = E + nnw (etats en fait equidistants) et trouver la 
structure precise de la matrice q representant la coordonnee. 

II. En deduire celie de la matrice p representant Ie moment conjugue . 

(c) Exprimer les elements de la matrice de H a I'aide des seuls qnn' ; les simplifier en 
remarquant que qnn' et qn'n sont complexes conjugues I'un de I'autre . 

(d) En utilisant Ie commutateur fondamental [q, p] = ilil, montrer que: 

2 n 
Iqnn+ll = (n+1)-2- , 

mw 

et en deduire I'expression de I'energie : 

Les developpements de Fourier classiques sont : 

qn(t) = L q(n, k) eiw(n, k)t , 
k 

Pn(t) = LP(n, k)eiw(n,k)t , 
k 

qn et Pn etant les coordonnee et moment conjugue apres quantification. 

1. Relations generales de la Mecanique des Matrices 

(9 .45) 

(9.46) 

(a) La condition de quantification de l'ATQ est j Pn dqn = nh ; en ecrivant Ie 

premier membre sous la forme 1:: Pnqn dt = nh et en reportant les develop­
pements de Fourier, elle prend !a forme : 

L p(n, k)q(n, k') iw(n, k') iT ei[w(n, k)+w(n, k')ltdt = nh . 
k , k' 0 

Comme w(n, k) = kw(n, 1) == kwn , !'integrale est JoT ei(k+k')wnt dt et vaut 

~: Ok , - k" d'oD. LkP(n, k)q(n, -k)(-ik) = nn. q est une quantite reelle, 
done q(n, -k) = q*(n, k), de sorte que la relation precedente s'ecrit : 

L k q*(n, k) p(n, k) = inli 
k 
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(b) On ecrit la relation precedente pour n + 1 et n et on fait la difference membre 
a membre pour obtenir : 

L k [q*(n + 1, k)p(n + 1, k) - q*(n, k)p(n, k) = in . 
k 

Considerant maintenant Ie produit qp (ou pq) comme une certaine fonction 
¢(x, k) ou l'on prend x entier apres coup13, il vient : 

L k aa [q*(n + 1, k)p(n + 1, k) - q*(n, k)p(n, k)] = in 
k n 

(c) En suivant la suggestion de l'enonce, on peut se debarrasser du facteur ken 
considerant l'accroissement de nan + k, d'ou une autre forme de la relation 
de quantification : 

L [q*(n + k, k)p(n + k, k) - q*(n, k)p(n, k)] = in 
k 

(d) A l'aide des elements de matrice des grandeurs dynamiques definis selon la 
prescription de Heisenberg, la regie de quantification se recrit comme : 

L(q~+kn+k-kPn+kn+k-k - q~n-kPnn-k) = in 
k 

On sait que q(n, k) = q*(n, -k), qui donne qnn-k = q~n+k' Cette relation , 
peu symetrique, peut a nouveau etre bricolee dans la limite des grands nombres 
quantiques, et remplacee par qn+kn = q~n+k' Cela etant fait, la condition de 
quantification devient L:k (qnn+kPn+kn - qn-knPnn-k) = in. Toutes les quan­
tites sont des nombres, pour lesquels l'ordre des facteurs est sans importance; 
la derniere relation s'ecrit donc tout autant : 

L(qnn+kPn+kn - Pnn-kqn-kn) = in . 
k 

Faisant un changement d'indice muet de sommation pour Ie deuxieme terme, 
et utilisant la regIe de multiplication des matrices (AB)nm = L:k AnkBkm, il 
vient (qP)nn - (pq)nn = in, ou encore: 

I [q, P]nn = inl 

(e) it (qp - pq )nn' = (rjp + qfJ - fJq - prj )nn' ; en reportant q = -!f;" ceci se simplifie 

en it(qp - pq)nnl = (qfJ-fJq)nnl = (-q~~ +~~ q)nnl = (-q~~ +~~ q)nnl; ce 
dernier terme est de toute evidence nul pour toute fonction V (s'en convaincre 
en considerant par exemple Ie cas d'une fonction V(q) developpable en serie 
entiere). En consequence, it(qp - pq)nnl = 0 "in, n' ; tous les elements de la 
matrice (qp - pq) sont des constantes. 

13<J>(x + 1, k) - <J>(x, k) = (x + 1 - x) ~: = ~, puis x = n. 
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(f) L'element de matriee ([q, P])nn' est: 

"(q P eiWnnllteiwnll nlt _ p q eiWnnllteiwnlln/t) -
~ nn" n"n' nn" n"n' -

n" 

('L)qnn"Pn"n' - Pnn"qn"n,»)eiWnn,t 
n" 

puisque Wnn" + Wn"n' = Wnn', On vient de voir que [q, p] est une matrice 
eonstante ; avec n =1= n' , W nn, =1= 0 : l'element de matriee ne peut etre constant 
que si L:n" (qnn"Pn"n' - Pnn"qn"n') = 0 V n, n'. Si n = n', on a vu en Id que 
l'element de matrice vaut in. D'ou au total, 1 designant l'operateur identite : 

(g) On a Om ~ [q, pm] = qpm _ pmq = qppm- 1 _ pqpm- 1 + pqpm-l _ ppm- l q, 
soit Om = [q, p]pm-l + p[q, pm- I] = inpm-l + pOm- l' Comme 0 1 = inl, O2 
vaut inp + pinl = 2inp, 03 = 3inp2, ... Om = minpm-l. On fait de meme 
avec [p, qmJ, et au total: 

(h) On a [q, f(q, p)] = L:(r,s) EN2 frs[q, qrps] ; en utilisant I'identite evidente 
[A, BO] = [A, B]O + B[A, OJ, on a [q, qrps] = 0 X pS + qr[q, pS] = qr insps- l, 
d'apres ci-dessus. En reportant eeei dans Ie developpement en serie entiere, 
on obtient l'egalite demandee, et de meme pour [p, f(q, p)] : 

[q, f(q, p)] = in ~~ [p, f(q, p)] = -in ~~ 

i. On sait que q = ~~, d'une part; d'autre part, H(q, p) est une eertaine 

fonction de q et p, pour Iaquelle on vient de voir que [q, H(q, p)] = in ~~, 
d'ou a I'envers a;:, = fii:[q, H] et done l'equation de Heisenberg pour q ; 
Ie raisonnement est Ie meme pour I'autre equation: 

. dp I In dt = [p, H] 

ii. laderiv ' (~Jt os Wq+~~p, soit(-lj)q+(q)p = O . C mmeladependance 
11 temps apparalt dans I el 'ments non diagonaux (par les a'Cponentielles 
iw"", L) , une matri e constant est un l1latric d.iagonale ' celle de H l'est 

done. 

iii. P s nlant [q , pj = ilil , on en d'dui iliiJ = [q H] soit pr nan Ie 'lements 
de matric dC ' d ux m mbl'es il1,d'J't = (qJf - Hq)nn' ; comme H est un 
m(l.tl'i e diagonaLe 1 se ond mernbr -st 'il'llpl m Ilt q"n,H'l'n' - JIm,q" n" 

t t H <!2! I il ' ! '= dq ,,,( ) - , . an 7l1l - LWnn Vlcut U~~ = It W", - W" qnu' = lWn ' 71{Jn 7l" 

Comme Wm ,' = - W'l'n. il vi ·n qntl' = iw"".,qnn' l' trotlvant ainsi la regie 
de Bohr sur les fnSquenees des transitions. 
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2. Oscillateur harmonique 

(a) q = ~; = !!i, p = -~~ = -mw2q, d'ou mij = -mw2q, soit en prenant les 
elements de matrice (ij + w 2q)nn' = O. 
Par ailleurs (ij)nn' = qnn' (iwnn' )2eiwnn't, d'ou [(iwnn,)2 +w2]eiw"nd = 0 'tj n, n', 
ce qui donne : 

I (w~nl - W2)qnnl = 0 I 

(b) On numerote conventionnellement les etats d'energie En a. partir de n = 0 
(etat fondamental) : n = 0 --t Eo, n = 1 --t EI = Eo + ???, soit a I'envers 
??? = EI - Eo = nwlO suivant la correspondance de Bohr. 

II faut maintenant choisir WID, Par l'equation du mouvement, on a WlO = W 

(cas (i)) ou WlO =I W (cas (ii)) ; c'est (i) qu'il faut retenir, comme Ie montre 
l'argument suivant fonde sur l'hypothese de Planck: il existe un quantum 
d'energie fini. 

Admettons donc que la difference d'energie entre deux etats est bornee par 
nw ; ceci revient a admettre : 

L'equation du mouvement produit alors l'alternative : 

i, ou bien Wnn+l = W et qn+In =I 0 a priori, 

ii. ou bien Wnn+l =I W et qn+In = O. 

Montrons maintenant que Ie choix (ii) conduit a une absurdite. Ce choix etant 
fait, considerons Ie couple (n, n + 2) ; a nouveau se produit l'alternative : 

(a) ou bien Wnn+2 = W et qn+2n =I 0 a priori, 

(b) ou bien Wnn+2 =I wet qn+2n = O. 

(a) est manifestement contradictoire avec l'hypothese (H) ei-dessus puis que 
celle-ei entraine W = Wnn+2 = Wn+2n+l + wn+ln :::: 2w. Le ehoix (ii) etant 
fait, la seule possibilite est done (b). En iter ant, on voit que seuls les choix 
de type (b) sont compatibles avec (H) et donnent donc qn+pn = 0 ; comme 
de surcroit si n = n' l'equation du mouvement donne (0 - w 2)qnn = 0, so it 
qnn = 0, on voit que finalement Ie choix initial (ii) donne pour q une matrice 
identiquement nulle - ce qui n'est evidemment pas acceptable. 

Seul reste possible Ie choix (i), c'est-a-dire : 

IWn+ln = W I 

so it E n+1 - En = nw, ou encore: 

I En = Eo + nnw 

Les niveaux d'energie de l'oscillateur harmonique sont donc equidistants, 

D'autre part, l'equation du mouvement (w 2 - w~n' )qnn' = 0 eompletee par 
l'information acquise Wnn' = w(bnn'+l - bnn' - I) montre que tous les elements 
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de matrice qnn' de q sont nuls si In - n'l -=/= 1 : Ia matrice de q ne peut aVoh 
d'elements non nuls que juste au-dessus ou juste au-dessous de la diagonale 
principale : 

q-t 
o o 

o 
o 
o qnn+l 0 

o qn+ln 0 qn+ln+2 0 

La matrice P representant Ie moment conjugue se deduit de ce qui precede 
en pal'tant de p = _ rnw2q, soit ft(pnnleiWnnlt) = _rnw2qnnleiWnnlt, ou encore 

w
2 C 2 2 d t 1 '1' Pnn' = -m-, -qnn" omme W qnn' = wnn,qnn' ans ous es cas, 1 Vlent lW nn , 

simplement Pnn' = imwnn,qnn" La matrice de P a donc Ia meme structure 
que cene de q ; plus precisement : 

Pnn - l = iWnn-lqnn-l = imwqnn- l , 

et Pnn' = 0 si In - n'l -=/= 1. D'ou : 

P -t imw 

o 0 
-q12 0 

o 
o 
o -qnn+1 0 

o o o +qn+ln 0 -qn+ln+2 0 

(c) Pour trouver les elements de Ia matrice de H a I'aide des seuls qnn', il suffit 
de calculer les carres des matrices q2 et p2, puis de former Ia combinaison 

2 
reconstituant H, a savoir ~ + ~mw2q2 : 

qOlq12 

o 
q12q21 + q23q32 

o 
o 
o 

" , 

" ' J 

o 
-qlOqol - q12q21 

o 

+qOlq12 

o 
-q12q21 - q23q32 

o 
o 
o 

. , , 

" ' J 

d'ou Hnn =mw2(qnn_lqn_ln + qnn+lqn+ln) et Hnn' =0 si n-=/=n' (H est bien 
une mat rice diagonaIe). Comme qnn' =q~'n' Hnn = rnw2(lqnn_ 11 2 + Iqnn+112) , 
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n E N, soit explicitement : 

o 0 " ' J 
o 0 .. ' 
o 0 .. , ' 
, , , 
, , , 
, , , 

(d) En ef£ectuant Ie produit des matrices de q et p, on trouve que Ie commutateur 
fondamental est represente par la matrice : 

l 
qOlqlQ 0 

o q12q21 - qlQqOl 
[q, p] -+ 2imw 0 0 

, , 
, , 
, , 

Cette matrice doit etre egale a la matrice : 

o 
o 

q23q32 - q12q21 

0 0 

. J 0 0 " , 

0 0 

d ' 'I 12 Ii 'I 12 Ii Ii 't I 12 2 Ii " d au qOl = 2mw' pUIS q12 - 2mw = 2mw' SOl q12 = 2mw et amSl e 
suite: 

En reportant ce resultat dans les elements diagonaux de fl, on obtient 

et les matrices de q et p : 

J1 
Ii J1 

q -+ J 0 l 0 
0 

2mw 

Jmr;;; l i~ p-+ VT-2- 0 

V2 

-iJ1 
o 

iV2 

0 

V2 
0 

o 
-iV2 

o 

0 0 
0 0 

y'3 0 

o 
o 

-iy'3 

, "J 
" , 

. . . ) 

o .. 'J o .. ' 
0 .. , ' 

Taus ces resultats, obtenus par la methode algebrique de Heisenberg, sont retrouves 
dans Ie chapitre 16 en resolvant l'equation aux valeurs propres de Schrodinger, au 
en manipulant les operateurs a et at de Dirac, 
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9.6 Proprietes ondulatoires des particules materielles 

1. Soit un faisceau monochromatrique de neutrons d'energie E = 10-7 eV. 

(a) Quelle est la temperature equivalente 7 

(b) Quelle est la vitesse d'un neutron 7 

(c) A quelle hauteur un tel neutron monte-t-il dans Ie champ de pesanteur terrestre ? 

(d) Quelle est sa longueur d'onde associee 7 Comment un tel neutron voit-il la 
matiere ordinaire 7 

2. Pour quelle valeur de I'energie cinetique d'un electron sa longueur d'onde associee 
est-elle egale a sa longueur d'onde Compton 7 

3. Un proton d'energie E = 1 keY est diffuse elastiquement a 900 par un noyau d'heliurn 
initialement immobile. Quelle est, dans Ie repere du laboratoire, la longueur d'onde du 
proton longtemps apres la diffusion 7 

4. Quelle est la longueur d'onde associee d'un pieton 7 

5. A quelle vitesse v doit-on ralentir un electron pour que sa longueur d'onde associee soit 
egale a 1 ill 7 Quelle ddp U donne a I'electron une telle vitesse v 7 

6. En raisonnant avec la charge elementaire et une (des 7) constante(s) fondamentale(s), 
former une constante d'action universelle h class . Identifier Ie rapport hclass/n 

7. On envoie sur un cristal metallique (pas du reseau a'" 2A) des electrons d'energie 
E = 20 eV. Calculer I'action typique et la comparer a n. 

8. Sous quelle tension U doit-on accelerer un electron pour que sa longueur d'onde associee 
soit egale a 1 A 7 Quelle energie supplementaire doit-on lui donner pour que cette 
longueur d'onde passe de 1 a 0,5 A 7 

9. Quelles sont les longueurs d'onde associees a un electron, un atome d'hydrogene et un 
noyau de 235U ayant chacun la meme energie E = 100 eV 7 

10. Dans une chambre de Wilson , un proton soumis a un champ magnetique B materialise 
une trace circulaire de rayon R = 10 Cill. Quelle est la longueur d'onde de ce proton si 
B = 1O-4 T 7 

11. Pour sonder la densite de charge d'un noyau , on utilise un faisceau d'electrons. 

(a) Quel doit etre I'ordre de grandeur de la longueur d'onde associee des electrons 7 

(b) En deduire celui de leur energie. 

12. Un gaz parfait d'hydrogene atomique est en equilibre thermodynamique a la tempera­
ture T. 

(a) Trouver la loi de repartition cI>(A) de la longueur d'onde associee. 
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(b) En deduire la longueur d'onde moyenne, (>'), et la longueur d'onde la plus proba­
ble, >. *, en fonction de la longueur d'onde thermique >'Th definie comme : 

\ del h 
A T h = 

J27r MkaT ' 
(9.4 7) 

M etant la masse d'un atome d'hydrogene. 

(c) Comparer ces longueurs d'onde a la distance moyenne entre atomes dans les 
conditions normales (300 K. 1 atm) et en deduire que , en ce qui concerne les 
mouvements de liberte externes des atomes, Ie gaz peut dans ces conditions etre 
tra ite classiquement. 

13. Un electron d'energie E est envoye en direction d'un metal sous I'incidence ()j (voir 
fig . 9.2) . 

Expliquer pourquoi I'impulsion tangentielle de I'electron ne change pas a la traver­
see de I'interface vide-metal. En deduire la relation entre les angles d'incidence et de 
refraction et identifier I'indice de refraction du metal, n, en fonction de E et du travail 
de sortie Ws. 

F igure 9.2: Refr action d'un electron a l'interface vide - met al. 

A. N. " Ws = 12 eV (Platine) , E = 120 eV , ()j = 45°. 

1. Soit un faisceau monochromatrique de neutrons d 'energie E = 10- 7 eV. 

( ) 3 k T 10 7 V T 2x 10-
7 d " T 0 8 K a '2 B = - e {::=:} 300~3x25XlO 3, ou =, m . 

(b) -21Mv~2 = 10- 7 eV -'--"- ~ = 2x 10-
7 d" 4 4 / ..,..........,- e 940 x 106 ou V ~ , m s. 

(c) ~MV2= Mgh {::=:} h= ~;~ 98cm. 

(d ) >. - ~ - he - 6,6xlO-
34

x3x 10
8 

7 ~ 900 1. A cette echelle, 
- Mv - J2Me2 E - \./2X940x106(1,6XlO 19)2x lO 

le neutron voit la matiere ordinaire comme un quasi continuum. 

2. Dans l 'hypothese ou l'electron n 'est pas relativist e, on ecrit '::v = '::e' ce qui donne 

.. . v = c : l 'elect ron est donc silrement relativiste, et it faut ecrire 'Y::'v = '::e d 'ou 

(3 = V 1 0' soit (32 = ~. L 'energie correspondant e est E = leO 1 = v'2mc2. Avec 
1-{3 1- ,-

mc2 ~ 511 keY , on trouve E ~ 722keV . 
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3. oiL f1.1 Ia. masse du pro Lon j n onrondant les masses du proton et du neutron, 
Ia ma ' clu !loyau d 'hCJium . t 4Nf. En consider ant les etats initial et final (les 
d lIX pal'ti ule n interagisscnt pIll) la conservation de l'energie s'ecrit dans des 
notation ' viden : ~ 1\1 v2 + 0 = ~ !III V ,2 + ~ (4M) V,2, soit v2 = V

,2 + 4 V
,2 

. 

oit ¢ Pangl dt~ recul du noyau d'Mlium. Sacbaut l'U Ie protonst diffuse a 900
, la 

couserva 'ion d l'impulsion donne les deux equation: Mv+O = 0+ (4M)V' cos¢, 
o = M'u' - (4M) V' sin ¢, so it v = 4 V' cos ¢, v' = 4 V' sin ¢. En el 'vant au carre et en 
faisant In somme membre a membre, on obti nt v2 +V

,2 = 16V'z . l'elimination de 

V' donne v' = II v, d 'ou la longueur d'onde associee longtemps apres la collision 

A' = Ii i;v = Ii V2~ E' A' > A puisque la vitesse du proton diminue du fait de 

la collision. Numeriquement : A = 6,6xlO-
3 4 

soit A ~ 0,009 A 
'l/2 Xl,7 X 10- 27 x l,6x 10- 19 x 103 

et A' ~ 0,016 A. 

4. Pour une masse de 70 kg et une vitesse de 6 km/h, la longueur d'onde associee est 
_ 6,6xlO-34 • ~ -36 

A - 70 x6X 103/3600 SOlt A - 6 x 10 m. 

5 ....!L = 1 m donne v = 6,6X 10-
34 

so it v ~ 0 7 X 10- 3 m/s . mv 9xlO 31 , . 

1 2 _ _ h 2 _ (6, x lO- 34 )2 9 
"2mv - lelU donne U - 21 e lm - 2x t,6xl0- i' X9X10- 31 soit U ~ 2 X 10-

1 
V. 

12 

6. Avec la charge elementaire, on peut former une energie en prenant lon~ueur ; en 
multipliant par un temps, on forme une quantite homogene a une action puisque 

12 12 

[action]= lon~ueur x temps, soit [action] = vi~esse : en prenant comme vitesse la 
/2 h 12 

vitesse de la lumiere, on en deduit hclass = 7' Le rapport ~ est donc ~c : c'est 
la constante de structure fine a : 

7. L'action typique est Styp ~ mva, ou vest la vitesse de 1'electron, soit : 

I Styp ~ ../"2mE a I 
Styp ~ }2 x 9 x 10- 31 X 20 x 1,6 X 10- 19 X 2 X 10- 10 ~ 4,8 X 10- 34 J.s ~ h. 

8. A = _h_ = It d'ou : 
V2mE 'l/2mleIU' 

h2 

U = ~ 150V 
2mleJA2 

Pour que la longueur d'onde soit divisee par 2, il faut que l'energie soit multipliee 
par 4 ; il faut donc fournir l'energie supplementaire (4 - l)E, avec E = 150 eV, 
soit 450 eV. 
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6,6x 10-34 A ' 9. Pour l'electron, A = ~ 1,23 . A energie donnee, la 
V2X9x 10- 31 x 100 x 1,6x 10- 19 

longueur d'onde associee decroit comme la racine carree de la masse ; pour l'atome 

d'hydrogene, la longueur d'onde est donc 1,23 x J09~~1 ~ 0,029 A. Pour un noyau 

de 235U, la longueur d'onde est 0,029 x k ~ O,0Q19A. 

10. Le rayon du cerde est donne par M~ = lelvB. La vitesse est donc V= le~R, d'ou 
:Y._leIB~e_l,6xlO-19xlO-4xlO-1x3X108 3x10-6 //1 Lalong eu d'ondeassoc'ee 
e- Me - 940xl ,6x lO 13 "'" " . UrI 

t \ - h - It - 6,6x 10 -
34 

"t \ "'" 4 1 ALl d' d t t ' es A - ffiv - lelBR - V 1,6xlO 19X1O 5, SOl A -, . a ongueur on e es res 
petite devant la taille d'une gouttelette condensee, qui est de l'ordre du /-Lm. 

11. (a) On doit avoir A "'" 1 F : les electrons sont donc surement relativistes et il faut 
prendre la definition A = 'Y;'v' soit : 

avec AC ~ 0, o24A » 1 F. 

(b) L'energie cinetique correspondante est b - l)mc2 = (¥ - 1) X 0,511 MeV 
d'ou E ~ 1,2GeV 

12. Pour un gaz parfait d'hydrogene atomique en equilibre thermodynamique a la tem­

perature T, la distribution de la vitesse est Ce- ;t:~ ou C = (2"-~T)3/2. La lon­
gueur d'onde associee ne depend que du module de la vitesse, dont la distribution 

Mii 2 

est g(v) = 47fv2Ce- 2kBT • 

(a) Avec dv > 0, la loi de repartition <1>(A) satisfait <1>(A)ldAI = g(v)dv, soit : 

h h 
<1>(A) = g(v = M) MA2 

En posant AT = ../2,,-!kBT' on trouve : 

(b) La longueur d'onde moyenne est (A) = It'" A<1>(A)dA. Cette integrale se 
calcule facilement en posant x = ¥ et on trouve (A) = 2AT . La longueur 
d'onde la plus probable, A*, correspond au maximum de la distribution <1>, 
donc telle que <1>1(A*) = 0, egalite qui donne A* = v1 AT. ' 

(c) La distance moyenne entre atomes dans les conditions norm ales (300 K, 1 atm) 
s'obtient a partir de PV = NkBT, soit P = nkBT, n etant la densite d'atomes. 

Dans les conditions normales, une mole occupe 22,4 1, d'ou n = ~2~;:;g': ; 
par ailleurs, si d est la distance moyenne entre deux atomes, on ad"", n- l / 3 , 
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d'ou d rv 30 A. AT = 300 K, on a AT = ..j 6,6x10 -
34 

~ 1 A 
2'1r x 1, 7 x 10 - 27 X 1,38 X 10- 23 x 300 

d'ou: 
I AT « distance moyenne entre atomes I 

En ce qui concerne les degres de liberte externes, Ie gaz peut donc etre traite 
classiquement. 

13. II y a autant de charges d'un cote que de l'autre du point d'impact de l' i trOll 
incident: par symetrie, la force tangentielle a l'interface est null entrainant qu 
seule ia compos ante normale de l'impuision est modifiee au pa sag de l'i ntel'facc. 
Par ailleurs, Ie metal a une masse infinie, et peut encaisser n'importe quelle varia­
tion de quantite de mouvement. La seule loi de conservation utile est donc la 
conservation de l'energie j en prenant l'energie du vide comme origine, et en notant 
v et v'les vitesses de l'electron dans Ie vide et dans Ie metal, on a : 

1 2 1 12 -mv = -mv - Ws 
2 2 

v' > v traduit Ie fait que Ws est une energie de liaison: si l'energie potentielle 
diminue (c'est Ie cas), I'energie cinetique augmente. 

Figure 9.3: Refraction d'un electron a l'interface vide - metal. 

S I fi .. () mvcos(~ - e; ) V' () d' ' ur a gure, on VOlt que SIll - l' = mv7 = !l SIll j, ou: 

I v' sin (}r = v sin (}j I 
L'indice de refraction du metal est n = *' = )1 + ~ Ws soit : 

lei, n = VI + 1/ 10 ~ 1,049, sin (}r = i:o~ ~ 0,67, soit (}r ~ 42° . 

9.7 Diffraction de neutrons par un cristal d'atomes 
unidimensionnel 

Une chaine de N atomes (N »> 1) disposes regulierement sur une ligne est irradiee par 
un faisceau monocinetique de neutrons d'energiaE. Un compteur situe a I'infini permet de 
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denombrer les neutrons diffuses sous un angle donne B. Les neutrons interagissent princi­
paIement avec les noyaux des atomes, selon une interaction de contact (pseudo-potentiel de 
Fermi). 

. .. ~ 
--:: .. ... ............. . 1J:..:::::::..:O ...... /··· compteur 
-- n- l --(neutrons) 

la 

Figure 9.4: Diffusion de neutrons par un cristal unidimensionnel 

1. En raisonnant par analogie avec l'Optique, trouver la dependance angulaire de I'intensite 
du faisceau diffuse mesure par Ie detecteur. 

2. Montrer que, pour un angle de diffusion B non nul donne, Ie taux de comptage presente 
des resonances aigues pour des energies de la forme : 

(n = I , 2, 3, ... ) (9 .48) 

Identifier la constante C. 

3. Trouver la distance interatomique a sachant que la resonance n = 1, pour B = 45° , se 
produit a E = 25 meV . 

4. A partir de quelle energie Eo les neutrons verront-ils la structure geometrique indivi­
duelle de chaque centre diffuseur ? 

1. La difference de chemin entre les deux ondes diffusees sous Ie meme angle B par 
deux noyaux voisins est a sin B. La difference de chemin entre l'onde diffusee par 
l 'atome 1 et l 'atome n est done 8n = (n - l)a. La somme des ampli t udes diffusees 
est A = Ao!R 2::=lei(wt-

2
;(n- l)asinO) , ou encore A = Ao!R 2:::01eiwte- incP avec 

¢ = 2~a sin B. 

La somme geometrique se calcule facilement : l'intensite diffusee est proportionnelle 
au module carre de l'amplit ude, soit : 

sin 2 !!.!£. 
I = Io . 2 ~ 

sm 2 

avec ¢ = 2~a sinB = 21ra~ sin B. Avec N >~ I , l 'int ensite est quasi nulle 
presque partout, sauf au voisinage immediat de <p = 0, ±21f , ±41f, ... (Ie m aximum 
de I vaut N 2 Io) ; la largeur de chaque resonance est d 'ordre f:t. 
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2. Pour un angle de diffusion £) non nul donne, Ie taux de comptage presente ainsi des 
resonances aigues pom les energies telles que 27ra~ sin£) = n x 2n, soit pour: 

3. a = if j2xG.6xl0-
34 

:::::! 2,56A. Des neutrons ayant cette energie sont 
2x 1,68 x 10-27 x 25 x 1,6 x 10-22 

dits the1miques puisqu'il s'agit alors de la valem de kBT a la temperature ordi­
naire ; ces neutrons (iss us d'une reaction nucleaire avec une energie de l'ordre de 
quelques MeV) sont ralentis par passage dans un moderatem (bore, graphite, ... ) 
a la temperature ambiante, et finissent par se thermaliser. 

4. Les neutrons (masse M) verront la structure geometrique individuelle de chaque 
centre diffuseur si leur longueur d'onde est de l'ordre de quelques F, qui est aussi 

12 h 12 
l'ordre de grandeur du rayon classique de l'electron ~. II faut donc -yMv rv ~, 

soit ~ rv 'Z'i § = 2n;; , a etant la constante de structure fine, a-I -::: 137 ; 
v 1- /32 e Q 

d'ou ~ -::: 0,47, {32 ~ 0,37 et E = ~ = 940 x 0 ~25 ~ 1140 MeV, so it v 1-/32 v 1-/32 , 

IE ~ 1,IGeV I 

9.8 Equation de conservation 

Oemontrer les relations (1-9.92) et (1-9.91) en partant de (1-9 .74). 

A une dimension d 'espace, l'equation de Schrodinger est ~~ = i /:n f!f - * ViJ!. 

En multiplant membre a membre par iJ!*, on a iJ!* ~~ = i 2!. iJ!*f!f - *VIiJ!12. On 
prend la complexe conjuguee de cette equation, et on additionne membre a membre : Ie 
premier membre reconstitue gt 1 iJ! 12 ; Ie second est d! (iJ!' f!f - iJ! 0;:;' ), qui est egal a 
in JL (iJ!* aw _ iJ! aw' ). D'ou l' equation . 

2m ax ax ax . 

lop = _ oj I 
ot ox 

avec p = 1iJ!12 et j = 2~(iJ!*~~ - iJ!aa~·)' La generalisation a trois dimensions est 
immediate Ie terme -!L JL (iJ!* aw - iJ! OW') devenant 

, 21m ax ax ax 

_n_~(iJ!*_aiJ! _ iJ!_aiJ!_*) = divJ 
2imau au au-

u=x ,y, z 

avec J = 2~ (iJ!*ViJ! - iJ!ViJ!*) == 2~ (iJ!*piJ! - iJ!piJ! *). Ainsi est reproduite l'equation de 
conservation obtenue par Schrodinger. 
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9.9 Propagateur dans un milieu non dispersif 

Dans un milieu non dispersif, la relation de dispersion est w(k) = kc. Trouver dans ce cas Ie 
propagateur defini en (1-9.111). 

Dans un milieu non dispersif, la relation de dispersion est lineaire : w(k) = kc. Le 
propagateur dont il est question s'ecrit alors : 

U(x t· x') = ~ r dk ei[k(x-x')-kctJ . 
" 27f l JR ' 

on reconnalt l'une des representations integrales de la fonction de Dirac14 , de sorte que: 

I U( x, t; x') = <s(x - x' - ct) I 

Ainsi, la solution issue de l'etat initial fo(x) s'ecrit : 

f(x, t) = ~ U(x, t; x' )fo(x' ) dx' = fo(x - ct) 

I(x, t) est donc simplement l'etat de depart translate en bloc de ct vers la droite. 

Lorsque la relation de dispersion s'ecrit w 2 = k 2 c2 , il y a en fait deux branches 
w±(k) = ±kc. Les solutions symetriques sont obtenues par Ie propagateur : 

U(x, t; x') = ~ [<s(x - x' - ct) + <s(x - x' + ct)] 

agissant sur l'etat initial donne, de sorte qu 'alors : 

9.10 

1 
I(x, t) = 2 [10 (x - ct) + fo(x + ct)] 

Sur la necessite de la realite de la valeur pro pre 
E dans l'equation aux valeurs propres de H 

Ecrire explicitement I'expression de la densite (1-9.92) pour un etat stationnaire, sans supposer 
que E E R En utilisant I'equation de conservation (1-9.91), et en I' integrant dans tout R 
montrer que I'on doit avoir15 E* = E. 

:==============?~?~?~?~?~?~?~?~?~? =============== 

14o(x - xo) = 2~ J~:: eik(x-xo) dk . 
15Voir [12] p.44. 
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Pour un etat stationnaire e ftEt 'lj;(x), la densite p est ej,Et 'lj;(T) e-j,E*t 'lj;*(r'), 
sans faire l'hypothese que E est une quantite reelle. Si on integre membre a membre 
I' equation de conservation ¥ff = - V.], il vient : 

Le second membre est nul par Ie them·eme d'Ostrogradsky ; pour tout etat stationnaire 
representant un vrai etat physique, l'integrale du premier membre est finie. Il en resulte 
que E* = E. 
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Corriges du chapitre 10 

Fonction d'onde 

10.1 Experiences d 'Young 

L'experience d'Young est conduite avec des photons monochromatiques de longueur d'onde 
AD au sens de de Broglie, et on essaie de savoir "par quelle fente passe Ie photon" . La plaque 
percee des deux fentes est mobile dans son plan vertical. 

11 

:r 

ecran 
M 

-.- H 

Figure 10.1: Experience d 'Young avec une plaque mobile verticalement. 

1. Soit i la distance (interfrange) entre Ie maximum central et Ie premier maximum se­
condaire. Exprimer i en fonction de d, D et AD (AD :s d « D) . 

2. Montrer que I' impulsion transmise a la plaque parallelement a Ox n'est pas la meme 
----> 

suivant que Ie photon passe par Fl ou par F2 (<Pi = (Oy,FiM) ). 

3. En deduire la precision necessaire sur la mesure de I'impulsion de la plaque afin de 
savoir par ou est passe Ie photon . 

4. Montrer que la position des franges sur I'ecran est alors entachee d'une incertitude tres 
su perieu re a I' i nterfra nge i. 
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1. En utilisant les notations de la figure d l'<~nonce, on peut ecrire : 

~ --> 
Avec (FlO, OM) == B +~ , il vient : 

[ 
OFI (OFI)2]1/2 

FIM = OM I - 2
0M 

sinB+ OM 

Comme d « D, on a FIM ~ OM - ~ dsinB, et de meme F2M ~ OM + ~ dsinB. 
La diff' rence de marche est 0 = F2M - FIM et vaut 0 ~ dsinB au meme degre 
d' approximation. 

L'intensite regue en un point. de l'ecran est proportionnelle au carre de la somme 
des amplitudes diffusees par chaque fente. La somme des ondes diffusees est: 

o 
Ao coswt + Ao cos (wt - 21l'-) , 

Ao 

dont l'a.mplitude est 2Ao cos ~~. Les maxima d'intensite sont fixes par la relation 

~~ = entier x 1l' , soit 0 = entier x Ao, d'ou sintt = entier x ~. Le maximum central 

est en B = 0, Ie suivant est en sin ttl ;:= ~ ; avec Ao « d, il vient Bl ~ ~. La 
distance lineaire (interfrange) entre ces deux maxima est D tan ttl ~ DB1 ~ ~, 
d'ou: 

2. Soit M Ie point de l'ecran ou un spot lumineux est observe, H sa projection ortho­
gonale sur Oy ; soit ¢j (j = 1, 2) l'angle entre l'horizontale et la direction FjM. 
Si on admet l'idee suivant laquelle "Ie photon est passe par F1

n (ou si on a as­
sez d'ingEmiosite pour faire une experience mesurant la fente de passage), alors 
l'impulsion parallelement a Ox du photon diffuse par F1 est fiko cos(~ - ¢d, et la 
plaque recule avec l'impulsion opposee -nko sin ¢1' Si on dit qu"'il est passe par 
F 2", son impulsion parallelement a Ox apres diffusion par F2 est liko sin ¢2 : cette 
fois, la plaque recule avec l'impulsion - liko sin ¢2. 

3. Si l'on veut trancher l'alternative precedente, il faut pouvoir mesurer l'impulsion 
de la plaque avec une erreur fipx tres inferieure a la difference des impulsions de 
recul fiko I sin ¢1 - sin ¢21 == oPx : fipx « opx' 

La relation d 'incertitude de Heisenberg impose 6.x6.px ~ Ii ; comme 6.Px ~ t:.Px, 
ceci entraine 6.xfipx ~ n. La position verticale de la plaque est forcement incertaine 
de 6.x avec la contrainte 6.x > / » Jl-- , soit 6.x » I . <I> AO. <I> \. 

- upx upx SIn I-SIn 2 

Les ¢j sont tres voisins de B ; en posant ¢j = B - 6. j , on a tan ¢1 = -b (MH - ~), 

d'ou tan¢l = tanB + 2'1. Par ailleurs, tan¢l == tan(B - 61) ~ tanB - 61~' 
d 2 C~ 

d 'ou 6. 1 = 2D cos B = - 62. 

D'un autre cote, sin¢2 - sin¢l = 2sin <l>2;</>1 cos <l>2~</>1 ~ (¢2 - ¢dcosB, so it 
sin¢2 - sin ¢1 ~ (62 - 61) cosB = 1; cos3 B. 
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4. Ainsi, Ie ~x incontournable au sens de Heisenberg doit satisfaire ~x » d~~;; /J' 
soit ~x » co;3/J xi, d'ou en definitive ... ~x » i : I'incertitude sur la position de 
la plaque se reporte sur la position des franges. .. laquelle doit etre precise a bien 
mieux que i pour qu'i! y ait des franges ... 

Autrement dit, vouloir savoir "par ou passe Ie photon" introduit une erreur sur la 
position de la plaque tres superieure a l'interfrange, d'ou un brouillage de la figure 
d'interferences. 

10.2 Interpretation probabiliste de la fonction d'onde 

Une particule libre dans R de masse m, est decrite a t = 0 par Ie paquet d'ondes w(x , t = 0) : 

eikox 
w(x, t = 0) = c 2 2 

X +a 
(10.1 ) 

ou a et ko sont des reels positifs. 

1. Pourquoi ko doit-il etre reel? 

2. Quel est Ie sens physique de ko et de a ? Calculer la constante de normalisation C. 

3. Trouver, a t = 0, les ecarts quadratiques de la position et de I'impulsion. Un tel etat 
a-t-il une energie bien definie ? 

4. La solution issue de w(x, t = 0), soit w(x, t ), est cherchee sous la forme: 

j
+CX) 

w(x, t) = - CX) A(k)e-iw(k)t e+ikx dk (10.2) 

Trouver la fonction w(k). 

5. Ecrire la relation entre A(k) et w(x,O) et en deduire w(x, t) sous la forme d'une 
integrale de Fourier. Trouver (sans calcul) la representation-p <I>(p, t) de cet etat ? 

6. Soit la densite de probabilite de presence p(x, t) = w(x, t)w*(x, t). On definit la 
fonction 1 X(K, t) : 

X(K, t) ~ [ :00 e+iKx p(x, t) dx . (10.3) 

Expliquer comment la fonction X peut etre utilisee pour calculer to utes les valeurs 
moyennes de la position (xn) (n entier) ? 

7. Peut-on utiliser la fonction X(K, t) pour calculer les moyennes de I'impulsion ? 

IC'est une fonction caracteristique au sens de la Theorie des probabilites. 
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8. j(x, t) designant Ie courant de probabilite, montrer que : 

d(x)(t) = /+00.( t) d 
d 

J x, x , 
t -00 

d (x2
) (t) /+00 

dt = - 00 xj(x,t)dx (10.4) 

9. L'ecart quadratique D.x2 a I'instant t est donne par: 

(10.5) 

Exprimer D.x(t) et D.p(t) en fonction des valeurs initiales D.x(O) et D.p(O) . Tracer Ie 
produit D.x(t)D.p(t) en fonction du temps. Calculer D.x(t) pour un electron, a t = 1 s, 
sachant que, a t = 0, I'electron etait confine a I'echelle atomique (D.x(O) rv lOA) . 

10. So it D.E I'incertitude en energie : depend-elle du temps? Se convaincre (sans calcul) 
que D.E est necessairement de la forme: 

11,2 
D.E = -2 f(koa) , 

rna 
(10.6) 

ou fest une fonction sans dimension . A quoi est egale la vitesse de groupe Vg ? 

11. So it r ~ 6x Combien vaut Ie produit D.Er ? 
Vg 

On donne l'integrale2 : f+oo e -
ikx 

dx = ..7!...- e- Iakl (a E JR). -00 X2+a2 lal . 

1. ko doit etre reel, faute de quoi la fonction d'onde divergerait d'un cote ou de l'autre 
quand Ixl ---t 00. 

2. Le sens physique de ko se trouve sans calcul en notant que c'est l'exponentielle 
eikox qui donne une partie imaginaire a la fonction d'onde ; or seule une partie 
imaginaire peut donner une valeur moyenne non nulle a l'impulsion p. Il en resulte 
que (P) rv Mo, ce que confirme Ie calcul direct de la valeur moyenne de p (voir 
ci-dessous) ; \IF n'etant pas encore normalisee, cette moyenne est: 

( ) = fIR \IF * (-ifL\IF') dx 
p fIR \IF * \IF dx 

L'amplitude \IF (x, 0) a un module de forme lorentzienne, ou la seule echelle de 
longueur disponible est a : des lors , il est sur que a est l'ordre de grandeur de la 
dispersion D.x : D.x(O) rv a, ce qui identifie a comme la largeur spatiale typique du 
paquet d'ondes. 

2qui se calcule facilement par les n§sidus. 
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La eonstante de normalisation C est telle que ICI 2 f IR Iw(x, 0)1 2dx = I, soit : 

J
+OO 1 

ICI
2 

(2 2)2 dx = 1 . -00 x + a 

L'integrale se calcule facilement en not ant qu'elle s'exprime simplement a l'aide de 

.!t. J+OO 1 dx == .!t. Z!:. On trouve C = (2,;3. 
aa - 00 x2+a2 aa a V "'1r 

3. De toute evidence, la valeur moyenne de x avec w(x, 0) est nulle (Ie module carre 
de W(x, 0) est une fonction paire, et l'intervalle d'integration est symetrique) : on 
a donc simplement ~x(O) = J(x2 )(0). En details: 

La premiere integrale vaut ~, la seconde est a2Wr-' d'ou ~x2(0) = ICI2~ - a2, soit 
~x(O) = a. 

L'eeart quadratique initial de l'impulsion est ~p2(0) = (p2) - (p)2. Le premier 
terme est precisement egal it : 

soit : 

2 nC 2J+00 1 [ -k5 (2iko) (-2x) ( -2x )'] d 
(p ) = - ( 1 D -00 x2 + a2 x2 + a2 + (x2 + a2)2 + (x2 + a2)2 x 

La premiere integrale vaut - ~, la seeonde est nulle par symetrie j quant a la 

derniere, elle s'exprime simplement a l'aide des derivees de r~:: x2~a2 dx par rap­

port a a: au total, (P2)(0) = (tikO)2 + 2nt2' Par ailleurs : 

(p)(O) = Icf J+oo e- ikox 1 (-in)~ (e+ikoX 1 ) dx -00 x2 + a2 dx x2 + a2 

La derivation produit deux termes, dont l'un donne une integrale nulle par symetrie 
(integrand impair et intervalle d'integration symetrique). Le terme non nul donne 
-inICI2(ik0Wr-) = tiko, comme antieipe. En definitive, l'ecart initial (la variance) 

de l'impulsion est ~p(O) = a~' et on a : 

I ~x(O) = a 
n 

~p(O) = Ii) 
ay2 

n nl ~x(O)~p(O) = v'2 > 2 

la derniere inegalite renvoyant it (1-10.97) et (I-10.99). 
2 

La partieule etant libre, son Hamiltonien est ~. Visiblement , la fonction d 'onde 
de depart n'est pas propre de p2 : l'energie a done elle aussi une dispersion j l'ecart 
quadratique correspondant est ~E2 ~ (H2) - (H)2, soit ~((p4) _ (p2)2) . 
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4. En ecrivant la solution sous la forme indiquee, et en report ant dans l'equation de 
Schrodinger, on obtient : 

dkA(k)(in)(-iw(k))e-iw(k)t e+ikx = dkA(k)( __ )(ik)2e- iw (k )t e+ikx 
/

+00 /+00 n? 
-00 -00 2m 

d'ou par identification [w(k) - ~~JA(k) = 0 : pour que l'amplitude A(k) soit 

differente de zero, il est necessaire que w(k) = ~~. 

5. L'expression de la solution generale ou j'on fait t = 0 donne : 

/
+00 

w(x, 0) = -00 dkA(k) e+ ikx . 

En reconnaissant la transformation de Fourier, on voit que A(k) est dOnll(3e par in­
version de cette transformation par la formule habituelle (en appelant x' la variable 
muette d'integration en vue de la suite) : 

d'ou l'on deduit : 

A(k) = ~ /+00 dx'W(x', 0) e- ikx' , 
27r -00 

w(x, t) = :7r 1:00 
dk eikx 1:00 

dx' e-i[w(k)t+kx'] w(x', 0) , 

qui a bien la forme d'une integrale de Fourier. 

On sait (voir (1-10.62)) que les representations-q et -p sont reliees par: 

1 /+00 i , w(x, t) = -- dpe KPx <I>(p, t) 
J27rn -00 

en posant k = * dans l'expression (10.7), il vient : 

w(x, t) = 2~n 1:00 
dpe h x 1:00 

dx' e- i[w(p/ Ii)t+nx'lw(x', 0) , 

d 'ou, par comparaison avec (10.8) : 

1 i ~ /+00 i' i L <I>(p, t) = -- e- K 2m t dx' e-lIPX W(X', 0) == e-K 2m t <I>(p, 0) 
J27rn -00 

(10.7) 

(10,8) 

(10.9) 

Ceci se comprend bien: en representation-p, l'operateur d'evolution est Ie simple 
1 2 

scalaire e TK ~ t ; agissant sur <I>(p, 0), il reconstitue bien Ie descendant a l'instant t. 

Remarquons que l'expression (10,7) peut etre explicitee un peu en effectuant l'inte­

gration en x' . En utilisant3 fIR. X~I~:2 dx = ~e- I>'la (a> 0) , on trouve : 

w(x, t) = fa / +00 eikx e- i ~~ t e- Ik - kola dk 
V 2; -00 

3Cette egalite est immediate avec Ie theoreme des residus. 
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Compte tenu de la relation entre w(x, t) et iI>(p, t), cette derniere expression donne 
immediatement (Po = nko) : 

(10.10) 

On verifie sans peine que iI>(p, t) "sort" tout naturellement normalisee a l'unite, 
puisque W(x, t) l'est (la transformation de Fourier est unitaire : voir la relation de 
Parseval- Plancherel, dont un autre exemple est l'egalite (1-12.179)) . Par ailleurs, 
Ie module carre de iI>(p, t) est independant du temps (la particule est libre, pest une 
constante du mouvement), et a la forme d'une toile de tente centree en Po. Noter 
enfin que cette singularite de iI>(p, t) a l'origine est la traduction dans l'espace 
des impulsions du fait que W(x, t) decroit en loi-puissance quand Ixl :» a (dualite 
classique des comportements d'un couple de Fourier a l'origine et a l'infini). 

6. La definition de la fonction X permet d'ecrire tous les moments (n entier) de la 
position sous la forme : 

7. La fonction X(K, t) ne permet pas de calculer les moyennes des puissances de 
l'impulsion, qui impliquent les derivees nes de w(x, t). En revanche, ces moyennes 
se trouvent aisement a partir de iI>(p, t) par 

(pn)(t) = l pnliI>(p, tW dp , 

soit (pn)(t) = * fn~pne-~Ip-pol dp == (pn)(o). On constate que ces moyennes ne 
dependent pas du temps, en consequence du fait que l'operateur pest une constante 
du mouvement (la particule est libre). Le calcul de (pn) est facile: 

(pn) = 9: 1+00 

pne-~Ip-pola dp = 9: 1+00 

(p' + po)ne-~Iplla dp' 
n -00 n -00 

apres developpement du bin6me, on trouve : 

( n) '"' n! n-m( n)m 
p = ~ (n - m)! Po 2a . 

mpau :<=; n 

(10.11) 

8. L'equation de conservation locale est itp(x, t) = - !1xj(x, t) ; la fonction X(K, t) 
satisfait done itX(K, t) = - fIR eiKx !/xj(x, t) dx. Une integration par parties donne 
itX(K, t) = iK fIR eiKxj(x, t) dx ; deux derivations en K = 0 donnent alors les deux 
relations demandees. 

9. Compte tenu de l'expression de ~x2(t) donnee dans l'enonce, et des resultats 
precedents, on voit que: 
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Le produit t:.x(t)t:.p(t) vaut t:.x(O)t:.p(O)[l + (,!.~;) 2] 1/2, soit : 

t:.x(t)t:.p(t) ~ { t:.x(O)t:.p(O) [t~ +p2 H !~px) 2] si t « mCl~x 
si t » mClx 

(10.12) 
m Clp 

Le produit des incertitudes demarre quadratiquement en temps, avant de croitre 
lineairement aux grands t6mps. 

Avec a = lOA et pour un electron mClx = mV2Clx
2 

'" 1 2 X 10- 14 s « 1 s d'ou , Clp Ii -, , 

A (= ) '" tt:.p = ~ '" 1 x 6,6 X 10-
34 

'" 82 k u x tIs - In - In - m . . . 
m may2 211" x 9 x 1O- 31 y2 X 10- 9 

A l'echelle microscopique, une seconde est un intervalle de temps geologique. 

10. La particule est isolee, son energie est une con stante du mouvement, done toutes les 
valeurs moyennes (fIn) sont constantes dans Ie temps; en particulier, la variance 
de l'energie t:.E = J (H2) - (JI )2 est une constante. 

Avec les parametres phY8iqll S du problem n peut construire deux combinaisons 
2 2 2 

homogenes a une energi : ;'<0.2 t fi '::0 iOlltes d ux legitimes pour definir une 
echelle d'energie typique. t:.E peu don for :m nt s'ecrire proportionnellement a 
Pune de ces deux quantiLe: ; choisis ani la premier" on a donc : 

t:.E = f(quantite sans dimension) fi? 2 . 
ma 

En posant x = ~a, la Eonction d 'onde devient essentiellement une Eonction du 
parametre sans dimension koa == ~ = fi - 1a(;;) : c'est done inevitablement la 
"quantite sans dimension" apparaissant dans la fonction sans dimension f ; d 'ou 
la forme de t:.E annoncee. 

Le calcul de la fonction f se fait commodement en utilisant la representation-p (voir 
(10.10) et (10.11)). On trouve (p4) = p~ + 3P8(~)2 + ~(~)4 ; on sait que (p2) est 

egal a (fiko)2 + 21'.:2, avec Po = fiko , d'ou l'expression de t:.E2 = 4!' ((P4) _ (p2)2) 
apres simplification : 

La vitesse de groupe Vg est la derivee d~~k), calculee au maximum de l'amplitude des 
composant es de Fourier du paquet d'ondes. D'apres l'expression (10.10) de <.p(p, t) , 
Ie maximum survient en Po = fiko, d'ou Vg = ~ ; c'est la vitesse de deplacement 
du centre du paquet d'ondes, egale a la vitesse moyenne (au sens quantique) de la 
particule representee par ce paquet d'ondes. 

t:.E diverge si a ~ 0, en conformite avec Ie fait que pour fabriquer un paquet 
tres etroit, on doit empiler "democratiquement" des ondes planes de tout vecteur 

4Si on choisissait la seconde, la fonction de proportionnalite serait sirnplement ~ f. 
a 
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d ode produisant une disp rsioll di~ rgenl d I en rgie. A I inv r 6.E t ·nd 
vel' 7.C1' si (L - + ; dan c tte limite 1 paqu t d'oudes l ·ud v 1'5 un nd 
plan · mOll chl' ma. iqu laquell 'tant pl'opre de p l all i PI' PI' d 1)2 don' de 
H : pour \ 11] et t propr d [( 1'6n rgi n pre entc aucune d i pC!: ion. O J1 II t 
all " i qu pour un larg uJ'donne , 18. varianc 6. E t d autant plus grande ko . t 
grand s il qu la vites. m Y "1l11 ~ 'l grallde. 

11. -ret) ~ "'~~t) represente Ie temps necessaire au paquet d'ondes pour se deplacer 

d' une distance egale a sa Iargeur (bien sllr, si ko = 0, Ie paquet d'ondes ne se 
deplace pas et -r est infini) ; Vg etant constante, -r (t) aug mente comme 6.x(t) . On 

a 6.E-r(t) = :::2f(koa)";.~ox = J1~oaa) VI + (~:)2 fL, soit (~= koa) : 

La fluct uation relative d'energie est "'EE, soit : 

6.E 
E 

(~ = koa) 

Elle est tres petite si koa » 1 (grande vitesse moyenne et/ou paquet initialement 
large), et voisine de /5 si koa « 1 (petite vitesse et/ou paquet initialement etroit). 
Noter qu'elle decroit comme (koa)-l, c'est-a-dire lentement. 

10.3 Forme locale de la conservation de l'energie en 
Mecanique quantique 

-2 
Soit une particule de masse m et de Hamiltonien H = ~ + V(f'). 

l. Etablir la condition sur H pour que la valeur moyenne de I'energie E ~ (H) dans tout 
eta t normalise soit independante du temps ; cette condition est supposee satisfaite dans 
la suite. 

2. En raisonnant sur I'expression de E , expliquer pourquoi on peut prendre comme defini­
tion de la densite d'energie PE I' expression suivante : 

fi? - -
PE(r', t) = +-2 \7w* .\7w + w*Vw 

1n 
(10. 13) 

Cette definition etant adoptee, la conservation locale de I'energie s'ecrit : 

apE d·"7 0 7ft + I VJE = (10. 14) 

ou jE designe Ie courant d'energie, qu'il s'agit precisement de trouver . 
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3. Ecrire I'expression brute de W· 
4. Transformer les termes cinetiques de I'expression pn§cedente en y faisant apparal'tre des 

operateurs Laplaciens. 

5. Utiliser I'equation de Schrodinger pour simplifier I'expression de ~. 

6. En deduire I'expression du courant d'energie IE. 

1. La valeur moyenne de l\~nergie dans tout etat normalise est E ~ (H) = (\[IIHI\[I). 
Sa derivee est (~~IHI\[I) + (\[II~"iI\[l) + (\[IIHI~~) ; en utilisant l'equation de Schro_ 
dinger, cette expression devient ii(H\[IIHI\[I) + (\fI1~"iI\[l) + Ik(\[IIHIH\[I) d'ou 
~~ = (\[II~"iI\[l). Sauf propriete particuliere5 de 1\[1) et de V(x), la condition 
necessaire et suffisante pour que la moyenne de l'energie soit constante est: 

I dH =01 dt 

2. L'expression de E est E = (H) = IJR3 \[1* (- ;~ ~ \[I + V\[I) d3r ; en effectuant une 
integration par parties du Lap1acien, et en utilisant Ie fait que Ie terme tout integre 
est nul pour un etat normalisable, il vient : 

(E) = r [~(V\[I*).(V\[I) + \[I*V\[I] d3 r ; iJR3 2m 

la quantite entre crochets peut bien etre interpretee comme une densite d'energie, 
puisque son integrale dans ~3 donne l'energie : 

PE = ~(V\[I*).(V\[I) + \[I'V\[I 
2m 

Cette definition etant adoptee, la conservation locale de l'energie s'ecrit : 

apE d' "'! 0 at + IVJE = 

ou JE designe Ie courant d\~nergie, que 1'on determine dans la suite. 

3. L'expression brute de a~: est: 

(10.15) 

a;: = 2~ [(%t V\[I*).(V\[I) + (V\[I*).(! V\[I)] + (%t \[1*) V \[I + \[1* V %t \[I 
Vet 2... commutent . par ailleurs (V\[I*) (Vaw) = V(awV\[I*) _ aw ~\[I* at , . at at at 

5La derivee de E p eut etre nulle meme si H depend explicitement du temps. Par exemple, avec une 
fonction W(x, t) de parite determinee (paire au impaire), ~~ = 0 si ddI[ est de la forme f(t)V(x) au 
Vex) est un operateul' impair en x. 
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4. Compte tenu de la derniere identite, les termes cinetiques de ~ s'ecrivent : 

5. Les termes de droite entre parentheses, completes par les termes en V, donnent : 

8iI!* /t2 8iI! /t2 

-( - -~iI! + ViI!) + -( - -~iI!* + ViI!*) . 
8t 2m 8t 2m 

(10.16) 

Les deux parentheses sont respectivement egales a ~ ~;: et it: 8-;:, de sorte que 
l'expression (10.16) est identiquement nulle j il reste done: 

8PE = V. [~(8iI!* ViI! 8iI! ViI!*)] . 
8t 2m 8t + 8t 

6. Par identification avec (10.15), on en deduit Ie courant jE (divA == V.A) : 

-: /t
2 

(8iI! * - 8iI! - *) _ 1 [ * p p *] JE = -- - -ViI! + -ViI! = - (HiI! )- iI! - (HiI!)- iI! 
~ & & 2 m m 

Pour une onde plane eik.r et une particule libre, on trouve tout naturellement 
-: /i2 k2 I1.k 
JE = 2m m· 

IDA Operateur associe a une grandeur classique 

So it Acl(q, p) une grandeur dynamique classique ayant Ie developpement en serie entiere : 

Acl(q, p) = L fn(P) qn (10.17) 
nEl\l 

1. Former Ie bon operateur A(q, p) associe a Acl(q, p). 

2. On souhaite trouver la limite du commutateur [qk, A(q, p)]. k E N*, quand Ii --> 0, et 
montrer qu'il co"l·ncide avec Ie crochet de Poisson classique : 

(10.18) 

(a) Calculer [qk, f(p)] ou f(p) est une fonction developpable en serie entiere. 

(b) En deduire une premiere expression de [qk, A(q, p)] au figurent les derivees f~. 

(c) Mantrer que : 

k- l 
[qk, A(q, p)] = i/t L n ~ 1 L f~ qn+k- l + O((in)I~2 ) 

nE]\I 8=0 

(10.19) 
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(d) Conclure, et se persuader qu'il en va de meme pour [pk , G(q, p)]. ainsi que du 
commutateur de deux observables F(q, p) et G(q, p). 

========== ? J. ? J.? J. ? J. ? J. ? J. ? J. ? J.? l,? ==============::::: 

1. II convient de former la bonne combinaison symetrique ; de toute evidence, pour Ie 
terme general de la serie, celle-ci s'ecrit : 

1 (nf n-lf n-2f 2 f n-l f n) --1 q n + q nq + q nq +.,' + q nq + nq , 
n+ 

d'oit : 
1 n 

A(q, p) = L n + 1 L qn-m fn(p)qm 
nEN m=D 

2, La limite du commutateur [qk, A(q, p)], k E N* quand n -> 0 est la limite de : 

L n: 1 t [qk, qn-m fn(p)qm] = L n: 1 t qn- m[qk, fn(p)]qm 
nEN m=O nEN m=O 

la deuxieme expression venant de [A, BC] = [A, B]C + B[A, C], On a deja vu que 
[q, pi] = inlpl-l, 

(a) En introduisant Ie developpement en serie entiere de fn(P) = L;nENcnlpl, il 

vient [q, fn(P)] = L;nENcnl(in)lpl- l == in~, On voit aussi sans peine que 

[q2, fn(P)] = in(qf~ + f~q), et plus generalement : 

k-l 
[qk, fn(P)] = in L(qS f~ + f~l-S-I) 

s=O 

(b) II en resulte : 

n k-l 
[qk, A(q, p)] = in L n: 1 L L qr+s f~l-Hn-(r+s) 

nEN r=O s=o 

(c) Maintenant, on ecrit qr+s f~ = [qr+s, f~] + f~qr+s ; Ie commutateur vaut : 

r+s-l 
'n '" If II r+s-l - I , 1 ~ q nq , 

1=0 

etant proportionnel a n, il ne compte donc pas dans la limite n -> 0, d'oD. : 

n k-l 

[qk, A(q, p)] = in L n: 1 L L (J~(p)qr+s + O(in)) qk-Hn-(r+s) , 
nEN r=O s=o 
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so it : 

1 n k-l 
[qk, A(q, p)] = in. L - LLf~(p)qk-l+n + O((in.)2) . 

n+1 nEN r=O s=O 

(d) II n'y a plus de dependance en r et s dans les sommations ; en utilisant 

2:~=o 2:;:~ 1 = (n + l )k, il vient : 

[qk, A(q, p)] = in. L kf~qk- l+n + O((in.)2) , 
nEN 

d'ou immediatement limh ..... o ~[qk, A(q, p)] = 2:nEI\I kf~(p)qk-l+n. 
D'un autre cote, Ie crochet de Poisson {qk, Acl(q, p)} est: 

d'ou Ie n§sultat demande : 

Il en va evidemment de meme pour [pk, G(q, p)], ainsi que du commutateur 
de deux observables F (q, p) et G(q, p). 

10.5 Particule chargee dans un champ elect rique 
constant 

Une particule de masse m et de charge q est situee dans un champ electrique uniforme de 
module c. Son Hamiltonien est : 

p2 
H = - -qcx 

2m 
(10.20) 

1. Ecrire I'equation de Schrodinger en representation-p pour la fonction d'onde <I>(p, t). 

2. En deduire I'equation aux derivees partielles satisfaite par la densite de probabilite de 

presence pp(p, t) ~ I<I>(P, tW· 

3. Montrer que pp(p, t) s'exprime tres simplement a I'aide de pp(p, t = 0), et interpreter 
ce resultat. 
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1. On pose f ~ q£ ; l'equation de Schrodinger en representation-p est: 

. a<l> (p2 . a) In- = - -lnf- <I>(p, t) at 2m ap 

2. La densite de probabilite est <1> *<1>. On a at (<1>*<1» = (at<l>*)<I> + <1>* (at <1» soit : 

~(<I>*<I» = ~1 (L<I>* + inf<l>'*) <I> + ~<I>*(L<I> - inf<l>') , at In 2m In 2m 

d'ou %tl<l>1 2 = -f (<1>'* <I> + <1>*<1>'), soit: 

a 12 a ) 2 8t I<l>(p, t) = - fapl<l>(p, t 1 

3. Cette equation s'integre immediatement6 pour donner la solution issue d'un etat 
initial quelconque <1>0 (p) : 

11<I>(p, tW = l<I>o(p - ftW I 

Le module carre du paquet d'ondes en representation-p est donc simplement Ie 
module carre du paquet de depart, translate en bloc de ft, qui est la variation de 
l'impulsion entre t = 0 et t sous l'effet du champ constant applique (champ constant 
==> vitesse augmentant lineairement en temps). Pour une particule uniformement 
acceleree, Ie paquet d'ondes en impulsion ne s'etale pas mais se deplace en bloc a 
la vitesse ft si elle etait nulle au depart. 

10.6 Relations d'incertitude 

1. Un oscillateur harmonique lineaire a une masse m, une pulsation w et la dimension 
typique a. Utiliser la relation d'incertitude pour montrer que I'energie de cet oscillateur 
est bornee inferieurement par une quantite strictement positive. Interpreter ce resultat. 

2. Un electron d'energie lOOkeV dessine une "trajectoire" dans une chambre de Wilson . 
Comparer sa longueur d'onde associee a la dimension transversale de la trace. 

3. L'effet Doppler permet de mesurer la vitesse v d'une source de lumiere ; Ie deplacement 
Doppler, quand la source s'approche de I'observateur, est (si v « c) : 

d,f v 
.6.vD = v - Vo ~ Vo - . 

c 
(10.21) 

La source est un atome de masse M initialement dans un etat excite; Ie retour au 
fondamental se fait par emission d'un photon dont la frequence est Vo quand I'atome 
est "maintenu" immobile. 

6L'argument pour ecrire Ie resultat qui suit est exactement Ie meme que celui utilise p.155 pour 
obtenir l'egalite (9.6) . 
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(a) Pour connaitre v, on mesure //. Donner I'ordre de grandeur de la duree 7 d'une 
mesure de la frequence afin que celle-ci soit determinee a D..v pres. 7 est aussi 
I'incertitude sur I'instant d'emission du photon. 

(b) De combien varie la vitesse de I'atome lors de I'emission? En deduire I'incertitude 
ulterieure D..x sur la position de I'atome. 

(c) Obtenir D..px et retrouver la relation de Heisenberg. 

IF 
ecran 

............ aI· ........ ·· .. · .. · .. · ...... · ........ · 
D 

Figure 10.2: Diffraction de particules par une fente. 

4. Des particules de masse m et d'energie E sont incidentes sur une fente F d'ouverture 
a = 0,1 p.m (fig. 10.2) ; un ecran est situe a la distance D =10 cm du plan de la 
fente . Trouver I'incertitude en position D..x au niveau de I'ecran et montrer que I'on 
peut choisir a en fonction de E et de D de sorte que D..x soit minimum. Faire les 
applications numeriques dans les deux cas : 

(a) electrons d'energie E = 100eV ; 

(b) grain de poussiere de rayon 0,1 p.m, de den site 1 g/cm3 et en equilibre thermique 
a I'ambiante. 

2 

1. On a D..x '" a et D..p '" ~. En consequence, l'energie ~ + ~mw2x2 est, en ordre 

de grandeur , 2::':2 + ~mw2a2 ~ f(a). Derivons cette expression par rapport a a : 

f'(a) = - :::3 + mw2a. Cette quantite s'annule pour ao = (~~)1/2, ou la fonction 
fest minimale. En reportant cette valeur dans f(a) on a E 2: f(ao) = !U.v, d'ou 
la conclusion : en ordre de grandeur, l'energie de l'oscillateur est bornee infe­
rieurement par !U.v (borne qui serait nulle si la constante de Planck etait nulle). La 
Mecanique quantique interdit ala particule d'etre immobile en son point d'equilibre 
(irreductibilite des fluctuations quantiques). 

2. Comme E = 100 keY, l'electron est faiblement relativiste, et on peut se contenter 

de >. = J2':nE' Numeriquement : 

>. = 6,6 X 10-
34 

c:= 0,039 A 
)2 x 9 x 10-31 X 100 x 103 x 1,6 x 10- 10 
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La dimension transver, af de la trace st la tailJ dune goutt I tt condensee 
pl' voqu' par 1 passage d l'electroll chal"g~ dans la vap ill" m6tasl;abl 7 Soit 
environ l/J,m : Is. longu Ul' d ond est don minuscule d · vall la l~U'geur d la tra e 
qui n samaiL etre assimil6 a Ie. 'trajectoire nrier scopique f 1" le !.ron ... laqu 11 ~ 
n xi pa . La trace u ' st un tl'aj ctojre que pour Ie sens commun, et a condition 
d' r 'ga.rd l' a \Ine echell tras gJ.'uJld > d vant A. 

3. (a) Sans aucun doute, en raison de la formule de Doppler, mesurer la fn§quence lJ 

est equivalent a mesurer la vitesse. 

x(t) 

~_-'-___ --L_,. /, 
T 

Figure 10.3: La position de l'atome a l'instant 7 depend de l'instailt te (inconnu) 
d'emission. L'erreur sur la position est egale a t.x, correspond ant aux valeurs extremes 
o et 7 de teo La ligne brisee en gras est la variation de l'abscisse de I'atome emettant 
precisement a l'instant te. 

Pour mesurer la frequence, il faut un certain temps: il faut avoir Ie temps de 
compter les periodes ; la mesure de 1/ est d'autant plus precise que Ie temps 
de comptage 7 est long. Comme toujours, 7 et l'erreur sur 1/, 01/, sont relies 
par 701/ ~ l. 

(b) Au moment de l'emission, la vitesse de l'atome decroit en v rtu du raeul 
de celui-ci : M v = M v' + ',::. Par ailleurs Pin taut d'emis 'ion te est lui 
aussi incertain, I'incertitude etant fa du1'l§ T de La mesure. Corom ta est 
incertain (et compris entre 0 et 7) , la po ition d 1 'atome est elle allssi . nla.chee 
d'incertitude, comprise entre les valeur correspond ant it te = 0 et tc = T. 

L'erreur sur la position est t.x = VT - 'ur' (voir fig . IO.3) soit ire T. 

(c) A I'incertitude 01/ correspond une incertitude sur la vitesse, donc sur I'impul­
sion : t.Px = M t.v = M t.[c(.!!... '- l)J = M c 8

1/ ~ Me. 
Va Va VaT 

En rassemblant les resultats, on a t.xt.p ~ Mhl/ T Me = .!!... h > h. c VaT Va rv 

4. L'incertitude sur la position vertic ale des particules frappant l'ecran resulte de deux 
causes distinctes : 

(a) la dimension transversale de la fente, d'oD. l'incertitude t.lX = a. 

(b) La dispersion due a la diffusion (diffraction) par la fente. Si e est l'angle de 
diffusion, il en resulte une autre incertitude t.2X = D tan e. 

7L'electron charge provo que une nucleation au sein de la phase metastable. 
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Soit pi l'impulsion de la particule apres passage par la fente ; son impulsion par allele 
a Ox est 6.Px = pi - p, et on a sinO = ~ rv 1i/~lX = plia' En supposant l' angle 0 

petit, on a tane ~ sinO, de sorte que ~2X ~ :~ D , 

Au total, l'incer titude bx vaut ~1X + ~2X, soit bx = a + ~~, avec P = J2mE : 

I ~x=a + a~1 
Visiblement, seulle deuxieme terme est d'essence quantique. On note que ~x est 

minimum si a = V¥ et prend alors la valeur ~Xmin = 2V¥ : 

10.7 

~D 
~xmin=2 ~ 

v2mE 

(a) Pour des electrons d'energie E = 100 eV : 

A 0-7 6,6 X 10-34 
X 0, 1 

u x m = l + ~~----~~====~~==~====~==~~ 
10-7 X 27r ";2 x 9 x 10- 31 X 100 x 1,6 x 10- 19 

la grande fraction vaut 1,95 x 10-5 m, soit environ 20/-lm » a : en ce cas, 
l'essentiel de l'incertitude vient de la diffraction par la fente, ~x ~ ~2X, et a 
une origine essentiellement quantique. 

(b) Le grain de poussiere de rayon 0,1 /-lm, de densite 1 g/cm3, a une masse egale 
a 4; x (10- 7 ) 3 X 103 kg/m3 ~ 4,2 X 10- 18 kg ; son energie est de l'ordre de 
25 meV, d'ou : 

A - 7 6, 6 x lO- 34 xO,1 
U Xm = 10 + ----=-------r===::::::::====.=:~====::::;;======::;: 

10-7 x 27r/2 x 4,2 X 1O- l8 x 25 X 10-3 x 1,6 X 10- 19 

La grande fraction vaut ~ 5,8 X 10-10 m « a, d 'ou cette fois ~x ~ ~1 X = a : 
pour l'essentiel, l'incertitude vient juste de la largeur de la fente, les effets 
quantiques etant infimes. 

Le microscope de Heisenberg 

Heisenberg a propose I'experience (mentale) suivante pour illustrer la relation d'incertitude 
spatiale8 (voir fig . 10.4) . 

Un faisceau de photons d'impulsion pparfaitement determinee (associee a la longueur 
d'onde Ao) eclaire une particule P ; la position de cette derniere est observee par la diffusion 

8Le dispositif est reste dans l'histoire com me "Ie microscope de Heisenberg" . 
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ecran 

+--7--~ lentille 

Figure 10.4: Principe du microscope de Heisenberg. 

d'un photon, supposee elastique. La lumiere diffusee est recueillie au moyen d'une lentille 
situee parallelement a un ecran. 

Le pouvoir de resolution d'une lentille est si~C: ou e est I'angle d'ouverture de la lentille 
et.>. la longueur d'onde de la lumiere utilisee. 

1. Estimer I'incertitude .0.x sur la position de P Ie long de Ox. 

2. En utilisant une loi de conservation, trouver I'incertitude .0.Px de I'impulsion de P. 
Retrouver la relation de Heisenberg. 

1. Le pouvoir de resolution conditio nne l'incertitude .0.x = si~ c:. 

2. Si P est ['impulsion de la particule, Pph celle du photon, la somme p +]Jph est 
conservee : toute incertitude sur ]Jph se reporte sur P, et reciproquement. 

Note 

Tout photon re<;u sur l'ecran a une impulsion suivant Ox comprise entre ±Pph sine: 
l'incertitude .0.Pph x vaut donc 2pph sin E:. En vertu de la loi de conservation, il vient 
.0.Px = .0.Pph x, d'ou .0.Px = 2~ sine, conduisant a .0.x.0.Px = Si~E2~ sinE: = 2h. 

Pour diminuer .0.x, on est tente de reduire la longueur d'onde des photons utilises 
pour eclairer la particule, soit a utiliser des photons de plus en plus durs. Survient 
alors Ie probleme de la diffusion Compton, la frequence du photon diffuse etant egale a 
1/ = [1 + 2~ sin2 ~tll/O' m etant la masse de la particule P j dans ces conditions , on 
envoie des photons a '>'0, et on observe des photons plus mous de longueur d'onde .>. > '>'0. 

Pour que l'on continue a observer la particule, Ie photon diffuse doit l' etre suivant 
l'angle e tel que I~ - el < e, ce qui donne sine ~ 1 et donc // ~ [1 + ~l -ll/o. A tres 

haute frequence, 1/ sature a la valeur m~2 par valeurs inferieures : 1/ :s mt : la longueur 
d'onde .>. du photon diffuse (et observe sur l'ecran) est donc bornee inferieurement par 
~c' qui n'est rien d'autre que la longueur d'onde Compton de la particule. 

Ainsi, meme en utilisant des photons tres durs d'energie hl/o » mc2 , on ne peut 
localiser· spatialement la particule a mieux que sa longueur d'onde Compton - quasi nulle 
pour une particule macroscopique, de l'ordre de 0,02 A pour un electron. 
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10.8 D'autres inegalites 

Dons 10 suite, 'ljJ(x) designe une fonction normalisee a I'unite. 

1. A I'aide d'une integration par parties, etablir la relation suivante : 

1+ 00 d'ljJ* 
2W dxx'ljJ(x) -d = -1 , 

- 00 x 
(10.22) 

ou W designe la partie reel Ie. 

2. Soit I'inegalite evidente : 

1+00 d'ljJ 2 
-00 dx I AX'ljJ(X) + dx I ?:: 0 , (10.23) 

OU A est un reel quelconque. Les crochets ( ... ) designant la moyenne quantique prise 
avec 'ljJ(x) , montrer que (10.23) se met aussi sous la forme : 

A2(X2) - A + 11.-2(p~) ?:: 0 , (10.24) 

et etablir une inegalite, pour Ie produit (x2 ) (p~). 

3. A quelle condition I'inegalite precedente devient-elle une egalite? Citer un cas ou il en 
est ainsi. 

4. Ces resultats suffisent-ils pour obtenir une borne inferieure absolue du produit des incer­
titudes sur x et Px ? 

1. La quantite a examiner est J~: x'ljJ'ljJ'* dx + J~: x'ljJ*'ljJ' dx == J~: x lx j'ljJj2 dx ; 

une integration par parties donne [xj'ljJj2l~~ - r~: j'ljJj2 dx ; 'ljJ etant no~malisable, 
Ie produit x j'ljJj2 est nul a l'infini : Ie terme tout integre est donc nul, d'ou l'egalite 
demandee. 

2. En developpant ((Ax'ljJ + 'ljJ')(AX'ljJ* + 'ljJ'*), on fait apparaltre un trinome T(x) du 
second degre en A, qui s'ecrit (X2)A2_ (X)A+ J dx'ljJ'*'ljJ'. Dne integration par parties 
donne J dx'ljJ'*'ljJ' = - J dx'ljJ*'ljJ" == n-2(p2), d'ou T(x) = (x2) - (x)11.- 2(p2). T(x) 
etant positif quel que soit A, son discriminant est negatif d'Oll l'inegalite : 

3. L'inegalite precedente devient une egalite si l'integrale est nulle, c'est-a-dire si la 
fonction 'ljJ satisfait AX'ljJ + 'ljJ' = 0, soit si 'ljJ(x) = Ce-)..x

2
/2 ; c'est Ie cas pour l'etat 

fondamental de l'oscillateur harmonique (avec A fixe par m et w - et bien sur 11.). 

4. Ces resultats ne suffisent pas pour obtenir une borne inferieure absolue du pro­
duit des incertitudes sur x et Px, puisque (x2) et (p2) ne donnent les fluctuations 
quadratiques 6.x2 et 6.p2 que si les deux moyennes (x) et (p) sont nulles. 
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10.9 U ne experience mentale 

Le dispositif experimental ci-dessous (fig. 10.5 a gauche) est compose d'une source S de faible 
intensite emettant des particules d'energie donnee. Le faisceau est separe (elastiquement) 
en deux parties d'egale intensite par une lame semi-transparente L. D1 et D2 , situes a egale 
distance de L, sont deux detecteurs produisant un bref signal ("top") a I'arrivee d'une par­
ticule ; ( 12 est un compteur a co"incidence qui ne produit lui aussi un tel signal que si D1 et 
D2 se declenchent simultanement. 

I II I .. II II I I 
temps 

Figure 10.5: Co'incidences ou non? 

L'enregistrement d'un compteur est represente schematiquement comme indique sur 
la fig . 10.5 a droite . 

Dessiner un exemple des trois enregistrements de D1, D2 et (12 effectues lors d'une 
meme experience. 

Le "top" enregistre sur un detecteur Di signifie qu'une particule est passee par 
cette branche de l'appareil. Com me elle est passee par 111 (et qu'on l'a "vue"), elle n'est 
pas passee par l'autre branche. En consequence, les "tops" ne cOIncident jamais en temps, 
et Ie signal delivre par C12 est identiquement nul. 

Dl~I~~I_I_I_I ~I--~I~I~I~I--I~I--, 

D2 .-.1 __ 1ca.1 _ __ 1 _ __ I __ 1'-&.1 .... 1 _ __ 1 __ 1'----001_ --'1..-., temps 

C12 ------------------------------------~ 

Figure 10.6: Aucune cOIncidence ! 
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Corriges du chapitre 11 

Magnetisme atomique 

11.1 Les fonctions de Brillouin B J 

La theorie du paramagnetisme de Langevin suppose que chaque moment magnetique peut 
prendre une orientation quelconque par rapport au champ B; elle donne en general de bons 
resultats a haute temperature (kBT» IfLBIB) . 

A temperature suffisamment basse, la quantification du moment cinetique, revelee 
par les experiences de Stern et Gerlach, devient visible puisque la variation (jJz ~ n de la 
composante Jz d'une valeur a I'autre donne une variation d'energie ,nB qui n'est plus tres 
petite devant kBT ("h n'est plus un infiniment petit") . 

Le moment cinetique J est tel que sa composante Ie long du champ, J II , ne peut 
prendre que certaines valeurs discretes Mn, avec: 

M = -J, -J + 1, -J + 2, ... , J - 1, +J (11.1) 

J designe un nombre entier, ou demi-entier, fi xe une fois pour toutes1 . On designe par , Ie 
facteur gyromagnetique de I'atome. 

1. Ecrire I'expression de la magnetisation M llv (s'inspirer de I'egalite (1-11.24), en I'adap­
tant a la situation consideree ici) . Com bien vaut ici Ie facteur Z ? 

2. Calculer effectivement Mllv, et la mettre sous la forme : 

(11.2) 

OU x = !3 fLB et fL = n,J. Les BJ sont appelees fonctions de Brillouin. 

iCe nombre depend de J'atome considere. 
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3. Tracer B1.(x) et Bl(X), 
2 

4. Montrer que dans la limite classique, n -7 0, J -7 +00, ,nJ = cste/-L, on retrouve Ie 
paramagnetisme classique de Langevin . 

=========== ? i., ? i., '? i., ? i., ? i., ? i., ? i., ? i., ? i., ? = ======= = === 

1. La. probabili t ~ . t toujOlU"S donn' par Ull facteur de Boltzmann ou apparait l'<~ner­
gic 1 couplage entr 1 moment maglletiqu et 1 champ, soit E = -[1.8 ; Ie 
moment rnagn'tiqu · e ' r lie all mom n illetiqn suivant [1 = , f. Au total, 
pr nanL l'axe z 1· I ng du champ Ia probabilite ressort comme Z- l e{3-yJz 8, ou 
Z - l st 1 facteur d normali atiol1 des probabilites. 

Contrairement au cas cJassique, Ie vecteur f ne peut prendre qu'un nombre fini 
(= 2J + 1) d 'orientations distinctes (tres distinctes les unes des autres si J '" 1, 
relativement tres voisines si J » 1) ; sa composante J z ne peut prendre que les 
valeurs Mn, ou JI;[ est un en tier compris entre - J et + J. Dans ces conditions, les 
valeurs possibles de -[1.8 == /-LzB sont - ,NfnB, et la probabilite de Boltzmann est: 

+J 
Z - l L eM)" = 1 (.>. ~ nfhB) . 

M=-J 

La valeur moyenne de la magnetisation (par unite de volume) Ie long du champ2 
s'obtient en sommant sur les valeurs possibles de /-Lz = , Jz, egales a ,Mn, ce qui 
signifie que la somme se fait sur l'entier M ; s 'il y a n moments magnetiques par 
unite de volume, on a : 

+J 

MIIV = n L (,Mn)Z- l eM)" . 
M=-J 

Tout comme pour l'oscillateur harmoniqu , dans Ie t raitement par Planck du rayon­
nement thermique, la quant ification (ici pour 1· momcn cin 'tique) tran form radi­
calement l'expression du facteur Z (c'est unejonction de partition) remplaG<mt un 
integrale (sommation continue) par une ommation (UScT'ete (ici.6nie ell gan'ral 
c'est une serie). 

Comme Z = L:~~ eM)", la magnetisation par unite de volume a l 'expression com­
pacte: 

La fonction Z(.>.) est une somme geometrique de la variable e).. et se calcule sans 
peine ; on trouve : 

Z ( .>.) = _si_nh-,(,--J--;+;-,~:";')_'>' 
sinh ~ .>. 

2Bien evidemment (pourquoi 7) , la rnagnetisation transverse est nulle en moyenne. 
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2. En derivant In Z, on obtient (JL = ,nJ, x = (3JLB) : 

clef 2J + 1 2J + 1 1 x 
BJ(x) = --coth--x- -coth-

2J 2J 2J 2J 

ou BJ(x) est par definition la fonction de Brillouin d'ordre J . 

1.0 - - - - - - - - - - - - --- - - .-:.;-~-.:.:-~_:::::===_ 

0.8 

0,6 

0.4 

0,2 

0 ,0 
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 

Figure ILl: Les deux premieres fonctions de Brillouin Bl/2 (x) et Bl (x), et un rappel de 
la fonction de Langevin L(x), qui est la limite classique de BJ(x) (voir Ie texte). 

3. On a B~(x) = 2coth2x - cothx == tanhx, Bl(X) = ~coth 3; - ~coth~. Les 
formes limites de B J (x) sont3 : 

x«1 
x»J 

(11.3) 

et permettent de tracer a vue Ie reseau des graphes. La pente a l'origine decroit si 
J croit ; pour un x donne grand devant J, je- x / J est une fonction croissante de 
J : pour un tel x, l'ecart a l'asymptote est d'autant plus grand que J est grand. 

4. Dans la limite precisee dans l'enonce, J --; +00 et x ~ (3n,JB est une constante, 
egale a (3JLB ; dans l'expression de definition de BJ, Ie premier terme tend vers 
coth x. En raison de coth z ~ ~ si Izl--; 0, Ie second a la meme limite que 2j 2; = ~, 
d'ou : 

I J~~oo BJ(x) = L(x) I 
Ce resultat assure que l'on retrouve dans cette limite Ie paramagnetisme classique 
de Langevin. Il faut toutefois noter que Ie cadre quantique explique l'existence 
du moment magnetique de l'atome, alors que celle-ci n'est pas questionnee par la 
theorie classique (et pour cause: voir Ie theoreme de Miss van Leeuwen ... ) 

3 Attention: ne pas commuter les timites x -+ +00 et J -+ +00 ! 
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Note 

La variable pertinente est x = ~B, et fournit un nouvel xempl du fait qUe 
1· d l1X limites Ii -+ 0 et T -+ 0 ne commutent pas (x est ind6termine si I' n y fait 
brutalcrnen.t. n = O et T = 0). En revanche, sans ambigulte, la limit haut t mp'rature 
efrac la, constante de Planck. 

11.2 L'electron est-il une petite bille qUI tourne Sur 
elle-meme? 

On considere I'electron comme une petite sphere de rayon re , chargee uniformement. 

1. Calculer I'energie electrostatique d'une telle distribution (self- energy). 

2. En admettant que cette energie est egale a mc2
, en deduire reo 

3. Le moment cinetique intrinseque de I'electron est egal a ~. Trouver la vitesse lineaire 
d'un point situe a la surface de I'electron en fonction de c et de la constante de structure 
fine o!. Conclusion? 

1. L'energie electrostatique se calcule en considerant une petite couche delimitee par 
les deux spheres de rayons ret r + dr. Sa charge est 47rr2dr x p, p etant la densite 
uniforme de charge electrique. Pour cette petite couche, tout se passe comme si la 
distribution de charge etait concentree au centre ; celle-ci donne au point situe a 
Ia distance r du centre Ie potentiel electrostatique 4~~:)r avec Q (r) = ~ r3 p. En 

definitive, ]'energie de la pellicule spherique est dEe = 47rr2pdr x 4
Q

(r) , soit : 7rco r 

16 2 2 4 

dEe(r) = ~~dr . 
3 47rco 

L'energie tot ale s'obtient par integration E = fr. dE (1') = fr. 1671"2 P',.4 dT d'oD.· e Jo e JO 3 471"00' • 

En posant que cette energie est egale a mc2 , on obtient une version alternative4 du 
rayon classique de l'electron : 

3 ,2 
e -15 re = ---2 ~ 1,7 x 10 m = 1, 7F 

5mc 

4L'autre definition, utilisee dans Ie Tome I (voir par exemple note 36, p .19) et d'inspiration purement 
12 

dimension nelle, est re = ~. 
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2. Le moment d 'inertie d'une sphere uniforme en masse est ~mR2. Si cette sphere 
tourne sur elle-meme a la vitesse angulaire w, elle possede Ie moment cinetique 
J = ~mR2w ; un point situe a l'equateur a la vitesse lineaire 'V = Rw. 

Pour l'electron, tout ceci s'ecrit J = ~m'Vre . Comme on sait que J = ~, on en 
deduit v = Q _1l._ soit 'V = 25 1l.c

2 
ou encore: 

22m"e 12~' 

I v = ~ c ~ 286 c I 
L'inanite de ce result at se passe de tout commentaire . .. 

11.3 L'experience de Stern et Gerlach 

Dans I'experience de Stern et Gerlach, les atomes d'argent (MAg = 108 g) sortent a I'horizon­
tale (axe Ox) d'un four dont la temperature est de I'ordre de 1 OOOK et sont injectes dans 
I'appareil par une fente d'entree de dimension a = 1 mm. Dans to ute la suite, , designe Ie 
facteur gyromagnetique de I'atome et J Ie moment cinetique de celui-ci. 

b 
[ ~I sud 

8~ r rl I 
T ~ lOOOK nord ) I, ecran 

L 

Figure 11.2: Schema de l'experience de Stern et Gerlach. 

L'aimant produisant un champ magnetique inhomogene B(T) est oriente parallelement 
a I'axe Ox (voir fig. 11.2) ; sa longueur horizontale, L (de I'ordre du metre), est supposee 
assez grande pour que tous les effets de bord soient negligeables (dans ces conditions, la 

composante suivant Ox de B est negligeable). Dans I'hypothese d'un faible gradient de 
champ magnetique, on se borne a une approximation lineaire en ecrivant : 

() 8By ( 8By 
By y, z = Bo, y + y 8y 0, 0) + z 8z (0, 0) , (11.4) 

() 8Bz ( ) 8Bz 
Bz y, z = Bo,z + Y 8y 0,0 + z 8z (0,0) (11.5) 

~ ~ ~ ~ 8B 8B 
Par ailleurs, la manipulation des deux relations '\1.B = 0 et '\1 xB = 0 montre que T = Tz ; 
de surcroit, yOz etant un plan de symetrie, la composante By est nulle dans ce ~Ian, ainsi 
que ~. En definitive, les composantes du champ inhomogene sont telles que : 

Bx = 0 , (11.6) 
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ou (3 ~ /3 ~(O\ 0) « 1, et OU Eo =Eoz est Ie module du champ magnetique en un point de 
I'axe Ox ~ c'est donc Ie para metre (3 « 1 qui mesure I'inhomc-geneite du champ magnetique 

1. Calculer la pulsation de Larmor WL ~ blEo, pour Eo = 0, 01 T et I'ordre de grandeur 
du nombre de precessions de Larmor effectuees par un atome durant la traversee de 
I'aimant. 

2. Trouver I'ordre de grandeur de I'incertitude L1pz et en deduire que I'energie cinetique 
2~P; d'un atome est tres petite devant muL. 

3. Former Ie Hamiltonien H d'un atome en interaction avec Ie champ i3. 

4. Tout atome d'argent possede deux types de degres de liberte : 

(a) sa position P, qui apparait comme argument dans la fonction d'onde ; 

(b) son moment cinetique 1. dont la mesure de I'une des trois composantes sur un 
axe quelconque ne peut donner que I'une des deux valeurs ±~. 

Le dispositif experimental etablit ainsi un couplage entre les degres interne Jet externe 
P, assurant que Ie point d'arrivee sur I'ecran est une fonction biunivoque de la valeur 
de Jz ; I'observation du point d'impact constitue donc bien une mesure de Jz. L'etat 
d'un atome est ainsi completement decrit par: 

(11 .7) 

OU les u ± representent les deux etats propres de la composante Jz du moment cinetique 
atomique. Ces etats satisfont les relations suivantes : 

(11.8) 

(11.9) 

(11.10) 

Ecrire I'equation de Schrodinger pour \IJ(r, t) et en deduire Ie systeme differentiel 
donnant I'evolution temporelle des deux fonctions q(P, t). 

5. " n'est pas difficile d'integrer Ie systeme differentiel precedent ; toutefois, dans un but 
de simplicite, on neglige toute excursion en dehors du plan de symetrie xOz. En deduire 
Ie systeme simplifie pour les c±(r, t). 

6. Les trois directions de I'espace sont separees et peuvent etre traitees independamment 
les unes des autres ; en d'autres termes, on peut chercher les c± sous la forme d'un 
produit A±(x, t)B±(y, t)C±(z, t). Ici, seul importe Ie mouvement parallelement a Oz 
et, dans la suite, on s'interesse exclusivement aux fonctions C±(z, t). 
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A I'entree de I'aimant, les C±(z, t = 0) sont des paquets d'ondes de largeur en z 
finie et egale a a. Durant la traversee de I'aimant, Ie terme d'energie cinetique est, 
compte tenu de son ordre de grandeur, totalement negligeable vis-a-vis du couplage 
magnetique avec Ie champ. D..t designant Ie temps de transit dans I'aimant, trouver les 
deux fonctions C±(z, t) a I'instant D..t en fonction des5 C±(z, t = 0). 

7. A partir de t = D..t, I'evolution est celie d'un paquet d'ondes libre ; il est donc toujours 
possible d'ecrire : 

(11.11) 

Relier f±(k) a C±(z, D..t) puis aux transformees de Fourier r ±(k) des coefficients 
C±(z, t = 0), definies comme : 

(11.12) 

En deduire que les C±(z, t) peuvent finalement se mettre sous la forme: 

(t ? D..t) . (11 .13) 

8. Le module de r ±(k) est maximum en k = 0 (Ies atomes sont injectes avec une vitesse 
dont la composante verticale est nulle) . Ecrire la stationnarite de la phase <I>±(z, k, t) 
et en deduire que Ie paquet d'ondes global \II(z, t), apres Ie passage a travers I'aimant, 
presente deux bosses dont les abscisses verticales sont ±zmax(t) ou : 

(11.14) 

9. Pour qu'il y ait effectivement separation en deux faisceaux bien distincts, il faut que la 
variation 6pz de I'impulsion pz induite par Ie gradient magnetique soit tres superieure a 
I'incertitude initiale D..pz resultant de la diffraction par la fente de dimension a. Montrer 
qu'il en est ainsi pourvu que Ie temps de sejour dans I'aimant soit assez long. 

10. Pendant Ie vol libre, Ie paquet d'ondes s'elargit (tous Ie font) ; ecrire la condition 
assurant que cet elargissement reste tres petit devant la distance entre les deux taches 
observees sur I'ecran . 

5Remarquer que c'est l'apparition de z dans la phase, qui donne une valeur non nulle a la moyenne 
de I'impulsion pz, et que Ie signe de cette valeur moyenne est en relation biunivoque avec Ie signe de la 
composante Jz. C'est l'un des exemples les plus simples de couplage entre un degre de liberte interne 
et un degre de liberte ext erne, conduisant a des etats de spin necessairement intriques. 
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1 
~B - 1,6Xl0-

19
Xl0-

2 ~ 1 7 109 d -1 d' ' 1. WL = 11' Bo ~ m 0- 9xlO 31 -, X ra.s, ou 

I nwL ~ 1,2 X 10- 6 eV I 

La vitesse thermique d'un atome est ~ J3~~~ rv ~~:~to1033 ~ 500 m/s. La 

distance parcourue pendant 27fWL1 est donc ~~~~~~ ~ 1,7 !lm : si l'aimant a 1 rn 
de longueur, l'atome e£fectue en gros 1,7X

1
l0 6 ~ 600000 revolutions de Larmor. 

2 

2. L'ordre de grandeur de l'incertitude 6.pz est ~. L'energie cinetique -fM d'un atome 
Ii'> _ 1 m a 2 

,,2 _ 1 (0,53 XlO - 10 )2 .. 
est donc rv 2Ma2 - 108 M ~ 2ma5 - 1839 10 3 x 13,6 eV, SOlt . 

2 
Pz ~ 2 X 10- 19 eV 
2M 

Cette energie est minuscule devant nwL • 

..... 2 -+ _ ..... 2 

3. H = :M -1'S.8 = fit -1'Bo[-,8f Sy + (1 + ,8f)SzJ. Comme rest negatif, ceci 
s'ecrit avec la pulsation de Larmor ; 

4. L'etat d'un atome etant decrit par \Ii(f', t) = c+(f, t)u++c-(f, t)u_, l'equation de 
Schrodinger pour \Ii(f, t), une fois projetee, donne le systeme differentiel suivant : 

. . jJ2 i Y 1 z 
lC+ = 2Mltc+ + 2,8wvi c- + 2wL(1 + ,8y) c+ , 

. . jJ2 i Y 1 z 
1 c- = 2MIt c_ - 2,8wvi c+ - 2wd1 + ,8y) c-

5. Negliger toute excursion en dehors du plan de symetrie xOz revient a. dire que y 
reste nul, d'ou le systeme simplifie pour les C±(f, t) : 

.. ~ 1 z 
l C+ = --c+ + -wd1 +,8-) c+ 

2Mn 2 L' 
.. ~ 1 z 
lC =--c --wd1+,8-)c - 2Mn - 2 L-

6. Les [onctions O±(z, t) satisfont donc : 

. 6 It 0" WL ( Z ) 0 
1 + = - 2M + + 2 1 + ,8£ +, 

. . It" WL Z 10_= - -0 --(1+,8-)0 . 2M - 2 L-

Comme on l'a vu, le terme d 'energie cinetique est negligeable vis-a.-vis du couplage 
magnetique avec le champ. 6.t designant le temps de transit dans l'aimant, et tant 
que t :S 6.t, on a approximativement : 

.. WL Z 
10+ = -(1+ ,8-)0+ 

2 L 

. . WL Z 
10 = --(1 + a_)o - 2 fJ L - , 
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d'ou: 
(t ::; ~t) . 

La presence de la coordonnee Z dans la phase donne une valeur moyenne non nulle 
a l'impulsion Pz, qui change de signe quand on passe de l'etat [+) a l'etat [-). 

7. A partir de t = ~t, l'evolution est celle d'un paquet d'ondes libre, en l'absence de 
champ magnetique ; il est donc bien possible d'ecrire : 

C±(z, t) = 1:00 

dkeikZJ±(k)e- i ~~(t-~t) (t ~ ~t) (11.15) 

Les f±(k) sont des inconnues, trouvees par calage sur la condition de raccordement 
en t = ~t 

d'ou par Fourier inverse: 

Ceci montre que : 

En effectuant Ie changement de variable k' = k ± !3w~ft dans l'integrale donnant 
C±, il vient : 

(t ~ ~t) , 

avec: 

8. La forme precise des r ± est sans reelle importance; il suffit de supposer qu'il s'agit 
de paquets d'ondes typiques, dont Ie centre peut etre trouve par un argument 
standard de phase stationnaire. La vitesse suivant Oz etant nulle au depart, Ie 
maximum d'amplitude survient en k = O. Ecrivons justement que la phase <I> ± est 
stationnaire en k = 0 : 

n wL~t 
[z - M (k 'f!3--u;- )(t - ~t)]k=O = 0 

cette egalite definit les ordonnees ±zmax(t) ou Ie paquet d'ondes est maximum: 

Zmax(t) = ~(t - ~t) 

avec opz ~ 1i~'"Y1 ~t~(O, 0). L'etat [±) est associe a une observation en 'fZmax. 
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9. II faut 6pz » ~ , soit {3WL6.t » ~ » 1. Comme {3 « I , il faut wL6.t ~ 1. 

10. Pendant Ie vollibre (apres la sortie de l'aimant) , Ie paquet d'ondes s'elargit, et on a 
6.2z(t) = 6. z2+ (~t)2. L'ecart 6.z bascule d'un comportement quasi constant a 
un comportement quasi lineaire pour un temps T rv ~~.z rv Mt. Avec a = 1 mm, 
on trouve T rv 1 700 s : dans les conditions de I'experience (la vitesse d'un atome est 
de I'ordre de 500 m/s), la largeur du paquet d'ondes est donc a peu pres constante 
(l'elargissement est negligeable) et il suffit d'avoir Zmax » a. 
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Corriges du chapitre 12 

PostuLats 
et structure formeLLe 
de La Mecanique quantique 

12.1 Atome de moment cinetique ~ 

L'atome d 'argent dans I'etat fondamental a un moment cinetique dont les projections sur 
un axe donne ne peuvent etre trouvees que valant ±~ ; son facteur gyromagnetique ry est 
negatif. 

L' espace des etats de moment ci netiq ue est engend re par les deux etats propres or­
thogonaux I+}z et I-}z de la composante Bz du moment cinetique : 

(12.1) 

Sur cette base, les composantes Bx et By sont representees par les deux matrices : 

n [0 1] 
Bx = 2 1 0 ' 

n [0 -i] By = 2 i 0 . (12.2) 

1. Exprimer les deux vecteurs propres de By , I±}y, en fonction des I±}z. 

2. A un certain instant (t = 0), on mesure By et on trouve la valeur +~. Quel est I'etat 
du systeme juste apres cette mesure ? 

3. Juste apres cette mesure, on applique un champ magnetique E parallele a Oz et 
dependant du temps comme indique sur la figure 12.1 ; on pose Wo = ryEo. A un 
instant quelconque t , I' etat du systeme est de la forme : 

(12.3) 
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Figure 12. 1: Variation en temps de B(t) . 

Trouver les deux coefficients c± (t) (distinguer successivement les intervalles 0 ::; t ::; l' 
et t 2: T) . 

4. A un instant to > T, on mesure Sy ; quels resultats peut-on trouver et avec quelles 
probabilites 7 

5. A quelle condition sur Bo et T Ie resultat de la mesure de Sy est-il certain 7 

1. On pose i±)y = ai+)z + bi - )z ; Ie report dans l'equation aux vecteurs propres 
Syi±)y = ±~i±)Y donne a et b par identification (a une phase pres), pour chacune 
des deux valeurs prop res ± ~ ; 

2. L'etat du systeme juste apres la mesure de Sy ayant donne la valeur +~ est 
ilJr(O+)) = i+)y· 

3. L'application du champ magnetique fait precesser Ie spin autour du champ (avec 
une pulsation qui n'est pas ici constante, puis que Ie module du champ varie dans 
Ie temps). Le Hamiltonien est H (t) = -jiJ3(t) = - 1'B. B (t) = -I'SzB(t), avec 
B(t) = ~ Bo si 0 ::; t .$ T et B == 0 si t > T . Pour t E [0, TJ, l'equation de 
Schrodinger s'ecrit (wo = I'Bo) ; 

En utilisant Szi±)z = ±~i±)z, et en identifiant les deux membres, on trouve une 
equation differentielle pour chacun des c±(t), dont l'integration donne; 

avec c+(O) = Jz' c(O) = ~, puisque l'etat de depart est l'etat i+)y. 

Pour t > T , Ie Hamiltonien est identiquement nul (il n'y a plus de champ magne­
t ique), et les coefficients deviennent constants ; c± (t > T) = c± (T) = e±i~ avec 
,/, ~ 1 T 
'I' - 4 W O . 
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4. A tout instant t > T, l'etat est done Iw(t)) = ~(ei<PI+)z+iei<PI-)z). Pour connaitre 

les probabilites d'obtenir ±~ pour By lors d'une mesure effectuee a to > T, il suffit 
de decomposer I±)z sur les I±)y ; on a 

d'ou la decomposition pour Iw(t > T)) = cos¢I+)y + sin¢I-)y, et les deux proba­
bilites de trouver ±~ pour By a to > T sachant que l'on a trouve +~ at = 0 : 

En particulier, si to = T + 0, la deuxieme mesure donne le meme resultat que la 
premiere avec probabilite l. 

5. Le resultat de la deuxieme mesure de By est certain si ¢ = 0 (k1r) (on trouve alors 
+ ~) et si ¢ = ~ (kn) (on trouve alors - ~). On calcule d' ailleurs sans peine l' ecart 

quadratique de By, et on trouve 6.B; = n; sin2 2¢. Ces situations particulieres 
correspondent a une duree T d'application du champ magnetique ou le spin effectue 
respectivement un nombre entier et demi-entier de precessions. 

12.2 Sur Ie fondamental de l'oscillateur harmonique 

La fonction d'onde de I'etat fondamental de I'oscillateur harmonique (masse m, pulsation w, 
Hamiltonien H) est une gau5sienne : '1jJo(x) = C e-o:x2

. 

1. En explicitant I'equation aux valeurs propres de H, trouver la constante 0: et I'energie 
Eo de I'etat fondamental ; calculer la constante de normalisation C. 

2. En deduire les ecarts quadratiques moyens de la coordonnee, 6.x2, et de I'impulsion, 
6.p2, dans I'etat fondamental. Comment se compare Ie produit 6.x6.p par rapport a 
sa plus petite valeur compatible avec la relation d'incertitude ? 

3. A I'instant to, on effectue une mesure de la position de la particule et on trouve celle-ci 
au point d'abscisse Xo avec une erreur ox « 6.x ; juste apres cette mesure, I'etat de 
la particule est represente par la gaussienne normalisee '1jJ(x, t = to + 0) : 

0"( t - t + 0) _ 1 -(x-xo)2/(4o,,
2

) 
'V x, - 0 - (2n)1/4 (ox)1/2 e (12.4) 

Trouver la dispersion quadratique moyenne de I'impulsion lors de mesures repetees a 
t = to + 0 + 0 dans les memes conditions. Que se passe-t-il si la localisation spatia Ie 
induite par la mesure devient de plus en plus precise? 
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1. L'equation aux valeurs propres de H est -;~ 'ljJ" + ~mw2x2'ljJ = E'ljJ . Avec 'ljJ =::: 'IjJ 
on a 'ljJ~(x) = 2a(2ax2 - l)'ljJo(x) . Le report dans l'equation propre montre qU'e~' 
effet une telle gaussienne convient, puisqu'il est possible d 'identifier. On troUv 

1 

Eo = ~nw et a = '~~. La constante de normalisation C se trouve en explicitan~ 
ICI2 JIR(e-exx

2
)2dx = 1, so it ICl2 V1i = 1, d'ou C = (r;~)1/4, a une phase pres. 

2. La valeur moyenne de x est nulle (fonction paire en x), celle de p aussi (fonction a 
valeurs reelles), d'ou 2l.x2 = (x2) et 2l.p2 = (p2). On a : 

d 'ou immediatement (x2) = 2!'w' De meme pour (p2) : 

(p2) = -n? 1+00 

'ljJo'ljJ~dx = n? r 'ljJo[2m(Eo - ~mw2x2)Jdx , 
-00 Jilt 

Le produit 2l.x2l.p a sa plus petite valeur compatible avec la relation d'incertitude ; 
ce result at est vrai pour toute gaussienne de la forme consideree, meme si la cons­
tante a n'est pas fixee par l'equation aux valeurs propres. En effet, avec un Q 

quelconque, on trouve 2l.x = 2fo et 2l.p = fo. n. 

3. Juste apres cette mesure de la position, l'etat de la particule est la gaussienne 
normalisee 'ljJ(x, to + 0) donnee dans l'enonce ; la valeur moyenne de p est encore 
nulle. La valeur moyenne de p2 a t = to + 0 est : 

(p2) _ 1 1+00 e-(x-xo)2/(48x2)(_~) d
2 

e-(x-xo)2/(48x2) 
- (271")1/2 OX - 00 2m dx2 ' 

et Ie calcul donne (p2) = 4~:2' soit : 

I 2l.p(to + 0) = ~ I 
Ainsi, plus la mesure a to de la position est precise (ox petit), plus l'incertitude sur 
l'impulsion mesuree a to + 0 est grande; comme il s'agit toujours d'une fonction 
gaussienne, Ie produit des incertitudes est strictement egal a ~. 

12.3 Oscillateur harmonique subitement perturbe 

Une particule chargee (masse m et charge q) est confinee par un potentiel harmonique 
Vex) = ~mw2x2 et se trouve initialement dans I'etat fondamental. - A un certain instant 

,- .' 
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(t ;::; 0), o~ a~plique un champ electrique constant, de module £ et dirige parallelement a 
I'axe d'oscillation. 

1. Former Ie Hamiltonien H en presence du champ. 

2. Montrer que H peut se mettre sous la forme: 

(12.5) 

3. Quelles sont les valeurs possibles de l'energie1 lors d'une mesure effectuee a un instant 

t > 0 ? 

2 
1. Le Hamiltonien en presence du champ est H = ~ + ~mw2x2 - q£x. 

2. En completant Ie carre, on voit que H peut se mettre sous la forme: 

p2 1 2 q£ 2 q2 £2 
H = - + -mw (x - -) - - . 

2m 2 mw mw2 

Le nouveau point d'equilibre de l'oscillateur a l' abscisse Xo = f!fw, ou la force de 
rappel harmonique et la force electrique sont egales et opposees. 

3. Le deplacement du point d'equilibre ne modifie pas fondamentalement l'equa­
tion aux valeurs propres : les fonctions propres en presence du champ, 'ljJn e(x) , 
s'obtiennent a. partir des fonctions 'ljJn(x) en l'absence de champ par la relation 
'ljJne(x) = 'ljJn(x - xo). Toutes les valeurs propres de H restent ce qu'elles sont en 
l'absence de champ, au decalage pres du It la constante additive. 

Les valeurs possibles de l'energie lors d'une mesure eifectuee a un instant t > 0 sont 
1 q2£~ done les quantites (n + z)nw - mw . 

12.4 Mesures sur un moment cinetique ~ 

50 it un moment cinetique ~ (facteur gyromagnetique ')') dans un champ magnetique cons­

tant2 jj parallele a Oz. II s'agit de comparer des resultats de mesure de Sx effectuees a 
un instant t donne, suivant que I'on fait ou non une mesure intermediaire d'une grandeur 
incompatible, Sz en la circonstance. Le resultat a retenir est Ie suivant : quand on ne connait 
pas un etat intermediaire, il faut additionner les amplitudes puis prendre Ie module au carre 

IOn verra par la suite (probleme 14.4 p. 267) comment calculer Ies probabiIites de trouver ces diffe­
rentes valeurs. 

20n posera WL = 'YB . 
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de la somme ; quand on connait un etat intermediaire, il faut au contraire additionner I 
probabiliMs . Les deux protocoles de mesure sont schematises sur la figure 12.2 ; on S' interes:s 
plus particulierement a Px (±1, t), probabilites de trouver l'Unf! ou I'autre des valeurs PosSible: 
pour Sx . 

L' etat initial est dans tous les cas: 

I w (t = 0)) = cos e I + ) z + sin e I + ) z , 

ou les I±)z sont les etats propres de Sz (voir les definitions dans Ie probleme 12.1 p. 215) . 

t=O t=O t = to 
I 

I mesure de S x I 

Figure 12.2: Mesure de Soo sans (a gauche) et avec (a droite) mesure intermediaire de Sz. 

1. La composante Sx est mesuree a I'instant t ; preciser les valeurs possibles du resultat 
de cette mesure et leurs probabilites Px (+1 , t ) et Px (- 1, t) ; montrer que chacune 
d' entre elles peut se mettre sous la forme (10 = ± l) : 

(12.6) 

relation exprimant I'addition des amplitu des de probabiliMs. 

2. On effectue maintenant une mesure de la composante Sz a un instant intermediaire 
to < t. 

(a) Quelles sont les probabilites Pz(±l, to) d'obtenir les valeurs ±~ pour Sz 7 

(b) Trouver Poo(c, tlc',to) , probabilite3 d'obtenir c~ pour la composante Sx a I'ins­
tant t sachant que I'on a obtenu 10' ~ pour Sz a I'instant to. Verifier que la 
probabilite Px(c, t ) se met maintenant sous la forme c1assique : 

relation exprimant I'addition c1assique des probabilites pour deux evenements 
mutuellement exclusifs. 

3 Px (e, tie', to) est tres exactement ce que Pon appelle par definition une probabilite conditionnelle, 
qui est au comr de la relation (axiome) de Bayes. 
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" 1. Connaissant l'etat de depart donne dans l'enonce, il e~t possible de trouver l'etat a 
tout instant ulterieur. Le Hamiltonien est H = -",(S.B == -WLSz' L'etat al'instant 
t, en l'absence de toute mesure entre 0 et t, est Iw(t) ) = eftHtlw(O)) soit : 

11l1(t)) = eft(-wLSz)t(cosBI+)z + sinBI+)z) 

Comme chacun des vecteurs a droite est propre de Sz, on a : 

ein- 'wLSztl±) = e±in-lwL~tl±) = e±~wLt l±) 

Pour trouver les probabilites d'obtenir ±~ lors d'une mesure de Sx effectuee sur 
11l1(t)), il suffit de developper ce ket sur les etats propres de Sx' En s'y prenant 
comme dans Ie probleme 12.1 pour trouver ceux de Sy, on trouve (toujours a une 
phase pres) : 

et les relations inverses : 

En utilisant ces dernieres relations, on voit que l'etat Iw(t) se decompose comme 
suit sur les I±)x (¢ = ~wLt) : 

11l1(t)) = ~ [(cos B ei¢ + sin B e-i¢) I+)x + (- cos B ei¢ + sin B e-i¢) I_ )x] . 

On en deduit immediatement la probabilite de trouver t~ lars d'une mesure de Sx : 

qui est bien de la forme Px(t, t) = IA+(t, t) + A _ (t, t) 12 (addition des amplitudes 
de probabilites, puis module carre de cette somme). Explicitement : 

Le terme variable en temps est typiquement un terme d'interjerences des proba­
bilites. 

2. (a) En posant ¢o = ~wLto, l'etat a l'instant to est: 

Iw(to)) = ei¢o cosBI+)z + e-i¢o cosBI-)z 

Les probabilites demandees, Pz(t, to) sont egales al z(tl w(to))12, soit 

Pz( -1, to) = sin2 B I 
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(b) 
( 

Maintenant, selon la valeur trouvee pour Sz a to, l'etat initial pour la proPa_ 
gation entre to et t n'est pas Ie meme : c'est I+)z si on a trouve +~, 1_)" 
si on a trouve -~ ; on note Ic')z l'etat correspondant. L'evolution entre t 

et t s'ecrit maintenant: 1'l1(t' > to)) = ej,( - wLSz)(t' - to)lc')z' Comme on ~ 
Ic')z = ~(I+)x - c'I-)x) (voir plus haut), il vient : 

. 1 
1'l1(t' > to)) = e~wdt-to) J2(I+)x - c'I-)x) . 

Des lors, la probabilite de trouver c~ pour Sx a l'instant test donnee par 
Ix(cl'l1(t))12, et vaut maintenant ~ quels que soit c et c' : 

Px(c, tlc',to) = ~ 

L'evenement "trouver +~ pour Sx a l'instant t" resulte de deux "chemins" 
exclusifs : 

• trouver +~ a t pour Sx sachant qu'on a trouve +~ a to pour Sz, 

• trouver +~ a t pour Sx sachant qu'on a trouve -~ a to pour Sz' 
En combinant les probabilites comme on Ie fait en Theorie des probabilites, 
on doit donc avoil' : 

et c'est bien Ie cas d'apres les l'esultats ci-dessus : Ie premier membre vaut ~ ; 
Ie second est ~ x cos2 e + ~ x sin2 e. Le meme argument vaut pour la valeur 
c =-l. 

En resume, selon que I'on ne fait pas, ou que l'on fait, une mesure intermediaire 
de Sz, les probabilites de trouver les valeurs pour Sy sont respectivement donnees 
par une somme d'amplitudes elevee en module au carre, ou par une somme de 
probabilites. 

12.5 Mesures successives d'observables 

Soit un systeme physique dont I'espace des etats, de dimension 3, est rapporte a la base 
orthonormee {lUi ) h::;i::;3. Sur cette base, Ie Hamiltonien est represente par la matrice : 

H~~ [~1 ! n 
Soit deux autres operateurs A et B, dont les matrices sur cette meme base sont : 

[ 

1 0 
A = a 0 0 

o -i [ 
0 1 0 1 B=b 1 0 0 
001 

(a, b E JR) . 
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1. (a) Quelles sont les valeurs propres de A et de B ? Ces deux operateurs peuvent-ils 
representer une grandeur physique? 

(b) Montrer que H et A commutent, mais que [H, B] -=f. 0 et [A, B] -=f. O. 

(c) Determiner les vecteurs propres communs a H et A, que I'on note Ic!iw, cia) 
(c, ro ' = ±1). Ecrire les relations inverses (Ies {lUi)} en fonction des Ic!iw, cia)). 

(d) Exprimer sur ceUe base propre les vecteurs propres de B, lrob,n), (c = ±1 et 
n = 1,2), et ecrire les relations inverses. 

2. Dans toute la suite, on suppose que Ie systeme est initialement dans I'etat : 

(12.8) 

Com bien vaut la constante de normalisation C ? 

On analyse ci-dessous les resultats de mesures successives portant soit sur une constante 
du mouvement (c'est A), soit sur une grandeur qui n'en est pas une (c'est B), enfin 
on met en evidence I'importance de I'ordre dans lequel sont faites plusieurs mesures de 
A et de B. 

(a) Mesures portant sur une grandeur constante du mouvement 

i. On effectue une mesure de A a t = 0+ ; quelles sont les valeurs possibles du 
resultat de la mesure et quelles sont leurs probabilites ? 

I mesures de B I 
r l 
I I 

t=O 

Figure 12.3: Mesures successives d'une meme observable. 

II. A est une constante du mouvement (A commute avec H) ; montrer que 
quelle que soit la valeur trouvee en t = 0+ (so it c:a), on retrouvera toujours 
la meme valeur c:a avec certitude lors de toute mesure ulterieure de A . 

(b) Mesures portant sur une grandeur qui n'est pas une constante du mouvement 

I. On effectue maintenant une mesure de Bat = 0+, toujours a partir du 
meme etat initial (12.8) ; quelles sont les valeurs possibles du resultat de la 
mesure et quelles sont leurs probabilites ? 

II. La mesure fournit effectivement la valeur -b : en deduire I'etat du systeme 
a I'instant t > O. Trouver les valeurs possibles et les probabilites relatives a 
une nouvelle mesure de B a I'instant t. 

(c) Importance de l'ordre des mesures pour deux grandeurs incompatibles 

i. On effectue les deux sequences de mesure indiquees sur la fig. 12.4 : 

A. mesures de A a t = 0, de Bat = 0+, de Bat, 
B. mesures de Bat = 0, de A a t = 0+, de Bat. 
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I mesures de A I 
I 1 

I mesures de A I 
1 ! 

Figure 12.4: Sequences de mesures A - B - A (a gauche) et B - A - A (a droite). 

Pour chaque sequence, donner les valeurs possibles et les probabilites des 
resultats, en examinant successivement les deux resultats possibles de chacune 
des deux premieres mesures. 

II . Analyser de la meme fac;on les deux sequences ou A et B sont echanges 
(fig. 12.5) . 

I mesures de B I 
! ! 

Figure 12.5: Sequences de mesures B - A - B (a gauche) et A - B - B (a droite) . 

iii. Recapituler tous ces resultats par des diagrammes arborescents. 

1. (a) L\~quation caracteristique de A s'obti nt pal' D6t(A - AI) = 0 qui donne 
(1- A)(A2 -1) = 0 j les valeurs propres de A sout don a (deux fois degeneree) 
et -a. B ala meme equation earn. eristique, d'ou les deux valeurs propres 
b (deux fois degeneree) et -b. La base est orthonormee et les deux matrices 
sont hermitiques : A et B sont donc des observables. 

(b) Pour etablir qll H I, A eommllt ilL, on peut calculer Ie commutateur des ma­
trices correspondant s t 'ollstate)' qu'il est nul. Beaucoup plus rapidement, 
ce resultat s obtient en notanL qu A est diagonale par blocs, ne couplant entre 
eux que les etats IU2) et IU3) . OJ' dan e' SOllS- pac, la matri If pro­
portionnelle a l'identite. Dc la rneme fa<;ol1, 11 voil, que IB, HI =/:. 0 pui qu B 
couple lUI) et IU2) , qui COlT pondent a d ux val Ul' p1'op1'e di inetes de H. 
Enfin, pour voir que Ie otnmutateur de A et B sL non nul , ee qui t quasi 
evident, on peut eff'ectuer Ie produit des matrices. On trouve : 
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eomme il se doit, ee eommutateur est anti-hermitique. 

(c) lUI) est visiblement propre de H et de A, associe aux valeurs propres -fU.u et 
+a ; on peut done noter lUI) == 1- fU.u, a). Toute eombinaison lineaire de IU2) 
et IU3) est propre de H avec la valeur propre +fU.u. Dans ee sous-espaee, les 
deux veeteurs propres normalises de A sont (a une phase pres) ~ (JU2) - ilu3)) 

(valeur propre +a) et ~( -ilu2) + IU3)) (valeur propre -a). En rappelant les 
valeurs propres de H et A dans la notation en kets, on a done : 

veeteurs qui sont bien orthogonaux entre eux. Les relations inverses sont : 

IU2) = ~(IfU.u, +a) +ilfU.u, -a)), IU3) = ~(ilfU.u, +a) + 1fU.u, -a)) . 

(d) Visiblement, IU3) est propre de B et est associe a la valeur propre +b ; il en 
est de meme de lUI) + IU2) : toute eombinaison lineaire quelconque de IU3) et 
de lUI) + IU2) est done propre de B avec +b ; pour distinguer les deux veeteurs 
propres, on ajoute 1 et 2 dans la notation en kets: 1+ b, 1) et 1+ b, 2). L'autre 
valeur propre est -b, neeessairement assoeiee a un veeteur orthogonal, e'est 
done lUI) -IU2), par exemple. On note done: 

les relations inverses sont : 

On aura eventuellement besoin des vecteurs propres de (H, A) exprimes en 
fonetion de eeux de B. On trouve faeilement : 

1fU.u, a)=~[lb, 2)-I-b)-iv'2lb, 1)] , 1fU.u, -a)=~[-ilb, 2)+il-b)+v'2lb, 1)], 

1 
1-fU.u,a) = V2(I+b,2)+I-b)) , 

ainsi que les relations inverses : 

I - b) = ~ (v'21 - fU.u, a) - 1fU.u, a) - ilfU.u, -a)) , 

Ib, 1) = ~ (ilfU.u, a)+IfU.u, -a)), Ib, 2) = ~ (V2I-fU.u, a)+IfU.u, a)+ilfU.u, -a)) . 
v2 2 

2. C = ~, et l'etat de depart normalise est I'l!(t = 0)) = ~(IUI) + i IU2)). 

225 



Mecanique quantique 

(a) Mesures portant sur une grandeur constante du mouvement 

1. La mesure de A a t = 0+ donne l'une des deux valeurs propres de A, soit 
±a. Les probabilites correspondantes sont egales a 1(±al\][(0))12. Pour 
les calculer effectivement, il suffit de decomposer I\][ (0)) sur les vecteurs 
propres de A en utilisant les differentes relations ecrites en lc. On trouve : 

1\][(0)) = ~ [1- fu.u, a) + ~(ilfu.u, a) -Ifu.u, -a))] . 

La probabilite de trouver +a a t = 0+ est donc (~)2 [1 + 1 ~ 12] = ~ 

celle de trouver -a est (~)2[(~)2] =~. 

11. Si on a trouve +a at = 0+, l'etat reduit apres cette me sure est propor­
tionnel a 1 - fu.u, a) + ~ lfu.u, a). Une fois normalise, il s'ecrit : 

Chacun des vecteurs de cette decomposition est aussi propre de H, donc 
son descendant a l'instant t s'obtient immediatement comme : 

Alors, une nouvelle mesure de A a l'instant t donne: 

• +a avec la probabilite (Jj ) 2 [Ieiwt 12 + 1 ~eiwt 12] = I , 

• -a avec probabilite nulle. 

De meme, si on a trouve -a at = 0+, on retrouve la meme valeur -a 
avec certitude lors de toute mesure ulterieure de A. 
Cette propriete resulte du fait que A, commutant avec H, est une cons­
tante du mouvement. 

(b) Mesures portant sur une grandeur qui n'est pas une constante du mouvement 

1. La mesure de Bat = 0+ fournit les valeurs ±b. Pour caJculer aisement les 
probabilites correspondantes, on developpe cette fois 1\][(0)) sur les etats 
prop res de B, en utilisant les relations trouvees en ld ; on trouve 

At = 0+, on trouve donc +b avec la probabilite (~)2Iei1T/412 = ~ et-b 

avec la probabilite (~)2Ie-i1T/412 = ~. 
ii. La mesure ayant fourni la valeur -b, l'etat 1\][(0+)) du systeme a l'issue 

de cette mesure est l'etat propre 1 - b). II s'agit maintenant de trouver 
l'etat a l'instant t, ou on refait une deuxieme mesure de B. Pour faire 
evoluer facilement Ie vecteur d'etat, il est judicieux de developper l'etat 
initial sur la base propre de H ; alors, Ie descendant a l'instant t s'obtient 
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en multipliant chaque coefficient par Ie bon facteur de phase du genre 
e rl;: Et. Ainsi, partant de4 : 

11lJ(0+)) = 1- b) = ~(hl- (u.;, a) -I(u.;, a) - il(u.;, -a)) , 

on trouve immediatement Ie descendant a l'instant t : 

Pour obtenir les probabilites de trouver les deux valeurs de B en effectuant 
une nouvelle mesure de B, on decompose cet etat sur les etats propres de 
B. Un calcul sans difficulte conduit a : 

11lJ(t)) = isinwtlb, 2) + coswtl- b) 

La probabilite de trouver +b a l'instant t pour Best ainsi lisinwtl 2, soit 
sin2 wt, celle de trouver -b vaut cos2 wt. 

(c) Importance de l'ordre des mesures pour deux grandeurs incompatibles 

I. Examinons d'abord la sequence de mesures A - B - A . 
• Si on a trouve +a at = 0, l'etat at = 0+ est la projection (normalisee) 
de 11lJ(O)) sur Ie sous-espace propre de A associe a la valeur propre +a, 
soit : (2 . 

11lJ(0+)) = V 3 [1- (u.;, a) + ~I(u.;, a)] 

developpe sur les etats prop res de B, il s'ecrit : 

1 iiI 
11lJ(0+)) = J3 [(1 + 2)lb, 2) + (1 - 2)1- b) + y'2 lb, 1)] 

Si donc on mesure B a 0+, on trouve : 

• +b avec la probabilite (~)2 [11 + ~ 12 + 1 ~ 12J = 1
72' 

• -b avec la probabilite (~)2[ll- ~12J = 1
52' 

" Si on a trouve +b, on rep art avec l'etat ~ [(1 + ~ )Ib, 2) + ~Ib, 1)], 
qui s'ecrit : 

L'etat developpe a l'instant t ne contient en plus que des facteurs de phase 
e±iwt, qui ne comptent pas pour les probabilites des valeurs de A ; ainsi, 
on trouve +a avec la probabilite : 

4 1 i 2 1 3i 2 23 
-[1--(1+-)1 +1-(1+-)1 ]=-
7 y'2 2 2 2 28 ' 

4pour calculer I'evolution en temps, on pourrait tout aut ant utiliser la base des {Iui)}i -
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et -a avec la probabilite ~ 1 ~ (~ + i) 12 = 258' 

~ Si on a trouve -b, on rep art avec l'etat I - b), qui s'ecrit : 

~ (hi - nw, a) - I,UV, a) - ilnw, -a)) . 
2 

La mesure de A a t donne alors +a avec la probabilite ~, -a avec la 
probabilite i . 
• Si on a trouve -a a t = 0, l'etat a t = 0+ est 

1 . 
Iw(O+))=lnw,-a)= h[- ~(lb,2)-I-b))+lb , l))] 

Si donc on mesure B a 0+, on trouve : 
• +b avec la probabilite (Jz)2[1- ~12 + 1112] = ~, 

• -b avec la probabilite (Jz)2[1~12] = i. 
~ Si on a trouve +b, on repart avec l'etat v1[ - ~Ib, 2) + Ib, 1)], 

qui s'ecrit : 

If i i 3 -[ - -1- nw a) + -Inw a) + -Inw -a)] . 
3 2 ' 2V2 ' 2V2' 

A l'instant t, on trouve +a avec la probabilite i, -a avec la probabilite ~. 
U Si on a trouve -b, on repart avec l'etat I - b) , qui s'ecrit : 

~ (hi - nw, a) - Inw, a) - ilnw, -a)) . 
2 

La mesure de A a t donne alors +a avec la probabilite ~, -a avec la 
probabilite i. 
L'analyse de la sequence B - A - A est simple, puisque A est une constante 
du mouvement : on retrouve toujours it. l'instant t la valeur trouvee lors 
de la premiere mesure de A. Les deux valeurs de B, ±b, obtenues it. t = 0, 
sont equiprobables (probabilites egales it. ~). 
Si on a trouve +b, on rep art avec Ib, 2) et on trouve les valeurs +a et -a 
avec les probabilites respectives ~ et i. Si on a trouve -b, on repart de 
I - b), et on retrouve les memes valeurs par la suite. 

ii. En raisonnant comme precedemment, la sequence B - A - B donne les 
resultats suivants ; les nombres entre parentheses designent les proba­
bilites correspondantes. Les probabilites trouvees pour la mesure de B 
it. l'instant t dependent effectivement du temps, puisque B n'est pas une 
constante du mouvement . 
• Si on a trouve +b it. t = 0, on trouve pour A a t = O+ : +a, (~), -a, (~). 

U Si on a trouve +a, on trouve, it. t pour B : +b, (1
7
2 + ~ sin 2wt), -b , 

(1
5
2 - ~ sin2wt). 

~ Si on a trouve -a, l'etat reduit est Inw, -a) : c'est un etat station­
naire, pour lequel aucune probabilite ne depend du temps. La mesure de 
Bat donne +b, (~) et -b, (i). 
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• Si on a trouve -b at = 0, on trouve pour A a t=O+ : +a, (~), -a, (~). 
~ Si on a trouve +a, on trouve, a t pour B : +b, C7

2 - k coswt), -b, 
U2 + k coswt). 

~ Si on a trouve -a, l't§tat reduit est l'etat stationnaire 11iw, -a) ; la 
mesure de Bat donne +b, (~) et -b, (t). 
Examinons enfin la sequence la sequence A - B - B. Comme A n'est 
mesure qu'une [ois, au depart, la base {Iudi se reveIe plus commode a 
l'usage pour caIcuier l'evolution en temps. 
• Si on a trouve +a at = 0, on trouve pour Bat = 0+ (voir plus haut) : 
+b (t2)' - b, (152). 

~ Si on a trouve +b, l'etat reduit est: 

f4 i 1 
Iw(O + +)) = V 7[(1 + 2)lb, 2) + y'2l b, 1)] 

Ie developpant sur les {lUi) h, on trouve immediatement que l'etat a 
l'instant test: 

sur la baBe des vecteurs prop res de B, on a : 

f4 i 1 . t 
Iw(t)) = V 7[(1 + 2)(coswtlb, 2) + isinwtl- b)) + y12e'W Ib, 1)] 

A l'instant t, on trouve ainsi +b, (1
9
4 + 1

5
4 cos2wt), -b, (1

5
4 - 1

5
4 cos2wt). 

U Si on a trouve -b, on trouve que l'etat a I'instant test: 

coswtlb, 2) + isinwtl - b) , 

d'ou Ie resultat de la mesure de Bat: +b, (cos2 wt), -b, (sin2 wt). 
• Si on a trouve -a at = 0, on trouve pour Bat = 0+ (voir plus haut) : 
+b (i), - b, (~) . 

~ Si on a trouve +b, l'etat reduit est: 

fi . 
Iw(O + +)) = V 3[- ~Ib, 2) + Ib, 1)] 

Ie developpant sur les {IUi)}i, on trouve immediatement que l'etat a 
l'instant test: 

sur la base des vecteurs propres de B, on a : 

fi[ 1 i . t 
Iw(t)) = V 3 V2 coswtlb, 2) - yI2 i sinwtl - b) + e- 1W Ib, 1)] 
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A l'instant t, on trouve ainsi +b, (~+ i cos2wt), -b, (i - i cos2wt). 
~ Si on a trouve -b, on trouve par les memes moyens que l'etat a 

1 'instant test : 
isinwtlb, 2) + coswtl- b) , 

d'ou Ie resultat de la mesure de Bat: +b, (sin2 wt), -b, (cos2 wt). 
iii. La fig. 12.6 donne Ie diagramme en arbre relatif a la sequence A - B - A.. 

Resumant la situation, il permet de calculer rapidement la probabilite 
conditionnelle P(wlc' a), probabilite de trouver w a l'instant t, quand 
on a trouve 10' a a 0+ quelle que soit la valeur trouvee lors de la meslire 
intermediaire de B : 

7 23 5 3 19 
P( +al + a) = 12 x 28 + 12 x 4' = 24 ' 

7 5 5 1 5 
P( -al + a) = 12 x 28 + 12 x 4 = 24 

3 1 1 3 3 
P(+al- a) = 4' x 4' + 4' x 4 = 8 ' 

3 3 1 1 5 
P(-al- a) = 4' x 4' + 4 x 4' = 8 

Bien sur, la somme des deux probabilites de trouver les deux valeurs 
possibles ±a sachant que l'on a trouve l'une d'entre elles au depart est 
egale a 1. 

1'It(0)) ---+-.... 

+a,23/28 

-a, 5/28 

+a,3/4 

- a, 1/4 

+a, 1/4 

-a, 3/4 

+a,3/4 

-a, 1/4 
..-, ---,-,---r--.... , 

o 0+ 

Figure 12.6: Diagramme en arbre illustrant les resultats de la sequence de mesures A -
B-A 

De fa<;on analogue, on verifie que, partant de Iw(O)), la somme des proba­
bilites de trouver les deux valeurs possibles de A est bien egale a 1. Si 
P(±a) designe la probabilite relative a la premiere mesure de A, la proba­
bilite de trouver +a en partant de Iw(O)) est : 

19 3 3 1 11 
P(+al + a)P(+a) + P(+al- a)P(-a) = 24 x 4'+ 8 x 4' = 16 
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De meme, la probabilite de trouver -a en partant de Iw(O)) est; 

5 3 5 1 5 
P(-al + a)P(+a) + P(-al- a)P(-a) = - x - + - x - =-

24 4 8 4 16 

En ce qui concerne la sequence B - A - B, les resultats analogues sont 
les suivants. Les probabilites conditio nne lIes sont ; 

71 33151 
P( +bl + b) = (12 + 3" sin 2wt) x '4 + '4 x '4 = 8 + '4 sin 2wt , 

51 31131 
P(-bl +b) = (12 - 3"sin2wt) x '4 + '4 x '4 = 8 - '4sin2wt , 

71 33151 
P( +bl - b) = (12 - 3" cos 2wt) x '4 + '4 x '4 = 8 - '4 cos 2wt , 

51 31131 
P(-bl- b) = (12 + 3"cos2wt) x '4 + '4 x '4 = 8 + '4cos2wt 

Bien sur, la somme des deux probabilites de trouver les deux valeurs 
possibles ±b sachant que l'on a trouve l'une d'entre elIes au depart est 
egale a 1. 

IW(O))~~-4t 

b 7 1 . 2 + , 12 + 3sm wt 

- b ~ - ~ cos2wt , 12 3 

+b,3/4 

-b, 1/4 

+b ~ - ~ cos2wt 
'12 3 

5 1 
-b, 12 + 3cos2wt 

+b, 3/4 

-b, 1/4 
...-, - . ..---.,....-_t_ 

o 0+ 

Figure 12.7: Diagramme en arbre illustrant les resultats de la sequence de mesures B­
A-B 

La probabilite de trouver +b en partant de Iw(O)) est ainsi : 

P(+bl + b)P(+b) + P( +bl- b)P( -b) = 

51. 7 51 551. 
(8 + '4 sm2wt) 12 + (8 - '4 cos2wt) 12 = 8 + 48 (7sm2wt - 5 cos2wt) 

de meme, la probabilite de trouver -b en part ant de Iw(O)) est: 

P( -bl + b)P( +b) + P( -bl- b)P( -b) = 

31. 731 531. 
(8 - '4 sm2wt) 12 + (8 + '4 cos2wt) 12 = 8 - 48 (7sm2wt - 5 cos2wt) 
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12.6 

Tous ces resultats sont resumes sur la figure 12.7. L'apparition d'une de_ 
pendance temporelle de certaines probabilites traduit Ie fait que l'obser_ 
vable B n'est pas une constante du mouvement ; cette dependance dis_ 
parait forcement quand l'etat issu de la mesure prececiente est un etat 
stationnaire (ou rien ne depend du temps) , ce qui est justement Ie cas de 
l'etat 1!1.w, -a}. 

Mesures de la position et de l'energie d'un oscil. 
lateur harmonique 

Une particule de masse m est soumise a une force de rappel proportionnelle a x et constitue un 
oscillateur harmonique de pulsation w. On a vu (exercice 12.2, p.217) que I'etat fondamental 
est la gaussienne : 

( )

1/4 

'!f;o(x) = 2; e-ox' , 
mw 

CI!=-
2/t 

(12.9) 

1. A I'instant to, on fait une mesure de I'energie et on trouve n; ; quelle est I'etat de 
I'oscillateur a t = to + 0 ? 

2. A un instant tl > to, on fait une mesure de position et on trouve la valeur Xo a ox 
pres ; a I'issue immediate de cette mesure, la particule est dans I'etat : 

(12.10) 

Quelle est la probabilite P de trouver \w lors d'une mesure d'energie effectuee apres 
cette mesure de position? Depend-elle du temps ecoule depuis la mesure de position? 

3. Tracer la variation de P en fonction de Xo et commenter. 

4. Com bien vaut P si Xo = 0 et bx = J 2!w ? Expliquer pourquoi il en est ainsi. 

1. On a trouve Ii~ pour l' energie ; comme c'est celle du niveau fondamental, l'etat de 
l'oscillateur it t = to + 0 est la fonction d'onde fondamentale '!f;o(x). 

2. La mesure de position it t1 > to reduit Ie paquet d'ondes objet de la mesure. Juste 
apres celle-ci, la particule repart dans l'etat precise dans Ie texte : 
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La probabilite P de trouver ~ lors d'une mesure d'energie eifectuee a l'instant t 
apres cette mesure de position est egale a I ('l/IoIw(x, t)W. L'etat a l'instant test 
donne par: 

Iw(t ~ tt)) = L I'l/In) e- i(n+!)w(t-td('l/Inlw(h)) , 
n E/II 

ou la somme court sur to us les etats propres I'l/In) de H. En vertu de l'Ol·tho­
normalisation des etats propres {I'l/In) }n, Ie produit scalaire ('l/IoIW(t)) est donc egal 
a ('l/Iole-i!w(t-t1)IW(tl)) ; son module carre est la probabilite chercMe : 

Elle est independante du temps ecoule depuis la mesure de position. Le calcul 
explicite de P implique une integrale gaussienne, dont Ie calcul donne: 

3. P a une variation gaussienne centree en fonction de Xo. La decroissance rapide en 
Xo se comprend bien: apres la mesure de position, la particule est localisee pres 
de Xo (a 8x pres) ; l'etat fondamental est une gaussienne centree en x = 0 ; plus 
la particule est trouvee loin de l'origine, plus est faible la probabilite de la trouver 
dans l'etat fondamentallors d'une mesure ulterieure de l'energie. 

4. Dans Ie cas particulier precise, on trouve que P = 1. C'est bien normal puisqu'alors 
l'etat issu de la mesure de position coincide avec l'etat fondamental I'l/Io). 

12.7 Mesure de la position et de l'impulsion d'une 
particule libre 

A un instant t pris comme origine, on mesure I'impulsion P d'une particule libre de masse m, 
trouvant Po a 8p pres. Juste apres cette mesure, la fonction d'onde en representation-p est: 

<I>(p, t = 0+) = {oC si Ip - pol < 8p/2 
si Ip - pol> op/2 

ou C est une constante. 

1. Normaliser cet etat initial. 

2. Quelle est la valeur moyenne de p dans cet etat ? 

3. Quelle est I'expression de la fonction d'onde en representation-q a t = 0+ ? 

4. Quelle est la valeur moyenne de la position a cet instant? 
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5. Quelle est I'incertitude sur x ? 

1. La relation fIR I<p(p, t=O+)I2dp = 1 donne C = vk-. 
2. De toute evidence, la valeur moyenne de p dans cet etat est egale a Po· Si on y 

tient , on peut ecrire : 

l 1 l p o+4' 1 1+4' (p)= pl<P(p,t=0+)1 2 dp="8 6 pdp="8 6 (p+Po)dp=po 
IR p ~-¥ p -¥ 

3. L'expression de la fonction d'onde en representation-q a t = 0+ est: 

1 1+00 

; W( x ,O+)= ~ dpeK PX<P(p,t =O+). 
v 21rn. - 00 

L'integrale se calcule sans peine puisque <p(p, t = 0+) est un creneau : 

+~ vm; 1 Po 2 ; 2n. 1 xbp; 
W(x, 0+) = r dpeKPx = - - sin - eKPOx 

J21rMp Jpo - 4' 1rbp x 2n. 

4. La valeur moyenne de la position a cet instant est : 

2n. 1+00 
1. xbp 2 

(x)(O+) = 1rbp - 00 dXX(;S1ll2li:) 

En prenant l'integrale com me la limite limx---++oo r~: dx, on voit que (x) =0 (inte­
grand impair). On peut aussi raisonner en restant en representation-p et ecrire : 

r . 8 
(x) = J

IR 
<p* (p, 0+) ( + In. 8p) <p(p, 0+) dp . 

Comme <p(p, 0+) est reelle, l'integrale est ~[<p2(p, O+)]:!::: = O. 

5. L'incertitude sur x est visiblement donnee par une integrale divergente : 

2n. 1+00 
1 xbp 2 ~x2 = (x2) = ~ dxx2 (-sin~) = +00 

1rUp - 00 X 2n 

En representation-p, on peut a priori ecrire : 
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J forme a droite resulta.nt formellcmcnt d'une integration par parties, cp(p, 0+) et ;'01 0+ ) etant Dulles nux barnes. Tellc qu 'elle est, cette expression n 'a toutefois pas de 
eOs ; Ia fonct ion [?(p 0+) ayant des sauts, a derivee est la combinaison de fonctions de 
~jrac ~[6(1) - p- ) - 6(p - p+)] au p± = Po ± ~, or on ne sait pas donner un sens au 

ca,rre d'une fonction de Dirac5
. 

Ainsi, la fabrication d'un creneau (Ranes raides) en impulsion donne une incer­
titude infinie pour la position, et ce quelle que soit la precision bp de la mesure de p, 
grande au petite6

. 

12.8 Formalisme de Dirac 

1. Dans la suite, {len) }nEN* designe une base orthonormee complete engendrant un espace 
vectoriel E. 

(a) Soit I?J;) un vecteur quelconque de E, developpe suivant : 

n 

Exprimer chaque composante en sous la forme d'un produit scalaire et en deduire 
une decomposition de I'operateur identite 1 

(b) Soit Pn les operateurs definis comme : 

Examiner I'action d'un Pn quelconque sur I?J;) et interpreter geometriquement Ie 
resultat. Pn a-t-il un inverse? 

(c) Montrer que les operateurs {Pn } satisfont les relations suivantes : 

Quelles sont les valeurs propres des Pn ? Les Pn sont-ils hermitiques? Un 
operateur hermitique idempotent est appele projecteur. 

(d) Comment s'exprime I'identite 1 en fonction des Pn ? 

5Si l'on prend un pnlcurseur 8,,(x) de la fonction de Dirac, de largeur finie E (une gaussienne par 
exemple), on voit que son carre se comporte comme ex i8e(x) et n'a pas de limite quand E tend vers 
zero. 

En revanche, on sait definir la convolution d'une fonction de Dirac avec elle-meme : 8 * 8 = 8. 
6Plus precisement, p our que (x2) soit fini, il faut que 11lT(x)12 decroisse plus vite a l'infini que x- (3+a) 

(0: > 0) ; 11lT(x) I doit done decroltre plus vite que x-(3+<»/2. En particulier, si la transformee de Fourier 
de 11lT(x)12 a une derivee seconde finie a l 'origine, ~x est fini. 

Plus generalement, les moments (xn) de la position s'obtiennent par derivation en K = 0 de la fonction 

X(K) ~f Iu~ eiKx 11lT(x)J2 dx == F[J1lT12] (voir probleme 10.2 p . 187). 
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(e) Soit TIN I'operateur defini comme : 

i. S'agit-il d'un projecteur ? 

II. La trace d'un operateur est la somme de ses elements diagonaux ; com bien 
vaut la trace de TIN ? Que represente-elle ? 

III. Soit deux vecteurs non nuls 1'ljJ) et I¢) satisfaisant : 

Que peut-on conclure de ces equations? 

2. Une particule est confinee sur une droite entre deux points d'abscisses ±~ et se trouve 
dans un etat represente par la fonction d'onde 'ljJ(x). 

(a) Com bien vaut 'ljJ(x) a I'exterieur du segment ±~ ? 

(b) On represente 'ljJ(x) en utilisant une base de Fourier constituee des fonctions : 

27r a a 
(k = - - - < x < - n E Z) 

a' 2 2' 

Sont-elles orthogonales? Les normaliser a I'unite sur Ie segment ou la particule 
est confinee. 

(c) On ecrit 1j;(x) = L:nEZ 1j;nen(x) ; exprimer 1j;n sous forme integrale. 

(d) On pose (xln) ~ en(x), (xl1j;) ~ 1j;(x). Ecrire les differentes relations apparais­
sant en 2c a I'aide de la notation de Dirac. 

(e) Ecrire la relation de fermeture a I'aide des fonctions en(x). 

(f) Demontrer la relation dite de Parseval - Plancherel : 

+ ", n=+oo [ ",2 11j;(xWdx = L l1j;nl 2 

2 n = -ex) 

(12.12) 

1. Dans la suite, {len) }nEl\!< designe une base orthonormee complete engendrant un 
espace vectoriel E. 

(a) En multipliant scalairement membre a membre 11j;) = L:n Cnlen) par (eml, on 
a (ml1j;) = L:n cn{emlen) ; comme la base est orthonormee, (emlen) = onm, 
d'ou (em l1j;) = L:n cnonm = Cm, so it a l'envers : 

236 



Postulats et structure formelle de la Mecanique quantique 

On peut alors ecrire Iw) = L:n(enIW)len) = (L:n len)(enl) Iw), d'ou la relation 
de fermeture : 

n 

(b) L'action d'un Pn sur Iw) resulte de sa definition: 

m 

Comme cet operateur efface toutes les composantes sur les autres directions 
que len), on peut dire que Pn projette sur la direction len). Connaissant cnlen), 
on ne peut visiblement pas "remonter" a Iw) (toutes les autres composantes 
de Iw) ont ete effacees) : Pn n'a donc pas d'inverse. 

(c) PnPm = len)(enlem)(eml = Dnmlen)(eml = DnmPn, et particulier P;, = Pn (Pn 
est donc idempotent). 
On voit que len) tst propre de Pn avec la valeur pro pre 1 ; avee tous les autres 
lem), on a Pnlem) = O. Le noyau de Pn est done Ie complementaire de len) 
(ce qui montre aussi que Pn n'a pas d'inverse. 

La definition de l'opetrateur adjoint est (pJI¢), Iw)) ~ (I¢), Pnlw))· Si 
I¢) = L:m dmlem ), on a (I¢), Pnlw)) = cn(I¢), len)) = cnd~. Par ailleurs, 
(Pnl¢), Iw)) = (dnlen), Iw)) = d~cn, d'ou (pJI¢), Iw)) = (Pnl¢), Iw)) quels 
que soient I¢) et Iw), soit pJ = Pn . 

(d) La relation de fermeture s'ecrit 1 = L:n Pn. 

(e) i. IIJv = L:n L:n PnPm = L:n L:m DnmPn = L:n Pn == IIN. IIN est donc 
idempotent; il est aussi hermitique en tant que somme a coefficients reels 
d'operateurs hermitiques. IIN est donc un projecteur. 

n. La trace de chaque Pn est visiblement egale a 1 : la trace de IIN est donc 
egale a N, dimension du sous-espace ou IIN projette, note EN dans la 
suite. 

iii. Soit deux vecteurs non nuls Iw) et I¢) satisfaisant : 

La relation IINlw) = Iw) s'explicite en IIN L:~=l cnlen) = L:lln cnlen), 
c'est-a-dire L:lln>N cnlen) = O. En vertu de l'independance lineaire des 
vecteurs de base len), ceci est equivalent a Cn = O'v'n > N : Ie vecteur Iw) 
satisfaisant cette relation a toutes ses eomposantes nulles en dehors de 
EN, c'est donc un vecteur appartenant au sous-espace ou IIN projette7 . 

A l'inverse, la relation IINI¢) = 0 signifie que to utes les composantes dm 

de I¢), m ~ N, sont nulles, donc que I¢) est dans Ie complementaire de 
EN (supplement orthogonal). 

7 Autrement dit : un vecteur tel que 11jJ) peut etre considere comme la projection d'un autre vecteur ; 
recommencer la projection ne modifie pas Ie vecteur deja projete. 
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2. (a) Comme le module carre de la fonction d'onde donne la densite de probabu· . 
de presence, et que la particule ne peut se trouver a l'exterieur du segrn lte 
[-i, +iJ, '!f;(x) == 0 si Ixl > i. ent 

(b) Tout se pass ant sur l'intervalle [-i, +iJ, Ie produit scalaire de deux fonctio 
de la base est ns 

Comme n et m sont des entiers , l'integrale vaut 2'm5nm , et montre qUe les 
fonctions sont orthogonales, La normalisation exige C = Fa' 

(c) D'apres la, '!f;n est Ie produit scalaire (en l'!f; ), soit : 

'!f;n = 2 dx _ e- inx '!f;(x) 1+" 1 

- ~ Va 

(d) Avec (xln) ~ en(x), (xl'!f;) ~ '!f;(x) , il vient '!f;(x) = L n'l/J'len(x), ou encore 
(xl'!f;) = Ln '!f;n(xlen), En regardant les extrcmi te d la chaine de relations 

(eml'!f;) = '!f;m = J~! dxe;"'(x)'!f;(x) = J~! dx {emlx)(xllp) n voiL qu o : 
2 2 

2:>n(x)e~(x') = b(x - X') 
n 

(f) On a : 

d'ou la relation de Parseval - Plancherel : 

+" n=+= [ ,,2 1'!f;(x)12dx = L l'!f;nl 2 

2 n=-(X) 

12.9 RegIe de somme 

2 
Soit H = ~ + V(x) Ie Hamiltonien d'une particule de masse m confinee sur lR ; on note 
lEn) les etats propres de H (n EN), 
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1. Etablir la relation: m 
p = in [x, H] ; (12.13) 

en deduire les elements de matrice de p, (En/p/En!), en fonction de ceux de x. 

2. Montrer que: 

(12.14) 
r 

3. Soit an defini comme suit : 

(12.15) 
r 

Exprimer an de deux fa~ons a I'aide du commutateur de x avec H ; en deduire an en 
fonction de n et de m . 

. _-- ? " ? " ? " ? " ? " ? " ? " ? " ? " ? ========== 
2 

Soit H = ~ + Vex) Ie Hamiltonien d'une particule de masse m confinee sur lR ; 
les lEn), n E N, sont les etats propres de H ; HIEn} = En/En). 

1. On a [x, H] = [x, ~] = 2;" ([x, p]p + p[x, pJ) = ~P, d'ou ; 

Les elements de matrice de p sont done tels que (Enlp/En/) = ffi(Enl[x, H]IEn/) ; 
explicitant Ie commutateur, il vient ; 

2. On part de Ia regIe habituelle de multiplication des matrices; 

r 

et on utilise Ie resultat precedent ; il vient ; 

(En/p2/En!) = (~r ~)En - Er)(En/x/Er)(Er - En! )(Er/x/En,) 
r 

Faisant n' = n, on obtient la relation demandee ; 
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3. an ~ l:r(Er - En) J(Er JxJEn}J2 = 2:,.(Er - En) (En JxJEr } (Er JxJEn) ; par ailleh 
"rs : 

(Er - En) (En JxJEr ) = (EnJ[x, H1JE,.), (Er - En)(E,.JxJEn) = (Er JIH, xlIEn) 
, 

d'ou, faisant la demi-somme des deux expressions de an : 

1 
an = "2 L ((EnJlx, H1JEr)(ErJXJEn} + (EnJx JEr}(Er J[H, xlJEn}) , 

r 

soit, en reconnaissant a droite Ie developpement de l'element de matrice du Produ't 
de deux matrices : 1 

d'ou : 
fi2 

L(Er - En)J(Er JxJEn}J2 = 2m \In 
,. 

Cette relation appartient a la categorie de relations tres generales dites regles de 
somme, fort utiles en spectroscopie. Les quantites J(Er JxJEnW sont simplement 
reMes aux intensites des transitions (dipolaires electriques) JEr } ~ JEn}. 

12.10 La vitesse moyenne est nulle dans tout etat ... 

En utilisant I'un des resultats de I'exercice 12.9, montrer que la valeur moyenne de la vitesse 
d'une particule est nulle dans tout etat stationnaire pour lequel la valeur moyenne de rest 
finie . 

En repartant de ifi~ = If, Hl et en prenant la moyenne des deux membres sur un 

etat JEn}, on obtient i fi(En J ~JEn} = (EnJ[f, H1JEn). Le premier membre est egal par 
definition a ifix moyenne de la vitesse, (v) ; Ie second membre vaut : 

Si l'element de matrice (En JrJEn) est fini, on a bien (iJ) = O. Un etat stationnaire 
s'obtient en multipliant JEn} par erk Ent , ce qui ne change pas ce resultat. D'ou l'affir­
mati on de l'enonce : la valeur moyenne de la vitesse d'une particule est nulle dans tout 
etat stationnaire pour lequel la valeur moyenne de rest jinie. 
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13.1 Relations diverses de l'algebre des operateurs 

1. Soit deux operateurs A et B tels que [A, [A, Bll = O. Calculer [B, An]. 

2. Exprimer Ie commutateur [A, BC] en fonction de [A, B] et [A, C] . 

3. Demontrer I'identite dite de Jacobi: 

[A, [B, Cll + [B, [C, All + [C, [A, Bll = 0 (13.1) 

4. Montrer que Ie produit de deux operateurs unitaires est un operateur unitaire. 

5. Soit A et B deux operateurs hermitiques , dont Ie commutateur est ecrit sous la forme : 

[A, B] = iC (13.2) 

(a) Montrer que C est hermitique . 

(b) Soit {Ian)}n les vecteurs propres de A et {an}n les valeurs propres correspon­
dantes. Exprimer les elements de matrice de B sur la base propre de A en fonction 
des {an}n et des elements de matrice de C. 

(c) En deduire que, si A et B commutent, I'element de matrice de B entre deux etats 
propres de A correspondant a deux valeurs propres distinctes est nul. 

(d) A quelle condition Ie produit AB est-il hermitique ? 

6. A et B designant deux operateurs lineaires quelconques, A et J-L deux scalaires, calculer 
(AA + J-LB)t. A et B etant supposes hermitiques, a quelle condition la combinaison 
lineaire AA + J-LB I'est-elle aussi ? 
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7. Soit deux operateurs tels que [A,B] = il et so it Sex) = e-iB:" , ou x est un scala. 
Com bien vaut [A, S] ? En supposant que x ERa quelle condition I'operateur S e I;~. 
unitaire ? s -II 

8. Pour deux operateurs A et B quelconques : 

(a) Le symbole ~ est-il bien detini ? 

(b) Est-il vrai que eA+B = eA eB ? 

(c) A dependant du scalaire t, les relations suivantes sont-elles correctes : 

~ eA(t) = dA eA(t) 

dt dt (13.3) 

~ = B(t) A(t) =} A(t) = e f~ B(t') dt' A(O) ? (13.4) 

9. Soit A un operateur hermitique. Montrer que la valeur moyenne du carre de A, A2, 
est toujours positive. 

1. n a [B 112] = [B AJA + A[B AJ et comme A commute avec [A, BJ, on a 
aus i [B, A2) = 2[B A]A = 2A[B, A) ; Ie calcul de [B, A3] suivant les memes 
Jign donne [B, A3) = 3[B, A]A2. On l'aisonne alors par recurrence en partant de 
l'llYI olhese [B, An] = nAn- I[E A] ; cela etant, il vient : 

En utilisant la commutation de A avec [A, BJ, on obtient l'implication : 

ce qui acbeve la demonstration par recurrence: 

I [B, An] = nAn-I[B, A] si [A, [A, Bll = 0 I (n E W) 

Exemple de tels couples d'operateurs : 

• q et p, pour lesquels on a : 

• les operateurs de creation et d'annihilation a et at, pour lesquels on a : 
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2. On ecrit [A, BCl == ABC - BCA = ABC - BAC + BAC - BCA, so it : 

I [A, BCl = [A, BlC + B[A, cli . 

3. En developpant [A , [B , Cll, on trouve : 

A(BC - CB) - (BC - CB)A = ABC - ACB - BCA + CBA 

Les deux aut res commutateurs s'obtiennent par deux permutations circulaires, et 
on constate que les 12 termes se compensent tous : 

I [A, [B, CJl + [B, [C, All + [C, [A, B)) = 0 I (Identite de Jacobi) (13.5) 

Prenant pour A, B et C les trois composantes Jx , Jy et Jz , l'identite de Jacobi 
s'ecrit : 

soit : 

qui est trivialement verifiee. En outre, si Kl et K2 sont des constantes du mouve­
ment ([Ki , H) = 0) , cette identite montre que Ie commutateur [K1 , K2) est aussi 
une constante du mouvement. 

4. Un operateur unitaire conservant Ie produit scalaire, Ie produit de deux tels opera­
teurs fait de meme. Algebriquement, avec U ~ U1U2, on a : 

5. (a) Avec [A , B) = iC, on a [A , B)t = (iC)t = -iCt. Le premier membre est 
(AB)t - (BA)t = BtAt -AtBt = BA -AB puisque A et B sont hermitiques, 
d'ou ct = C. 

(b) En utilisant la base propre de A, on a {an l[A, B Jlam} = i{anIClam }. Le 
premier membre est {aniAB - BA)lam}. A etant hermitique, {anlA = an{anl, 
d 'ou {an lAB - BAlam} = (an - am)(anIBlam) et finalement : 

Ceci suppose an I- am j dans Ie cas an = am, et si les elements diagonaux de 
B sont finis, ceux de C sont nuls. 

(c) Si A et B commutent, C = 0 j de l'egalite (an -am){anIBlam) = 0, on deduit : 

l'element de matrice de B entre deux etats prop res de A correspond ant a deux 
valeurs propres distinctes est nul. 
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(d) A et B etant hermitiques, Ie produit AB est hermitique si BA = AB, c'est.' 
dire si A et B commutent. a. 

6. Par definition de l'adjoint, on a (('\A)tl¢), I~)) = (I¢), ('\A)I~)) · Le premier rne 
bre est '\*(Atl¢), I~)) = .\*(I¢), AI~)), d'ou : m. 

(('\A)tl¢), I~)) = (I¢), '\ * AI~)) , 

et ('\A)t = ,\* At par identification. Il en va de meme pour toute combinaisQ 
lineaire d'operateurs, d'ou : n 

Si A et B sont hermitiques '\A + pB l'est aussi si ,\ et fJ- sont reels. 

7. En d'v loppanL \' xpon nLi lie en serie, on a [A, S] = I:nEN c-~~)" [A, Bn]. Comme 
[A, BJ = il les resultats du point 1 sont applicables et on a [A, Bn] = inBn-l 
d'ou [A I = '" i ( - i:.r; n B7\-1 = x e- ixB soit· ' , unEr/' (,\- 1 I ,. 

I [A, B] = i 1 => (A, e- ixB
] = x e- ixB I 

L'operateur S est unitaire ssi (e-ixB)t = (e- ixB) - l = e+ixB . Le premier membre 
est e+ix ' Bt ; avec x E JR, il faut done Bt = B : 

I x E JR, Bt = B <=> e-ixB unitaire I 
8. Pour deux operateurs A et B quelconques : 

(a) omm I deux operaL ur n commut nt pas en general, 1 symbolc ~ e 
ambigu : on ne . rut pa i t JrB Ott B* ; pour eviter Ie rr Ul" dans les 
ecritmes, il esL r · mmalld' d'utili er des puissances-negativ -. (par xemplc, 
A- I B signifie lair m nt *8, qu I'on ne saurait ecrire BA- J pal' inadv r­
tance). 

(b) Avec deux operateurs, l'exponentielle de la somme n'est pas Ie produit des 
exponentielles : 

le A +B #- eAeB I 
Il suffit pal' exemple de developper to utes les exponentielles en serie et de 
constater la difference, qui apparait deja dans les termes quadratiques. 

(c) Par definition de la derivee, on a 1ft A(t) = lim6t-->O it[eA(t+Ot) - A(t)]. Sup­
posant A(t) derivable, on peut ecrir A(t + at) = AU) + A'(t)ot + 71(ot)c5t Oil 

Max[1J(8t)] tend vers zero si Ot ...... 0 i \ 1 remi r term du crochet csL don 
eACt)+A' (t)8t+'7(Ot)ot, mais on ne peut pas factori' r I xp n ntielles, de sorte 
que: 

eA(tHA' (t)ot+'7(Ot)Ot #- eA(t) eA' (t)ot+'7COi)6t ; 
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il en resulte que: 

Les memes complications surviennent avec une equation differentielle du genre 
~1 = B(t) A(t). En integrant formellement cette equation membre a membre, 

on a A(t) - A(to) = It~ B(tl)A(tt) dtl, d'ou : 

A(t) = A(to) + it B(tdA(td dh 
to 

Le processus peut s'iterer : 

mettant en evidence une serie : 

soit A(t) = U(t, to)A(to), avec: 

En effectuant des changements de variables element aires dans Ie terme quadra­
tique, on voit qu'il s'ecrit aussi : 

mais comme a priori B(tl)B(t2) =I- B(t2)B(td, il n'est pas possible d'ecrire 

Ie terme quadratique sous la forme ~ It: dtl It: dt2 B(tdB(t2) - or c'est ce 

dernier qui apparait dans Ie developpement en serie de eJ,~ B(t') dt'. En conclu-
sion: 

~ = B(t) A(t) =? A(t) =I- eJ,~ B(t') dt' A(to) 

comme ce serait Ie cas avec des scalaires. 

). La moyenne de A2 dans ]'etat 1'1/1) est par definition ('I/IIA21'1/1), qui s'ecrit aussi 
('I/IIAAI'I/I). Comme At = A, cette quantite est egale a (A'I/IIA'I/I) = IIAI'I/I)1I2 : c'est 
Ie carre d'une norme, d'ou : 

I A hermitique =? ('I/IIA21'1/1) > 0 V 1'1/1) I 
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13.2 Trace d'un operateur 

La trace d'un operateur A, TrA, est la somme des valeurs propres de A. 

1. Montrer que la somme des elements diagonaux de la matrice de A sur n'i mporte quelle 
base est egale a Tr A (Ia trace est un invariant). 

2. Soit deux operateurs A et B de trace finie, montrer que Tr(AB) = Tr(BA), c'est-a-dire 
que : 

Tr[A, B] = 0 

Qu'en est-il de la trace du commutateur [q, p] ? 

(13.6) 

3. En deduire que la trace d'un produit est invariante par permutation circulaire (toujours 
si toutes les traces existent) : 

Tr (ABC) = Tr (BCA) = Tr (CAB) 

4. L'exponentielle d'un operateur, B ~ eA , peut aussi etre definie par : 

Montrer que : 

5. Montrer que : 

6. Soit la matrice : 

. A)N B = hm (1 + N 
N-++CXJ 

Det B = eTrA 

zn -1 
Tr 1nZ = Tr lim ---

n-+O n 

CTy ~ [~i ~i] 
montrer que ei(Juy = cos (} 1 + i sin (} CTy . 

(13.7) 

(13.8) 

(13.9) 

(13.10) 

(13.11) 

1. Par definition, 1a trace de l'operateur A est 1a somme de ses va1eurs propres an. Soit 
{Ier)}r une autre base orthonormee se deduisant de la base propre orthonormee de 
A, {Ian)}n, par une transformation unitaire U ; comme {Ier)}r est orthonormee, 
les elements de matrice de A sur cette base sont egaux a (erIAler/). Calculous 

maintenant la somme S des elements diagonaux S ~ Lr{erIAler). En injectant la 
relation de fermeture Ln lan){anl = 1 la au ille faut, on a : 

r r n , ffi 
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Comme (anIAlam) = anonm , il vient S = Lr Ln an (erlan ) (anle,.). Dans cette 
somme, on peut modifier l'ordre des facteurs scalaires et ecrire : 

,. n n r 

On retrouve la relation de fermeture Lr ler)(er l = 1 d'ou finalement : 

La trace est bien un invariant, egale a la somme des elements diagonaux sur 
n'importe queUe base de representation. 

I Pour calculer les traces, choisissons la base propre de l'un des operateurs, par 
exemple ceUe de A : 

n n 

La trace de BA a visiblement la meme expression; si donc chacune de ces sommes 
existe, leur difference est nuUe d'ou Tr [A, B] = O. Ce n'est evidemment pas Ie cas 
pour les variables q et p, dont Ie commutateur vaut ifn, dont la trace n'existe pas. 

'. Dans l'hypothese ou toutes les traces existent, on a donc Tr (AB) = Tr (BA), et 
aussi: 

Tr (ABC) == Tr (A(BC)) =Tr ((BC)A) , Tr (ABC) == Tr ((AB)C) = Tr (C(AB)) , 

d'ou l'invariance de la trace par permutation circulaire : 

I Tr (ABC) = Tr (BCA) = Tr (CAB) I 

Sur la base propre de A, {Ian)}n, on a Blam) = eAlam) = eam lam) : les valeurs 
propres de B sont donc les exponentieUes eam . Le determinant de Best egal au 
produit des valeurs propres de B, d'ou Det B = ITm eam = eL ", a"" soit 

(13.12) 

Ce resultat peut aussi s'obtenir a partir de la definition alternative: 

En effet, Ie determinant d'un produit etant egal au produit des determinants, on 
a Det[(l + ~ )N] = [Det(l + ~ )]N. Le determinant est aussi egal au produit des 

247 



Mecanique quantique 

valeurs propres, d'ou Det(1 + ~) = TIn (1 + ~) ; Ie developpement du produit e 
puissances de * donne Det(1 + ~) = [1 + if L:n an + O(N-2)], d'ou : tl. 

Det[(1 + ~(] = [1 + ~ I>n + O(N- 2)t 
n 

La limite N ---7 +00 redonne bien Ie resultat (13.12). 

5. Pour etablir l'egalite demandee, il suffit de remarquer que: 

1 
Zn - 1 = en In Z - 1 = 1 + n In Z + 2T (n In Z)2 + ... - 1 = n In Z + O(n2 ) , 

d'ou limn--+o znn- 1 = In Z ; prenant la trace membre a membre de cette egalite, on 
obtient : 

In InZ=n l~ ~I 
Cette egalite est souvent utilisee pour I'etude de systemes desordonnes et est ala 
base de la methode dite des repliques. 

6. En calculant Ie carre de ay, on trouve : 

2 [0 -j ] [0 -i] [1 0]_ 
a y = +i 0 +i 0 = 0 1 = 1 

d'ou a;n = 1, a;n+l == a;nay = ay. En regroupant les termes pairs entre eux et 

impairs entre eux dans Ie developpement de I'exponentielle eiOuy : 

on reconnait les developpements de sinus et cosinus d'ou : 

I ej()uy = cos e 1 + i sin e a y I 

13.3 Operateur fonction d 'une variable 

Soit un operateur A(z) dependant du parametre continu z ; la derivee de A est definie comme 
suit: 

dA d/f I' A(z+t)-A(z) 
1m ---'------'--'--'-

dz c--+ 0 t 
(13.13) 

et on dit alors que A est derivable . 
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1. Montrer que pour un operateur constant quelconque1 n : 
d ·n ·n 

_ elHZ = in e lH Z 
. 

dz 

2. Soit A et B deux operateurs derivables ; etablir I'egalite : 

Examiner Ie cas OU A = B . 

~ (AB) = dAB+A dB 
dz dz dz 

3. Soit A derivable et possedant un inverse, A -1 ; montrer que : 

Operateurs 

(13.15) 

(13.16) 

(13.17) 

4. Soit I'operateur B (z) = eiAz Boe- iAz ou A et Bo sont independants de z . Montrer 
que B (z ) est la solution de I'equation : 

B (z) = Bo + i [A, 1% dz' B(z' )] (13.18) 

et resoudre celle-ci par iteration afin d'obtenir Ie developpement de B en serie de 
puissances de z . En deduire I'egalite : 

d l·nZ dM 1 [ ·n ( 2 ·n ] - e H = lim - el H Z 1 + ic:n + O(c: )) _ e"'z , 
dz E --> 0 c: 

soit : 
d.n ·n 

_ elHZ = ine"'z 
dz 

(n independant de z) 

2. Jz (AB) = lim,,--> 0 [A(z + c:)B(z + c:) - A(z )B(z )] . A etant derivable, on a 

dA 
A(z + c: ) = A(z ) + c: dz + O(c:2

) , 

1 Attention! Ne pas en deduire qu'avec un operateur B (z ), on a : 

d iB(.; ) . dB iB (z) - e = l -e 
dz dz 

I faux ! I 
(voir eq. (1-14-205)) 
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et de meme pour B. Le report dans le crochet ci-dessus donne : 

~(AB) = dAB+AdB 
dz dz dz 

En particulier, si A = B : JiA2 = dA A + A dA "J.. 2A dA "J.. 2d A A. d z d z d z -r d z -r d z 

3. On part de AA- l = 1 ; la derivation donne d~: l A + A- 1 ~~ = 0, soit : 

dA-l A _ A- 1 dA 
-- -- -

dz dz 

en multipliant a droite par A- 1 , il vient : 

On note que ceci est une forme symetrisee de la derivee ordinaire2 : 

( 
1)' f' _ 1 ,I 

f(x) = - J2 = -yf Y . 

4. D'apres les resultats precedents, la derivee de B(z ) est : 

dd
z 

(e iA z Boe - iA z ) = iAeiAz Boe - iA z - i eiAz Boe -iAz A , 

(13.20) 

soit !~ = i [A, B(z )]. En integrant formellement terme a terme, et notant que 
B(O) == Bo : 

B(z ) - Bo = i [A, l z 

dz' B(z')] 

En iterant cette relation une fois , on trouve : 

et ainsi de suite. En developpant, on obtient : 

Les integrations se font immediatement ; continuant a iterer, on trouve finalement : 

2 3 

B(z ) = Bo + iz [A , Bo] + i2 ~! [A , [A , Boll + i3 ~! [A, [A, [A, Bolll + ... 

20n aurait pu aussi s'attendre a quelque chose comme 

~A- l = _~ ( A -2 dA + A-I dA A-I + dA A-2) . 
dz 3 dz dz dz 

ce n 'est pas Ie cas. 
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d'ou Ie developpement pour un operateur C transforme : 

eiAzCe- iAz = C + ~[A, C] + ~[A, [A, ClIl+~[A, lA, lA, ClIl] + ... 
(13.21 ) 

13.4 Operateur unitaire derivable 

50it U(t) un operateur unitaire derivable par rapport au parametre reel t et H(t) I'operateur 
Mfini comme : 

H(t) = in dU Ut 
dt 

1. Montrer que H(t) est hermitique . 

(13.22) 

2. Reciproquement, soit U(t) un operateur a priori quelconque, connu et egal a U(to) a 
un instant to , et obeissant a I'equation : 

in~~ = H(t)U(t) , 

ou H est un operateur hermitique. Montrer que : 

(a) UtU est independant du temps. 

(b) uut est solution de : 

ini UUt = [H UUt] 
dt ' 

3. Que peut-on dire de U(t) si U(t = to) est unitaire ? 

(13.23) 

(13.24) 

1. On a Ht(t) = - inUdf/. Par ailleurs, de uut = 1, on t ire ~~ut + udf/ = 0, 
done Ht (t) = +in ~~ut == H(t). 

2. On suppose que U(t) satisfait in~~ = H(t)U(t). En consequence: 

(a) in.£..(UtU) = in (dut U + UtdU) = in (-+'-UtHtU + ;l-UtHU) qui est nul 
dt dt dt -In. In. ' 

si Ht = H : en pareil cas, l'operateur Ut(t)U(t) est constant. 

(b) inc1t(UUt) = in~~Ut + inUdf/ = HUUt - UUtH == [H, uut]. 

3. L'operateur ut(t)U(t) est constant; si U(t = to) est unitaire, alors ut(to)U(to) = 1 
et done u t(t)U(t) = 1 : U(t) est unitaire 'Vt. D'ou Ie result at : tout operateur U 
satisfaisant iii ~~ = H(t)U(t) avec H hermitique est un operateur unitaire. 
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13.5 Serie entiere d'operateurs 

q etant une coordonnee cartesienne et p son moment conjugue, calculer les commutateur 
[p, f(q)] et [q, f(p)] ou fest une fonction developpable en serie entiere : S 

+00 
f(z) = L fnz" . 

n=O 
(13.25) 

Preciser leur action en representation-q et en representation-po 

I [q, f(p)] = inf'(p) I 

Ce result at est evident si on raisonne en representation-p, ou q = in ;p. De meme, on 
trouve: 

I [p, f(q)] = -inf'(q) I 

resultat evident en repn§sentation-q ou p = -in tq . Bien sur, ces resultats ne dependent 
pas de la representation choisie ! 

13.6 Exponentielle du gradient 

L'operateur e A est defini par la serie entiere : 

d 
Calculer Ie resultat de I'action de eaaq sur une fonction analytique3 1jJ(q). 

ea1q = ,,+00 ~ ( d) n ,,+00 an dn d' ' 
.Lm=O n ! a dq = L .. m=O nr dqn, ou: 

(13.26) 

On reconnait it droite la serie de Taylor d'une fonction analytique en q, egale it 1jJ(q + a), 
d'oll : 

3Une fonction analytique est infiniment derivable. 
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6
0 

representation-q, ce resultat se lit aussi : 

" e-j,-aP-7/J-( q- )-=- 7/J- (-q ---a-') , 

t rnontre que e j,ap est l'operateur de translation de a, T(a), agissant comme suit sur 
e . 
\lOe fonctIOn quelconque : 

,T(a)7/J(q) ~ 7/J(q - a) ~ T(a) = ej,ap , 

13.7 Equation de Dyson 

A et B etant deux operateurs possedant chacun un inverse, demontrer les identites : 

(13.27) 

A titre d'application, soit H = Ho + V, Go(z) = (zl- HO)-I et G(z) = (zl- H)-I, z E C 
etant un parametre ; etablir I'equation de Dyson: 

(13.28) 

En deduire I'element de matrice de G(z), g(z) ~ (7/JIG(z) 17/J), en fonction de celui de Go(z), 
go(z) ~ (7/JIGo(z)I7/J) , lorsque V = >'17/J) (7/JI· 

En multipliant 1- + ~ = 1-(A + B)~ a gauche par A, on a 1 +A~ = (A + B)~ ; 
multipliant a droite par B on obtient l'identite B + A = A + B ; l'autre relation est tout 
aussi vraie, A et B jouant des roles symetriques. 

En prenant A = -(zl- Ho), B = (zl- H), alors A + B = - V, et l'egalite donne 
-Go + G = -Go( - V)G, d'ou l'equation de Dyson: 

IG=Go+ GoVG I 

Avec V = >'17/J)(7/JI, on a g(z) ~ (7/JIG(z)I7/J) = (7/JIGo(z)I7/J) + >'(7/JIGo(z) 17/J) (7/JIG(z)I7/J), 
so it g(z) = go(z) + >.go(z)g(z), d'ou : 

g(z) = go(z) 
1 - >.go(z) 

Par exemple, si 17/J) est un etat localise decrivant une impurete (en phase solide par 
exemple), cette formule donne les resonances induites par l'impurete, et constitue la base 
de la theorie dite de Coster - Slater. 
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13.8 Identite de Glauber 

Soit deux operateurs A et B commutant avec leur commutateur : 

[A ,B]= C, 

1. On definit I'operateur F(z) : 

[A, C] = [B, C] = 0 

F( ) d!f zA zB 
Z = e e 

Ecrire I'equation differentielle satisfaite par F(z) . 

2. Expliciter Ie commutateur [B, An] et en deduire [B, e- zA ], puis ezA B e- zA . 

(13.29) 

(13.30) 

3. Enjustifiant la procedure utilisee, integrer I'equation differentielle pour F(z) et montrer 
finalement que: 

(13.31 ) 

4. En deduire I'identite de Glauber, vraie pour deux operateurs A et B commutant avec 
leur commutateur : 

(13.32) 

5. (iter un exemple d'un couple du genre (A, B). 

6. En supposant que A(t) et sa derivee ~1 satisfont la condition (13.29), calculer ft eA(t). 

Appliquer ces resultats au cas OU A(t) = f(t)p+ g(t)q, [q, p] = in 1, f et g etant deux 
fonctions numeriques. 

Dans la suite, A et B sont deux operateurs commutant avec leur commutateur : 

[A,BJ= C, [A , CJ = [B, C] = 0 . (13.33) 

Cette propriete est loin d'etre banale, mais il existe des couples de ce genre jouant un 
r61e central en Mecanique quantique : q et p ou, de fa<;on equivalente, a et at. 

1. Pour trouver l'equation differentielle satisfaite par l'operateur F(z), on calcule 

F'(z) ~ ddz e
zA ezB Suivant (13.20), on a F'( z) = AezA ezB + ezA ez B B, c'est­

a-dire: 
I F' (z) = AF(z) + F(z )B I 
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2. On a [B, An] = -nAn-1c = -nCAn-l, d'ou : 

I [B, e-zA ] = zCe- zA I 

En developpant, il vient B e-zA - e- zA B = zC e- zA ; multipliant a. gauche par 
ezA , on trouve ezA B e- zA - B = zezA C e- zA = zC - la derniere egalite venant du 
fait que A et C commutent - d'ou : 

I ezA B e- zA = B + zC I 
3. Comme B et ezB commutent, l' equation differentielle pour F(z) est aussi 

FI(z) = AezA ezB + ezA B ezB ; 

on ecrit Ie second terme de droite ezA B e- zA ezA ezB == ezA B e- zA F(z), d'ou 

FI(z) = (A + B + Cz)F(z) . 

A et B commutant avec C, il en va de meme de leur somme A + B : dans l'equation 
differentielle, les objets commutent tous4 et on peut calculer comme avec des nom­
bres. Des lors, l'integration de l'equation differentielle est elementaire et donne 

2 

F(z) = e(A+B)z+C", F(a). De toute evidence, F(a) = 1, d'ou finalement5 : 

I ezA ezB = e(A+B)z+c4 = e(A+B)z ec41 

4. L'identite de Glauber, vraie pour deux operateurs A et B commutant avec leur 
commutateur, s'en deduit en prenant z = 1 : 

(13.34) 

5. Exemples de couple du genre (A, B) ; q et p, a et at, puisque dans les deux cas Ie 
commutateur est proportionnel a. l'identite l. 

6. Par definition, ft eA(t) = limot--->o it [eA(tHt) - eA(t)]. En not ant ~1 == AI, on a 
eA(tHt) = eA(t)+otA'(t)HJ(6t 2

) = eA(t)HtA'(t) [1 + O(ot2)]. Suivant l'identite de 
Glauber (13.34), eA(t)HtA'(t) = eA(t) e6tA'(t) e- ~M[A (t),A'(t»). D'ou : 

lim ~[eA(tHt) - eA(t)] = lim ~eA(t) [eotA'(t)e-~6t[A(t)'A'(t»)[1 + O(Ot2)]-1] 
M-OOt M--->oOt 

so it : 

[A, [A, AI]] = [AI, [A, AI]] = a => ~ eA(t) = eA(t) (AI(t) - ~[A(t), AI(t)]) 

Avec A(t) = f(t)p + g(t)q, on trouve : 

d 'n - e!(t)p+g(t)q = e!(t)p+g(t)q (J1(t)p + g'(t)q + ~[f(t)gl(t) - g(t)f'(t)]) 
ill 2 

4En la circonstance, on parle parfois de "q-nombres", pour dire qu'ils commutent quoiqu'etant des 
objets quantiques. 

SEn raison de la commutation de A et B avec C, on peut ici separer les exponentielles. 
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13.9 Composantes hermitiques d'un operateur 
lineaire 

o etant un operateur lineaire quelconque : 

1. Montrer que I'on peut toujours ecrire 0 sous la forme A+iB OU A et B sont hermitique s. 

2. Dans Ie cas ou 0 est un operateur unitaire (0 == U ), montrer que A et B commutent. 

3. Soit {I an, bm)} I'ensemble des vecteurs propres communs a A et B. Trouver Ie resultat 
de I'action de U sur ces vecteurs. 

4. Compte tenu de la valeur de A2 + B 2, montrer que to utes les valeurs propres d'un 
operateur unitaire sont des nombres complexes de module 1. 

5. Les resultats precedents montrent que V U unitaire, :3 un operateur hermitique C tel 
que U = eiG . En deduire que deux vecteurs propres d'un operateur unitaire associes a 
deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux. 

1. On peut toujours ecrire 0 = ~ (O+ot)+ ~ (O- ot ) ; Ie premier terme est hermitique, 
Ie second est ant i-hermitique. En posant A = ~ (O + o t ) et B = i;(0 - ot ), on a 
bien 0 = A + iB avec A et B hermitiques. 

2. Dans Ie cas ou 0 est unitaire (0 == U) , la relation caracteristique uut = 1 s'ecrit 
(A + iB)(A + iB) t = 1, soit A2 + B2 + i[B , A] = 1 ; de meme utu = 1 donne 
A2 + B2 + irA, B] = 1. Le rapprochement donne bien [A, B] = O. 

3. Ulan, bm) = (A + iB )lan, bm) = (an + ibm) lan, bm) == unm lan, bm). 

4. an et bm etant reels (puisque A et B sont hermitiques) , on a lunm l2 = a~ + b:". 
Comme A2 + B 2 = 1, a~ + b~> = 1 : t o utes les valeurs prop res d 'un operateur 
unitaire sont des nombres complexes de module 1. 

5. Avec U = e iG, on voit que U et C ont les memes vecteurs propres, C etant her­
mitique. Soit deux vecteurs propres 11') et 1')") de C, associes aux valeurs propres 
')' et ')" differentes, ce qui assure (')'1')") = o. h ) et 11" ) sont propres de U, associes 
aux deux valeurs propres ei-r et ei-y', qui sont differentes. 

13.10 Projecteurs 

On designe par (I¢), 111')) Ie produit scalaire de deux vecteurs I¢) et 111') . lei) etant un vecteur 
appartenant a une base orthonormee { Iej)}j , on definit I'operateur lineaire Pi par: 

(13.35) 
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tv10ntrer que: 
(13.36) 

Un tel operateur, idempotent et hermitique, est appele projecteur. 

Par la definition de Pi , on a pll7J;) = Pi[(lei), 17J;)) lei)] = (lei), 17J;))Pi lei), la 
deu:xieme egalite venant du fait que (lei), 17J;)) est un scalaire et que Pi est lineaire. 
Maintenant, la definition de Pi donne Pilei) = (lei), lei)) lei) = lei), d'ou finalement : 

PiPj l7J;) = Pi( lej), 17J;))lej) = (lej),I7J;))Pi lej) = (Iej), 17J;))(lej), !ei))lei) = 0 
puisque Ie deuxieme facteur est nul. Ceci est vrai quel que soit 17J;), done: 

(i of j) I 

Par definition de l'adjoint d'un operateur, on a (p/I¢), 17J;)) = (I¢), Pil7J;)). En 
appliquant la definition de Pi, ce dernier produit sealaire est: 

(I¢), (lei), 17J;)) lei)) = (lei), 17J;))(I¢), lei)) . 

Par ailleurs (Pil¢), 17J;)) = (l7J;), Pil¢))* = (17J;), (lei), I¢)) lei))* = (lei), I¢))* (17J;), lei))*. 
En renversant les produits sealaires, ceci est egal a. (lei), 17J;)) (I¢), lei)), ee qui demontre 
l'egalite : 

13.11 Resolvante 

Soit H un Hamiltonien d'etats propres lEn), et J(z) une fonction dotee de toutes les pro­
prietes souhaitables. 

1. Expliquer pourquoi on peut ecrire : 

n 

2. La resolvante de H est definie comme : 

G(z) ~ (zl- H)-l == 1 
zl-H 
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(a) Ecrire la relation precise entre G(z) et la transformee de Laplace du propagateur 
avance U+(t) ~ 8(t)U(t), ou 8(t) est la fonction echelon-unite. 

(b) Montrer6 que Ie projecteur Pn ~ lEn) (Enl peut s'ecrire : 

1 1 1 Pn = - dz , 
2i1f en z l - H 

(13.39) 

ou en est une petite boucle entourant exclusivement la valeur propre En . 

====== ====== ? i. ? i. ? i. ? i. ? i. ? i. ? i. ? i. ? l,? ====== = = ========:::, 

1. On a vu que si [2 a pour valeurs et vecteurs propres (wn , Iwn )) , l'operateur f([2) a 
les memes vecteurs propres et des valeurs propres egales a f(wn ). Si donc Hales 
vecteurs propres lEn), la decomposition spectrale de f(H) est: 

n 

2. (a) La transformee de Laplace du propagateur avance U+(t) ~ 8(t)U(t) est: 

'c[U](Z) ~ roo e-Zt e ftHt dt = ~ l. io Zl ih H 

d'ou: 

(b) La decomposition spectrale de G(z) est: 

G(z ) = LIEn') IE (En' I = ,L' IE Pn, 
n' Z - n' n' Z - n' 

Si on integre membre a membre Ie long d'une petite boucle entourant ex­
clusivement la valeur propre En, Ie theoreme des residus (ou Ie theoreme de 
Cauchy) montre que seul Ie terme n' = n de la somme contribue et vaut 
2i1fRes[ Z_~n Pn, En] = 2inPn, d'ou fen G(z) dz = 2inlEn) (En I et : 

Pn = - dz 1 1 1 
2in en zl- H 

6Penser au theoreme des residus. 
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Corriges du chapitre 14 

Evolution temporelle 
d'un systeme quantique 

14.1 Perturbation de Dirac 

Le Hamiltonien d'un systeme est egal a : 

{ 
Ho Viti> Ot/ 2 

H (t) = Ho + it v Viti < ot/2 

au T est un temps fi xe ; dans la limite ot ---> 0, ceci correspond a une perturbation V 
impulsionnelle. 

1. Soit U(tl' to) I'operateur d 'evolution associe a H (t). Pour to < -~ et tl > +~, 
ecrire U(h , to) sous la forme d'un produit de trois facteurs. 

2. En deduire U(t l, to) dans la limite ot ---> 0. 

1. En decomposant l'evolution par intervalles ou Ie Hamiltonien est constant en temps, 
on a (to < -ot/2, t l > ot /2) 

2. Dans Ia limite Ot ---> 0, on a : 

(14.1) 
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14.2 Mesure de la position et de l'impulsion d'une 
particule libre (suite) 

On en revient a la situation decrite dans Ie probleme 12.7 p. 233, et on se place a un instant t 
posterieur a la mesure de P ayant produit I'etat (12.11). 

1. A I'aide des equations de Heisenberg, exprimer la valeur moyenne de la position a 
I'instant t, (x)(t) , en fontion de Po, met t. 

2. Montrer que I'incertitude sur la position est infinie. 

3. A I'instant h > 0, on fait une mesure de position, et on trouve Xo a ox pres. L'etat 
issu de cette mesure est: 

\[I ( t = o+)={ C' silx - xo l <ox/2 
p, 1 0 si Ix - xo l > ox/2 (14.2) 

ou G' est une constante. Quelle est a tout instant t' > tl I'incertitude sur I'impulsion l 7 

1. Pour la particule libre, les equations de Heisenberg sont XH(t) = ~ et PH(t) = O. 
Comme l'impulsion est constante, PH(t) = p, l'equation de la position s'integre 
immediatement et donne XH(t) = ;'t + x. En prenant les valeurs moyennes Sur 
l'etat initial prescrit, on a : 

(x)(t) = (P) t + (x) 
m 

2. En prenant l'etat issu de la mesure de P comme precise dans Ie probleme 12.7, on 
a (p) = Po et (x) = 0, d'ou (x)(t) = ~t. 

2 
En elevant au carre l'expression de XH(t), on obtient x~(t) = ~t2+,k (px+xp) +x2

, 

d'Oll l'ecart quadratique tlx2 : 

Pour cet et at, (x2 ) = +00, d'ou tlx(t) = +00 (voir probleme 12.7 p . 233) . 

3. L'impulsion etant une constante du mouvement, tlp a la meme valeur a tout instant 
posterieur a la mesure de position. II suffit donc d~ calculer tlp dans l'etat issu de 
cette mesure, so it : 

\[I(p t = 0+) = {C' si Ix - xo l < ox/2 
, 1 0 si Ix - xol > ox/2 

1 II est possible de repondre a cette question sans effectuer aucun nouveau ca!cul ; donner une argu­
mentation claire et precise. 
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ou C f est une const ante. Or, on sait que pour un cn§neau en impulsion, l'incertitude 
.6.x est infinie ; ici, on a un creneau en x, donc, par dualite, l'incertitude en impul­
sion .6.p est infinie : .6.p(t > t l ) = .6.p(h + 0) = + 00. 

14.3 Particule dans un champ constant 

Une particule chargee (masse m, charge q) est situee dans un champ electrique de module 
E, constant et uniforme. 

1. Former Ie Hamiltonien H . 

2. Ecrire les equations de Heisenberg pour la coordonnee x et I'impulsion p, et les integrer. 

3. En deduire les valeurs moyennes (x)(t ) et (P) (t) en fonction de leurs valeurs initiales2
. 

4. Trouver les ecarts quadratiques .6.x2(t) et .6.p2(t ). Tracer Ie rapport t)t~l et conclure 

(comparer a la particule libre) . 

5. Expliciter les resultats precedents pour I'etat initial suivant3 : 

eikox 
\IT (x, t = 0) = C 2 2 

X + a 
(14.3) 

6. On se place maintenant en representation-po 

(a) Ecrire I'equation de Schrodinger pour la fonction <1?(p, t ), et en trouver la solution 
. connaissant I'etat de depart <1?(p, 0). 

(b) Utiliser la formule de Glauber (voir probleme 13.8 p. 254) , ou certains resultats des 
exercices 13.1 p. 241 , pour expliciter Ie produit d'operateurs e*xoP e- t pox e - *xoP. 

(c) Avec ces n§sultats, identifier I'operateur U(t ) et verifier qu'il est egal a erJ, Ht . 

7. On veut comparer les densites de probabilites p(x, t) de presence avec et sans champ 
applique, a partir du meme etat de depart. Montrer qu'elles sont reliees par : 

pe(x, t ) = PE=O(X - ~ (t), t) , (14.4) 

et i nterpreter ~ (t). 

2Comment ces expressions se simpJifient-elles si la fonction d 'onde de l'etat initial 1fJ(x, t = 0) est 
paire et reelJe ? 

3Cet te fonction d'onde a deja ete etudiee dans Ie probleme 10.2 p. 187. 
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1. Avec un champ elect rique constant de module E dirige Ie long de Ox, Ie potentiel 
electrostatique est U(x) = -Ex + cs te ; l'energie de la particule est qU(x) , d'ou Ie 
Hamiltonien (a une constante additive pres) : 

2 

2. L'equation de Heisenberg pour x est ifixH = [XH, Hl = [x, !mlH = ifi~ ; celle 
pour Ie moment conjugue est ifipH = [PH, Hl = [P, -qExlH = +ifiqE, soit4 

I' PH xH=-
m PH = qE I 

On en deduit : 

ou pest l'impulsion au sens de Schrodinger ; cela etant obtenu, l'integration pour 
x est immediate : 

qEt2 P 
XH (t) = - + -t + x 

2m m 

ou x designe l'operateur position au sens de Schrodinger. 

3. Les valeurs moyennes a I'instant t s'obtiennent en prenant les moyennes des expres­
sions de Heisenberg sur l'etat initial prescrit : 

[t2 () 
(x)(t) = L2 + L t + (x) 

m m 
(p)(t) = qEt + (p) 

Si la fonction d'onde initiale 'I/J(x, t = 0) est paire, (x) = 0 ; si eile est reelle, (p) = O. 

4. La valeur moyenne du carre de la position a l'instant t s'obtient en formant Ie carre 
x~(t) et en en prenant la moyenne sur l'etat initial: 

Le carre de la moyenne de x est : 

((X)(t))2 = (q2Et2)
2 + (p)Z2 t2 + (X)2 + qE;3 (p) + qEt

2 
(x) + 2t (x){P) 

m m m m m 

En faisant la difference, on trouve l'ecart quadratique : 

6p2 t 
6x2(t) = -2 t2 + 6x2 + ((xp + px) - 2(x) (p))-

m m 

40n reconnait la version quantique de v = ;, et p = F . 
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/lp2(t) s'obtient de la meme fa<;on ; on trouve : 

L'impulsion n'est pas une constante, mais son ecart quadratique ['est. 

Aux grands temps, Ie rapport t,)(!j varie a peu pres comme q~t ~ et tend donc 
vers zero: tout paquet d'ondes uniformement accelere se deplace plus vite qu'il ne 
s'etale. 

5. Avec la fonction de depart \[I (x, 0) = C xe~~:2' on as C = y'2a3 In, (x) = 0, /lx = a, 
(p) = M o, /lp = a~' (xp + px) = 0, d'ou. : 

6. (a) En representation-p, l'equation de Schrodinger pour la fonction <l>(p, t) est: 

. 8 p2 . 8 
ln~<l>(p, t) = -<l>(p, t) - InqE -;:l<l>(p, t) . 

ut 2m up 

Pour resoudre cette equation, on suit la meme procedure que celIe decrite dans 
Ie Tome I a propos de la representation-q section 10.2.3, et chapitre 14 : 

1. determination des etats stationnaires ; 

ii. ecriture de la solution generale ; 

iii. calage sur la condition initiale donnee. 

Posons donc <l>st(p, t) = et;;Et ¢(p). Une telle fonction est (une) solution de 
l'equation de Schrodinger a condition que la [onction ¢(p) satisfasse l'equation 

aux valeurs propres f.n¢(p) - inqE d~¢(P) = E¢(p). Cette equation differen-
1 3 

tielle s'integre immediatement en ¢(p) = einqt:(!fin-Ep), a un facteur multipli-
catif pres sans pertinence puisque l'on va former maintenant des combinaisons 
lineaires de ces solutions. 

La solution generale de l'equation de Schrodinger est donc : 

ou. les coefficients c(E) sont pour l'instant quelconques. 

Ecrivons maintenant que cette fonction doit etre en fait la descendante de la 
fonction prescrite <l>(p, t = 0), donnee : 

5Voir probleme 10.2 p.187. 
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L premi r membre est une integrale de Fourier, pOltant sur les variables 
cOlljugue E et k . La transformation de Fourier inverse donne l'expression 
iut6gralc d . efficients C(E) ; 

1 /+00 p' . r/ i L:. C(E) = - d(-)e-1"liq? E enq/: 8m <I> (p' ,0) 
27f -00 nq[ 

Le report dans l'expression de la solution de <I>(p, t) donne: 

<I>(p, t) = -- dE dple~i ,;;lq/: erli E (t+7) <I>(p', 0) 1 / +00 /+00 3,3 , 
27rnq[ -00 -00 

L'integrale sur E est l'une des representations de la fonction de Dirac6 ; 

l'integration effective sur E donne 2mS ((nq[) - l (pI - p + q[t)). Se souvenant 
de b"(ax) = farb"(x), et effectuant l'integration en p', on trouve finalement : 

(14.5) 

On peut donner une autre forme, qui sera utile pour la suite. En developpant 
l'argument de l'exponentielle, les termes en p3 se compensent ; puis en ecrivant 
p2 _ q£pt = (p - ~q£t)2 - t(q£t)2, on obtient : 

La fonction <I>(p - q£t, 0) est la translatee de <I>(p, 0), et peut done s'ecrire 
formellement7 : 

<I>(p - q£t, 0) = e*q£tx <I>(p, 0) , 

x designant toujours l'operateur intp ; pour la meme raison, on a: 

II en resulte qu'au total, on a aussi ; 

(q£)2 k3 i t £ i . 
<I>(p, t) = e 24im eRq£tx eVi2m eRq£tx <I>(p, 0) (14.6) 

Notons encore une autre forme possible de la solution <I>(p, t) (voir (14.5)) : 

<I>(p, t) = e6im'nq /:[p3_(p_q£t)3] e~(-q£x)t <I>(p, 0) , 

soit : 

(14.7) 

expression ou l'on voit commencer a apparaitre des fragments du Hamiltonien 
2 

H =?m - q£x. 

6 r~:: eik(x-x') dk = 21T8(x - x'). 
7Yoir problEnne 13.6 p. 252, en transposant les roles de la position et du moment conj ugue. 
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(b) Une expression du genre UeiOUt peut aussi s'ecrire eiuout, comme on Ie voit 
en developpant cette derniere exponentielle en serie et en vertu de ut U = l. 
Appliquant ceci au produit d'operateurs introduit dans l'enonce, on voit que: 

En utilisant Ie developpement (13.21), on a etxoPxe- txoP = x + Xo (les com­
mutateurs d'ordre superieur sont nuls), d'ou, multipliant a droite par e*xoP : 

(14.8) 

(c) Dans l'expression (14.7) , on peut developper la deuxieme exponentielle et 
ecrire : 

(qC)2,3 1 ~ i qC t2 i £ t 
<l>(p, t) = e 6;m~ eIii2mteK2mP eliq x <l>(p , 0) 

En utilisant (14.8) avec Xo = q;;;,2 et Po = qEt, il vient : 

(14.9) 

Le produit des deux exponentielles du milieu se transforme en utilisant la 
formule de Glauber (13.34) sous la forme eAeB = eA+Be+~[A , B] ; Ie facteur 
venant du commutateur donne un terme lineaire en p, qui se compense tres 
exactement avec l'exponentielle situee Ie plus a droite dans Ie second membre 
de (14.9). Au total, on obtient : 

l(~) 1 <l>(p, t) = en;: 2m - q£x t <l>(p, 0) == en;: Ht <l>(p, 0) 

comme il se doit. 
Donnons une autre demonstration de ce resultat. Repartons de l'expression 
(14.5), qui s'ecrit aussi : 

<l>(p, t) = e- i6,!~qC ei6m~qC (p_q£t)3 <l>(p - qEt, 0) 

les deux facteurs de droite etant les translates de qEt, resultant donc de l'action 
de l'operateur e*q£xt, on a aussi: 

<l>(p, t) = e-i6,!:'qt etq£xt ei6,!:'QC <l>(p, 0) . 

En utilisant maintenant8 e- ia:p 3 x ei a:p 3 = x - 3nap2, on voit immediatement 
2 

que l'operateur agissant sur <l>(p, 0) n'est autre que eft(~ -q£x)t, soit e ftHt . 

7. II s'agit de comparer les densites de probabilites p(x, t) de presence avec et sans 
champ, a partir du meme etat de depart, <l>(p, 0). Pour cela repartons de l'expres-

sion (14.6) ; l'etat en champ nul issu de <l>(p, 0) est <l>£=o(p, t) = eft~t <l>(p, 0), 

d'ou a l'envers <l>(p, 0) = e-ft~ t <l>£=o(p, t). Reportant ceci dans (14.6), il vient : 

(q£)2 k3 i 1 ~ i 1 ~ 
<l>(p, t) = e 24;m e2liq£tx en;: 2", t e2liQ£tx e- n;: 2", t <l>£=o(P, t) . 

8Cette egalite se demontre aisement en utilisant Ie developpement (13.21) d'UD operateur transforme. 
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. 2 +. 2 
Utilisant e-1ap X e lap = X - 2anp, Ie produit des trois exponentielles de droite 

.~( .Lt) d ' , vaut e1 2/; X- m , ou: 

Les deux exponentielles de droite contiennent des operateurs qui commutent avec 
leur commutateur ; on peut done appliquer la formule de Glauber (13.34) dans Ie 
sens eAeB = eA+Be+~[A, BJ et ecrire : 

d'ou: 
. (qe)2 t 3 i ( -L ) 

1>(p, t) = e1 
12mr. e"q£t x - 2 m t 1>£=o(p, t) . 

Appliquons a nouveau la formule de Glauber, dans Ie sens eA+ B = eAeBe-~ [A , BJ, 
avec A = - in-lq£ ifnt2 et B = in-1 q£tx ; il vient : 

On peut maintenant ecrire la fonction d 'onde en representation-q en presence du 
champ £ : 

posant p' = p - q£t, t, on a : 

soit : 
. (q£)2 t 3 ; £ q£ 

w£(x, t) = e-l~ eliq txw£=o(x - 2;;;,t2
, t) 

Les densites p£(x, t) et P£=o(x - ~(t) , t) sont les modules carres Iw£(x , t)12 et 
Iw£=o(x, t)12 respectivement ; on a bien: 

I p£(x, t) = P£=o(x - ~(t), t) I 
ave {(t) = ~t2, abscis' d'une par ti tile uniformement acceleree par la force q£ . 
Ainsi avec illl m"!'n etat initial, Ie paquet d'onde. acceler' st, a l'instant t, Ie 
paquet c! 'ondes non accelel'e translate en bloc de 1 absciss {(t) : l'elargissement 
(aux grands temps) augment comme t l 'absciss moyenD. · comme t2 : comme note 
plus hant (qnestion 4), Ie paqu t ac el re se deplace plus vite qu'il ne s'etale. 
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14.4 Oscillateur harmonique charge soudainement 
soumis a un champ elect rique 

Une particule chargee9 (masse m et charge q > 0) est confinee par un potentiel harmonique 
V( x) = ~kx2 (k = mw2) et se trouve initialement, a to < 0, dans I'etat fondamental Wo(x). 
A un certain instant (t = 0), on applique un champ electrique constant, de module c et dirige 
parallelement a I'axe d'oscillation ; on designe par Wn,e(x) les etats propres du hamiltonien 
H en presence du champ: 

p2 1 2 2 
H = - + -mw (x - xo) -!J.E 

2m 2 
, xo dH £) 

mw2 
(14.10) 

1. Trouver la probabilite P(£) pour qu'une mesure de I'energie a t = 0+ fournisse la 
valeur fondamentale. Tracer P en fonction de c et commenter. 

2. 50it Ho Ie Hamiltonien en I'absence de champ; former I'operateur d'evolution U(t, to) 
a partir de I'etat iw(to)) (distinguer les deux cas t> 0 et t < 0) . Observer que pour 
t> 0, U ne depend pas seulement de la difference t - to ; pourquoi en est-il ainsi ? 

3. Dans toute la suite, on suppose t > O. En exprimant chaque facteur apparaissant 
dans U(t, to) sur ses etats propres, ecrire la decomposition de U et en deduire Ie 
developpement de I'etat a I'instant t, iw(t)), sur les iWn,c:). 

4. Utiliser ce qui precede pour exprimer la valeur moyenne de I'energie at > 0 sous la 
forme d'un developpement en serie, dont on donnera une interpretation physique; y 
reconnaitre la probabilite P(C) trouvee en 1. 

5. 50it I'operateur T(xo) : 

(xo E JR) . 

Montrer que Test unitaire. Trouver I'action de T sur une fonction analytique f(x) et 
interpreter Ie resultat. 

6. Ecrire une relation simple entre les etats propres de H o, iWn), et les etats propres de 
H, iWn,c:). En deduire que H = THoTt - !J.E 1. 

--------------------- ---------

1. Le champ ne fait que deplacer Ie point d'equilibre de x = 0 a x = xo, abscisse 
ou les forces de rappel harmonique et electrique sont egales et opposees. L'etat 
fondamental de l'oscillateur deplace est donc simplement Wn=O,e(x) = wo(x - xo). 

9Cet exercice est la suite du probleme 12.3 p. 218. 
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Si donc on fait une mesure d'energie at = 0+, la probabilite P(£) d'obtenir l'energie 
fondamentale est 1 (?'vn=O,t: I?'vO) 1

2 , soit Ie module carre de l'integrale : 

(mW)1/2 J+OO
d - """'-(x-x)2 _mw X2 - xe 211 0 e 2/i . 

~n - 00 ' 

cette integrale gaussienne se calcule sans peine, et on trouve : 

Le recouvrement des deux gaussiennes a une variation gaussienne par rapport a 
leur distance (la convolution de deux gaussiennes est une gausienne). 

2. Si t < 0, on a U(t,to) = eikHo(t- to) ; si t > 0, U(t,to) = ej,HteikHo(- to). At > 0, 
U(t, to) ne depend pas seulement de la difference t-to puisqu'il n'y a pas invariance 
par translation dans Ie temps (il y a bel et bien un instant remarquable, celui ou 
Ie Hamiltonien change soudainement). 

3. Dans la suite, on suppose t > 0 : U(t , to) = U(t)Uo( -to), ou U(t) ~ eikHt et 
Uo(t) ~ eikHot ; rempla<;ant chaque facteur par sa decomposition spectrale, on a : 

n m 

avec toujours 6.E = ~~2:, d'ou: 

n,m 

Le developpement de 1\II(t)), descendant de l'etat fondamental en l'absence de 
champ a to, est done : 

n 

4. La valeur moyenne de l'energie at> 0 est (E) = (\II(t)IHI\II(t)), soit : 

n n 

Pn=o(£) n'est autre que la probabilite P(£) trouvee en l. 

5. L'operateur T(xo) ~ e-*xoP est tel que (T(xo))t =e+*xDpt 
=e+ixop puisque xo est 

reel et que pest hermitique. On a e- ixoPe+ixoP= l, d'ou (T(xo))t = (T(xO))-l , 
montrant que T(xo) est unitaire. 
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En rempla<;ant p par -ind~ et en developpant l'exponentielle en serie, on voit que 
T(xo)f(x) est la serie de Taylor de f(x), d'ou ; 

I T(xo) f(x ) = f(x - xo) I 
T (xo) est l'operateur de translation dans l'espace des etats, representant la t rans­
lation de Xo, T(xo), dans l'espace physique. 

6. On a donc l'lfn,£) = T(xo)I'lfn), d'ou HT(xo) I'lfn) = En,ET(xo) I'lfn). Les energies 
en presence du champ etant En,£ = En - 6.E , on en deduit ; 

quel que soit l'lfn), d 'ou ; 

IH = THoTt - 6.El l 

14.5 Intrication de deux systemes 

Soit deux particules discernabies lo de meme masse m, sans interaction mutuelle, confinees 
par un certain puits de potentiel. Le Hamiltonien H(1, 2) est donc de la forme: 

(14.11) 

ou HI (i) est Ie Hamiltonien de la particule i dans Ie puits, dont les fonctions propres (decrivant 
les etats lies) sont notees 'lfn(i), d'energie En (n E N*, En < En+1). En raison de I'absence 
d'interaction entre les particules - qui assure la forme additive de H -, les etats propres de H 
s'obtiennent en formant les produits tensoriels 'lfn(l) o 'ifnI (2). Pour simplifier les ecritures, 
on note I 'lfn 'ifnI ) Ie ket associe a la fonction 'lfn (1 ) 0 'ifnI (2). 

l. Pour Ie systeme compose des deux particules, former I'etat fondamental et Ie premier 
etat excite. Quelles sont leurs energies? Quelle est leur degenerescence ? 

2. On suppose Ie systeme prepare a I'instant t = 0 dans I'etatll separe: 

(14.12) 

Donner I'expression du ket IWs(t)) representant la fonction d'onde Ws(l, 2; t) a I'ins­
tant t . 

3. A I'instant t, on mesure I'energie totale du systeme ; quelles valeurs peut-on obtenir et 
avec quelles probabilites ? 

lOPar exemple : les deux particules n'ont pas la meme charge. 
llUn et at separe est de la forme 'lfa(l) ® 'lfb(2), alors qu'un etat non-separe (enchevetre, ou encore 

intrique) est de la forme L::a, b Cab'lfa(l) ® 'lfb(2), avec au moins deux coefficients Cab non nuls (et non 
egaux a des produi ts du genre CaCb). 

269 



Mecanique quantique 

4. Quelles sont les valeurs moyennes a I'instant t : 

(a) De I'energie de la particule 1, soit (H1( 1)) ? 

(b) De I'energie de la particule 2, so it (Ih(2)) ? 

(c) Du produit des energies H1(1)H1 (2), soit (H1 (1)H1(2)) ? 

(d) Comment se comparent (H1( 1))(H1(2)) et (H1(1)H1(2)) ? Commenter 

5. Dans la suite, on suppose que I'etat initial est I'etat non-separe (intrique ) IWi(O)) : 

dH 1 J3 1 
IWi(O)) = )511/;11/;1) + )511/;11/;2) + )511/;21/;1) (14.13) 

Reprendre les questions (a) - (d) de la question 4. 

6. On mesure H1(1) et on trouve E2 ; quel est I'etat issu de la mesure ? Peut-on alors 
dire quelle est I'energie de la particule 2 sans effectuer une mesure de son energie ? Et 
si on trouve E1 pour H1 (1), qu'en est-il ? 

7. Toujours a partir de I'etat (14.13), on mesure d'abord H1 (1), puis H1(2) ; faire I'inven­
taire des differents resultats de mesure et preciser leurs probabilites. 

8. Reprendre la question 7 quand les mesures sont effectuees dans I'autre ordre : d'abord 
H1(2) puis H1(1). Commenter. 

1. L'etat fondamental s'obtient en mettant ehaque particule dans l'etat de plus basse 
energie, soit 11/;11/;1) ; son energie est Efond = 2E1 ; pour le premier etat excite, on a 
Ie ehoix entre 11/;11/;2) et 11/;21/;1 ) d'energie E1 +E2 , qui est done deux fois degeneree. 

2. Le systeme est prepare a l'instant t = 0 dans l'etat : 

11 en resulte que l'etat a l'instant test la combinaison lineaire OU ehaque coefficient 
est flanque du bon facteur de phase e ftEt . En mettant eft2Elt en facteur, et en 

posant nw21 ~ E2 - E 1, on a ainsi : 

3. L'energie etant une constante du mouvement, toutes les valeurs moyennes sont 
independantes du temps. La mesure de l'energie totale du systeme a tout instant t 
donne les valeurs suivantes avec les probabilites correspondantes : 

1 
2El : Prob = - , 

6 
1 1 1 

E1 + E2 : Prob = - + - = -
3 6 2 
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4. On remarque que l'etat de depart est un etat separe : 

(a) L'energie moyenne de 1a particule 1, (E(I)), s'obtient en calculant la valeur 
moyenne de HI dans l'etat ci-dessus. Comme HI n'agit pas sur Ie second 
facteur du produit tensorie1, on a : 

(W(I)I ® (w(2)IHI(I)lw(I) ) ® Iw(2)) = (w(I)IHI(I)lw(I)) (w(2)lw(2)) ; 

Ie second facteur vaut 1, Ie premier est ~(EI +E2)' d'ou (E(I)) = ~(EI +E2)' 

(b) De meme, l'energie de la particule 2 est (E(2)) = ~(EI + 2E2)' 

(c) La moyenne du produit des energies est i(EI + E2)(EI + 2E2)' 

(d) L'etat etant separe, on a (HI(I)HI(2) ) = (HI(I) )(HI(2) ). Il n 'y a ainsi au­
cune correlation entre les energies des deux particules (moyenne du produit = 
produit des moyennes). 

5. L'etat initial est maintenant l'etat non-separe (intrique) : 

(a) L'energie moyenne de la particule 1, (E( I) ), s'obtient en calculant 1a valeur 
moyenne de HI dans l'etat IWi(O)) ; elle vaut (E (I )) = gEl + ~EI + gE2' soit 
(E( I) ) = ~EI + iE2' 

(b) De meme, l'energie de 1a particu1e 2 est ici (E(2)) = ~El + ~E2' 
(c) La moyenne du produit HIH2 est gEi + ~EIE2 + iE2EI, so it : 

(d) L'etat etant intrique, (H1 (I)HI (2)) i- (HI(I))(HI(2) ). La correlation peut 
etre mesun§e par Ie coefficient (HI (I )HI (2)) - (HI(I))(HI(2) ). On trouve 
qu'i1 vaut -235(EI - E2)2. 

6. La mesure de HI(I) ayant donne E2 , l'etat issu de la mesure est 11/J21/JI) ' Sans ef­
fectuer une mesure de l' energie de la particule 2, on est certain qu'elle a l'energie EI 

Si on trouve EI pour HI(I), l'etat normalise issu de la mesure est au contraire 
!(l1/JI1/JI) + J311/J11/J2 )). Une mesure ulterieure de l'energie de la particule 2 donne 
EI avec la probabilite i, E2 avec la probabilite i. 

7. On mesure d'abord HI, puis H2. La premiere mesure donne EI avec la probabilite 
i + ~ = ~, et E2 avec la probabilite g. 
(a) Si on a trouve E I , l'etat issu de cette mesure est ~ (11/JI1/JI) + J311/J11/J2)) (apres 

normalisation). La mesure ulterieure de H2 fournira les valeurs EI et E2 avec 
les probabilites respectives i et i· 
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(b) Si on a trouve E 2 , l'etat normalise issu de cette mesure est 11P2'1h). La mesure 
ulterieure de H2 fournira les valeurs EI et E2 avec les probabilites respectives 
o et 1. 

8. On inverse maintenant l'ordre des mesures : on mesure d'abord H 2, puis HI. La 
premiere mesure donne EI avec la probabilite i + i = ~, et E2 avec la probabilite ~. 

14.6 

(a) Si on a trouve E I , l'etat normalise issu de cette mesure est Jz (11PI1PI)+11P21PI)). 
La mesure ulterieure de HI fournira les valeurs EI et E2 avec les probabilites 
respectives ~ et ~. 

(b) Si on a trouve E2 , l'etat normalise issu de cette mesure est 11P11P2). La mesure 
ulterieure de H2 fournira les valeurs EI et E2 avec les probabilites respectives 
1 et O. 

Evolution d'un systeme it trois nIveaux 

Soit un systeme a trois niveaux d'energie equidistants : 

(14.14) 

associes aux trois etats propres {11Pi) h=l, 2, 3 : Ho l1Pi) = Ei l1Pi). A partir de t = 0, Ie 
Hamiltonien change en H(t) = Ho + V(t), ou I'operateur V(t) est represente sur la base 
{11Pi) h=l, 2, 3 par la matriceI2 : 

Vet) ~ hfl [ 
o 

e-iwt 

o 

On introduit par ailleurs les trois matrices suivantesI3 
: 

J" =n [~ 
o 

o 
o 
o 

1. Calculer les commutateurs [Ju, Jvl· 

2. Exprimer H(t) en combinaison lineaire des Ju (u = x, y, z). 

3. Montrer que Vet) peut etre mis sous la forme: 

ou R(t) est une transformation unitaire de la forme eiA(t)Jz. 

-i 
o 

(14.15) 

~i ]. (14.16) 

(14.17) 

12Pour simplifier les ecritures, on designe par un meme symbole un operateur et sa matrice. 
13Ces matrices representent les trois composantes d'un moment cinetique J = 1 (voir Tome II, section 

18.4). 

272 



Evolution temporelle d'un systeme quantique 

4. Compte tenu de ce qui precede, H(t) s'ecrit : 

H(t) = R(t)( -Wo Jz + J2n Jx)Rt (t) (14.18) 

Iw(t)) designant Ie vecteur d'etat solution de I'equation de Schrodinger, on pose 
Iw(t)) = R(t)lw'(t)). Quelle est I'equation satisfaite par IW'(t)) ? 

5. Montrer que I'operateur apparaissant dans cette derniere equation peut se mettre sous 
la forme Wo S(8)JzSt(8), ou S(8) est la transformation unitaire ef,;8Jy 

- dont I'angle 
8 sera precise par son sinus ou son cosinus -, et ou Wo = J(w - wO)2 + 2n2. 

6. Deduire des resultats precedents que I'operateur d'evolution U(t) engendrant Iw(t)) a 
partir de Iw(t = 0)) est donne par: 

U(t) = R(t) S(8)U(t) St(8) , (14.19) 

oU U(t) est un operateur a identifier. 

7. Rappeler d'ou vient la relation Jy(J; - fi21) = O. 

8. Utiliser la relation precedente pour determiner les deux fonctions f et 9 dans I'ecriture 
suivante : 

(14.20) 

9. Juste avant I'arrivee de la perturbation V(t), Ie systeme est dans son etat fondamental 
l1fJl). Calculer A 1-+3 , amplitude de probabilite de transition vers I'etat 11fJ3). 

10. En deduire la probabilite P13(t) de trouver Ie systeme dans I'etat 11fJ3) lors d'une mesure 
effectuee a I'instant t. 

11. P13 (t) contient Ie facteur sin4 8: expliquer physiquement I'origine de cette dependance. 

12. Preciser I'expression de la probabilite P13 (t) dans les trois cas suivants14 : 

(a) w = wo (excitation a la resonance). 

(b) w «wo ("diffusion Rayleigh") . 

(c) n« wo « w ("d iffusion Thomson"). 

========== ? l,? l,? l,? l,? l,? l,? l,? l,? l,? === 

1. En effectuant les produits de matrice reconstituant les commutateurs demandes, 
on trouve [Jx, Jy ] = ifiJz et les permutations circulaires. 

2. De toute evidence, on a Ho = -woJz ; un peu de reflexion montre que l'operateur 
V(t) est egal it nJ2(Jx coswt - Jy sinwt), d'ou : 

I H(t) = -Wo Jz + nJ2(Jx coswt - Jy sinwt) I 
140n reconnaitra la terrninologie utilisee anterieurernent a propos de la diffusion classique de la lurniere 

(voir problerne 6.5 p. 92). 
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3. On a (voir (13.21)) eiAJzJxe- iAJ. = Jx + ioX[Jz , JxJ + (i;( [Jz, [Jz, JxJJ + ... , soit 

eiAJzJxe-iAJz = Jx - ti)"Jy - ~~ Jx + .... L'inspection des commutateurs d'ordre 
superieur montre rapidement que 1'on retrouve les developpements de sin).. et cos oX . 
Finalement : 

eiAJz Jxe- iAJz = Jx cos oX - Jy sin).. . 

Cette relation s'interprete en dis ant que eftAJz est l'operateur de rotation autour 
de Oz de Pangle oX. 11 en resulte que V(t) s'ecrit : 

4. Compte tenu de ce qui precede, H(t) s'ecrit (-wo Jz + J2o. R(t)JxRt(t)), mais 
comme [R(t), JzJ = 0, on a aussi H(t) = R(t)( -Wo Jz+J2o. Jx)Rt(t) . En reportant 
j\Il(t)) = R(t)j\Il'(t)) dans l'equation de Schrodinger iti&j\Il(t)) = H(t)j\Il(t)), et en 
not ant que R(t) = *wJzR(t), on trouve l'equation pour j\Il'(t) ) : 

(14.21 ) 

5. L'operateur au second membre est lUle combinaison llileaire de aJz + bJx , que l'on 
peut toujours ecrire va2 + b2( ..;J+61J;.: + ";)+b'lJ:&), de fa<;on it interpreter les 
coefficients comme un cosinus et un sinus, et fair apparaitre cette combinaison 
lineaire comme l'operateur Jz (qui est diagonal) transforme par une certaine ro­
tation autour de Oy. Plus precisement, on introduit S((j) ~ eftlJJy et on calcule 
eft;OJyJze-j;IJJy. Les memes arguments que precedemment '~ontrent que: 

e ftOJy Jze- j;IJJy = Jz cos (j + Jx sin (j 

11 en resulte que l'equation (14.21) se recrit : 

avec Wo = .J(w - wO)2 + 20.2 , cos (j = w-::wo , sin e = V? n . wo WO 

6. L'operateur Hamiltonien II etant independant du temps, cette derniere equation 
s'integre immediatement en j\Il'(t)) = e-kwotSJzst j\Il'(O)). En revenant it j\Il(t)), on 
voit que j\Il(t)) = R(t)S((j) eftwotJz st ((j)j\Il(O)), ce qui fournit l'operateur d'evolu­
tion U(t) associe it H(t) : 

7. Les valeurs propres des J 11. sont 0, ±1 j la relation Jy(J; - ti2 1) = 0 est ]'expression 
du theoreme de Cayley - Hamilton. 
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8. En developpant l'exponentielle en serie, on a : 

iaJ i 1(i)2 l(i )3 
eli y = 1 + liaJy + 2! liaJy + 3f liaJy + ... 

La relation rappelee en 7 se lit aussi J; = lt2 Jy ; toutes les puissances de Jy supe­
rieures a 2 s 'expriment donc en fonction de l'identite 1, de Jy et de J; . II en f(lsulte 
que Ie developpement en serie de l'exponentielle est en fait une combinaison lineaire 
quadratique en Jy . Un peu d'attention permet de reconnaitre les developpements 
en serie des lignes trigonometriques, et finalement : 

. i 1 
e*aJ y = 1 + Ii sin aJy + Ii? (cos a - l)J; ¢=} tea) =isina, g(a) =cosa - 1 

(14.22) 

9. L'amplitude de probabilite de transition vers l'etat 1'1/;3), A1->3, est donnee par Ie 
produit scalaire ('I/;3Iw(t)) = ('I/;3IU(t)I'I/;I) : 

Al->3 = ('I/;3Iw(t)) = ('I/;3IR(t) S(O)efttwotJ. st(O)I'I/;I) , 

comme 1'1/;3) est pro pre de Jz avec la valeur propre -fi, on peut faire agir simplement 
R(t) sur Ie bra pour obtenir : 

Al->3 = e - iwt ('I/;3IS( O)e IkwotJ. st (0) 1'1/;1) == e -iwt (st 1'1/;3), e IkwotJ. st (0) 1'1/;1)) . 
(14.23) 

On utilise maintenant l'expression (14.22) pour calculer st(O)I'I/;I) == e-k OJy l'l/;l) ; Ie 
retour vers Ia matrice de Jy permet d'ecrire : 

d'ou: 

eIkwotJzst(O)I'I/;I) = e-iwotcos2 ~1'I/;1) - ~sinOI'l/;2) +eiwot sin2 ~1'I/;3) . 
2 V2 2 

De meme, on a st(0)1'I/;3) = cos2 !1'I/;3) + ~ sin 01'1/;2) + sin2 !1'I/;1). On peut main­
tenant calculer Ie produit scalaire donnant A1->3 (voir (14.23)) en faisant la somme 
du produit deux a deux des composantes (puisque Ia base est orthonormee) : 

't '-t 2 0 2() 12 '-t 20 2() e'w A = e-1wo cos - sin - - - sin 0 + e1wo sin - cos -1->3 2 2 2 2 2' 

soit finalement : 
. t 2 2 wot A I _ 3 (t) = _e- 'w sin 0 sin "2 

10. La probabilite PI3(t) de trouver Ie systeme dans l'etat 1'1/;3) lors d'une mesure ef­
fectuee a I'instant test IA1-+3 (t)l2, soit : 

( ) . 40 . 4 wot 
P13 t = sm sm"2 
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11. V(t) ne couple pas directement 17/11) a 17/13) ; il faut deux interactions de type 
V pour assurer Ie passage en deux temps de l'un a l'autre de ces deux etats : 
17/11) -4 17/12), puis 17/12) -4 17/13) . L'amplitude de probabilite est donc for cement 
ex: 0 2 , et la probabilite est ex: (02 )2 ex: sin4 (). Noter que la puissance 4 dans la 
variation temporelle entraine que la probabilite varie assez lentement au voisinage 
de ses extrema. 

12. (a) Pour l'excitation a la resonance (w = wo, e = ~), on a Wo = J2 0 et : 

14.7 

C'est l'oscillation de Rabi pour un systeme a trois niveaux: Ie systeme oscille 
entre les deux etats 17/11) et 17/13) avec la periode ~, nullement determinee 
par la frequence propre Wo du systeme, mais par l'intensite 11,0 du couplage 
avec Ie champ excitateur. 

(b) Si w « wo ("diffusion Rayleigh"), et en supposant 0 « wo (cas physique) on 
a Wo ~ wo, d' ou : 

La probabilite oscille a la fn§quence propre wo, en prenant toujours de tres 
petites valeurs. 

(c) 0 « Wo « w ("diffusion Thomson"). En supposant toujours 0 « wo, on a 
maintenant Wo ~ w et : 

C'est maintenant une oscillation forcee (a la frequence du champ excitateur), 
avec une tres faible amplitude. 

Evolution d'un paquet d'ondes gaussien 

Une particule libre de masse m est a I'intant t = 0 dans I'etat w(x, 0) : 

(14.24) 

1. Sans calcul, donner la significaton physique de a. Quelle est la dimension de ko ? 

2. Trouver la constante C, prise n§elle et positive dans la suite. 
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3. Expliquer pourquoi I'etat a I'instant t peut etre eherehe sous la forme: 

1
+00 

w(x, t) = - 00 A(k) ei(kx- ~~~t) dk . (14.25) 

Don ner I' expression integra Ie de la fonetion A( k) et la ea leu ler expl ieitement. 

4. En partant de sa definition, trouver la vitesse de Vg du paquet d'ondes. 

5. Ecrire les equations de Heisenberg pour la coordonnee x et pour I'impulsion p. Les 
integrer et en deduire les valeurs moyennes de x, (x)(t), et de p, (p)(t). Commenter. 

6. Les valeurs moyennes des puissances de I'energie sont E n == (H n). Dependent-elles du 
temps 7 

7. Calculer les valeurs moyennes de (p2) et de (p4). En deduire I'eeart quadratique de 

I'energie, et tracer la variation du rapport D..E/E en fonction de s ~ n-1mvga. Qu'en 
est-il pour une particule classique et pour une partieule quantique 7 

Le paquet d 'ondes ici considere se demarque de celui analyse dans Ie probleme 
10.2, lequel est de nature lorentzienne au sens ou Iw(x) 1 rv Ixl - 2 pour Ixl grand. 

1. a est l'ordre de grandeur de la largeur du paquet d'ondes. ko est homogene a 
l'inverse d'une longueur. 

2. La condition de normalisation est ICl 2 J~oo e-~ dx = 1, d'ou C = r-k=-. 
00 v,;z:;r a 

3. Les modes propres de la particule libre sont les ondes planes eikx , et ont l'energie 

(propre de H = fm) E = ~!2. La forme ecrite dans l 'enonce est done la solution 
generale developpee sur ces modes propres. 

La fonction A( k) s'obtient par calage de la solution generale sur l'etat inital prescrit . 
En faisantt = 0 dans l'expression de la solution generale, la condition initiale prend 
la forme explicite w(x, 0) = J~: A(k) eikx dk, d'ou par inversion de Fourier: 

A(k) = ~ 1+00 

w(x, 0) e- ikx dx 
27f - 00 

Reportant l'expression de w(x, 0), on rencont re une int egrale dont Ie caleul donne : 

w(x, 0) a une largeur d'ordre a ; comme il se doit, sa t ransformee de Fourier A(k) 
a une largeur rv 1. autour de ko. L'une et l'autre sont des gaussiennes (l'application a 
gaussienne est stable par la transformation de Fourier) . 
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4. La vitesse de groupe Vg du paquet d'ondes est egale a. la derivee fi - I ~~ = d~ ~~ , 
calculee au point ou 1'amp1itude de Fourier est maximum, ici c'est ko. La vitesse 
de groupe du paquet d 'ondes est done Vg = ~. 

5. Les equations de Heiscub rg pOll r la oordonnee x et pour 1'impu1sion p sont 
XH(t) = p~t) et PH (i) = 0, d ou l'on de luit (P}(t) = (p) (x)(t) = -!n(p)t + (x), 
toutes les moyennes 'tanL calculees av 1 eLaL init ial . ld, Ie module carre de l'etat 
de depart est pair, d'ou (:I;) = 0 ; pel,[ ailieurs (P) = I1ko, d'ou : 

I fiko (x)(t) = -;;:t (p)(t) = fiko I 
6. Les valeurs moyennes des puissances de l'energie a. 1'instant t sont 

L'operateur d'evo1ution est U(t) = e.J.: Ht , et commute avec H (et tout;s ses puis­
sances), d'ou : 

.---
1a deuxieme egalite venant de l'unitarite de U(t). Ces moyennes sont independantes 
du temps (c'est 1a conservation de 1'energie en Mecanique quantique). 

7. Toutes les valeurs moyennes demandees sont independantes du temps (conservation 
de l'impu1sion pour une particule libre) , et peuvent done se calculer en considerant 
l'etat initial. 

La moyenne de p2 est (p2) = 1012 J~: \II * (x , 0)( _fi2)~\II(x, 0) dx ; en faisant une 
integration par parties, on voit que: 

apres calcul, on obtient : 

La moyenne de p4 est (p4) = 101 2 J~: \II * (x, 0)fi4 ~ \II (x, 0) dx. Apres deux inte­

grations par parties, on voit que (p4) = fi4 J~: 1 \II" (x, 0)1 2 dx ; avec : 

1 x 2 x
2 'k 

\II" (x , 0) = o[ - -2 + ( - -2 + iko) ] e-~ e l 
OX , 

2a 2a 

il vient : 
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toutes les integrales sont de la forme r~: dx x2p e->-x
2 

et se deduisent par derivation 

en .\ de l'integrale gaussienne G(.\) ~f J~: dxe- >-x
2 

= v1 ; on trouve : 

n? 1 
6.E = ---/1 + 8(koa)2 

4ma2 j2 

Sachant que (E) = 2!n (p2) = s!2a2 [1 + 4(koa)2], on obtient la fluctuation relative 
d'energie en fonction de 8 = mvga/fi == koa : 

6.E = 12 jf+Ts2 
(E) 1 + 4s2 

Ce rapport varie a peu pres comme 12 (1 - 884 ) quand 8 « 1 et comme ~ pour 
8 » 1. On pourra comparer ces diverses expressions a leurs equivalents pour un 
paquet d'ondes lorentzien (voir probleme 10.2 p. 187). 

L'action typique Styp du probleme se construit comme d'habitude en formant une 
quantite d'action simple avec les parametres physiques pertinents. lei, ce ne peut 
etre que Styp rv mvga. Pour une particule classique, Styp »> fi, soit 8 »> 1, auquel 
cas f~ rv ~ = m~ga «< 1 : pour une particule classique, la fluctuation relative 
d'energie est "infiniment" petite; c'est evidemment Ie contraire pour une particule 
quantique, f~ :s 1. 

14.8 Mouvement uniformement accelere 

Dans ce probleme, on decrit de deux fa<;:ons equivalentes la dynamique d'une particule de 
masse m et de charge q, astreinte a se deplacer Ie long de I'axe Ox et soumise a un champ 
electrique parallele a Ox de module E. On designe par x et p respectivement la coordonnee 
et I'impulsion de la particule : donner I'expression du Hamiltonien dassique, Hcl(X,P). 

1. Dans cette partie, on utilise Ie point de vue de Heisenberg; I'etat initial normalise est 
note w(x, t = 0) == wo(x) ; la fonction wo(x) est supposee reelle et paire. 

(a) Ecrire les equations de Heisenberg pour la coordonnee et I'impulsion. 

(b) I ntegrer ces equations. 

(c) En deduire la valeur moyenne a I'instant t de la coordonnee, (x)(t), et celie de 
I'impulsion, (p)(t). Preciser Ie role de wo(x) dans les expressions ainsi obtenues. 
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(d) A partir de la solution obtenue en 1b, donner I'expression des ecarts quadratiques 
~X2(t) et ~p2 (t) (on montrera sans calcul que I'operateur xp + px a une valeur 
moyenne nulle dans tout etat reel). 

2. Dans cette partie, c'est au contraire Ie point de vue de Schrodinger qui est utilise; par 
ailleurs, on adopte la representation-po 

(a) Donner I'expression de I'operateur Hamiltonien, H, en fonction de p et de tp . 

(b) Soit q>st(p, t) un etat stationnaire : 

A quelle equation differentielle obeit la fonction ¢(p) ? 

(c) En deduire que ¢(p) est de la forme : 

i 3 ¢(p) = ¢E(p) := C ell (ap+ bp ) , 

ou a, b et C ne dependent pas de p. Donner les expressions de a et b. 

(14.26) 

(d) Pour des raisons physiques evidentes, Ie probleme present ne possede pas d 'etats 
lies et d'ailleurs, la fonction ¢(p) donnee en (14.26) (parametree par I'energie E 
qui varie de -00 a +00) n'est pas normalisable au sens usuel. II est neanmoins 
possible de fi xer la constante C en imposant la condition suivante : 

(¢EI¢E') = o(E - E') . (14.27) 

En deduire15 la constante C , prise reelle et positive. 

(e) Le propagateur U(p, t; pi) permet d'ecrire la fonction d'onde a I'instant t sous la 
forme suivante : 

1
+00 

q>(p, t) = -00 U(p, t; pi) q>(p', t = 0) dp' , 

ou q>(p, t = 0) := q>o(p) est la transformee de Fourier de Il!o(x) : 

1 1+00 

i q>o(P) = ~ e- X px Il!o(x) dx 
y 27rn - 00 

Rappeler brievement pourquoi U est donne par : 

1
+00 

U(p, t; pi) = - 00 ¢E(p) e-* Et ¢E(p') dE (14.28) 

En utilisant les resultats obtenus dans les questions 2c et 2d, trouver I'expression 
explicite de U(p, t; pi) 

150n rappelle que J~;: eikxdx = 27ro(k) et que o(ak) = lal- 1 o(k) (a reel). 
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(f) En deduire que la fonction d'onde a I'instant t s'obtient suivant : 

<I>(p, t) = eilJ(p,t) <I>o(p - qEt) , (14.29) 

Oll e est une phase dont on donnera I'expression . 

(g) Faire Ie lien entre ce dernier n§sultat16 et les valeurs moyennes de la coordonnee 
et de I'impulsion deduites des equations de Heisenberg obtenues en Ie. 

Ce probleme aborde d 'autres aspects de la situation physique deja. etudiee dans 
Ie probleme 14.3 p.261, auquel Ie lecteur est renvoye implicitement Ie cas echeant . Le 

2 

Hamiltonien classique est Hcl(x,p) = ~ - qEx. 

1. Point de vue de Heisenberg 

(a) XH(t ) = p~t), PH(t) = qE. 

(b) XH(t) = qi!2 + fnt + x, PH(t) = qEt + p. 

(c) 11 faut prendre les moyennes avec l'etat initial prescrit ; comme la fonction 

d'onde initiale est paire et reelle en x, (x)(t) = qi!2, (P)(t) = qEt. 

(d) Pour une fonction d'onde reelle, la valeur moyenne (xp + px) est forcement 
nulle : l'operateur est hermitique, or l'integrale est proportionnelle a. - iii 
(venant de p). La seule possibilite est donc (xp + px) = (-iii) x 0 = O. D'ou 

2 t:. 2 6. x (t) = ~t2 + 6.x2. Par ailleurs 6.p2 (t) = 6.p2. 

2. Point de vue de Schrodinger 

(a) 

(b) 

2 

En representation-p, H = ~ - iliqE %p. 
2 

¢(p) oMit al'equation differentielle ~¢(P) - iliqE¢/(p) = E¢(p). 

(c) L'equation s'integre immediatement en ¢(p) = ¢E(P) = Ce~ (t!n - Ep). 

(d) Quoique ¢E(p) n'est pas normalisable, on peut fixer la constante C comme 
indique dans Ie texte, choix qui assure que Ie propagateur U(p, t = 0; pi) est 
egal a. la fonction J(p - pi). 11 faut donc : 

L'integrand se simplifie, et on trouve que l'integrale est 27fJ( Eh~f'), d'Ol\ : 

Ie = (27fliqE)-1/21 

160n notera que >Va (x) etant normalisee, sa transformee de Fourier i[>a(p) Pest egalement. Par ailleurs, 
i[>a(p) est une fonction paire puisque >va(x) est a valeurs reelles. 
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(e) Le propagateur U(p, t; pi) est Ie noyau (pIU(t)lpl) ; la decomposition spectrale 

de U(t) est r~: I¢E) ef;;Et (¢EI dE, d'ou : 

U(p, t; pi) = [:00 (pl¢E) eftEt (¢Elp') dE 

En remplac;ant (pl¢E) = ¢E(p) par son expression : 

1 1+00 1 (£-E) ~E _ 1 (R!..-E ') U(p, t; pi) = -- e+i"l\q"l" 6= P eill te ~ 6= P dE 
27rnq£ -00 

L'integrale en E se fait immediatement et on obtient : 

I U(p, t ; pi) = 8(p - pi _ q£t) e~(p3_p/ a) I 

(f) La fonction d'onde a l'instant t s'obtient suivant : 

<I>(p, t) = [:00 U(p, t; pi) <I> 0 (pi) dp' , 

ou <I>o(p) est la transformee de Fourier de wo(x) ; en utilisant l'expression 
explicite de U(p, t; pi), il vient : 

I <I>(p, t) = eili(p, t) <I>o(p - q£t) I 

avec ()(p, t) = 6m~qt' [(p - q£t)3 - p3J. 

(g) Connaissant <I>(p, t), on a immediatement la valeur moyenne de l'impulsion a 
l'instant t : 

1
+00 1+00 

(P)(t) = -00 pl<I>(p, tW dp = -00 pleili(p,t) <I>o(p - q£tW dp , 

soit : 

(p)(t) = [:00 (pi + q£t)I<I>O(p')12 dp' . 

Comme wo(x) est une fonction paire, <I>o(p) est une fonction n~elle (et elle 
est normalisee : la transformation de Fourier conserve la norme). Le terme 
lineaire en pi donne donc une contribution nulle et on obtient (p) (t) = q£t, 
comme il se doit. 
La valeur moyenne de la coordonnee est donnee par : 

1
+00 8 1+00 8() 

(x)(t) = <I>*(p, t) in"8 <I> (p, t) dp = in <I>~(p-q£t) i"8<I>o(p-q£t) dp , 
-00 p -00 p 

la deuxieme egalite venant du fait que <I>o etant une fonction paire, sa derivee 
est impaire et ne contribue pas a l'integrale. En definitive: 

1
+00 8() 

(x)(t) = -Ii I <I> 0 (p - q£tW "8 dp ; 
- 00 p 

l'integration est elementaire et redonne bien (x)(t) = ~ t2. 
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14.9 Exemple de factorisation du propagateur 

Quand Ie Hamiltonien est la somme de deux termes statiques H ~ Ho + V, I'operateur 
d'evolution est U(t) = e~(Ho+V)t ; comme on Ie sait, I'exponentielle de la somme n'est pas 
Ie simple produit des exponentielles (sauf quand [Ho, Vl = 0, cas trivial) . 

II est parfois utile de factoriser U(t) en produit de termes contenant chacun un certain 
type de degre de liberte. Par exemple, pour une particule dans un champ constant, on a 

2 

Ho = ~ et V = - fx, OU fest la force appliquee. Pour ce cas particulier : 

1. Calculer I'operateur transforme x ~ e- iQP3 xe+ iQP3 OU a est un scalaire. 

2. En deduire I'egalite : 

1 L . p3 . Ix . 3 
e iii (2m - fx)t = e -I 6m"f el t" e + 1 6!:."/ (14.30) 

donnant U(t) par un produit de facteurs dont chacun n'implique que x au p. 

------------------------------

1. En utilisant le developpement (13.21), on a : 

- . [p3 1 (-ia)2 [p3 [p3 II x = x - la , x + --,- , , x + ... 
2. 

Comme [p3, xl = -3ifip2, tous les commutateurs multiples sont nuls a partir du 
second indus, d'ou : 

I e- iQP3 x e+ iQP3 = x - 3fiap2! 

. 3 .~ 2 

2. Le second membre s'ecrit aussi ei~e -, 6;'1\/ xe' 6", = ei.t,t.(x- ~), d'ou l'egalite 

demandee: 

donnant U(t) par un produit d'operateurs dont chacun ne contient que x au p. 

14.10 La molecule d' ammoniac 

Apres avoir moyenne Ie mouvement rapide des electrons, la molecule d'ammoniac NH3 est 
representable exclusivement en terme des coordonnees des noyaux. Pour certains aspects de 
la dynamique, il est legitime de considerer que les trois atomes H sont fixes17 , situes aux 

17Cette hypothese peut etre comprise en admettant que chaque atome d'hydrogene est au fond d'un 
puits tres profond, dont les niveaux d'energie sont separes d'une quantite tres superieure a. celie qui pilote 
Ie passage de I'azote d'un cote a. l'autre du plan. 
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sommets d'un triangle equilateral, alors que I'atome d'azote N se deplace Ie long de I'axe 
perpendiculaire ; sa coordonnee est notee Z (voir fig . 14.1). 

Dans Ie modele ainsi defini, Ie Hamiltonien H possede deux etats propres normalises 
I'I/I±) d'energies E± : 

(w > 0) ; (14.31) 

dans chacun de ces etats, I'atome d'azote n'est ni d'un cote ni de I'autre, mais des deux 
cotes "a la fois" . Ces etats sont-ils orthogonaux ? 

z 

H 

H 

Figure 14.1: Geometrie de la molecule d'ammoniac 

1. Ecrire la matrice de H sur la base 1'1/1-), 1'1/1+ ). 

2. A t = 0, I'etat de la molecule est: 

(14.32) 

Ecrire I'expression de I'etat a I'instant t, Iw(t)), sur la base I'I/I±). 

3. L'operateur associe a la coordonnee de I'atome d'azote, Z, est represente sur la base 
1'1/1-) , 1'1/1+) par la matrice : 

(14.33) 

ou a est une certaine longueur18. 

(a) Quels sont la valeur moyenne et I'ecart quadratique de Z dans I'etat propre 1'1/1+) ? 

(b) Quelles sont les valeurs propres Zi de I'observable Z (i = I, 2, Zl < Z2 ) ? 

(c) So it IZi) les vecteurs propres normalises de Z ; donner les expressions des IZi) sur 
la base I'I/I±). 

(d) Quelle est la valeur moyenne de I'energie, (E)i , dans I'etat IZi) ? 

(e) Inversement, exprimer les I'I/I±) en fonction des IZi) . 

4. On suppose qu'a t = 0, la molecule est dans I'etat IZ2) et soit Iw(t)) I'etat a I'instant t. 

18C'est la distance de N au plan des hydrogenes dans la vision classique de la molecule. 
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(a) Donner les developpements de Iw(t)) sur les 11/!±) et sur les IZi). 

(b) Quelles sont les probabilites Pi de trouver les valeurs Zi lors d'une mesure de Z 
effectuee a I'instant t ? 

(c) A quels instants est-on sur de trouver !'une de ces valeurs avec certitude? 

(d) En deduire la frequence d'inversion de la pyramide, 1/. La calculer en prenant 
2!iJ..u = 1O-4 eV. 

(e) Galculer la position moyenne, (Z)(t), de I'atome d'azote. 

5. La molecule est maintenant soumise a un champ electrique statique E. Expliquer 
(physiquement) pourquoi Ie Hamiltonien est maintenant, sur la base 11/!-), 11/!+) , repre­
sente par la matrice : 

H = [ Eo -!iJ..u -c ] 
-C Eo +!iJ..u 

(C E ~, C ex E) (14.34) 

(a) Quelles sont maintenant les valeurs possibles de I'energie ? 

(b) Calculer Ie commutateur de H avec Z. Decrire physiquement ce qui se passe en 
champ intense (C » !iJ..u). 

Les etats 11/!±) sont orthogonaux puisqu'ils sont propres d'un operateur hermitique 
et associes a deux valeurs propres E± distinctes. 

[ 
-1 

l.H=!iJ..u 0 

2. L'etat a l 'instant t, Iw(t) ) est: 

Iw(t) ) = c+e.t.E+t 11/!+ ) + ce.t.E-t l1/!_) = e.t.Eot (c+e- iwt 11/!+) + c_e+iwt l1/!_)) 

La phase globale e.t.Eot est inessentielle19 . On suppose l'etat normalise au depart, 
d'ou 1c+12 + Ic_1 2 = l. 

3. (a) On a ZI1/!±) = al1/!'f), donc la valeur moyenne de Z dans chacun des etats 
propres est nulle ; ou encore : les elements de matrice de Z sur la base des 
11/!±) sont nuls. L'operateur Z2 est proportionnel a l'ident ite (z2 = a21), il en 
resulte que llZ2 = a2 dans chacun des etats propres 11/!±). 

(b) Les valeurs propres Zi de l'observable Z sont ±a, d 'ou Zl = -a, Z2 = +a. 

(c) Les vecteurs propres normalises de Z s'obtiennent immediatement : 

19 11 suffirait d'ailleurs, pour qu'elle n'apparaisse nulle part, de definir Eo com me l'origine des energies, 
ce qui est toujours loisible : seules comptent les differences d'energie. 
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(d) La valeur moyenne de l'energie, (E)i, dans l'etat IZi) est egale a Eo . 

(e) On a immediatement : 

4. Si on suppose qu'a t = 0 la molecule est dans l'etat IZ2), on a c+ = c- = + Jz. 
(a) Avec cette condition initiale, Iw(t)) = Jz e IkEot (e- iwt 11/1+) + e+iwt l1/l_))· 

(b) Les probabilites Pi de trouver les valeurs Zi lors d'une mesure de Z effectuee a 
l'instant t se lisent a partir de l'expression du vecteur d'etat Iw(t)) developpe 
sur la base propre de Z ; en exprimant les 11/I±) en fonction des IZi), on trouve : 

IW(t)) = eIkEot (coswtiz2) - isinwtl zl)) , 

d'ou: 

P2 (t) ~ Prob[Z = +a, t] = cos2 wt 

(c) On trouve +a avec certitude si la mesure est faite a un instant tn = n:![ 
1 w 

(n E N), - a avec certitude si on fait la mesure a t~ = (n+} )71" = tn + 2:' 
(d) La valeur moyenne de Z bascule done de ±a a =fa en un intervalle de temps 

..:!E.. . la frequence d'inversion est done l/ = 2w = 2xlO-
4

Xl,6xlO-
19 

,...., 50 GHz 
2w ' 7r 6,6xlO 34 - • 

(e) La position moyenne, (Z)(t), de l'atome d'azote a pour expression: 

(Z)(t) = !(e- iwt 11/1+) + e+iwt l1/J_), Z(e- iwt 11/J+) + e+iwt l1/J_))) , 
2 

soit (Z)(t) = ~(e-iwt 11/J+) + e+iwt l1/J_), e- iwt 11/J-) + e+iwt l1/J+)), c'est-a-dire : 

I (Z)(t) = acos2wtl 

5. La molecule se couple principalement au champ par une interaction dipolaire elec­
trique impliquant son moment dipolaire, lequel est proportionnel a Z ; Ie couplage 
avec Ie champ introduit donc les deux elements non-diagonaux notes -C. 

( ) L '" ,. . I Eo - 1Y..u - E -C I a equatIOn caractenstlque est -C Eo + 1Y..u - E = 0, dont les 

solutions sont E± = Eo ± J(1Y..u)2 + 0 2. 

(b) Le commutateur de H avec Z s'ecrit en termes de matrices20 : 

-1 ] o . 

Si C » 1Y..u, la molecule est fortement polarisee, H '::::' - fi: Z, de sorte que la 
coordonnee de l'atome d'azote est (presque) une constante du mouvement. 

200n laisse tomber l'element diagonal constant Eo, qui donne un terme additif Eol, lequel ne contribue 
pas au commutateur. 
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14.11 

Evolution temporelle d'un systeme quantique 

Allongement du temps de retour avec la densi­
fication des etats 

Le but de ce probleme est I'etude detaillee des proprietes d'un modele simple montrant 
comment la densification du spectre d'energie augmente Ie temps de retour d'un systeme 
a son etat initial (re'/}ival). A la limite d'un spectre continu, on obtient formellement une 
dynamique irreversible. 

Le modele defini ci-dessous peut representer des situations ou certains degres de liberte 
sont fortement quantifies (grandes differences d'energie), relativement a d'autres degres de 
liberte tres rapproches en energie. Les premiers donnent lieu typiquement a des transitions 
radiatives , alors que les autres representent plut6t des processus de relaxation ou de conversion 
interne ne produisant pas d'emission de lumiere (transitions non-radiatives). (ette situation 
est assez frequente dans les grosses molecules. 

Le Hamiltonien H d'un systeme est la somme de deux termes, H = Ho+ V. Les etats 

propres de Ho sont d'une part deux etats If) et Ie) separes en energie de Ee - Ef = Iiw£O), 
d'autre part un grand nombre d'etats notes In), tous groupes en energie au voisinage de Ie) 
(voir fig. 14.2) : Holn) = Iiw~o) '"" Iiw~O). 

energie 

Ee 
Ie) 

~ 

{In)}n 

Er 
If) 

Figure 14.2: Representation du spectre de Ho ; c'est juste pour la clarte que les niveaux 
formant la variete dense sout decales vers la droite. 

Vest une petite interaction residuelle purement non-diagonale, ne couplant que I' etat 
Ie) aux etats In) . On pose ainsi : 

(flV lf) = (elVle) = (elVlf) = (flVln) = (nlVln' ) = 0, (elVin) = gnnn . (14.35) 

9 designe une constante de couplage sans dimension, introduite pour la commodite. Dans un 
premier temps, on procede ala diagonalisation de H en etablissant tres simplement I'equation 
donnant ses valeurs propres ; dans un deuxieme temps, on determine la dynamique du systeme 
suppose prepare au depart dans I'etat Ie) . Les calculs vont jusqu'au bout moyennant une 
modelisation simple du couplage V. 
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1. Diagonalisation de H 

(a) So it l7/Jv) I'etat propre de H d'energie nwv , decompose suivant : 

n 

Montrer que I'equation aux valeurs propres peut se mettre sous la forme: 

ou R (w) est une fonction a preciser. IIlustrer graphiquement cette equation, et 
discuter la variation des Wv en fonction de I'intensite du couplage mesuree par la 
constante g. 

(b) Exprimer lavl2 en fonction de la derivee de R, R'(w). Combien vaut 2:v lavl2 ? 

2. Modelisation du couplage V 

Afin de fixer les idees, on fait maintenant les hypotheses suivantes : 

• w~O) = wiO) + (n + ~) ow, - N::; n ::; +N, N >>> 1, ow« wiO) ; 

• lf2n l2 = (ow)2 , independant de n, g » 1 

(a) Calculer explicitement R(w) en faisant les approximations que suggerent les hy­
potheses ci-dessus. 

(b) En deduire les pulsations propres Wv et la distribution des poids lav 12. 
(c) Soit G(t) ~ 2:v lav 12 e- iwvt . Preciser les proprietes de la fonction G. 

En supposant que les pulsations Wv sont strictement equidistantes, trouver G(t) 
en resolvant une equation differentielle. Etudier en detail I'expression de G, et 
I'arranger Ii la main pour lui donner une forme debarrassee de petits defauts 
introduits par les approximations utilisees en cours de route. 

(d) Le systeme etant prepare at = 0 dans I'etat excite Ie), trouver la probabilite Pe(t) 
de Ie trouver dans I'etat Ie) a I' instant t ; tracer Pe(t) en fonction du temps. 

(e) La periode du mouvement augmente quand ow diminue. Etudier precisement la 
limite definie comme : 

ow ----t 0, 9 ----t +00, 2.1: cste dO( r 
9 vW = = -

27r 
(14.36) 

En particulier, trouver G(t) dans cette limite et exprimer la duree de vie non­
radiative de i'etat excite Ie) en fonction de r. 

O d I ' I" 21 2: 1 - 7r h 2: 1=..!2.:. - 7r n onne es ega Ites E'" --'---+ 2 - - cot 7rZ, E'" 2+ 2 - - ' -h-' n IU z n z n IU z n Z S In 7r Z 

21Ces sommes se calculent par application du them'eme des n§sidus; voir par exemple l'ouvrage d'Appel 
[17], § 4.6,e. 
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1. Diagonalisation de H 

Compte tenu des elements definissant Ie modele, la decomposition du Hamiltonien 
est22 

: 

fi- 1 H = w~o) Ie) (el + L w~~) In' ) (n'l + g L(O~, In') (el + On' Ie) (n'l) . (14.37) 
n' n' 

(a) On decompose l'etat propre suivant Iwv ) = avle) + 2:n bvnln) et on reporte 
dans l'equation fi- 1 HIWv) = Wv IWv). Multipliant scalairement par (el puis par 
(n l, on obtient Ie systeme lineaire : 

(w~o) - wv)av + g LOnbvn = 0 , {gO~av + (w~o) - wv)bvn = o} n . 
n 

On elimine bvn en reportant bvn = - (~~~ dans la premiere equation pour 
Wn - W v 

obtenir : 

Ecartant la solution triviale av = 0, on voit qu'il faut que la valeur propre w 
soit solution de : 

(14.38) 

avec R(w) ~ 2:n Inn\:) . La figure 14.3 est une illustration graphique schema-
W-W n 

tique de l'equation aux valeurs propres (14.38). Les differents arcs constituent 
Ie graphe de la fonction R(w), qui a des asymptotes verticales aux abscisses 

w~o) ; les deux arcs extremes ont une allure vaguement hyperbolique, R(w) 
decroissant en module essentiellement comme ~. 

La droite oblique a pour equation tdw - w~O)). Les racines de (14.38) sont 
les abscisses des intersections de cette droite avec les arcs representant R(w). 

R(w) 

Figure 14.3: Illustration graphique de l'equation aux valeurs propres (14.38) (voir Ie 
texte). 

22La dyade If)(fl n'apparait pas puisque ]'on a pris l'energie de l'etat If) comme origine des energies : 
Ef =0. 
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Si Ie couplage est fort (g » 1), Ia droite est presque horizontale, les valeurs pro­
pres etant voisines des intersections du graphe de R(w) avec l'axe des abscis_ 
ses ; noter aussi que dans ce cas, deux racines se "detachent" nettement de la 
bande des frequences w~O) . 
Au contraire, si Ie couplage est faible (g « 1), la droite est presque verticale a 
l'abscisse W e, et les valeurs prop res sont, pour l'essentiel, groupees au voisinage 
de W e. 

(b) lavl2 se trouve par la condition de normalisation lavl2 + Ln Ibvn l2 = 1. En 
exprimant les bvn comme ci-dessus, on voit que: 

ce qui s\~crit aussi : 

2 1 
lavl = 1- 2 (dR) 

9 dw W=Wv 

(14.39) 

On note que lav l2 est Ie residu en WI' de (0) 1 , qui est une fonction de 
z-w. -92 R(z) 

Green ou. R(z) joue Ie role d'une self-energy. 
Le sous-espace {Ie), {In) }n} est stable par H. 11 existe en particulier une 
decomposition de Ie) sur les fonctions propres 11/11')' Ie) = Lv ill' 11/11')' avec 
ill' = (1/Ivle) = a~ ; comme Ie) est de norme unite, on a Lv lilvl2 = 1. 

2. Modelisation du couplage V 

La modelisation choisie permet de faire les calculs simplement jusqu'au bout; noter 
que Ie calage D = 8w est tout a fait licite, puisque l'intensite du couplage est mesuree 
par la constante sans dimension g. Dans la suite, on se place essentiellement dans 
Ie cas 9 » 1. 

(a) Maintenant, on a : 

+N IDI2 
R(w) = L (0) , 

n=-N W - Wo - n8w 

avec w~O) = w£O) + ~8w. Comme N » 1, on a envie de pousser N a l'infini, 
ce qui est legitime a condition de definir convenablement la serie, qui est 
conditionnellement convergente. Posant S N (x) <!g L~~ x~n' on ecrit : 

1 N (1 1) 1 +N 1 
SN = - + "" -- + - == - + 2x "" x ~ x - n x + n x ~ x 2 - n 2 

n=l n= - N 

ce qui est licite tant que Nest fiill ; on definit maintenant S <!g limN ~+oo S N , 

qui reproduit23 Ie developpement de Mittag - Lreffier de la fonction 1r cot 1rX. 

230n peut aussi recalculer Spar residus en considerant l 'integrale Ie 7r cot 7rZ' fez') dz' en prenant 

fe z') ~f ~ (C est une boucle a l'infini) . z - z 
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On en deduit, apres ce tour de passe-passe (et en posant S1 = ow) : 

w - w(O) w _ w~O) 
R( w) = 7I"OW cot 71" ow 0 = -7I"OW tan 71" ow 

(b) Les pulsations propres Wv sont maintenant les solutions de : 

w w(O) 
w = w(O) + g271"OW cot 71" - 0 

e ow 

dans Ie cas du couplage fort (droite oblique presque horizontale), on a 

Wv ~ w~O) + vow, v E Z . 

L'erreur commise est d'autant plus grande que vest grand. On doit done 
s'attendre a ce que la partie haute frequence de R(w) soit mal representee, ce 
qui se traduira, par dualite, a des comportements aux petits temps affectes de 
quelques defauts indesirables24 ; ceux-ci seront arranges a la main en temps 
utile. 

Les poids lavl2 sont donnes par (14.39) ; en calculant la derivee R'(w), et en 
utilisant l'equation satisfaite par les W v , on trouve : 

la
v

l2 = (gow)2 g~l 
(wv - w~O»)2 + (1 + 7I"2g2) (gow)2 

soit : 
I 2 ow r 
avl = 271" (w v _ w~O»)2 + ~2 (14.40) 

C'est done une distribution lorentzienne de largeur r. 
Compte tenu des approximations faites, il n'est pas inutile d'examiner la nor­
malisation de la somme des lav l2 . En utilisant Wv = w~O) + vow, il vient : 

g2 g2 

~ lav l
2 

= ~ v2 + g2(1 + 7I"2g2) == ~ v2 _ (igl1 + 7I"2g2)2 j 

la somme est egale a -S(igJ1 + 7I"2g2) = ~ cot(7I"gll + 7I"2g2). Com-
1+71'2g2 

me 9 » I, elle vaut done (1 - 271'Sg2 + ... ) (1 + 2e- 271'gV1+71'2 g2 + ... ) : a des 

corrections en g-2 « I, la somme est bien normalisee. 

(c) Adoptant les approximations faites precedemment, et notamment l'equidis­

tance des valeurs propres, Wv = w~O) + vow, l'expression des lall 12 retenue dans 
la suite est : 

24 Ces anomalies concernent la fonction G(t) definie ci-dessous. 
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Par ailleurs, la fonction G(t) ~ I:v lav l2 e- iwvt est T-periodique avec T = ~:. 
Pour simplifier les notations, definissons Fa(x) ~ I:nEZ n~i::2 ; les coeffi_ 

cients de Fourier de Fa (x) decroissant comme n -2, la serie est uniformement 
convergente et sa somme, la fonction Fa(x), est une fonction continue - en 
revanche, la derivee F~(x) a des sauts en x = 2br. La derivee seconde de 

Fa(x) est F~'(x) = I:nEZ -n":/;'':zx = - I:n einx +a2 Fa(x). Le terme inhomogEme 
au second membre est, au signe pres, la serie de Fourier du peigne de Dirac, 
d'ou: 

F~'(x) - a2 Fa (x) = - L 8(x - 2k7r) 
kE Z 

Sill" sa definition par la seric n voiL qu ' Fa(x) 51, un fon tiOtl paire eL 
271"-p'riodiquc . il suffi don d 1'6 'oudl' c tt :qua ion sw' 10, 71"[. Sur t 
interva1le 011 p ut 011blier le peiglle de Dh'ac q1li traduiL Ie fait qu F~'(x) a 
de " singulaIit' en x = 2k7l" (saut d la d61'ivee prern.i;re), Pm' aill ur:, 011 
not qu Fa{271" - x) = Fa (x) : la fonction est doriC tic sur roit sYlI letriqu pal' 
rapport a x = 71". 

La solution generale de F~'(x) -a2 Fa (x) = 0, avec 0 < x < +71", est visiblement 
Fa (x) = A cosh ax+ B sinh ax ; il faut deux conditions pour caler les constantes 
d'integration, or on connait Fa(O) et Fa(7I") : 

'" 1 71" Fa(O) = ~ 2 2 = -coth7l"a 
n +a a 

nEZ 

Fa 71" = (_1)n = ~ 1 () L n 2 + a2 a sinh 7I"a 
nEZ 

Ceci permet de trouver A = ~ coth 7I"a et B = -~, d'ou : 

71" 
Fa(x) = 'h cosh(lxl- 71") a , -71":::; X :::; +71" 

asm 7I"a 
(14.41 ) 

En revenant aux parametres physiques du probleme, on obtient : 

271" 
(0 < t < T = 8) 

une autre ecriture est : 

(0 < t < T) 

La fonction complete sur lR s'obtient par periodisation sur T : 

G(t + nT) = G(t) o < t < 271", n E N 

La. fon tion G(t) ainsi obtenue a d petit dCfauts ' 11 patti 'uli r n t = nT, 
U vau c I;h(~92) ~ 1 + 2 _ 2".292 ~ 1, alor qu ell c1 vrait etre cgalc a 1 

mais l'clTcur e t XpOll uti ·J] Dlent peti , otons qu pour la demi-periode 
t = it; on a G(t) = 8inh~29~ ~ 2e- ,,29 2 , qui 'L egaiem ni xponeJ1ticllomcnt 
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petit. La fonction G(t) part done essentiellement de la valeur I, tombe a 
presque zero au milieu de l'intervalle [0, T] et retrouve la valeur ~ 1 en t = T. 

Le temps earaeteristique d'effondrement est T ~ l1)OW == ¥-' ou rest la 
largeur definie en (14.40). 

G'(t) a des discontinuites pour tk = kT ; on a G'((kT)±) = =f~. Par exemple, 
pour t ~ 0+, G(t) ~ 1 - ~t, qui confirme que T = ¥- est bien Ie temps 
caracteristique de declin de G(t) a partir de 1 pour t ~ O. 

(d) Le systeme etant prepare a t = 0 dans l'etat excite Ie), il est a l'instant t dans 
l'etat Iw(t)) = Lv e-iwvt I?/Jv) (?/Jv Ie). La probabilite PeU;) de Ie trouver encore 
a l'instant t dans l'etat Ie) est egale a l(elw(t))12 = I Lv lavl2e- iwvtl2 soit : 

Ainsi, la probabilite ehute tres vite a zero au bout d 'un temps'" T = i, reste 
a peu pres nulle jusqu'a un instant", T - T, puis remonte rapidement a la 
valeur 1 : Ie systeme manifeste donc des recurrences (revivals), alors que, sur 
une eehelle de temps un peu au-dela de T, il semblait avoir relaxe. 

0.8 

0 .6 

0.4 

0,2 

tff 
0,5 1.0 1,5 2.0 2,5 3.0 3,5 4.0 

Figure 14.4: Graphe de la probabilite Pe(t) pour deux valeurs de 7rg 2 . Test la periode du 
mouvement, egale a ~:. Compte tenu des approximations faites, seulle cas 7rg2 = 10 » 1 
a une signification, l'autre courbe n'etant donnee que pour la comparaison. Quand 
7rg2 » I, les revivals sont presque des fonctions de Dirac a l'eehelle L. 

(e) L'expression de G(t) est: 
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Quand Ow tend vers 0, la somme devient une integrale ; en effectuant stricte_ 
ment la limite precisee dans l'enonce, on obtient : 

G( ) - iw (O)t 7f e d j +OO (r/2 ) - iwt 
t = e e r 2 w 

-00 w2 +"4 

Cette integrale se calcule par residus, et on trouve immediatement (si t > 0) : 

Dans cette limite, on a donc : 

Le point remarquable est que la limite Ow ~ 0 produit un mouvement stricte­
ment irreversible, Ie temps T de recurrence etant devenu infiniment grand. 
Dans cette limite, la variete dense a en fait un spectre d'energie continuo 

On retiendra ce scenario elementaire montrant que l'irreversibilite temporelle 
est tout a fait descriptible en Mecanique quantique avec Ie formalisme stan­
dard, a condition de coupler un systeme (ici modelise par les deux etats If) et 
Ie)) avec un continuum d'energie. La realisation la plus simple est un atome 
(a deux niveaux) couple au champ electromagnetique (dont les excitations 
element aires - les photons! ) - ont une loi de dispersion l1.Wf = likc jouant Ie 

role des !tw~O) une fois densifiees. 

Une autre situation bien representee par Ie modele etudie ci-dessus est une 
grosse molecule dont les etats electroniques (ici If) et Ie)) sont couples a 
des niveaux vibrationnels denses relatifs a un etat electronique non-radiatif 
(un etat triplet par exemple). Alors, l'evacuation irreversible d'energie ne 
se retrouve pas sous forme lumineuse - comme ce serait Ie cas si l'etat Ie) 
avait Ie temps d 'emettre un photon en revenant au fondamental If) -, mais 
est degradee en interne dans les degres de vibration intramoleculaires (d'oD. 
l'expression transition non-radiative). 

• Remarque 

La largeur rest egale a. 27fg2 ow ; comme il y a un niveau dense to us les 
ow, on peut dire que la densite des niveaux en energie, p, est egale a "L· 
Cela etant pose, on voit que: 

La relation : 

Ir = ~p1V121 
est l'un des avatars de la Regie d'or de Fermi (Tome II, section 24.4) .• 
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14.12 Quelques resultats pour l'operateur d'evolution 
avec un Hamiltonien dependant d u temps 

L'attention a ete attiree sur Ie fait que quand Ie Hamiltonien H(t) depend du temps, 
I'integration de I'equation (1-14.20) est une affaire complexe et que, notamment, Ie resultat 
naif (1-14.28) est faux. 

II s'agit ici de traiter quelques exemples illustrant cette difficulte. On pourra avoir 
besoin de I'egalite suivante (voir [18]), parfois appelee egalite de Snider: 

d 11 d _ eA(x) = du euA(x) (- A(x)) e-uA(x) eA(x) , 
dx 0 dx 

(14.42) 

ou A(x) est un operateur dependant du scalaire x. 

1. Trouver une condition suffisante pour H(t) assurant que I'expression (1-14.28) est eOT­

Teete. 

2. Qu'en est-il si H(t) = f(t)II, ou II est independant du temps? 

3. Et si H (t) = f (t)q + g(t)p ou f et g sont deux fonctions numeriques ? 

1. D'apres la for mule de Snider, on a : 

i.etl. J~ H(t')dt' = r1 
erk J~ H (t ')dt' ~H(t) e-rk J~ H(t')d t' eik J~ H(t')dt' du 

dt Jo iii 

Maintenant, si l\~galite : 
[H(t), erk J~ H (t')dt'] = 0 (14.43) 

est vraie quel que soit u E [0, 1], on peut faire l'inversion des facteurs dans 
l'integrale et on trouve : 

in :t e rk J~ H(t')dt' = 101 
H(t) etl. J~ H (t')dt' du = H(t) efu J~ H(t')dt' , 

qui reconstitue l'equat ion satisfaite par U(t) et montre que, dans ee cas: 

I U(t) = e rk J~ H(t')dt' I 
La condition de commutation (14.43) est certainement vraie si Ie commutateur 
[H (t), J; H (t l

) dt l
] est nul quel que soit t. 
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2. Si H(t) = f(t)iI, au iI est independant du temps, la condition suffisante est 
visiblement satisfaite - on a meme [H(t'), H(t")] = 0 Vt', til , assurant alars qUe 
U(t) = e.\ J~ f( t') H dt' = e&.F( t)H au F(t) = J~ f(t') dt' . 

3. Si H(t) = f(t)q+g(t)p, alars J; H(t')dt' = F(t)q+G(t)p, F et G etant la variation 
des primitives de f et 9 entre 0 et t . Des lars, on a : 

[H(t), 1t H(t') dt'] = [f(t)q + g(t)p, F(t)q + G(t)p] = i!i(F'G - G' F) . 

Si done Ie Wronskien25 W[F, G] est nul, la condition suffisante est satisfaite . 

canl1l in ce Cl:1S u'cst pas s1 inter ··s ant qu it y para-it: Ie Wronski n 't,ant nul 
c · i signitie q Ie I s deux fOllcti ns F eL G ont proporLionn , lie ce qui r vient a dire 
que f t 9 Ie nt a.u i (g(t) = or.f(t)) ; H(t) etan alor d Ia. forme f(t)(q f or.p) 
c est, ju \,e un c;.)s tr s pal'ticulier de Ja situal;ion pI" . cedent ou I1(t) = f(t)H , avec 
II independant du temps. 

25Pour la definition du Wronskien et son utilite, voir Tome I, section 15.1. 

296 



Corriges du chapitre 15 

Potentiels a une dimension 
constants par morceaux 

15.1 Diffusion par un puits de potentiel 

On envoie des particules de masse m en direction d'un puits de potentiel de forme quelconque, 
tel que V(x) = 0 si x < a et si x> b (a < b) . Les regions x < a et x> b sont respectivement 
designees par I et III. 

1. Expliquer pourquoi les fonctions propres dans ces deux regions sont de la forme: 

1/Jr(x) = Aeikx + Be- ikx
, 1/Jrn(x) = Ce ikx + De- ikx (15.1) 

Relier Ie nombre d'onde k a I'energie E des particules. 

2. En utilisant la conservation du courant, ecrire la relation entre les modules carres des 
quatre constantes A. B, C et D. 

3. Expliquer pourquoi il existe une relation du genre suivant entre ces constantes : 

[ A] [Mll M12] [ C ] 
B = M21 l\Ifz2 D 

(15.2) 

4. On peut tout autant introduire une matrice 8 telle que: 

[ B ] = [811 812
] [ A ] 

C 821 822 D 
(15.3) 

Montrer que la matrice 8 est unitaire. 
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5. 50it R et Ties coefficients de reflexion et de transmission. Exprimer R et T en fonction 
de Sll et S21. Verifier que I'on a bien R + T = 1. 

6. Si 'Ij;(x) est une solution de i'equation aux valeurs propres, que peut-on dire (et pour­
quoi) de sa complexe conjuguee 'Ij;*(x) ? Montrer que la relation suivante est vraie : 

(15.4) 

En deduire que la matrice S est de surcroit symetrique. 

1. Le potentiel etant nul a l'infini , les etats de diffusion ont une energie E > 0. Dans les 
regions ou Ie potentiel est nul, l'equation aux fonctions propres est - 2~ 'Ij;/I = E'Ij;. 

En posant E = 1i;!2 (k est reel puisque E > 0), l'equation devient 'Ij;" + k2 '1j; = 0, 
dont la solution generale est une combinaison lineaire des deux ondes planes e±ikx ; 

on note precisement 'lj;I(X) = Aeikx + Be-ikx , 'lj;m(x) = Ceikx + De- ikx . 

2. Le courant a pour expression j = 2i~ ('Ij;*'Ij;' - 'Ij;'Ij;'*). 11 vaut donc ;! (IAI2 -IBI2) 
dans la region I, ;! (ICI2 - IDI2) dans la region III. La conservation du courant 
per met donc d'ecrire : 

(15.5) 

3. Dans la regioll centrale les fon tion propres sont de la forme ae1(x)+,8e2(x) ou les 
ei(x) sont d ux fo.ncti.on. propl' s lillerurement independantes associees it la meme 
energie E , dont la forme pr'cise dep nd de celle de la fonction Vex). Les conditions 
de ra COl'dement (continui e d 'I/; t d sa derivee 'Ij;') it la fronW~re droite de la 
regi n I (x = a) fouruiss n1, un system lin 'aire reliant A et B it a et,8. De la meme 
fa~on , 1 raccordement a la frontier · gallch d la region III (x = b) fournissent un 
, y."\, ' D1 Lilleaire reliant C et B a L,8, Velimination de a et ,8 donne une relation 
lin 'ai.r ntre A B , d'une parL, C e D d'autr parL, qui peut s 'ecrire sous forme 
matricielle : 

[ ~ ] = [:~~ :~~] [g] . 
4. L'<~galite (15.5) est IAI2 + IDI2 = IBI2 + ICI2 ; cette relation traduit l'invariance de 

la norme entre la gauche et la droite, et montre que la matrice S est unitaire. 

5. Pour definir precisement R et T, on suppose la source situee en x = -00. Des lors , 
IEI2 lQf D = 0, R = 1A]2 et T = "fAT2' Comme ici B = SllA et C = S21A, on a : 

La matrice S etant unitaire, st = S-l, soit st S = 1 ; il en resulte en particulier que 
Si1Sll + S21S21 = 1, comme on Ie voit en calculant l'element de matrice (stS)ll, 
d'ou R + T = 1, com me il se doit . 
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6. Si 'ljJ(x) est une solut ion de l 'equation aux valeurs propres, la fonction complexe 
conjuguee 'ljJ* est aussi solution (puisque V(x) est a valeurs reelles). Si done la 
combinaison lineaire Aeikx + Be-ikx est solution, A*e- ikx + B*e+ikx est aussi so­
lution, et de meme pour l' autre region III. ce qui revient a echanger A f-+ B *, 
C f-+ D*, les relations de raccordement restant les memes entre les constantes 
echangees , d'ou : 

et done: 

[ A] = [ Sf 1 Sf2] [ B] . 
D S21 S22 C 

Par comparaison avec la definition premiere de la matrice S donnee dans l'enonce, 
on voit ainsi que S* = S-l ; comme on sait deja que S est unitaire, on en deduit 
que la matrice S est symetrique. 

15.2 Puits infiniment profond : valeurs moyennes dans 
un etat non stationnaire 

Une particule de masse m est situee dans un puits infiniment profond de largeur a (V (x) = 0 
si 0 < x < a, V(x) = +00 autrement) . 

1. Rappeler I'expression des fonctions propres normalisees 'ljJn(x) et des energies propres 
En. 

2. Quelle est la symetrie des 'l/Jn ? 

3. Quelles sont les valeurs moyennes de x et de p dans chacun de ces etats propres ? 

4. A I'intant t = 0, on prepare Ie systeme dans une combinaison lineaire de I'etat fonda ­
mental et du premier etat excite : 

(C et Q reels) . (15.6) 

Normaliser cet etat. 

5. Pour cet etat initial, exprimer en fonction de Ella moyenne de I'energie (E)(O) et son 
ecart quadratique b.E2(0). Si on effectuait une mesure de i'energie a t = 0+, quelle 

sera it la probabilite de trouver une valeur superieure a -;:,S ? 

6. On introduit la pulsation w = i!:~ et la periode T correspondante. Ecrire I'expression 
de \lI(x, t) . 

7. Que sont devenues a I'instant t ies valeurs moyennes calculees en 5 ? Com bien vaut Ie 
produit T b.E ? 
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8. Exprimer les valeurs moyennes initiales de la position et de I'impulsion a I'aide des 
quantites : 

(15.7) 

9. Trouver les valeurs moyennes a I'instant t de la position, (x)(t), et de I'impulsion (p)(t). 

10. On fixe desormais la phase a dans (15.6) a la valeur ~. Soit Xci (t) la position a I'ins­
tant t d'une particule classique de meme masse partie a t = ° de I'abscisse Xo avec 
I'impulsion Po . Quelle est la periode T el de ce mouvement classique? La com parer a T . 

11. Calculer X et V en fonction de a, Ii et m . 

12. Sur un meme dessin, representer les deux coordonnees (x)(t) et Xcl(t) . Commenter. 

13. D'une fac;:on plus genera Ie, so it I'etat initial: 

\[rex, 0) = L en'ljJn(X) , (15.8) 
nEN' 

ou les en sont donnes (ce sont eux qui specifient I'etat initial). 

(a) Montrer que Ie mouvement de \[rex, t) est toujours periodique, et trouver sa 
periode T. Depend-elle de I'energie (moyenne) E ? 

(b) A quelle condition sur les {cn}n la valeur moyenne de I'energie E ~ (H) est-elle 
finie? 

(c) Calculer E quand en = Vfj.:b. Dans ce cas, combien vaut I'ecart quadratique 

de I' energie ? 

(d) Qu'en est-il si Cn = #~ ? 

1. L'equatiol1 au,"'( valeurs propr esL 1/;" + k21/; = 0, av c E = r~!2 les fonctions 
pl'opres etanL null en x = ± ~ et POUl' Ixl > ~. La solutiol1 generale d cette 
~quatiol1 cliffcl'enLi II est A cos kx + B sin k!lJ . L'ann u1atioD a l.lX bomes donn les 
deux ' quations A cos k:/" + B sin '~. = 0 (x = ~) e A co 4l- B sin ~ = 0 (x = - ~). 
On doit done avoir A cos ;11. = 0 L B sin ;11. = 0 tou\; n rej cttWlt 180 s lu tion t rivi.ale 
A = B = O. n n 'y a donc que deux possibilites : 

(a) A =I 0, B = ° mais il faut cos ~a = 0, ce qui signifie que k=entier impair x ~ , 

(b) A = 0, B =I ° mais il faut sin k2a = 0, ce qui signifie que k = entier pair x ~. 

II en resulte que : 

C cos mrx 
a 

C'sin mrx 
a 

8i n = 1, 3, 5, . . . 
si n = 2, 4, 6, . . . 
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Les constantes de normalisation G et G' se trouvent en ecrivant : 

2. Les etats propres sont alternativement pairs et impairs, traduisant la symetrie de 
H et l'absence de degenerescence pour les etats lies a. une dimension d'espace. 

3. La valeur moyenne de x est toujours nulle, puisque x est impair et que, dans tous 
les cas, IWn(x)12 est une fonction paire. La moyenne de pest aussi toujours nulle 
puisque Wn(x) est une fonction a. valeurs reelles1 

; d'ailleurs, une vitesse moyenne 
finie serait de toute evidence une absurdite physique. 

4. Les fonctions Wn(x) etant reelles, la normalisation de \f!(x, 0) s'ecrit 

+" 
101 2 [,,2 dX[W1(X) +e- i"'W2(X)][W1(X) +e i"'W2(X)] = 1 ; 

2 

Ie developpement fournit quatre termes ; les termes croises sont nuls, en vertu de 
l'orthogonalite de deux fonctions prop res associees a. deux valeurs propres distinctes. 
Les termes carres sont egaux chacun a. 1 (la phase eia disparait), d'ou la constante 
de normalisation de \f! : G = ~ et : 

5. La moyenne de l'energie dans l'etat \f!(x, 0) est 

soit : 

La valeur moyenne de H2 est 1(E2 + E2) = 17 E2 d'ou 2 1 2 2 l' 

2h? L'energie ':"na2 == 2E1 est comprise entre E1 et E 2 . Toute mesure de l'energie sur 
\f!(x, 0+) ne peut donner que l'une des deux valeurs E1 ou E2 avec la probabilite ! 
dans chaque cas. La probabilite de trouver E > E1 est donc egale a. la probabilite 
de trouver E2 soit !. 

1 II est bien evident que si l'on mettait une phase quelconque dans la constante de normalisation, rien 
ne serait change. .. heureusement! 
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6. La pulsation w = ~~:~ est egale a n-1(Ez - E 1), d'ou : 

7. La valeur moyenne de l'energie a l'instant t est de toute evidence inchangee par 
rapport a sa valeur en t = O. Le produit T !:::..E vaut 21r ;r;:;,~ x ~ El = 1rn. 

S. La valeur moyenne initiale de x est (x)(O) = ~((1/Jll + (1/Jzle- i"')x(l1/Jl) + ei"'l1/Jz)). 
Les elements diagonaux (1/Jilx l1/Ji) sont nuls par symetrie, d'ou : 

1 (x) (0) = X cos a I 

De meme, apres simplification, on voit que (p)(O) 
l'operateur -ind~ ; Ie caleul de l'integrale donne: 

I (pHO) = m V sin a I 
9. Les valeurs moyennes a l 'instant t, (x)(t) et (p)(t), se caleulent sans difficulte ; on 

trouve : I (x)(t) = X cos(wt - a) (pHt) = -mV sin(wt - a) I 
10. Avec a = ~, on a (xHt) = X sinwt et (P)(t) = mV coswt. Par ailleurs, pour une 

particule dassique de meme masse partie at = 0 avec l'impulsion Po, la periode du 
mouvement est Tel = ~/a == Za, avec Vo f-+ V ; Tel = 3z7r ~ T. 

PO m Vo mavo 

11 On a X = ~ J+a
/
z 

X cos rrx sin 27rX dx et V = .Jl47r J+a
/

2 cos 7rX cos Z1r X dx. Les 
. a - a/2 a a m a2 -a/Z a a 

integrales sont elementaires et on trouve : 

12. Des resultats precedents on tire: 

(x)(t) = 162asinwt 
91r 

V=~I 3ma 

Sn 
(p)(t) = 3a coswt 

Par ailleurs, T = ~~ Tel ~ 0,57 Tel ; noter que Ie rapport des periodes n'est pas 
rationnel, entrainant que les deux mouvements ne reviennent jamais a l'identique 
au me me instant. 

La figure 15.1 m nt1'e 1 s variations de 10. po ition d la particule elas ique, com­
parees a.celles de (x)(t). La particul las ique atteint 1 s murs t fait clemi-tour; Ill. 
pa.rticule quantique rebl'ouss eh min (en may nne) avant d'avoir atteint les bords 
du pllits. Ced pell se comprenel1'e en disanL qu les "ailes' ell! paquet d onde sout 
en a.vanc par rapport au centre du paquet t se nSf!. chissent ·n p1' mier, donna-fit 
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Figure 15.1 : Variations en temps de la coordonnee d'une particule classique confinee 
entre deux murs (ligne brisee) et de la moyenne (x)(t) d'une particule quantique de 
meme masse et de me me vitesse (moyenne) initiale. 

des interferences destructives venant reduire la densite de probabilite de presence. 
Au total, la particule quanti que ne va pas en moyenne au-dela d 'une distance a 
l'origine egale a : 

32 a a 
dm ax = 97[2 "2 ~ 0,36"2 (15.9) 

(comparer avec Ie resultat (15.28) du probleme 15.4, p. 317). Noter aussi que la 
difference classique/quantique est tres marquee puisque Ie cas considere n'implique 
que des petits nombres quantiques. 

13. On analyse maintenant quelques aspects du mouvement issu de l'etat initial: 

W(x, 0) = L cn'lf;n(x) , 
nEN' 

les Cn etant donnes. W(x , 0) est supposee normalisable et LnEN* Icn l2 = 1 ; les 
{cn} doivent donc decroltre (en module) plus vite que n-I. La fonction de depart 
est d'autant plus etroite que ces coefficients decroissent lentement (a contrario, s'ils 
decroissent tres vite, on recupere W(x, 0) ~ 'If;1(X) qui est large, bien rep artie sur 
[-~, +~]). 

(a) L'etat a l'instant t est W(x, t) = Ln Cne ftEnt 'If;n(x) , soit (WI = fj,- I Ed : 

W(x, t) = L Cne- in2wlt 'If;n(X) 
n 

'] ut • 1 pulsation n2wl ctant des mnl ipl s nti l' d Wt , 1 m l1vemenL 
e L toujoul'. pel'iociique quels qu soi nt Ie {c,,}. .. de period T = ~:. Cettc 
per i de st e qu'ell est totalement independanLe d I en rgi llloyenne qui 
vaut E = LnErl lcnl2En = EJ L:nEN n21c".I2. 

(b) La valeur moyenne de l'energie est finie si la serie LnENn21cnl2 est conver­
gente, ce qui exige que les Icn l2 decroissent plus vite que n-3 . 

( ) Q d - roo I I ,. t 90 '" -2 _ 90.,.-2 d ' ' . c uan Cn - V?712 ' a sen e es ? L.mEN n - ?6' ou. 

E == (H) = 15 EI = 151l,2 
7[2 2ma2 

303 



Mecanique quantique 

15.3 

L'ecart quadratique de l'energie est ici infini puisque la serie LnEN n4icnl2 
est divergente. Comme les {lcnI2 }n ne decroissent pas assez vite , les grandes 
energies jouent un r61e pertinent et la fluctuation d' energie est divergente. 

(d) Si Cn = #~, l'energiemoyenneestinfinie: (H) = El LnENn2 :2 ~ = +00. 

Expansion soudaine d'un puits infiniment pro­
fond 

On examine ici la dynamique d'une particule localisee dans un puits infiniment profond lorsque, 
a un certain instant (pris comme origine), la dimension du puits passe de a a Aa (A > 1). 
Les nouveaux etats propres normalises sont notes 'ljJn),(x). 

1. Ecrire les expressions des 'ljJn),(x). Quelles sont les energies En), 7 Observer que si ),2 

est irrationnel, les deux spectres ne presentent aucune co'incidence. 

2. At < 0, la particule est dans I'etat fondamental 'ljJl(X). On ecrit I'etat a I'instant t > 0 
sous la forme: 

W(x, t) = L Cn eftEn). t'IjJn)'(X) . 

nEN" 

(15.10) 

Trouver les coefficients Cn. Combien vaut la somme LnEN' Icnl
2 7 Examiner Ie cas 

particulier ou ), est un certain entier no. 

3. En deduire la probabilite Pn de trouver I'energie En), lors d'une mesure d'energie ef­
fectuee at > O. Discuter I'allure de cette probabilite selon la valeur de A. Quelle est 
la moyenne d'une serie de telles mesures 7 

4. Montrer que la valeur moyenne de H2 est donnee par une serie divergente ; qu'en 
resulte-t-il pour la variance de I'energie 7 Analyser I'origine de ce fait. 

5. Discuter la possibilite du processus inverse (compression du puits, A < 1). 

1. Le puits a t < 0 etant entre les abscisses x = 0 et x = a, les fonctions propres sont2 

'ljJn = j'fB(x)B(a - x) sin n:x, les energies valant toujours En = n2 ;~:~ == n2 E1 · 

At > 0, les fonctions et energies propres sont : 

[2: . nKX 
,¢)..,n = V >:;;,B(x)e(Aa - x)sm Aa 

20(X) designe la fonction echelon-unite. 
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Si >.2 est irrationnel, les deux spectres {En} n et {EA,n}n ne presentent en effet 
aucune coincidence. La dilatation du puits fait globalement descendre le spectre, 
tout en le densifiant3 . 

2. Avec l'etat initial donne, l'etat a l'instant t > 0 est l\[r(t)) = L:nEN* Cn ej,En
" t IWA, n). 

Le mouvement est periodique (quel que soit d'ailleurs l'etat initial choisi) avec la 
periode T = >.2TI , avec TI = 271" et WI = ii-lEI = 271"2"2' Tout naturellement, 

Wi rna 
agrandir Ie puits augmente la periode du mouvement. Si >. -7 +00, la particule 
se retrouve libre sur 1R+, et Ie mouvement est irreversible (notamment, le paquet 
d'ondes s'etale indefiniment, voir la Remarque en fin de corrige, p. 313). 

2.0 

1,5 

I,D 

0.5 

x 
O.O+'"""----...,...=---------r----~ 

0.0 0,5 1,0 1,5 a 

Figure 15.2: Module carre l\[r(x, tW de l'etat issu du fondamental du puits non dilate; 
ici, >. = 1,5. Chaque courbe est reperee par la valeur du temps compte en periode du 
mouvement dilate (T = >.2Tl avec TI = ~:). 

La condition initiale s'ecrit L:n'EN* Cn' IWn' A) = IWl) ; en multipliant scalaire­
ment par (WA, nl, on obtient Cn = (WA, nIWI), soit4 

Cn = a~ foa 
sin 71"a

X sin nA71"a
X dx, 

L'integrale est elementaire et on trouve : 

2>' 3/2 sin 1t1r 
C - A n - -- \2 2 

7r /\ -n 

L'expression de la fonction d'onde a l'instant test donc5 : 

3Dans l'espace infini, Ie spectre est continuo 
4L'integrale va bien de 0 a a puisque 'ljJl (x) est nulle au-dela de x = a. 
5Une autre forme peut-etre plus agniable est: 

i"\ ~ +ex> sin n1r . n-n-x . - 2 2 
W(x, t) = - - O(x)O(..\a - x) '" _ _ A_ e' -xa- e-1A n Wit 

11' a D n2 _ >.2 
n=-oo 
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La s'l'i au e ond m'mbr e t 2Aa-periodique, ma.is 1 pl'oduii O(x)B(,\ a. - x) la 
proj tte dans J intel'valJe a.cces ible (dans 1a suite 011 om ' ttrC:l parfoi C pl'oduiL, 
!Stant a lars OtlS- ,t'll.du que les ecriLures S\lpposent impli itement 0 $" " $ ACt), 
NoteI' qlle co dey loppemen donn 111(, " t) ur l'intel'vaU dilate [0, ACt] : POll!' 

t = 0 it roconstitu la [on tian ~ sin ~: 8(a. - x), 

En vu de 10. suite iI st utile d 'observer QU Ii. t = 0, Ia, omma I c Lt sene> t 
un [onctioJl nulle pow' (L $ X $" Aa, exhibant ain i un plateau d ' I'd nne rmll 
entl' C S d ux ab ci ses, I otel' A. l1.<;si que si A - I ul Ie t l'lJl ' 1l. = 1 d la 

el'i SlIl'vi t a la limit , assurant que iIi(a; t) ~ ASio ~~ - i .... J (, comm iI > doiL, 
2 :{/2 si.n ~ 

Plus g:'nel'ruelU nL, i >. . un certain entier 1l.0 > 1 en = "~ ~ 5i 1l. i= 1l.0 ' .. Tlo - n 

I efficient Cno' ind6termille au vu de l Oll.,])l'e sion ci-d Stl 1 s'obtient en posant 
A = no + 0; et en prenant la limite 0; ---> 0 

! .~ 

_ I' 2(no + 0;)3 2 sm (no+o) 1 
eno - 1m ()2 2 =--

0-+0 7r no + 0; - no Fa (15.13) 

2.0 

1,5 

1,0 

0,5 

x 
0,0 

0.0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 a 

Figure 15.3: Identique a fig, 15,2 avec A = 2,5 . 

Par ailleurs, \fJ(x, T - t) = \fJ*(x, t), de sorte que 1\fJ(x, t)12 = 1\fJ(x, T - t)12 : en 
deux instants t et T - ties deux profils coincident, mais se differencient l'un de 
I'autre par Ie signe de leur vitesse de groupe (et les courants sont opposes), 

La somme l:nEN* Icn l2 est egale a 1, puisque l'etat de depart est normalise: 

On peut verifier cette egalite en ecrivant la serie - aS2 ) [l:!:' ~ir~~g] j cette 
t=7r! >. 

derniere somme s'exprime simplement a I'aide de la fonction Fa introduite dans le 
probleme 14,11 (voir p. 292). 
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2.0 

1,5 

1,0 

x 
0.0¥==l~:"-'--'::""":L---r:!>.J.~-.-~""""~-.-_'i. 

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 a 

Figure 15.4: Identique a fig. 15.2 avec>. = 5,5 . 

Le m dul 'arl"(! de il'(x, t) es\' trace Stu· les figures 15.2 a 15.5 p ur quelques vaJ ttl" 

du temps compte n unite T . noL r les Sl1 rpl'enants plateaux, n tt rn nt visibl s, 
I1o~a.mmen pom >. = 1,5 et >. = 2 5 (I carre de la norma a ete vedfi(6) qui 
peuvenL etl" vu comm Ie souvenirs recul'r nts elu plateau d'ol'donnee nulle entre 
a at. AU at = 0, L' xplication theorique de I ur exist.ence 51, brievem , nL non nee ci­
apr ,s (pour em. avoil' plus, ct pOUl' d'autr r~,sulta s egalemeuL a SO'& surprenan s, 
voir http: //arxiv, org/abs /0709 .1101 et [19]) . 

A propos des plateaux 

L'existence d s surpr llant plateaux Lrouves numeriquement peut e 1'e p1'ouvee 
theoriq lement comme li. L'ide · suivie . t d'utiliser les singulad:tes d la derive 
s conde ~\J!(x, t) == 8x.w comme detecteurs d ces p lateaux. En effet, l'existence 
d\m plateau entre deux abscisses Xo et Xl (XO < Xl) traduH Ie rai que la derivee 
oxlJ! est. nuLie ent.re Xo et Xl . si (8x'Tl)x ;:xo- ¥- 0, et de meme pOUl' (8XW)W=Xl+' 
alo~'s 8:vz\J! con iene des fonctions oCa: - xo) et o(x - Xl)' Bi 11 til' il se pourrait 
que IJ! (X t) arrive. de la gauche n Xo ave une p . nte nulle auquel ca 1a singlllarite 
n'apparaitrait que dans la derive troi ieme au moins. Le pari est que ce SillgU­
larites e produisent d'. la derivee s cond ttc conviction etant 'tabli sur les 
proprietes gen6:a.les de I'equation de chl'odin er : en presence d ingu.larites dl! 
potenti I, c est de fait la derivee e nde qui "encaisse Ie coup', traduction physique 
d 1 iroag 'Ia ique: un . aut d Vex) e traduit par des variations instanlan' s 

du carre de la vitesse, eUe-meme associee a p2 <X ::2' 
La derivee seconde de W(x, t) s'obtient a partir de l'expression (15.12) ; la derivation 

6Independamment d'autres arguments, cette verification ne saurait constituer une garantie absolue 
contre un artefa ct numerique : penser a la construction de Maxwell pour arranger Ii La main les arcs 
instables des isothermes de van der Waals pour les temperatures inferieures a la temperature critique. 

70n rappelle que si une fonction f( x) possede un saut fini 6.f en x = Xo, sa derivee est: 

J'(x) + 6.fO(x - xo) == J'(x) + Dsingf 

(penser a la fonction de Heaviside, ou raisonner intuitivement avec un precurseur de la fonction de Dirac) . 
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Figure 15.5: Module carre Iw(x, t)12 de l'etat issu du fondamental du puits non dilate; 
ici, A = 1,5. Le temps se derouie de gauche it droite et de haut en bas ; deux prises de 
vues sont separees de 1/100e de periode T. Noter Ie plateau spectacuiaire pour t = t 
(en bas, au milieu). 
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terme a terme donne : 

ou: 

est la partie singuliere de 9. IJi(X, t) etant continue, c'est Ie terme D;inglJi qui 
contient eventuellement des fonctions de Dirac; ce sera eff'ectivement Ie cas si l'on 
trouve dans la serie une infinite de termes du genre eixentierx271', avec un coefficient 
independant de l'indice de sommation 8. D;ing IJi s'ecrit aussi : 

I! 
+00 

D 2 ,T, 11' 2 L (i = (X-a) in"(x+a») -in2
w t . 'I' = -- - e AU - e AU e ,\ 

Slllg 2>..a2 a 
n= - oo 

Remarquons que si x = a, la premiere exponentielle vaut 1 que 1 que soit n ; un 
peigne de Dirac apparait alors si ein2wt vaut egalement 1 pour une infinite de valeurs 
de n : il suffit de prendre ~; rationnel, de la forme ~ pour que n 2wt = n 2 ~ x 211'. 

Alors, to utes les valeurs de n multiples de q, n = kq, donnent n 2wt = k 2 qp x 211', 
qui est de la forme souhaitee : entier x 211'. Ainsi, en x = a et pour to us les 
instants t de la forme ~T, la premiere exponentielle produit un point anguleux9 , 

avec (oxlJi)a+ - (oxlJi)a- > 0 puis que Ie poids de 5(x - a) est visiblement positif. 
Un tel point est donc candidat pour etre l'extremite droite d'un plateau d'ou IJi 
rep art avec une pente positive, ou l'extremite gauche ou IJi arrive avec une pente 
negative. II en irait de meme pour toutes les valeurs de x telles que x>:aa = entier 
pair, mais to utes ces valeurs sortent de l'intervalle [0, >..aJ et peuvent etre ignorees. 

Montrons maintenant que d'autres valeurs de x et du temps t donnent lieu a une 
singularite de ce type, sans chercher a en faire Ie catalogue exhaustif, visant juste 
a donner quelques conditions suffisantes pour qu'il en soit ainsi. La seconde ex­
ponentielle ei ~: (x+a) vaut aussi 1 quel que soit n si x;;;,a = ~, r et s entiers, et si 
n est un multiple pair de s ; la contrainte 0 ::; x ::; >..a entraine 1 ::; ~ ::; 1 + ±. 
Compte tenu du signe de l'exponentielle impliquee, un tel point est donc candidat 
pour etre l'extremite droite d'un plateau d'ou IJi repart avec une pente negative, 
ou l'extremite gauche ou IJi arrive avec une pente positive. Cela etant acquis, les 
conditions sur Ie facteur temporel e-in2wt sont les memes que ci-dessus, a savoir 
t = ~ T (une fraction rationnelle de la periode). 

Un exemple est fourni par Ie trace de la fig. 15.2, ou >.. = ~. Pour t= t, p= 1, q=4 
dans les notations ci-dessus. On voit bien l'extremite droite du plateau en x = a. 

8La decomposition de Fourier du peigne de Dirac III est : 

'"' . '"' '"' x def III x ~ emx = 27r ~ o(x - 271'p) = ~ o( - - p) = (-) 
nEZ pEZ pE Z 27r 27r 

gee point anguleux n'est pas toujours tres visible compte tenu de la resolution graphique des traces, 
et peut de surcroit etre com pense si la deuxieme exponentielle presente la meme anomalie au meme point 
(ce qui est possible). 
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Prenant maintenant r=s=l, I'extremite gauche apparait en x=~. A cet instant , 
on observe bien un plateau s'etendant de I'abscisse X= ~ a I'abscisse x=a. 

n n 'a.gi que d'ox mpl " t10t r qu 1 s plateaux ne sont pas toujours visibles en 
r is 11 de \a re: olut ion graphique. I Ler aussi que les signes des poids des fonctions 
de Dil" p uvent etre inv rses: avec ~ = ;, si r est impair et si n est un multiple 
impair de i(2k+t)"". ; = ei (2k+t)I'''' = - 1. 

1.0 

0,8 · 

0,6 

0.4 

0,2 .. 6 • 

.. : •...... 1.x==10 1 
0,0 +-+-L. ....... ~-..... --..-+-._.,-t-: & ... , • Ii ... n 

a 5 10 15 20 25 

Figure 15.6: Distributions des probabilites Pn pour trois valeurs de 'x. 

3. La probabilite Pn de trouver l'energie EnA lors d'une mesure d'energie effectuee a 
t > ° est egale a !cnI 2

, soit : 

P 4>.3 1 sin2 mr 
n = -;2 (,X2 _ n2)2 ,x 

Si ,x est rv 1, la distribution des Pn est monotone decroissante en fonction de n ; au 
contraire, si ,x est grand, Pn presente un maximum pour n ~ ,x, mais la distribution 
des Pn est relativement plate, ce qui est bien naturel. Le maximum s'interprete 
aisement : la probabilite "resonne" pour l'etat d'energie EA, n qui cOIncide a peu 
pres avec E l , qui est la valeur constante de I' energie. 

La moyenne d'une serie de te11es mesures est (E) = ~nEN' PnEA, n, et e11e do it 
cOincider avec El : I'energie est une constante du mouvement, et prend done la 
meme valeur qu'en t = 0+ ; or a cet instant la fonction d'onde cOIncide avec 'lh(X). 

2 

Ceci se verifie aisement par Ie calcul direct; avec E).. , n = ~2 E 1 , l'esperance mathe-
matique de I'energie s'ecrit explicitement : 

Pour calculer la somme S(,x), introduisons la fonction F(x, t) ~ ~nEI\!* ;J~n~~' 
grace a laque11e on peut ecrire S(,x) = (~~)X=l ,t=7r/)..' La fonction F(x, t) e11e-

me me s'ecrit comme F(x, t) = HG(x, 0) - G(x , t)J, ou G(x , t) ~ ~nEZ )..i~:~x· 
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En ecrivant G(x, t) = -~ LnEZ n2+(:~~:rx)2' on voit apparaltre la fonction Fa(2t) 
definie dans Ie probleme 14.11 p. 292, avec a = iA/y'x. Utilisant Ie resultat (14.41), 

on trouve finalement F(x, t) = 2.>..ft sin ,fi, puis S(A) = ;:' comme il se doit . 

4. La valeur moyenne de H2 est donnee par une serie dont Ie terme general contient un 
facteur n 4 (venant du carre de E.>.., n), alors que Icnl2 varie en n-4 : la serie donnant 
(H2) est donc divergente. La variance de l'energie est infinie (6..E = +00), venant 
du fait que les coefficients Icnl ne decroissant pas assez vite, les etats fortement 
excites jouent leur role; ainsi, les grandes energies sont pertinentes et donnent une 
fluctuation infinie. 

5. Le processus inverse - compression instantanee du puits (A < 1) - est impossible: 
on ne peut pas passer instantanement d'une fonction 'l/J1(X) non-nulle sur [0, a] a 
une fonction identiquement nulle sur Ie segment [Aa, a]. Une particule dans un puits 
infini ne peut donc etre comprimee brutalement: seule est possible une compression 
a vitesse finie. 

Appendice 

On donne ici quelques complements techniques utiles, permettant aussi de retrou­
verdes concepts introduits par ailleurs (dont celui de propagateur). 

Les series apparues ci-dessus sont des series de Gauss 10, caracterisees par Ie fait 
que Ie terme general contient une exponentielle ein2wt, ce qui les demarque radicalement 
des series de Fourier, ou c'est einwt qui apparalt. Grace a une astuce technique, et en 
delaissant to ute discussion sur la rigueur mathematique, elles peuvent s'ecrire sous la 
forme d'une integrale portant sur une serie de Fourier. Cela etant fait, on obtient une 
relation integrale pour la fonction d'etude qui peut se reveler utile, ala fois techniquement 
et sur Ie plan de la comprehension physique. 

Soit une certaine fonction f(x, t) definie comme la somme de la serie : 

+= 
f( t) ~f ~ inkx -in2wt 

X, - ~ ene e . (15.14) 
n=-oo 

Les {cn}n sont des coefficients donnes, k et w sont des parametres positifs. Toutes les 
proprietes de convergence souhaitables sont supposees acquises. La fonction f(x, t) est 
periodique en x et en t : f(x + nL, t + mT) = f(x,t), L = 2;, T = ~ (n, m) E r£}. 
L'astuce consiste a utiliser a l'envers I'egalite gaussienne : 

1+= 2 (1[') 1/2 b2 
- au -ibu d --e u = - e 4" , _= a 

(15.15) 

en ecrivant : 
b

2 (a) 1/21+= 2 - - -au -ibud e 4" = - e u , 1[' _= 
lOElles ont ete brievement evoquees dans Ie Tome I, section 15.3. 
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ecriture qui a p ur verLu au prix cl un integral · cl lineariserla variable b. Ces egaLite I 

bien connues aN a > 0 et b E R proiongent allalytiquemcnt a. a E C . la C nction 
au second membre d (15.15) est anaJytique dans C priv' dll dcmj-ax reel negatif, qui 
constitue la coupm de la fonction racine arree complex >. Autrernont diL c gali t' 
sont vraiesll Vb E IR et Va, - 1r < Arga < +7r. Av b= 71 i a= I~L on peut ainsi rir : 

A n'en pas douter, c'est a priori une fa<;on compliquee d'ecrire un objet simple, mais ce 
peut etre fort utile. En effet, reportons cette representation de e-in2wL dans Ie develop­
pement (15. 14), et (sans etat d'ame), commutons sommation infinie et integration : 

En regroup ant les exponentielles, on voit apparaitre e ink(x - t JWt xl , d'ol! : 

La serie reconstitue la fonction f au point d'espace-temps (x - fVwtX, 0), d'OU12 

( 
1 ) 1/2 r+oo 

2 2 
f(x, t) = i1r i-co dX e

iX 
f(x - k.../Wt x, 0) (15.16) 

On aura reconnu l'expression formelle d'un propagateur, qui per met d'engendrer une 
fonction f(x, t) a partir d'une condition initiale f(x, 0) donnee. 

Montrons comment ceci peut s'appliquer dans Ie cadre du probleme qui vient d'etre 
trai e, en rev nauL it 1 'pr ion (15.11). Rien n'interdit de definir une autre fonction 
i[l per(X, l) d 'fini par la nl~m erie mai affranchie de la contrainte 0 ::; x ::; Aa : 
il 'agi al r d la fonction W(x l) prol ngee par periodes 2nAa sur tout l'axe reel 
pOUT x. OUJl a.i. ant cette fonction Wpcr(x, t), W(x, t) s'en deduit en la "projetant" dans 
l'intervalle 10, >.aJ, c qui revient it e rire formellement : 

W(x, t) = B(x)B(Aa - X)Wper(X, t) , 

OU B(x) est toujours la fonction echelon-unite, egale a 1 si x > 0, a 0 si x < 0 (il n'est pas 
necessaire de la definir en x = 0 tant que toutes les fonctions manipulees sont nulles en 

11 En particulier, noter que r~:: eiu2 du = C:J 1/2 = ei* .,fii. 
( )

1/2 +00 . 2 
12Lorsque t -t 0, Ie second membre est * J- oo dX e'x f(x , 0), qui vaut : 
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x = 0, >.a). La fonction \liper(x, t) ainsi definie releve du traitement ci-dessus. En posant 
k = ;a' W = >.2Wl' Ie recopiage de (15.16) pel'met d'ecrire : 

. _ ( 1 ) 1/21+00 

iX2 \liper(X, t) - :- dX e \liper(x - ~(X, t), 0) 
17r - 00 

C(X ) def 2>.a ~X 
<, ,t = --yWlt 

7r 

(15.17) 
Ces expressions autorisent une visualisation mentale dynamique de la fonction d'onde a 
l'instant t. S'il n'y avait la ponderation gaussienne traduite par l'integrale (autrement 
dit , en fixant X), un observateur cale devant la fenetre [0, >.a] (et ne regardant pas sur 
les cotes) verrait simplement Ie train d'arches periodisees defiler devant lui (a vitesse non 
constante puisque ~ ex: 0), la distance parcourue entre 0 et t par un point entralne etant 
egale a ~(X, t). Le spectacle reel est notablement different en raison de la ponderation 
gaussienne d'ou, prenant Ie module au carre, les courbes representees sur les figures 15.2 
a 15.5. Cette vision permet de comprendre l'apparition des plateaux qui sont en quelque 
sorte les descendants du plateau d'ordonnee nulle at = 0 entre les abscisses a et >.a. 

On peut transformer l'expression (15.17) et lui donner une allure mettant bien en 
evidence un propagateur ; en posant X = 2>-a~(x - x'), on obtient : 

( 
7r ) 1/21+00 

i ~2 (x _ x')2 
\liper (x, t) = 4'>.2 2 e 4A2a2wl' \liper(X' , 0) dx' 

I a Wit - 00 

L'expression de la fonction \liper(x, 0) se deduit aisement de cene de \li(x, 0) par13 

\liper(x, 0) = I:;~oo \li(x - 2p>.a, 0) ; avec \li(x, 0) = -If sin "'ax e(x)e(a - x), on a : 

(2 +00 
\liper(x, 0) = V ~ L sin [~ (x - 2p>.a)] e(x - 2p>.a)8(a - (x - 2p>.a)) , 

p=-oo 

d'ou une autre expression parfois utile de la fonction d'onde a l'instant t : 

• Remarque 

II a ete mentionne p. 305 que la limite >. ---+ +00 correspond a une particule libre, 
mais confinee sur Ie demi-espace lR+ . Ceci peut se retrouver a l'aide des expressions 
ci-dessus, en notant que la serie (15.11) ne depend que du rapport X' et s'ecrit aussi: 

,T,( ) = ~ f!.. ~ ~ sin(n/>')7r i(n/>-)"';i -i (n/AJ'wlt . 
'.i' x, t 7r V ~ n~oo >. (n/ >.)2 _ 1 e e . , (15.18) 

13Soit une [OIIction I(x) definie sur l'intervalle [0, a] et nulle ailleurs. La [onction periodisee de periode 
a correspond ante peut s 'ecrirejper(X) = "L,PEz /(x-pa) . En effet, pat· un changement trivial de variable 
muette dans la sommation, on voit immediatement que Iper(x + na) = jper(X) '<In E Z. 
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quaud ;\ d vient tres grand, 1a variation de La vadabl · pertinentc K. ~ n/;\ d un 
nti r au uivant d vi ilL tr'-' p t ite t La eric d vi nt IInc somme d Darb ux 

~ 1 ' ~ . ~ I . . (n+l)-tt .~ A I l' . Ie la t lU' on ·tan >; tant pr~cL t:ID nt a van a lOll).. == uit. a unit 
;\ -t + 1a ommo d Darbollx tend vel'S I integral de RiemaulI, e on btient: 

(15.19) 

posant maintenant K. = ka/1f, on obtient l'expression plus agreable14 
: 

( ) 
_ _ IY_ L; sm a ik", -i ~~t dk . M21+00 . k 2 

qJ x, t - a3/2 - 00 k2 _ (1f/a)2 e e . (15 .20) 

II n'est pas difficile de verifier que cette fonction coincide bien avec celle obtenue 
directement avec le propagateur dans IR+, suivant la regle habituelle : 

qJ(x, t) = r U(x, t; x', O)qJ(x', O)dx' . 
IllI.+ 

(15.21) 

II surnt pour Ja d \ connaltr Ie propagateu]'. Les fonctions pr PI' tibf 1/lk(X) 
dans IR+ . ont proportionnelies a. sin lex (as' i ; es a. 1 en rgi '?1,~2). en ecrivant 
10l'thonorrnali ation c n inue (wkl'l/lk/) = c5(k - lei) 011 tl'ouve La const-ante de 
pr pOl'tiollnalite, qui vaut y'2/7r . cia etant fait 1 pl'opagat ill's'obti nt comme 
d habitud ' t adm t la r PI'" lltaLioll integrale : 

21+00 

'lLk
2 

U(x, t; x' , 0) = - sin kx sin kx' e-1y,n t dk 
1f -00 

(15 .22) 

Le calcul selon (15.21) avec qJ(x, 0) = If B(x)B(a - x) sin 'Ira'" l'eprociuit tres ex­

actement l'expression (15.20) obtenue en prenant la limite ;\ infini. • 

15.4 Puits infiniment profond en representation-p 

Une particule de masse m est confinee dans un puits infiniment profond (V (x) = 0 si 
o < x < a, V( x) infini ailleurs) ; les energies et les etats propres sont, en representation-q : 

(2. 
'!f;n(x) = V ~ smnKx , 

1f 
(K=-,n=1,2, ... ) . 

a 
(15.23) 

14La fonction en [acteur de eikx dans I'integrale figurant dans (15.20), soit F(k, t), ne doit pas etre 
interpretee (a des facteurs inessentiels pres) comme la representation-p de \V(x, t), puisque (15.20) n'est 
vraie que pour X > 0 [19] . Supposant reunies les conditions du lemme de J ordan, on peut ainsi ajouter 
a F(k, t) n'importe queUe fonction analytique dans le demi-plan superieur sans changer la valeur de 
l'integrale ... 

15moyennant la regularisation habitueUe fo+ oo e ikx dx == lime~O+ fooo ei(k+ie)x dx = m5(k) + ipi. 
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1. Trouvez ¢n(P) , representation-p de I'etat Wn(x) et exprimer ¢n(P) a I'aide de la fonction 
de diffraction F(p) : 

. !E!. 

( ) 
_ sm 2ft 

F p - ap . (15.24) 
2ft 

2. Montrer que dans tout etat propre d'energie En la moyenne de I' impulsion est nulle. 
Trouver la moyenne de p2 dans un tel etat. 

3. Soit Pn(P) = l¢n(p) 12 la densite de probabilite de I'impulsion . En raisonnant graphi­
quement, tracer Pn(P) pour n = 1,2 et n » 1. Interpreter ce dernier resultat en Ie 
comparant au cas classique. 

4. Calculer la valeur moyenne de la coordonnee dans un etat Wn(x) quelconque, ainsi que 
I'element de matrice de x entre deux etats Wn(x) et Wnl(x). 

5. On choisit comme etat initial: 

(15.25) 

Former lJ!(x, t) et trouver la valeur moyenne de x, soit (x)(t), dans cet etat. 

6. Simplifier I'expression de (x)(t) dans Ie cas ou n» 1. 

Soit T la periode du mouvement de la particule classique ayant I'energie Eel = En. 
Exprimer (x)(t) a I'aide de T et comparer sur un meme graphique (x)(t) et Xel(t) ; 
observer que, en moyenne, la particule quantique rebrousse chemin avant d'avoir atteint 
les murs : pourquoi ? 

------------------- -------- ---

1. La representation-p des etats propres est16 ¢n(P) = ~ Jo+a eftPX If;. sin n:xdx. 
L'integration donne: 

(15.26) 

ou F(p) est la fonction de diffraction definie dans Ie texte, qui est paire. A une 
phase (non-constante) pres, ¢n(P) est la somme a poids egaux de deux fonctions 

centrees en ±nliK, traduction quanti que de la vitesse ± J"ii de la particule clas­

sique d'energie E. Noter la propriete ¢n( -p) = ¢~(p), qui est I'expression de 
I'invariance de H par renversement du temps en I'absence de degenerescence. En­
fin, il est facile de verifier que ¢n(P) est normalisee a l'unite17 

- tout comme Wn. 

16Se souvenir que les fonctions 'l/Jn(x) sont nulles en dehors de l'intervalle [0, aJ. 
17 On rappelle que : 

1
+00 sin(x - xo) sin(x + xo) 7r 1+00 sin2 x 

2 2 dx = - sin 2xo , et en particuiier: - 2- dx = 7r • 
- 00 X - Xo 2xo -00 x 
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2. Dans tout etat propre d'energie En la moyenne de l'impulsion est nulle ; ce resultat 
est immediat au vu de (15.26) puis que I¢n (p) 12 est une fonction paire en p. Repetons 
qu'une vitesse finie (non nuUe) serait une absurdite physique. 

La moyenne de p2 dans un tel etat est tout simplement 2mEn = (nItK)2, ce que 
I'on retrouve immediatement en ecrivant la definition (p2) = r~:: p21¢n(P)12 dp. 

3. Quand 11, '" 1, Ie module carre de I¢"I implique la somme des canes des F(p±nItK) 
et leur double produit, ce qui assure, notamment pour n = 1, que pour ces valeurs 
de n, la densite est loin d'etre negligeable dans l'intervalle [-nItK, +nItK]. Au 
contraire, si 11, » 1, les deux fonctions sont fortement localisees et decalees ; Ie 
double produit est done toujours tres petit et on obtient pour l'essentiel deux 
resonances tres fines centrees en ±nItK, image quanti que (dans la limite des grands 
nombres quantiques) de la situation classique. La figure 15.7 illustre ces affirmations 
semi-quantitatives. 

0.5 

0 .4 

0.3 

o~ 

0.1 

0.0 
0.0 

-.-- /'.... ...-..... --~- -"-~ 
5.0 10.0 15.0 

n=20 

• p 
20.0 

Figure 15.7: Module carre des etats propres normalises en representation-p, ¢n(P) 
l¢n(-p)12 = l¢n(P)12. La variable en abscisse est P = ,& == ~~. 

4. La valeur moyenne de la coordonnee dans un etat 'l/Jn(X) quelconque est manifeste­
ment egale a ~ (l'l/Jn(xW est pair par rapport a l'abscisse ~). L'element de mat rice 
de x entre deux etats 'l/Jn (x) et 'l/Jnl (x) vaut ~ foa x sin nK x sin n' K x dx ; Ie calcul 
donne: 

(nlxln') = ~[( _1)"+n' _ 1] 41'1.1'1.'') 
7r2 (11,2 _ 11,'-)2 

5. Avec l'etat initial: 

(15.27) 

j'etat a j'instant test: 
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avecwnn+l = n-1(En+1 - En) = (2n+1)1r
2
2'!:.(2. Le caleul de (x)(t) == (\[I(t)lxl \[l(t)) 

fait intervenir des quantites determinees dans les questions precedentes ; on trouve : 

(x)(t) = ~ _ 8a n(n + 1) 
2 2 cOSWnn+lt 

2 1f (2n+1) 

6. Le cas n » 1 implique une superposition lineaire a poids egaux de deux etats 
voisins et se ressemblant puisque n » 1 (limite analysee par Heisenberg pour lui 
permettre Ie raccord avec les I'esultats quasi classiques revisites par Bohr - 'Wilson 
- Sommerfeld) ; l'expression de (x)(t) se simplifie en (x)(t) ~ ~ - ~ cos r::::ft. 
La periode T du mouvement de la particule classique ayant l'energie Eel est egale 
,fii;; E E . T 2ma

2 d' , ()(t) a 2a 2 t a ay :e;;; ; avec c1 = n, on a aUSSl = mrli' OU X ~ 2" - 7rI cos 1f T , 

Figure 15.8: Comparaison de la position d 'une particule classique (ligne brisee) et de la 
moyenne quantique de la position pour l'etat initial (15.27) dans la limite des grands 
nombres quantiques. 

Par comparaison avec Ie probleme 15.2 , on voit qu'ici les mouvements classique et 
quanti que se ressemblent ; notamment, ils ont a peu pres la meme periode. Noter 
toutefois que, a nouveau, la particule quanti que ne va pas au-dela d'une certaine 
distance dmax du milieu du segment autorise, ici egale a (voir Ie resultat (15.9) 
donnant dmax = ~ a) : 

(15.28) 

La particule quantique, en moyenne, rebrousse chemin bien avant d'avoir atteint les 
murs en raison des re£lexions precoces des "ailes" du paquet d'ondes sur les murs 
du puits, reflexions donnant lieu a des interferences destructives. 

15.5 Puits de Dirac 

Soit une particule de masse m dont I'energie potentielle est Vex) = - go(x), oll 9 est une 
constante positive. Quelle est la dimension de 9 ? 

Dans la suite, on examine les etats lies et non-lies de ce puits de potentiel. 
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1. Btats lies 

(a) On pose E = - ";::'2. Le nombre d'onde k est-il reel? 

(b) Comment s'ecrit I'equation aux valeurs propres pour x > 0 et pour x < 0 ? 

(c) En deduire la forme de 'IjJ(x) pour x> 0 et pour x < O. 

(d) Expliquer pourquoi ces deux expressions peuvent etre reunies en une seule, a savoir 
'IjJ(x) = Ae-klxl . 

(e) L'equation aux valeurs propres est: 

'ljJ1/(x) + 2~9 o (x)'IjJ (x) = +k2'IjJ(x) (15.29) 

En integrant cette equation de part et d'autre de x = 0, montrer que la derivee 
'IjJ' (x) a un saut en x = 0, et Ie calculer. 

(f) Utiliser la valeur du saut de la derivee obtenu en Ie pour trouver k ; en deduire 
I'energie Eb de I'unique etat lie, normaliser la fonction propre correspondante et 
en tracer Ie graphe. 

2. Btats non-lies 

On examine maintenant les etats non-lies, pour lesquels E > 0, et on pose cette fois 
E - li?k 2 

- 2m . 

(a) Les fonctions propres sont : 

'IjJ(x) = { 
Aeikx + Be- ikx 

Ceikx + De- ikx 

expliquer pourquoi il en est ainsi. 

Vx < 0 
Vx > 0 

(15.30) 

(b) Sachant que la source de particules se trouve en x = -00, que deviennent les 
expressions (15.30) ? 

(c) Quelle est la relation entre A. B et C ? 

(d) Trouver une autre relation entre ces constantes en exploitant a nouveau Ie saut 
de la derivee de 'IjJ(x) en x = O. 

(e) En deduire les rapports ~ et §t, puits les coefficients de reflexion Ret de trans­
mission T. 

(f) Tracer R et T en fonction de I'energie de la particule du faisceau. 

(g) Ecrire formellement la relation de fermeture . 

3. Que deviennent tous ces resultats si Ie potentiel est repulsif, c'est-a-dire si 9 < 0 
(barriere de Dirac) ? 

L'energie potentielle est Vex) = -go (x) (g > 0) ; comme o(x) a pour dimension 
l'inverse de x, so it l'inverse d'une longueur, 9 a pour dimension energiexlongueur. 
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1. Etats lies 

(a) Comme V(±oo) = 0, les etats lies ont une energie' . 
que l'on doit choisir d'un signe donne pour qUe I negatIve: k est donc un reel, 
pas de solutions etrangeres. On prend k > 0 da

a 
parametrisation n'introduise 

ns toute la suite 
(b) Tant que x i- 0, l'equation aux valeurs propres est: . 

h2 h2k2 
- 2m 'l/JI/(x) = - 2m 'I/J(x) 

(c) Il en resulte que de part et d'autre du pUits 'IjJ 
exponentielle deeroissante (les etats lies devan~ ' est proportionnelle a une 
nentielles divergentes sont exclues) : etre normalisables, les expo-

(d) 

x > 0 : 'I/J (x) = A e - kx , 
x <.: 0 : 'IjJ (x) = B e +kx . 

Les deux constantes de proportionnalite SOnt 
, I Pour l'insta t . d' d I une de l'autre ; notons pour la suite que ~ I n m epen antes 

"'(0) <.: 0, ~ > 0 
C d . t ' ,. "'(0)' 

es eux expreSSlOns peuven etre reum eo 
puisque Ie Hamiltonien est symetrique dall ' 1 ulne seule, 1/1(x) = /1 - klx l, 

, d d' , , I ' C1angemen' • " 1 n y a pas e egenerescence pour es La. lies . ~ -:I; e. qu 1 

propre (liee) de H est donc soit pair , soit ilQP :.ur t~u JR. T011te fOlleti n 
paire : si elle etait impaire, et comme 'I/J(O+) est ~t .' leI 11 n peut etre qlt 
discontinue. En definitive, on a A = B - ce <iu 1;1)1 la fODction propre s rait 
pnkisement de la eontinuite neeessaire de 1/1(x) , ~h p ·'u~ allssi affinner a ll vu 
on a bien: une fagon ou d'unc autre 

I'I/J(x) = Ae-~ 
Ceci ne determine pas la solution pour autant . 
k (done l'energie) est indetermine. . Pour l'instant, Ie parametre 

(e) En integrant membre a membre l'equation 

I/() 2mg -'I/J x - /i26(X)'I/J(x) ::=: -k2'IjJ(x) , 

de part et d'autre de x = 0, on obtient18 -'l/J'(O , 
d'ou Ie saut de la derivee en x = 0 : +) + 'I/J (0_) - ~'I/J(O) = 0, 

(15.31) 

Compte tenu des signes des rapports "'~\~~l mentio ' 
rait satisfaire eette equation si 9 etait negatif. t nnes plus haut, on ne pour­
de l'etat lie est assujettie a la nature attracti~e ~ut n~turellement, l'existenee 

u PUltS. 
ISLe second membre vaut 0 puisque l'on integre une fonction bor . nee SUr u . 

n IOtervalIe de mesure nulle. 
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(f) Notant que 7/l/(0±) = =F kA, on a -2kA = -~7/I(0), d'ou : 

Ik= ~ =kbl (15.32) 

et l'energie Eb de l'unique etat lie par E = _1i;::,2 : 

(15.33) 

La normalisation s'ecrit A2 J~:: e-2klxl dx = 1, soit A = ..,Ik = n, et la 
[onction de l'etat lie est donc : 

(15.34) 

Le graphe de 7/1 est une "toile de tente", d'autant plus pointue et ramassee 
que 9 est grand et/ou que la masse est elevee. L'accumulation de densite en 
x = 0 traduit bien Ie fait que la particule est attiree par Ie puits ; noter que 
limli->o 17/Ib(xW = o(x). 

• Remarque 

Un autre traitement est possible en remarquant que si 7/1 (x ) = A e- k1xl , 
alors la derivee 7/11 (x) a un saut a l'origine et eUe contient donc une fonc­
tion de Heaviside ; en consequence, sa derivee (soit 7/I"(x)) introduit une 
fonction de Dirac. Au total, Ie petit calcul explicite donne: 

7/I"(x) = -2ko(x)7/I(x) + k27/1(x) \:Ix. 

En reportant dans l'equation aux fonctions propres, on obtient la valeur 
de k par identification. • 

2. Etats non-lies 

On examine maintenant les etats non-lies, pour lesquels E > 0, et on pose cette 
fois E _ 1i2k2 

- 2m' 

(a) Les fonctions propres sont de la forme (k > 0) : 

{ 
Aeikx + Be- ikx 

7/I(x) = Ceikx + De- ikx 
\:Ix < 0 
\:Ix > 0 

puisque de part et d'autre de x = 0, l'equation aux fonctions propres est 
maintenant -7/l"(x) = +k27/1(x). 

(b) Si la source de particules se trouve en x = -00, il n'y a pas de courant dirige 
vel'S la gauche dans la region de droite x > 0, d'ou D = O. 

(c) La continuite de 7/I(x) en x = 0 donne A + B = C. 
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(d) Exploitant a nouveau l'equation (15.31), il vient : ikG - ik(A - B) = - 2;;9G, 
soit19 : 

I A - B = (1 - 2ia)G 

(e) On en deduit A = (1 - ia)G et B = iaG, d'ou : 

'B ia A - 1- ia 

Pour cette famille de solutions (source en x = -(0), les fonctions propres sont 
done: 

"ix < 0 
"ix > 0 

(15.35) 

avec k = J 2;:,E. Les amplitudes des ondes refiechie et transmise sont com­

plexes, ce qui montre l'existence d'un dephasage. Par exemple, l'onde trans­
mise 1/Jd(X) est Av'1~a2 eik(x+fk) ; avec a > 0 (puits attratif), elle s'ecrit 

Av'1~a2 T(-:;,Jeikx , ou T(a) est l'operateur de translation2o . 

On sait que Ie mouvement non-lie sur tout lR est toujours degenere deux fois 
(voir Tome I, p.527) : il convient done de trouver une autre solution lineai­
rement independante et de meme energie E. Par ailleurs, Ie Hamiltonien est 
pair: on peut done toujours trouver, pour une valeur de l'<~nergie, deux fonc­
tions, l'une paire, l'autre impaire, ayant la meme energie propre E. En outre, 
comme ces deux fonctions sont propres de l'operateur parite II, qui commute 
avec H, et associees aux deux valeurs propres distinctes ±1 de II, ces deux 
fonctions sont automatiquement orthogonales. 

L'idee est done, partant de la solution obtenue ci-dessus en (15.35), de fabri­
quer deux fonctions 1/Js E (x) et 1/Ja E (x) telles que : 

1/Js E( -x) = 1/Js E(X) , 1/JaE(-X) = -1/JaE(X) 

La fac;on immediate pour obtenir des fonctions paires et imp aires est de former 
les deux combinaisons 1/Jk-oo) (x) ± 1/Jk-oo) ( -x). Comme 1/Jk-oo) (x) est donnee 
par deux expressions distinctes selon que x est positif ou negatif, on peut etre 
un peu embarrasse pour former les bonnes fonctions paires et imp aires ; un 
moyen systematique consiste a introduire la fonction echelon-unite B(x) qui 
vaut 1 si x > 0 et 0 si x < 0 ; ceci per met d'ecrire l'expression peu commode 
(15.35) sous la forme: 

"ix E lR . 

19kb a ete defini en (15.32) 11 propos des etats lies; comme observe dans Ie livre, il est tout 11 fait 
naturel de retrouver a propos des etats non-lies des grandeurs definies pour les etats lies (exemple : 
resonances 11 basse energie). De surcroit, noter que rien n'interdit de garder la meme definition dans Ie 
cas du puits repulsif (g < 0, barriere) : c'est ce qui est utilise notamment en 3 ci-dessous ; alors kb est 
negatij. 

20T(a)f(x) = f(x - a) V f. 
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Des lors , en formant les combinaisons 'l/JsE(X) et 'l/JaE(X) on obtient les deux 
familles de fonctions : 

'l/JsE(X) = As[(k+ikb)eiklxl+(k-ikb)e- iklxl], 'l/JaE(X) = Aasinkx (15.36) 

Ces expl'e sions s nL valides V x E llt On I . U · tl' · surpl'is il premier V1;l 

de trouver la fonctioll . in kx, identique a l'jji:\'in · s so lu tions du problem' .n. 
['abscnce d puil;S (pal.'ticul iibre). En fait , .' st Lout a fait normal: ttc 
foncLioD est nulle n. · = 0 don est insel1 ibl a.u puiL ; I aut de la derive 
'tani proportionn 11 a'l/J(x = 0), . ttc famille d :; luLions 51,. ontinu t a 
derive · continue en depit d [ exist ' DC du puits21 - 90(x). 
Avant d'en v nil' aux co fficicnt. de tran mission t de refi exioll, il t util de 
dire un m t ur 1 ortlionormaUsation des 1/18, Il. e(x), ce qui fournit UD ex IUpk 
de 7'egular ' alion d obj t int roduisant quelqu 5 difficult 's technique . . 
En r partant de (15.36) ['expression brute du PI' duit. alair - d deux fonc­
iiOllS pair -s 'IjJ E et 1/1RE' s'ecrit22 : 

('l/JsEIWsE') = 21As121+oo [(k + ikb) eikx + (k - ikb) e-ikX]*x 

[(k' + ikb) eik'x + (k' - ikb) e- ik'X] dx 

Toutes les integrales problematiques se regularisent en introduisant un infini­
ment petit E: > 0 et en posant : 

r+
oo 

eikx dx ~ lim r+
oo 

e-c:x+ikx dx = 7ro(k) + iP~ , 
Jo £~o+ 10 k 

(15.37) 

ou P test la partie principale de Cauchy. Le calcul soigneux montre que 
toutes les parties principales se compensent (remarquer que kPt = 1) . On 
trouve aussi un terme en o(k + k'), que l'on peut ignorer puisque k et k' sont 
to us deux positifs. En definitive, on trouve ainsi ; 

De la meme fa<;on, on trouve pour les fonctions impaires : 

Par construction, chaque fonction paire est orthogonale a toute fonction im­
paire, me me 8i elles ont la meme energie ; en choisissant ainsi : 

IA 1_ 1 
s - J47r(k2 + k~) , 

on obtient les fonctions symetriques : 

1 (k+ikb 'kll k-ikb 'kll) 1 WSE(X) = - e1 
x + e-1 

x == - cos[klxl + 4>(k)], 
v'41r Jk 2 + k~ Jk2 + k~ ,fiF 

210n retrouvera cette propriete da ns Ie probleme 15.10 p. 343. 
22La parite de ,ps E a ete prise en compte. 
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ou ¢(k) = Arctg~, et les fonctions antisymetriques : 

1 
1/Ja E(X) = ,;:rr sin kx (15.39) 

Pres de x = 0, on a 1/JsE(X) -:= cos¢- (ksin¢) lxi, montrant que, qualld 9 > 0 
(equivalent a ¢ > 0), la fonction symetrique a un point anguleux avec la pointe 
en haut : a nouveau, ceci traduit l 'aspect attractif23 du puits (accumulation 
de densite). Ces fonctions satisfont : 

On prefere parfois une autre orthonormalisation, telle que Ie produit scalaire 
soit egal a 8(E - E') ; utilisant 8(f(x)) = 1f'(~o)18(x - xo) ou f(xo) = 0, on a 

8(k-k') = J2":nE8(E-E') . II suffit donc de multiplier chacune des fonctions 

ci-dessus par (2;,'E)1 /4 pour avoir la normalisation du genre 8(E - E'). 
Cela etant obtenu, on realise que les formes generiques (15.38) et (15.39) 
auraient pu etre posees d'emblee pour determiner les solutions de l'equation 
aux fonctions propres, donnant par identification tous les parametres les deter­
minant explicitement. Noter toutefois que l'interpretation physique donnee 
plus haut (source en x = -(0) pour arriver a l'expression (15.35) n'est plus 
ici possible; la premiere methode de resolution est donc plus naturelle quand 
on envisage de trouver les coefficients de transmission et de retlexion, ce que 
l'on fait maintenant. 

Avec les solutions appropriees (voir (15.35)), Ie coefficient de reflexion Rest 

egal a 1 ~ 12, Ie coefficient de transmission est T = 1 ~ 12
, soi t : 

(f) On a a = iWk = * ~, d'ou : 

21t2E E 
T= =---

mg2 + 21t2 E E - Eb 

ou Eb est l' energie (negative) de l'etat lie (voir (15.33)). R = 1 a energie 
nulle et decroit comme 1; a haute energie ; correlativement, Ie coefficient de 
transmission est nul a energie nulle et tend vel'S 1 quand E ---4 +00. 

(g) Relation de fermeture 
La situation presente se prete a une jolie illustration de la relation de ferme­
ture, et notamment de son evolution formelle selon qu'il existe ou non des 

23 Au contraire, quand 9 < 0, la fonction d'onde a un "creux" anguleux de den site en x = 0, signature 
de l' effet repulsiJ du "puits" - qui est alors en fait une barriere. 
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't.a ts lies. ett r -Iati n implique a la fois les etats non-lies et les etats lies 
(1 j, j) D yen a qu'nn _ ul e a condiLion que 9 soit positif). Compte tenu des 
r ~ nita pr6 Sdents 011 att lid dOD , selon Ie signe de 9 : 

(g > 0) , 

ou: 

(g < 0) . 

Bi n . lir tout s 1 fon tions doiv nt ~tre orthonormali ees p ur qu il en soit 
t 's bi n I cas d,s fon tions d 'finies en (15.3) L (15.39). 

L al III slIivanL onsist a calculer l 'int.egral apparai ant dans I s egalites 
i-d . us et etablit explicit ment cctt pJation d ~ rmeLur dans les deux 

cas 9 > 0 et 9 < O. 
Soit donc a calculer ; 

(15.40) 

En ecrivant sinasinb = ~[cos(a - b) - cos(a + b)], la premiere integrale est 
immediate et vaut ~[o(x - x') - o(x + x')] (utiliser (15.37)). La deuxieme 
integrale, apres reamenagements, s'ecrit : 

~ 1 +
00 

eik(lx'I - lxl) dk + ~ 1 +
00 

(k - ikb)2 e-ik(lxl+lx'l) dk . 
411' - 00 411' - 00 k 2 + k~ , 

la. premiere in-I. grale est ~o(lxl-lx'l). La second . coupe en deux en 'crivant 

(k - ik,,? = 1 _ 2 ik+A-~ . I term 1 donne lo(lxl + Ix'l). n reste I'integrale 
~~~ ~ ~ 2 

(- 2)-L f + i~+k~ dk q1U alcul par residu 1. vau 24 : 
4'11' - " ~+ kb 

-~(kb + Ikbl) e-lkbIClxl+lx'l) . 
2 

Au total, I(x, x') contient d'abord les quatre fonctions de Dirac: 

] 
2[0(x - x' ) - o(x + x') + o(lxl - lx'l) + oClxl + Ix'l) . 

en examinant les deux a ( > 0, Xl > 0) ct (x > 0, .,' < 0) , et cnjonanL aNe 
la. parit' de 0, on voit que, dans tous les cas, c tt somt'll vaut simplem n 
6 (x - x'). u total on LI'OU ve ainsi (av · c toujOUl'S kb = 7li) : 

(15.41) 

240n prendra garde aux modules en ecrivant soigneusement par exempJe : 

1
+00 e- iklxJ e-i(-ijkolllxl 7r 
-- dk = (-2i7r) = _ e- Ikollxl 

-00 k 2 + k~ -2ilkol Ikol 
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Si 9 > 0, kb l'est aussi et il vient : 

I(x, x') = o(x - x') - ~; e-~(lxl+lx'l) (g > 0) . 

Si maintenant l'on se rMere a (15.34), on voit que Ie deuxieme terme au se­
cond membre est tres pn§cisement - 'I/Jb(X)'ljJb(X' ). En revenant a la definition 
de I(x, x'), et en faisant passer ce terme au premier membre, on obtient la 
relation de fermeture en presence de l'etat lie. 

3. Si Ie potentiel est repulsiJ (g < 0, "antipuits" c'est-a-dire barriere), il n'y a plus 
d'etat lie. Par ailleurs, rien n'est change formellement pour les etats non-lies, toutes 
les formules obtenues etant valables quel que soit Ie signe de g. Maintenant, les 
fonctions symetriques 'ljJsE presentent un creux de densite en x = O. 

La relation de fermeture s'obtient a partir de (15.41) ; maintenant , comme 9 est 
negatif, kb l'est aussi et [kb[ +kb =O : Ie terme complementaire disparait et il reste: 

I(x, x') = o(x - x') (g < 0) , 

qui est de fait la relation de fermeture en l'absence d'etat lie. 

15.6 Puits en represention-p 

Pour une particule de masse m d'energie potentielle V(x), on ecrit I'equation aux valeurs 
propres sous la forme : 

p2 
(E - -)'ljJ(x) =V(x)'ljJ(x) , 

2m 
(15.42) 

ou p designe I'operateur differentiel -in:x . La fonction propre ¢(p) en representation-p est 
definie comme : 

¢(P) = ~ 1+00 

'ljJ(x) e-*PX dx , 
v27fn -00 

ou p designe cette fois une variable ordinaire. La relation inverse est: 

1 1+00 

i 'ljJ(x) = ~ ¢(p) e+"PX dp . 
y 27fn -00 

l. En introduisant la transformee de Fourier du potentiel V(x) : 

V(p) = ~1+
00 

V(x) e- hx dx , 
y 27fn - 00 

deduire de (15.42) I'equation (integrale) satisfaite par la fonction ¢(p). 

(15 .43) 

(15.44) 

(15.45) 

2. On choisit desormais V(x) = -go(x) avec 9 > O. Ecrire dans ce cas particulier 
I'equation integrale obtenue en l. 

Dans la suite, on ne considere que les etats lies; dans cette perspective, quel est Ie 
signe de I' energie E ? 
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3. On pose Po ~ J-2mE. Mettre I'equation integrale sous la forme suivante : 

(p2 + p~) ¢(p) = a , (15.46) 

ou a est une constante a preciser. 

4. En deduire ¢(p) en fonction de a et de Po. 

5. A partir de la definition de a, trouver I'energie propre E en fonction de m, 9 et n. 
6. Ecrire I'expression finale normalisee de ¢(p) . Tracer Ie graphe de ¢(p). 

7. Combien vaut I'ecart quadratique de I' impulsion ? 

8. Effectuer la transformation de Fourier inverse pour obtenir la fonction propre en repre­
sentation-x , 1jJ(x) , de I'etat lie ainsi obtenu (comparer aux n§sultats du probleme 15.5). 

9. Combien vaut I'ecart quadratique de la coordonnee? Commenter. 

On donne I'integrale r:: x~~:2 dx = ~ e-Ikllul, k E JR, 1Ra =I O. 

Pour une particule de masse m d'energie potentielle Vex), l'equation aux valeurs 
prop res peut s'ecrire : 

p2 
(E - 2m)1jJ(x) = V(x)1jJ(x) , (15.47) 

ou p designe l'operateur differentiel - in tx ' La fonction propre ¢(p) en representation-p 
est definie com me : 

¢(p) = ~1+
00 

1jJ(x) e-*PX dx , 
y 2nn -00 

(15.48) 

ou p designe cette fois une variable ordinaire ; la relation inverse est : 

1 1+00 

; 1jJ(x) = -- ¢(p) e+/iPx dp . 
J27rn -00 

(15.49) 

1. On part de (15.47) et on exprime toutes les fonctions de x a l'aide de leurs trans­
formees de Fourier : 

En f[ tllant la derivation au pr mi · r membrc t en posant p" = p + p' au tond 
membre, on obtient : 

r dP[E+~(iP)2]ehx¢(p)=_1_ r dp" r dp1e*pIIXV(pll_pl)¢(pl), 
JIR 2m m J2nn JIJ{ JIJ{ 
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d'ou, par identification des amplitudes de Fourier: 

( E - ~)¢(p) = ~ ( dp' V(p - p')¢(p') 
2m y2-rrn J][t (15.50) 

Tout naturellement, Ie terme local V(x)1jJ(x) en representation-q devient une convo­
lution V * ¢ en representation-p ; quant au premier membre, il est sans surprise 
puisque, dans cette representation, l'operateur pest simplement multiplicatif. Les 
deux equations (15.47) et (15.50) sont tout a fait generales et sont deux ecritures 
distinctes de la meme situation physique; elles expriment la dualite et l'equivalence 
des deux representations -q et -po 

2. Avec Vex) = -gb(x) , V(p) = -~ et l'equation integrale (15.50) devient : 

(E-~)¢(p)=---.!L { ¢(p')dp' 
2m 2-rrn J][t (15.51 ) 

Pour les etats lies, l'energie E est negative. 

3. On pose Po ~ y'-2mE ; l'equation integrale prend alors la forme: 

(p2 + P5) ¢(p) = + :~ ~ ¢(p) dp ; 

Ie second membre est une simple constante - c'est la canst ante a annoncee : 

4. On en deduit ¢(p) = 2+'" 2' 
P Po 

a ~f mg ( ¢(p) dp 
-rrn J][t 

5. En reportant cette expression de ¢(p) dans la definition de a, on obtient : 

ecartant la solution triviale a = 0, il reste : 

qui est un avatar d'equation caracteristique donnant les valeurs propres. L'inte­
gration est immediate et donne 1 = ~, d'ou l'unique valeur de Po et donc la seule 

"Po 
valeur possible, Eb , de l'energie d'un etat lie pour un puits -go(x), g > 0 : 
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6. La normalisation de ¢(p) s'ecrit fIR (p2~:g)2dp = l. 

d 'ou a = /Ip~/2 et la fonction normalisee ; 

L'integrale vaut a 2 (-=liL.2!..) 
2po f)p Po ' 

Po If 
3/2 

¢(p)= ;~ 

¢(p) est une lorentzienne centree en p = 0 et de largeur rv Po. 

7. ¢(p) etant paire, (p) = 0 ; l'ecart quadratique de l'impulsion est: 

l'integration est elementaire25 et donne !1p = Po. 

8. La transformation de Fourier inverse s'ecrit ; 

l'integration se fait par residus, et on trouve : 

Tous ces resultats sont en conformite avec ceux du probleme 15 .5 p. 317, obtenus 
directement en representation-q. 

9. On trouve sans peine l'ecart quadratique de la coordonnee !1x2 = ~ C~:) 2 == ~, 
donnant t:::.xt:::.p = ~, en agrement avec la borne inferieure theorique ~. 

15.7 Puits de Dirac camme limite du puits carre 

On considere un puits carre de profondeur Vo et de largeur a (voir fig . 15.9). II s'agit de 
retrouver les resultats connus concernant les etats du puits /j en prenant la limite Vo -* +00, 

a -) 0, Ie produit aVo etant maintenu constant et egal a une certaine constante 9 > O. Dans 
toute la suite, on pose : 

11?K2 
E+ Vo = 2m ' 

m designant la masse de la particule, et E une valeur propre a determiner. 

(15.52) 

250n peut aussi calculer l'integrale par Ie tMoreme des residus , Ie lemme de Jordan etant visiblement 
applicable. 
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1. (a) Rappeler pourquoi K est une quantite reelle (on choisira K positif dans toute la 
suite) . 

(b) Pour les etats lies, on pose : 

k est reel: pourquoi ? 

(c) Trouver les limites de K, de K a et de K 2a dans la limite engendrant Ie puits 8, 
telle qu 'elle est definie ci-dessus. 

(d) Les solutions propres du puits carre sont determinees par I'equation (1-15 .70). 
Donner la forme de cette equation , approchee au plus bas ordre dans la limite en 
question . 

(e) Deduire de la question precedente I'unique solution en k pour Ie puits -g8(x) , 
soit kb, et I'expression de I'energie Eb de I'etat lie correspondant . 

(f) Pour Ie puits carre situe entre les abscisses ±a/2, la fonction propre de I'etat 
fondamental est (voir eq . (1-15 .85)) : 

a Ka k( U) a 
x> "2 : 'IjJ(x) = 0 cos 2 e- X - 2 , Ixl < "2 : 'IjJ (x) = 0 cos K x, (15.53) 

ou K est la plus petite solution de (1-15 .70) - notee Kl la-bas. En justifiant la 
reponse , donner I'expression de 'IjJ(x) pour x < - a/2. 

(g) En effectuant la limite appropriee , donner I'expression de la fonction propre 'ljJb(X) 
de I'etat lie du puits 8. 

(h) Normaliser la fonction obtenue dans la question precedente. 

2. Dans toute la suite, on suppose que la limite du puits 8 a ete prise et que la particule 
est preparee dans I'etat initial: 

ou ko > 0 est donne. 

(a) Calculer la constante 0 '. 

(b) Quelle est la vitesse moyenne de la particule dans I'etat initial (15.54) ? 

(c) On decompose I'etat a I'instant t sous la forme: 

i. Exprimer Cb (t) en fonction de Cb(O). 

(15.54) 

(15.55) 

II. Decrire - sans chercher ales calculer -Ies termes complementaires representes 
par .. . dans I'equation (15.55) . 

(d) Trouver Cb(O) en fonction de ko et de kb ' 

(e) Soit Pb la probabilite de trouver I'energie Eb lors d'une mesure faite a I'instant t. 

I. Cette probabilite depend-elle du temps? Expliquer. 
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ii . Tracer Pb en fonction de ko. Commenter. 

(f) Soit Eko la valeur moyenne de I'energie dans I'etat \IT(x, t) . 

I. Cette valeur moyenne depend-elle du temps? 

II. Calculer la valeur moyenne de I'energie potentielle a t = 0 (I'exprimer en 
fonction de Eb). 

III. Montrer que la valeur moyenne de I'energie cinetique initiale est : 

(15.56) 

Deduire des resultats precedents I'expression de Eko ; la tracer en fonction 
de ko. 

(g) L'etat \IT(x, t) n'est pas un etat stationnaire ; son evolution est done notamment 
caracterisee par une certaine echelle de temps T. Donner I'expression de T sur la 
base d'un argument dimensionnel, prenant en compte Ie fait que Ie temps T doit 
etre infini si ka = 0 

1. (a) Toute valeur propre E est superieure au minimum de l'energie potentielle, soit 
- Va, d 'ou E + Va > 0, done K est reel, et ehoisi positif dans toute la suite. 

(b) L'energie des etats lies est ici negative, puisque V(±oo) = 0; il en resulte que 
k est reel. 

(e) K = fi-lJ2m(E + Va) ex vIVo' -+ +00. Ka ex avlVo' = Va JaVa ex Va -+ O. 
K 2a ~ fi-2 2mVaa -+ 2fi-2mg. 

(d) Les solutions propres du puits earre sont determinees par l'equation (1-15.70) : 

(
K + ik)2 = 2iKa . 
K _ ik e , 

dans la limite K -+ +00, K a -+ 0, cette equation s'ecrit 1 + 4i * ~ 1 + 2iK a, 
soit k ~ ~K2a. 

(e) Dans la limite du puits de Dirac, il vient done k = p-;as- == k b , soit : 

(f) La fonetion d'onde fondamentale n'a pas de nooud et est paire ; de l'egalite 
'l/J(-x) = 'l/J(x) et de la eonnaissance de 'l/J(x > ~), on deduit: 
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(g) Dans la limite Ka ----+ 0, K --> kb et la fonction d'onde fondamentale tend vers 
Ce-kblxl. 

(h) La normalisation s'ecrit 2C2 ft)O e-2kbX dx = I, so it C = v'kb. 

2. (a) IC'1 2 f~:: le-kblxl+ikoxI2 dx = I, d'ou C' = v'kb. 
(b) La vitesse moyenne de la particule dans l'etat initial est: 

La derivee est (-kbsgn x + iko) e-kblxl+ikox ; la fonction sgn x est impaire et 
ne contribue pas a. l'integrale, d'ou (v)t=o = ~. 

(c) i. Comme 'l/Jb(x) est propre de H, l'application de l'operateur d'evolution a. 
ce terme donne simplement e ftEbt , d'ou Cb(t) = ej,Ebtcb(O). 

ii. Le, termes compl' m ' ntaix(!s l' -presentes par .. . constituent la compo­
sa.nte d \It (t) orthog nale a 1Pb. En continuan a utiliser la base propre de 
II Ie sou -espac · orthogonal st eng nelre par tous les etats non-lies 'l/J E ; 
les coefficients carre pondants Lu dey ·'1 ppem nt sont alors de la forme 
CE(t) = ej,EtcE(O). 

(d) Cb(O) s'obtient en calculant Ie produit scalaire de l'etat initial avec l'etat lie : 

Ie calcul donne26 : 

(e) 1. L'energie etant une constante du mouvement (H independant du temps), 
les probabilites de trouver les differentes valeurs possibles de l'energie 
sont independantes du temps. Ceci se voit aussi en ecrivant rapide­
ment l'expression de (H) quand l'etat \It(x, t) est, comme precedemment, 
developpe sur la base pro pre de H : seuls les modules carres des coefficients 
du developpement interviennent ; ces modules carres sont independants 
du temps, chacun d'entre eux restant egal a. sa valeur de depart. Ou en­
core: la valeur moyenne de l'energie est (W(t)IHlw(t)) ; en introduisant 
l'operateur d'evolution U(t), ceci s'ecrit (W(O) Iut (t)HU(t) 1\It(0)). Comme 
[U(t), H] = 0 et que U(t) est unitaire, il vient : 

(E)(t) == (w(t)IHlw(t)) = (W(O)IHlw(O)) == (E)(t = 0) 

ii. Selon les postulats, la probabilite Pb est: 

26 Cb (O) vaut bien 1 si ko = O. 
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soit : 

En fonction de ko, Ie graphe de Pb est une courbe en cloche symetrique 
(Ie signe de la vitesse n'influe pas sur l'energie, donc est sans effet sur la 

probabilite). Pres de ko = 0, Pb ~ 1 - ~k2 ; a grand ko, Pb ~ 16(r-t 
b 0 

Bien evidemment, Ie seul parametre adimensionne ici pertinent est Ie rap-
port ~. 

(f) i. La valeur moyenne Eko de I'energie dans I'etat 1]i(x, t) ne depend pas du 
temps pour la raison indiquee ci-dessus. En revanche, les valeurs moyennes 
des energies cinetique et potentielle dependent du temps (ni p2, ni x ne 
sont des constantes du mouvement) . 

ii . La valeur moyenne de l'energie potentielle dans l'etat initial, (Epot)(O), 
est egale a (\Ii(t = O)IV(x)I1]i(t = 0)) , soit : 

iii. La valeur moyenne de l'energie cinetique initiale (Ecin)(O) est : 

n2 n2 

(Ecin)(O) = - 2m (1]i(0)18x2Iw(0)) = + 2m (8x 1]i(0)18x 1]i(0)) , 

la deuxieme egalite venant d'une integration par parties, soit 

fi2 1+00 

1 . 12 (Ecin) (0) = 2m kb - 00 dx (-kbsgn x + iko) e- kblxl+lkox = 

fi2 1+00 

-k (k 2 + k2 ) dxe- 2kblxl 2 b b 0 , 
m -00 

d'oD. : 

L'energie cinetique est donc]a somme de deux termes, l'un venant du drift 
lie it la vitesse moyenne non-nulle (ko non nul), l'autre de la moyenne de 
l'energie cinetique dans l'etat lie. L'energie cinetique27 moyenne tot ale 

est (~) == ~m(v2), differente de ~m(v)2 en raison des fluctuations quan­
tiques (de vitesse). 

fi2 k 2 

L'energie tot ale Eko est donc (~ - Eb) + 2Eb : 

27Noter que si ko = 0 (alors W(x, 0) n'est autre que l'etat lie) , on a 2(Ecin)(0) = - (Epot)(O), relation 
identique au theoreme du Virie!. .. pour Ie champ coulombien ; cette cOincidence a ete mentionnee ala 
fin du chapitre 14, voir la Remarque, Tome I p. 507. 
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Le graphe de Eko en fonction de ko est une parabole minimum en ko = 0 
, n2 

(vitesse nulle). A grande vitesse, Eko ~ 2m k5 : Ie puits est quasi invisible. 

(g) Pour fabriquer un temps typique T, il suffit de faire Ie rapport d'une longueur 

et d'une vitesse ; on n'a pas l'embarras du choix, T ne peut etre que nZ~m 
soit : 

IT = hk7kb I 

Ce temps est bien infini si ko = 0, auquel cas w(x, t) est alors un etat station­
naire (c'est l'etat lie'l/Jb). 

• Remarque 

Si a une dimension d 'espace, Ie puits carre engendre bien Ie puits de Dirac dans la 
bonne limite, il n 'en va pas de me me en dimension superieure, voir la breve discus­
sion Tome II, Remarque 1 p. 801 j pour en savoir plus sur ce point, lire l'article de 
J ackiw [20]. • 

15.8 Influence d'un mur infranchissable sur les etats 
d 'un potentiel de Dirac 

II s'agit de reprendre Ie probleme du puits de Dirac V(x) = - go(x - L), 9 > 0, L > 0 dans 
Ie cas ou il y a une barriere infranchissable en x = 0, confinant la particule de masse m sur 
lR+. Le point est de preciser I'influence de la barriere sur les etats du puits isole, obtenus 
dans Ie probleme 15.5 p. 317 (pour plus de details, voir [21]) . 

1. Etats lies 

(a) On pose E = _n;:,2 et ko = ~. 

(b) Ecrire I'equation donnant les valeurs propres de E et les fonctions propres 'l/J(x). 
En deduire la forme generale de toute solution 'l/J(x) susceptible de representer un 
etat lie (on distinguera les deux intervalles : x E]O, L[ et x E]L, +oo[). 

(c) Com bien vaut 'l/J en x = 0 ? 

(d) Ecrire la condition satisfaite par 'l/J au point x = L. 

(e) Exprimer, en fonction de 'l/J(L), Ie saut de la derivee 'l/J' au point x = L. 

(f) Deduire des questions precedentes I'equation (E) fi xant les valeurs possibles de k 
et la mettre sous la forme : 

f (k) = - k + ko . (15.57) 
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(g) Discuter graphiquement la(les) solution(s) de ceUe equation et ecrire la condition 
sur 9 exprimant I'existence d'un etat lie. Interpreter physiquement ce resultat . 

(h) Donner une expression approchee de I'energie Eb de I'etat lie selon que koL est 
tres voisin de 1 ou tres grand devant 1. 

(i) Dans Ie cas d'un potentiel -go(x - L) isole (i.e. en I'absence de barriere in­
franchissable), il existe toujours un etat lie d'energie Eb, isole = _mg2 j(2lt2) ; 
retrouver ceci en exploitant les resultats de la question precedente. Globalement, 
par rapport a un puits isole, quel est I'effet de la presence de la barriere infran­
chissable en x = 0 ? 

(j) Notant kb la solution de (15.57) quand elle existe, donner, a I'aide de kb, I'expres­
sion de la fonction propre '1/Jb (X) de I'etat lie, en y faisant apparartre une seule 
constante multiplicative; expliquer comment on pourrait trouver cette derniere. 
Tracer 'l/Jb (x) en fonction de x. 

2. Etats non-lies 

On pose maintenant E = 1t;::,2 (k > 0). 

(a) Sans faire de calcul, donner la valeur du courant de probabilite j dans la region 
0 < x < L, quel que so it I'etat considere. 

(b) Ecrire I'expression generale de 'I/J (x ) dans la region 0 < x < L. 

(c) Pour x > L, on ecrit les etats propres sous la forme 'I/J (x ) = Ce+ikx + De- ikx . 
Montrer que C et D ont Ie meme module. 

(d) En utilisant la condition de continuite de 'I/J(x), montrer que: 

{ 
2Asinkx 0 < x < L 

'I/J(x) = 2C cos[kx - o:(k)] V x > L (15.58) 

OU o:(k) est un certain dephasage. 

(e) En considerant Ie saut de la derivee, montrer que o:(k) est tel que : 

t an o: (k) = . 12 (2
k
k - sin2kL) . 

2 sm kL 0 
(15.59) 

(f) Montrer que, en definitive, les etats non-lies sont de la forme: 

'l/Jk(X) = {; (sin[k(x + L) - o:(k)]- sin[klx - LI - o:(k)]) , (15 .60) 

OU {; est une constante de normalisation, que I'on peut obtenir [21] en ecrivant : 

j
+OO 

_ 00 'l/Jk(X)'l/Jkl(x)dx=o(k-k') . (15 .61) 

3. Relation de fermeture 

On a montre en Ig que I'etat lie ne subsiste en presence de la barriere que si 9 est 
superieur a une certaine valeur gc. On definit : 

(15 .62) 
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Ecrire la relation de fermeture a I'aide de S et de la fonction propre de I'etat lie dans 
les deux cas : 

(a) 9 > ge, 

(b) 9 < ge· 

Note 

II est montre en [21] comment Ie calcul direct de I'integrale S(x, x') par Ie theoreme 
des residus reproduit bien ces derniers resultats : on trouve que S = b(x - x') + n, ou 
R est un certain residu valant -'l/Jb(X)'1/;b(x' ) si 9 > ge et 0 dans Ie cas contraire. 

On va voir que l 'effet principal de la barriere est de destabiliser Ie puits, au point 
de faire disparaitre l'unique etat lie si Ie puits est trop pres de celle-ci . 

1. Btats lies 

(a) Pour les etats lies, les energies sont negatives puisque Ie potentiel s'annule a 
l'infini dans la region accessible; si on pose E = - fl;::,2 , Ie nombre d'onde k 
est reel ; pour une parametrisation non-ambigue, il faut decider du signe de 
k : on Ie prend posit if. 

(b) L'equation donnant les valeurs propres de E et les fonctions propres 'l/J(x) est 
-:: 'l/JI/(x) - gb(x - L)'l/J(x) = - n;::,2 'l/J(x) , so it : 

I'l/JI/ - k2 'l/J(x) = -kob(x - L)'l/J(x) I (15.63) 

Tant que x i- L, l'equation se reduit a 'l/JI/ - k2 'l/J(x) = O. Dans chaque inter­
valle, la solut ion generale est donc une combinaison d'exponentielles reelles. 
S'agissant de trouver des etats normalisables, l'exponentielle divergente a 
x -+ +00 peut etre eliminee d'emblee. Finalement, la solution (physique) 
la plus generale a la forme: 

'l/J(x) = { 
0< x < L 
x>L 

(c) 'l/J(O) = 0 puisque la fonction doit etre continue et qu'elle est identiquement 
nulle a gauche de la barriere (x < 0). On en deduit A + B = 0, d'ou : 

'l/J(x) = 2Asinhkx (0:::; x :::; L) 

(d) La continuite de 'l/J(x) permet d'ecrire au point x = L : 

I 2A sinh kL = Ce- kL I 
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(e) En integrant I'equation (15.63) de part et d'autre du point x = L, on obtient : 

(f) En reportant 'Ij;(x) dans l'equation (15.64), on obtient : 

l - kCe- kL - 2Ak cosh kL = - 2Ako sinh kL I 

(15.64) 

Les constantes A et C satisfont un systeme lineaire homogene. Pour avoir une 
solution non triviale, il faut que Ie determinant des inconnues soit nul: 

I 
2( -ko sinh kL + k coshkL) 

2sinhkL 

qui est bien de la forme demandee : 

1=0 

I kcothkL = -k + ko I 

-ko + k+ kcotka = 0 , 

(15.65) 

En ecrivant cette equation sous la forme k = l+c~fh k L ' on voit que toute 
solution kb est bornee par ~ : 

5 kLcothkL 

Figure 15.9: Resolution graphique de I'equation (15 .65). La droite oblique a pour 
equation -kL + koL. 

(g) La dis tlSSiOll graphiqu · de I'equation (15.65) montre qu 'il y a une et une seule 
solution si koL > 1 et aucnne olution (reelle) si koL < 1. II y a donc un etat 
U' si ?1~¥L > 1 it 9 > 2:~2L ~ gc : il faut donc que Ie puits soit assez 
attractif. Ou encore: si la I arrier est trop proche du puits (L petit) , I\~tat 
lie disparait. 

(h) Si koL est juste au-dessus de 1, I'intersection se produit pour ka « 1 ; Ie 
developpement limite du premier membre de (15.65) est 1 + ~(kL?, d 'ou 
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l'equation approchee 1+ ~(kL)2+0((kL)4) = -kL+koL. En laissant tomber 
(kL)2 devant kL, on a kb ~ ko - i et : 

(koL ~ 1 

Comme koL ~ I, l'energie de liaison -Eb est tres petite devant celie du puits 
en l'absence de barriere. 

Au contraire, si koL » 1, l'intersection se produit a. ka » 1 et l'equation 
prend la forme approchee k(l + 2e-2kL ) ~ - k + ko, soit kb ~ ~(1- e- koL ) ; 

alors : 

(koL» 1 

Dans ce cas, bien evidemment, l'energie est tres voisine (exponentiellement) 
de celie du puits sans barriere. 

1 o I---<~----~ 
koL 

Figure 15.10: Variation de l' energie de l'etat lie en fonction de koL. L'etat disparait si 
koL < 1. 

(i) Le cas d'un potentiel - g 8(x - L) isole (i.e. en l'absence de barriere infran­
chissable), se retrouve en prenant la limite L -7 +00. Dans tous les cas, 
l'energie de liaison IEb I est plus petite que pour Ie puits isole : la barriere a 
done fondamentalement un effet destabilisant. 

(j) En exploitant la continuite de la fonction en x = L, on trouve la constante C 
en fonction de A ; d'ou l'expression de la fonction propre 1/Jb(X) de l'etat lie 
quand il existe : 

1/J(X) = { 
2Asinhkbx 
2A sinh kb L e - kb(x - L) 

On peut trouver A en ecrivant la normalisation a. l'unite de 1/Jb(X) : 
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soit A2 k1b [(sinh 2kbL-2kbL )+2 sinh2 kbL] = 1. En utilisant la relation (15.65) 
satisfaite par la solution kb, on trouve : 

A= 

La fonction propre est tracee sur la figure 15.11. 

Figure 15.11: Fonction propre 1/Jb(X) de l'etat lie du puits avec barriere (kbL = 2). En 

abscisse : L ; en ordonnee: ~:[~~ . 

2. Etats non-lies 

On pose maintenant E = ~::,2 (k > 0). L'equation aux fonctions propres s'ecrit 
alors _1/J"(X) - go(x - L)1/J(x) = k21/J(x). 

(a) La barriere etant parfaitement reflechissante, tout ce qui y arrive repart : Ie 
courant est donc nul en x = 0, mais comme il ala meme valeur partout, il est 
nul partout. 

(b) Tant que x i= L, l'equation est _1/J"(X) = k21/J(x). Dans la region ° < x < L, 
on peut ainsi poser la solution sous la forme Aeikx+Be- ikx ; comme la fonction 
s'annule en x = 0, it faut A + B = 0, d'ou 1/J(x) = 2Asinkx. 

(c) Pour x > L, la solution generale est de la forme 1/J(x) = Ce+ikx + De- ikx . Le 
courant etant nul, on a ~ (ICI2 - IDI2) = 0, d'ou ICI = IDI. 

(d) La condition de continuite de 1/J(x) en x = L s'ecrit : 

2A sin kL = Ce+ikL + De-ikL . 

Comme C et D ont meme module, on peut toujours remplacer C par C e- ia:(k) 
et D par C e+ia:(k) , donnant la forme 2C cos[kx - a(k)] ala fonction propre 
non-liee dans l'intervalle x > L ; cela etant pose, on a : 

{ 
2A sin kx ° < x < L 

1/Jdx)= 2Ccos[kx-a(k)] 'Vx>L (15.66) 

ou a(k) est un certain dephasage, et la condition de continuite prend la forme: 

Asin kL = C cos[kL - a(k)] . 
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(e) Le saut de la derivee s'ecrit -kCsin[kL - a(k)]- kA cos kL = -koAsinkL. 
A et C satisfont un systeme lineaire homogene ; pour qu'il y ait une solution 
non triviale il faut donc : 

I 
sin kL - cos[kL - a(k)] I = 0 

kcoskL-kosinkL ksin[kL -a(k)] . 

Le calcul donne une premiere ecriture tan[kL - a(k)] = - cot kL + If, que 
l'on peut transformer en : 

1 (2k ) tan a(k) = . 2 -k - sin 2kL 
2 sm kL 0 

(f) En utilisant la fonction fJ de Heaviside, et la condition de continuite au passage, 
l'egalite (15.66) peut s'ecrire : 

[ 
. sin kL ] 

'l/Jk(X) =2A fJ(L-x)smkx+ cos(kL_a)B'(x - L)cos(kx-a) 'r/x . 

Reduisant Ie crochet au meme denominateur et notant que fJ( x ) + fJ( -x) = 1, 
on peut mettre finalement la fonction propre sous la forme: 

I 'l/Jk(X) = 6( sin[k(x + L) - a(k)] - sin[klx - LI- a(k)j) I 

ou encore: 

'I/J (x) = 26 x { cos[kL - a(k)] sinkx 0 ::; x::; L 
k sin kL cos[kx - cx(k)] x:2 L 

ou 6 est une constante de normalisation, que l'on peut obtenir en detaillant : 

(15.67) 

3. Avec la definition S(x, x') ~f fo+oo 'l/Jk (X)'l/Jk (x') dk, la relation de fermeture s'ecrit : 

'l/Jb(X)'l/Jb(X' ) + S(x, x') = 8(x - x') 

si 9 > ge, et : 
S(x, x') = 8(x - x') 

si 9 < ge· Cette modification de la relation de fermeture a ete detaillee anterieu­
remen,t..-dafls un cas un peu plus simple (voir probleme 15.5, tout particulierement 
p.323). 
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15.9 Enrichissement isotopique par reflexion sur une 
barriere de potentiel 

Soit la marche de potentiel schematisee sur la fig. 15.17, Tome I ; une source situee en 
x = -00 envoie vers la marche un melange isotopique dont toutes les particules ont la meme 
vitesse. On souhaite utiliser la marche pour modifier la composition isotopique du faisceau 
refiechi . 

1. Expliquer (sans calcul) pourquoi il est necessaire dans ce but d 'utiliser des particules 
d'energie E superieure a Vo. Dans ces conditions, dans quel sens se produit I'enri­
chissement du melange reflechi : plus dense ou moins dense en particules les moins 
massives? 

2. Dans toute la suite, on suppose E > Vo. La fonction propre de I'etat d'energie E est 
ecrite comme suit : 

{ 
Aeikx + Be-ikx \::Ix < 0 

1jJ(x) = Ceif(x + D e - i f( x \::Ix > 0 . (15.68) 

Ecrire les relations entre k, K, E , Vo et la masse M d'une particule . 

3. Combien vaut D ? Exprimer B et C en fonction de A. Verifier que Ie courant j est 
bien independant de x . 

4. Deduire de ce qui precede Ie coefficient de reflexion R. et I'exprimer a I'aide du rapport 
Vol E. Com bien vaut R si E = Vo ? Donner I'expression simplifiee de R quand 
E» Vo . Tracer Ie graphe de R en fonction de I'energie. 

5. Le melange incident contient les proportions Cl et 1 - Cl de particules de masses 
respectives Ml et M2 (Ml < M2 )' Donner I'inegalite entre les deux coefficients de 
reflexion Rl et R 2 . 

Trouver la concentration c~ du melange reflechi en fonction de Cl, Rl et R2 . (al­
euler numeriquement Ie taux d 'enrichissement en particules legeres pour un melange 
hydrogene - deuterium de tres grande energie par rapport a Vo , sachant que Cl = 0,81. 

1. Si les particules ont une enel'gic inf' l'ieure a la hauteur de la marche, Ie courant 
est nul dans la region II, ptlisquf) 1> etats propres sont des exponentielles amorties 
dans cette region. II est done necessaire d 'avoir E > Vo. 

n ait qu Ie eft ts quantiques. on cI autant plus marques que la ma 'se ,'st petite. 
lei, I' fret quantiqu pertinent esL qu un pal'ticule p ut · tl' rejUchie meme i ell a 
un energie super'ie1.L1· a e ·1I d In. march . Les pal' tieui pumas iVell vont done 
man.i~ · . tel' un comportement. p lus quantiqu€ que leg paJ:ticule. massives : elm la 
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region de droite, Ie melange est donc enrichi en particules massives, compare au 
melange incident ; en consequence, Ie faisceau re£iechi est plus riche en particules 
legeres. 

2. D'une fagon generale, et avec la condition aux limites choisie (source en -00), 
il n'existe pas de solutions a energie negative ; compte tenu des arguments qui 
viennent d'etre donnes, on se cantonne plus particulierement au cas E > Va, la 
fonction propre de l'etat d'energie E est ecrite : 

{ 
Aeikx + Be- ikx \/x < 0 

1/J(x) = GeiKx + De-iKx \/x > 0 

On a les relations E = ~2!2 , E - Va = n.~~2. 

3. D est nul puisque la source est situee en x = -00. Les conditions de continuite de 
1/J et 1/J' donnent A + B = G, et kA - kB = KG, d'ou : 

Le courant j vaut ~ (IAI2 - IBI2) a gauche et YJ IGI2 a droite ; en reportant les 
expressions des constantes B et G on verifie bien que j(x < 0) = j(x > 0) : Ie 
courant est bien independant de x. 

R 

o 
Va 
E 

Figure 15.12: Coefficient de reflexion de la marche de potentiel (en pointilles : resultat 
classique, ti = 0). 

4. Le courant de la source est js = ~ IAI2, Ie courant reflechi est jr = ~ IBI2 , Ie 
courant transmis est jt = n.MK IGI2 ; les coefficients de reflexion R = k et de 

Js 

transmission T = ~ sont donc : 
j S\ 

IBI2 (k - K)2 
R = IAI2 = (k + K)2 

KIGI2 4kK 
T = klAI2 = (k + K)2 

Exprimes a l'aide de l'energie E, ces coefficients s'ecrivent : 

R = 2E - Va - 2J E(E - Va) 
-::-:2E:::--- -=-V;:--a +----=-2 ";-"-;-=E=i=:( E==-~Va~) 
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R = 1 si E = Vo. L'expression simplific~e de R quand E » Va s'obtient en faisant 
un developpement limite ; on trouve : 

(VO « E) I 
5. Les particules ayant la meme vitesse, lvIr < M2 est equivalent a E1 < E 2 , donc 

R1 > R 2 , comme annonce. Dans la limite ou E» Vo, on a Rex: 10 2 , donc : 

En termes de concentration28 , il repart RI CI et R2c2 particules ; la concentration 
't' I' RI 't cI es ega e a RIC!+R2C2 CI, SOl : 

N ,. t I = 0,81 0 95 L 'I t d t ' . umenquemen : c1 O,8J + O,19x(1/2)2 ~ , . e me ange es onc res senSI-
blement enrichi par ce procede, que l'on peut d'ailleurs accentuer en repetant Ie 
processus elementaire. 

1.0 ~ .••• ..... . ......... . ............................ _-. 

0.8 

0,6 

I antimarche I Imarche I 
0.4 

0.2 

Va 
o,~ 10,0 .8,0 .6,0 .4,0 · 2,0 0.0 2.0 E 

Figure 15,13: Coefficient de r€flexion d'une marche/anti-marche de potentiel ; R vaut 1 
des que Vo > E. La marche correspond a Vo > 0, l'anti-marche a Va < O. 

• Remarque 

Dans Ie traitement precedent j) u . st nuIle part requis que Vo soit positif ; les 
expressions de R et T ci-dcs u sont donc vraies quel que soit Vo ; pour Vo < 0, il 
s'agit d'une anti-marche de p tenti 1 (voir aussi probleme 15.16 p. 367). Le graphe 
de R en fonction de 1J pour tout Vo est trace sur la fig. 15.13. Lorsque, a energie 

donnee, Va -t -00, R tend (tres lentement) vers 1 : R ~ 1 - 4{i[r. • 

280n peut aussi raisonner en nombre de particules, relativement au nombre total de particules traver­
sant l'unite de surface par unite de temps: Ci = !:ft. etc, 
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15.10 Puits infini avec une barriere centrale de Dirac 

Une particule de masse m se trouve dans un puits de potentiel infini de largeur 2L et contenant 
en son centre une barriere aVo J(x - L ). 

1. La forme generale d'une fonction propre dans les regions 0 < x < L et L < x < 2L est : 

7/J(x) = { As~nkx + Bcoskx 
C sm kx + D cos kx 

(0 < x < L) 
(L < x < 2L) 

(15.69) 

ou k > 0 est relie a la valeur propre E par E = 11.;:;'2. Montrer que B = 0 et trouver 
une relation entre C et D. 

2. Montrer que les etats impairs29 du puits infini sont ina lteres par la presence de la 
barriere . Quelles sont les valeurs possibles de k, {k2p }PEN* , pour ces etats? 

3. Pour les etats pairs, ecrire la condition de raccordement en x = L et en deduire 
I'equation fixant les valeurs possibles de k, {k2p+1}PEN (poser ko ~ 2maVo/li2 ) 

4. Discuter I'allure generale du spectre d'energie suivant que ko est tres petit ou tres grand 
par rapport a TilL. Comparer ce spectre a celui : 

(a) d'un puits infini sans barriere, de largeur 2L ; 

(b) de deux puits infinis de largeur L separes par une barriere tres haute et tres epaisse. 

5. Donner I'allure des fonctions propres associees aux premiers etats pairs. 

6. Soit k1 et k2 > k1 les deux plus petits vecteurs d'onde, associes aux energies de I'etat 
fondamental (E1) et du premier etat excite (E2)' Donner une approximation de k1 
dans Ie cas ou koL » 1 et en deduire la difference E2 - E 1 . 

7. Soit 7/Jl(X) et 7/J2(X) les fonctions propres normalisees representant Ie fondamental et 
Ie premier etat excite. A I' instant t = 0, la particule est dans I'etat : 

(15.70) 

(a) Tracer graphiquement 1\fJ(x, o)j2 . En deduire I'ordre de grandeur de la moyenne 
de la coordonnee a cet instant, (x)(O). 

(b) Ecrire I'expression de \fJ(x , t), en deduire celie de (x)(t ). 

(c) Donner I'allure de la variation de (x)(t) en fonction du temps et trouver la 
frequence du mouvement dans Ie cas ou koL » 1. 

29 par rapport au point d'abscisse L. 
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Ce probleme est une modelisation de deux puits de largeur finie (egale a L) separes 
par une barriere de potentiel de largeur tres petite a l'echelle spatiale pertinente, et done 
representable par une fonction de Dirac. 

En l'absence de barriere, les etats propres sont les 'ljJ~O)(x) ex sinn ;1, n E N*. Si 

n=2p+ 1 (p EN), les fonctions 'ljJ~~~(x) sont paires par rapport a l'abscisse x=L; si 

n=2p+2, les les [onctions 'ljJ~~~2(X) sont imp aires et, en particulier, s'annulent en x=L : 

'ljJ~~~2(L)=0. Les energies en l'absence de la barriere sont En = n22;'~2n;,)2' 

1. On ecrit la forme generale d'une fonction propre dans les regions 0 < x < L et 
L < x < 2L : 

'ljJ(x) = { Asinkx + Bcoskx 0 < x < L 
Csinkx + Dcoskx L < x < 2L 

ou k > 0 est relie a la valeur propre E par E = n;!2. B = 0 puis que 'ljJ(0) = 0 
(continuite de 'ljJ(x) en x = 0). La fonction doit aussi etre continue en x = 2L d'ou : 

I Csin2kL + Dcos2kL = 0 I 

Figure 15.14: Solution graphique de l'equation (15. 71 ). Les cercIes sur l'axe des abscisses 
sont les k2p = 2P2~ relatifs aux etats impairs; les abscisses des points carres sont les 
k2P+l des etats pairs (voir Ie texte). 

2. La barriere o(x - L) induit un saut de la derivee 'ljJ'(x) en x = L : 

'ljJ'(L + 0) - 'ljJ'(Lo) = 2~~Vo'ljJ(L) == ko'ljJ(L) ; 

comme 'ljJ(L) = 0 pour les etats impairs (par rapport au point d'abscisse L) du puits 
infini, Ie saut de la derivee est de fait nul: pour ces etats tout se passe comme si 
la barriere o(x - L) etait absente. Les valeurs possibles de k, {k2p}PEl\i*' sont done 
de la forme (entier pair) x 2~ : 
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3. Pourlesetatspairs, on a "l/I(x) = AsinkxsiO < x < L; comme"l/l(2L -x) = "l/I(x), on 
en deduit "l/I(x) = -Asink(x-2L) si L < x < 2L, ce qui satisfait automatiquement 
la condition de raccordement en x = L. Le saut de la derivee donne l'egalite 
k cos kL = - m~ro sin kL, soit : 

(15 .71) 

Les kl k3 , ... sont donc les abscisses des intersections du graphe de la fonction 
tankL avec la droite de pente negative -2.., et satisfont (voir fig. 15.14) : 

ko 

(p E N) . 

4. Si koL » 7r (barriere tres repulsive), la droite - fo k est presque horizontale et 
k 2P+l est tres proche de k2p, traduisant Ie fait que tout se passe a peu pres comme 
si on avait deux puits infinis accoles, chacun de largeur L et en interaction faible 
l'un avec l'autre : Ie spectre est donc (au moins pour sa partie basse energie) 
constitue d'une succession de doublets tres proches en energie (quasi-degeneres) ; 
pour chacun d 'entre eux, la composante de plus haute energie est exactement a 
(2p + 2)2 2::~;;J2 = (p + 1)2 2~:'l22' egale a l'energie de l'etat impair inaItere par la 

barriere. Dans la limite koL -7 + 00, on retrouve strictement Ie spectre (degenere 
deux fois) de deux puits de largeur L s'ignorant l'un l'autre. 

Si koL « 7r (barriere peu repulsive), la droite - fo k est presque vertic ale et alors 

k2p+1 .2:: (2p+ 1) 2~' de sorte que au total, Ie spectre est presque celui du puits infini 
de largeur 2L, avec juste un petit decalage "vers Ie bleu" pour les etats pairs. 

0,0 

xIL 
0,0 0.5 1.0 l.5 2,0 

Figure 15.15: Allure des t rois premieres fonctions propres normalisees "l/In(x) ; les points 
anguleux sont induits par la barriere de Dirac, quand la fonction propre n'y est pas nulle. 

5. La figure 15.15 donne les trois fonctions propres associees aux trois premiers etats 
(etat fondamental et deux premiers etats excites). En l'absence de barriere centrale, 
l'etat fondamental serait une arche de sinus; en raison de son caract ere repulsif, la 
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barriere provo que un pincement de la densite au milieu. Le premier etat excite est 
inaltere, comme on l'a vu. Quant au second etat excite, qui serait trois arches de 
sinus sans la barriere, il voit chaque arche et demie laterale repoussee par celle-ci. 

2n
2 I 6. k2 = L' strictement, d'ou E2 = ;mL2 ; par ailleurs, kl est la petite so ution 

de tan klL = - ~o kl et, comme koL » I, est juste au dessous de L' En posant 

klL = 71"-c, on trouve que c:::::: ~1fL' dou kl :::::: i(l- k~L)' L'energie du fondamental 

d E - 1i
2 k~ ~ 1f21i2 ( _ 4 ) d' , . est onc 1 - 2m - 2mL2 1 koL' ou. 

(koL» 71") 

Ceci constitue la levee de degenerescence 6.E des deux etats fondamentaux des 
deux puits de largeur L accoles, d'energie E~O) = ;~r2 : 

6.E= ~E(O) 
koL 1 

et fixe la frequence de passage par effet tunnel d'un puits a l'autre dans la limite 
d'une barriere tres repulsive. 

7. Soit 'I/JI(X) et 'l/J2(X) les fonctions propres normalisees representant Ie fondamental 
et Ie premier etat excite, et l'etat initial w(x, 0) = ~['l/Jl(X) + 'l/J2(X)], 

Z.O 

1.5 

X 

2,0 L 

Figure 15.16: Module carre de l'etat initial w(x,O) = ~['l/Jl(X) +'l/J2(X)], 

(a) En faisant des dessins a main levee, on voit graphiquement que iW(x, oW 
presente un maximum vers x = ~ et une petite queue vers Ie cote droit du 
puits - ce qui est confirme par un trace numerique precis (voir fig. 15.16). II 
en resulte que la valeur moyenne de x dans cet etat de depart est (x)(O) :::::: ~ ; 
plus precisement, on a (x)(O) = ('l/Jlixi'I/J2)' 

(b) w(x, t) = ~[eflrElt'I/Jl(X) + eflrE2t 'I/J2(X)], Comme les deux 'l/Ji sont de parites 

definies (et d'ailleurs opposees), les quantites 'l/Ji(X)(X - L)'l/Ji(X) sont imp aires 
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et l'integrale est nulle. La moyenne de la coordonnee de la particule partie de 
l'etat prescrit est: 

I (x)(t) = L + [('l/JIlxl7f2) - LJ coswt I 

ou w = (E2 - Ed/It, (7fllxl7f2) etant egal a (x)(O) c::; ~ (voir ci-dessus). 

(c) (x)(t) oscille de part et d'autre de l'abscisse L avec une amplitude rv ~ ; 

quand koL » 1, la frequence v du mouvement est voisine de m::£3 ; c'est 
un exemple de tunnelling entre deux puits separes par une barriere (un autre 
exemple, en un sens dual, est analyse dans Ie probleme 15.11 p. 347). 

15.11 Effet-tunnel dans un double puits de Dirac 

Un double puits de potentiel est modelise par Ie potentiel V(x) : 

a a 
V(x) = -9 [o(x + '2) + o(x - '2)J (9) 0) (15.72) 

Dans toute la suite, on s'interesse exclusivement aux etats lies d'energie E pour une particule 
de masse m. On pose: 

1. (a) Quel est Ie signe de E ? 

1t2 

a =-­
mga 

(b) Expliquer pourquoi les etats propres sont soit pairs, soit impairs30 . 

(c) Soit 7fe(x) un etat pair; pour Ixl > ~, on pose: 

(A et k reels positifs) 

Exprimer a I'aide de k I'energie Ee associee a 7fe(x) . 

(d) Donner la forme generale de 7fe(x) dans I'intervalle J -~, +U 

(15.73) 

(15.74) 

(e) Ecrire les conditions sur 7fe et sa derivee, et montrer que k est donne par une 
equation que I'on ecrira sous la forme e-ka = f(k), ou f(k) est une fonction tres 
simple de k. 

(f) En raisonnant graphiquement, trouver Ie nombre d'etats lies pairs. Que donne la 
limite a ----> +00 ? 

(g) Pour un etat lie impair 7fo(x) d'energie Eo, on pose : 

a 
x>'2' B et 1< reels positifs 

Montrer que 1< est donne par I'equation e-Ka = - f(1<). 

(15.75) 

30 La consideration d'emblee d'etats de symetrie don nee permet de se limiter, Ie cas echeant, au demi­
axe reel x 2:: o. 
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(h) A quelle condition sur g existe-t-il un tel etat propre? Commenter physiquement 
(cette condition est supposee satisfaite dans toute la suite) . Quelle est I'inegalite 
entre Ee et Eo ? 

2. A un instant pris comme origine des temps, la particule est dans I'etat : 

(15.76) 

ou I'l/Je) et I'l/Jo) designent les kets associes aux etats ci-dessus normalises a I'unite. 

(a) Esquisser I'allure de 'l/Je(x) et de 'l/Jo(x) , et en deduire celie de Iw(x, oW· Quelle 
est la valeur moyenne de I'energie dans cet etat ? 

(b) Trouver Iw(t)). 

(c) Exprimer la valeur moyenne de la coordonnee x a I'instant t, 
de I'integrale X : 

et de la pulsation w = /i-1(Eo - Ee). Commenter. 

(x)(t), en fonction 

(15.77) 

La situation analysee ci-dessous est analogue a celle traitee dans Ie probleme 
15.10 mais en est en quelque sorte Ie contrepoint : ici, les deux puits sont de largeur tres 
("infiniment") fine, et c'est la barriere qui a une epaisseur finie et egale a a. 

1. (a) Pour les etats lies , seuls consideres ici, E < 0 ; pour Ixl =1= ~, l'equation propre 
est _'l/J"(X) = 2r;.l'l/J(x) : les solutions propres seront donc des combinaisosns 
lineaires d 'exponentielles reelles. 

(b) Le mouvement lie sur lR 11 t. pa degenere; 'omme H est invariant dans Ie 
changement x -+ -x, il commute avec ['op'rat Ul' parite II. Il en resulte que 
toute fonction propre de H t fOl'cement fonction propre de II , c'est-a-dire 
est soit paire ('l/J( -x) = 'l/J(x)), soit impaire ('l/J( -x) = -'l/J(x)). 

(c) Soit 'l/Je(x) = Ae- klxl un etat pair; l'energie associee a 'l/Je(x) est Ee = _li.;:;:. 
(d) Dans l'intervalle ]- ~, +~[, la fonction est a nouveau une combinaison lineaire 

d'exponentielles reelles ; etant paire, elle est proportionnelle a cosh kx, et on 
pose 'l/J(x) = Ccoshkx pour Ixl ::::; ~ . 

(e) La continuite de 'l/Je en x = ~ exige C cosh k~ = Ae-k~. P ar ailleurs , Ie saut 
de la derivee en ~ est tel que : 
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c'est-a-dire -Ake-k~ -kCsinhk~ = -~Ae-k~. L'elimination de C donne 
une equation homogfme pour A ; Ie rejet de la solution triviale (A = 0) impose 
a k de satisfaire : 

! e- ka = ~ k - 1 ¢=? e-ka = f(k)! 

En posant X = ka, cette equation s'ecrit e-x = aX - l. 

(f) En raisOllnant graphiqu mel1.c, on voi que I'equa.tiou i-desslt a tOlljours une 
et une sui· soillti n 1.0 : i1 exi te d nc tou j Ul'S un s ul etat p~1ir. D<LllS la 

. 2 • 

)jmite a --f +00 I ctjuatioll d , vient 0 = :~{J k - 1, d'ou J. = ¥ift ; qUi.'Uid Ill. 
di. La.ne entre 1 letrx pl.lits dcvient iur1llie on r trouv· l'unique ' tat Ii ~ d un 
puits de Dirac isole (voir probleme 15.5 p. 317). 

x 
a 

Figure 15 .17: Fonction propre du fondamental 'l/Je(x) et du premier etat excite 'l/Jo(x). 

(g) Un etat lie impair 'l/Jo (x) est ecrit Be -K x, l'energie Eo = n~;;'2. Dans la region 
centrale, cet etat est de la forme D sinh K x. La continuite en ~ et Ie saut de 
la derivee sont maintenant traduits par: 

(h) 

DSinhK~ = Be-K~ , -K"'- a 2mg -k "'--Bke 2 - KCcosh - = - --Ae 2 2 1i2 . 

L'elimination de D et Ie rejet de la solution triviale C = 0 impose a K de 
satisfaire : 

!e-Ka 
= -~K + 1 ¢=? e-Ka 

= -f(K)! 
En posant X = K a, la version adimensionnee s'eerit e-x = -aX + 1, avec 
a ~..lL 

mga 

On voit graphiquement que cette equation n'a pas de solution si ..lL > 1, 
m?a 

et a une et une seule solution K o dans Ie cas contraire: il n'y a d etat lie 
impair que si g > ::.: ; Ie puits do it done etre assez attractif. On voit aussi 
que ke > Ko, ee qui montre que Ee < Eo, puis que toutes les energies sont 
negatives. 
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2. A un instant pris comme origine des temps, la particule est dans l'etat : 

(15.78) 

ou l1/;e) et 11/;0) designent les kets associes aux etats ci-dessus normalises a l'unite. 

(a) L'allure de 1/;e(x) et de 1/;o(x) se trace aisement ; ces fonctions propres (nor­
malisees) sont precisement dessinees sur la fig. 15.17. Celle de Iw(x, 0)1 2 s'en 
deduit (voir fig. 15.18) ; noter que la particule est au depart presque comple­
tement localisee dans Ie puits de droite. 

2 

x 
a 

+2 
o ~~~--~~~--~~~ 
-2 o 

Figure 15.18: Module carre de l'etat initial (15.78). 

La valeur moyenne de l'energie dans l'etat w(x, 0) est ~(Ee + Eo) . 

(b) En posant nwe, o = E e , 0, on a : 

(c) La valeur moyenne de la coordonm§e x a l'instant test (x)(t) = (W(t)lxlw(t)) ; 
en raison de la symetrie des 1/;e, 0 (x), les elements diagonaux sont nuls et il 
reste : 

I (x)(t) = X coswt I 
ou X est l'element de matrice defini dans Ie texte. La particule oscille d'un 
puits a l'autre a la frequence tunnel associee a la difference des energies des 
deux premiers etats ; c'est un nouvel exemple de tunnelling entre deux puits 
separes par une barriere (tout comme dans Ie cas de la molecule d'ammoniac, 
voir probleme 14.10). 

La probabilite P+(t) de trouver la particule dans la region x > 0 est egale a 
It:JO Iw(x, tW dx, et vaut : 

Ip+(t) = ~ +scoswtl 
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ou S ~ ft)Q 'if;e(x)'if;o(x) dx. Quand les puits sont tres distants l'un de l'autre, 
Ie demi-produit scalaire S est tres voisin de ~ ; en effet, 'if;e et 'if;o sont alors, 
dans la region de droite, quasiment identiques puis que les deux etats COlTes­
pondants sont presque degeneres et qu'il n'y a qu'un etat lie pour un puits 
de Dirac isole. Dans ces conditions, P+(t) ~ cos2 ~t ; si la probabilite os­
cille presque entre 1 et 0, c'est avec une frequence tres faible puisque l'ecart 
d 'energie Eo - Ee est tres petit: partie de droite, la particule peut en effet 
presque completement passer a. gauche par effet tunnel, mais elle y met un 
temps tres grand quand les deux puits sont distants. 

Quand les puits sont loin l'un de l'autre, Ie parametre a est tres petit devant 
1 et la solution de e- x = aX - 1 est tres grande devant 1 ; il en resulte 

x 1 1 mga 
X = ~(1+e- ) ~ Q(I+e-,,), ce qui donne ke ~ W#-(I+e-r;:r). On trouve 

~ n2 

de merne Ko ~ W#-(1 - e-r;:r) . La pulsation w = 2m(K; - k;) est ainsi 
donnee approximativement par : 

La dependance exponentielle de la pulsation par rapport a la hauteur de la 
barriere (ici rnesuree par la "profondeur" 9 des puits) et a son epaisseur a est 
tout a fait typique et doit etre retenue. 

On peut vouloir ajuster la distance entre les puits de fac;on a avoir une 
frequence-tunnel donnee v ; il suffit pour cela d'inverser la relation: 

2 2 A qui donne a = ~ In m9,,3' Prenons Ie cas d'un electron avec 9 = 10 e V , et mg 7rlln 

Ie souci d'obtenir une frequence v = 1 GHz ; l'application numerique s'ecrit : 
, (G,G XlO- 34)' 

• prefacteur : 41l'2x9xlO 3lXloxl.6xlO IOxl0 10 ~ 7,6 x lO-llm 

871'2 X 9 X 10- 31 x (lOx 1 6x 10-19 X 10- 1°)2 

• In lOllx(6,{i XIO a4)'l ~ 15,7 

soit a ~ 12k 

Effet tunnel dans un double puits carre 

Une particule de masse m est situee dans Ie puits represente sur la figure 15.19. On pose: 

(15.79) 

k est reel positif, K est soit reel positif, soit imaginaire pur a partie imaginaire positive: 

pourquoi ? 
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x 

Figure 15.19: Double puits carre. 

1. Ecrire I'equation aux valeurs propres dans chaque region I, II et III. 

2. L'operateur parite II est detini par son action sur une fonction f (x) quelconque : 

II f(x) ~ f ( - x) . (15.80) 

Com bien vaut II2 ? Quelles sont les valeurs propres de II ? 

3. Montrer que Ie commutateur de II avec Ie Hamiltonien H est nul. En deduire que les 
etats propres sont soit pairs, so it impairs . 

4. Ecrire les conditions de raccordement pour les etats pairs et en deduire I'equation fixant 
dOl 2mb2 dO( E les valeurs propres correspondantes. On posera Va = 11:2/1,2 Va et c = Va' 

(a) Faire une discussion graphique de cette equation. 

(b) Examiner notamment les deux cas Va » 1 et Va '" 1. Commenter physiquement. 

(c) Donner la condition pour qu 'il y ait un seul etat pair d 'energie inferieure a Va. 

(d) Tracer I'allure de la fonction propre du fondamental, et examiner comment sa 
forme varie quand Va augmente. A I'inverse, que se passe-t-il si Va decrolt ? 

5. Reprendre la meme analyse avec les etats impairs. 

Observer I'alternance des etats quand on parcourt Ie spectre dans Ie sens des energies 
croissantes. 

6. On suppose qu'il existe un seul etat de chaque symetrie d'energie inferieure a Va. Les 
deux etats correspondants sont simplement notes 1/Js(x) et 1/JA(X). A I'instant t = 0, 
la particule est preparee dans I'etat : 

(15.81) 

(a) Quelle est la valeur moyenne de I'energie dans cet etat ? Varie~t-elle au cours du 
temps? 

(b) Quelle est I'expression de w(x, t) ? 

(c) Trouver la valeur moyenne de (w(t)lx lw (t )) en fonction de I'element de matrice 
(1/Jslx l1/JA)' 
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(d) Que ferait une particule classique d'energie inferieure a Va ? 

Ce probleme reprend Ie phenomene de tunnelling entre deux puits quand la bar­
riere et les puits ont tous une lar'geur finie. La discussion est forcement plus longue, 
mais elle permet de mettre en evidence des aspects interessants, notamment la grande 
sensibilite des solutions d'energie E > Va en fonction du rapport des longueurs a et b. A 
l'occasion, on retrouvera des resultats anterieurs en prenant les limites appropriees. 

Si on pose E = 1i;!2 et Va - E = 1i~;;'2, k est reel puisque Ie minimum de V(x) 
est egal a zero; quant a K, il est reel si E < Va, imaginaire pur dans Ie cas contraire. 

1. L'equation aux fonctions propres s'ecrit dans chaque region: 

2. Sachant que IIf(x) ~ f(-x), on a II2f(x) = II(f(-x)) = IIf(x) queUe que soit 
la fonction f, d'ou II2 = 1, d'ou l'on deduit que les valeurs propres de II sont ±1. 

3. Avec H = -;~ d~2 + V(x), on a, quelle que soit la fonction f : 

IIH f(x) = II [- :: 1"(x) + V(X)f(X)] = -:: 1"( -x) + V( -x)f( - x) , 

et 
h2 

HIIf(x) = Hf(-x) = - (-1)2-1"(-x) + V(x)f(-x) . 
2m 

Comme V( -x) = V(x), ces deux seconds membres coincident; cela etant vrai 
queUe que soit f, l'egalite s'eleve au rang des operateurs eux-memes, etablissant 
[H, II] = 0, et donc que ces deux operateurs ont des fonctions propres en commun. 

On sait que Ie mouvement lie a une dimension n'est pas degenere (voir Tome I, 
section 15.1, notamment (I-15.21)). II en resulte que toute fonction pro pre de H 
est aussi propre de II, c'est-a-dire qu'elle est so it paire soit impaire : 

II?/is ( x) = (+ 1 ) ?/is ( x ) {==} ?/is ( - x) = +?/is ( x ) , 

II?/iA(x) = (-l)?/iA(x) {==} ?/iA( -x) = -?/iA(X) . 

Noter que H et II ne jouent pas des r61es symetriques, parce que Ie spectre de II 
est lui (infiniment) degenere: ne pas dire que toute fonction propre de II est aussi 
fonction pro pre de H! Si {?/is n} nest l' ensemble des fonctions propres paires de 
H , une combinaison lineaire quelconque Ln cn?/is n est encore pro pre de II avec la 
valeur +1, mais n'est pas pro pre de H. 

4. Pour les etats pairs, on peut d'emblee ecrire : 
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(I) 1jJ(x)=Acoskx+Bsinkx, 

(II) 1jJ(x) = a cosh Kx , 

(III) 1jJ(x) = A cos kx - B sin kx 

Il faut maintenant ecrire les conditions de raccordement exprimant la continuite 
de 1jJ(x) et de 1jJ'(x) en ±~, et l'annulation de 1jJ(x) en x = ±(~ + b). Comme on 
a deja pris en compte la symetrie, il suffit d'ecrire ces conditions en x = ~ et en 
x = ~ + b, par exemple. 

Pour 1jJ(x), on doit donc avoir : 

acoshK~ = Acos k~ - B sin k~ , A cos k (~ + b) - B sin k (~ + b) = 0 

La condition de continuite de 1jJ'(x) en ~ est: 

aKsinhK~ = -Aksink~ - Bcosk~ 
222 

Les constantes a, A et B satisfont donc un systeme lineaire homogene n'admettant 
de solution non triviale que si Ie determinant des inconnues est nul, soit : 

cosk~ 
cosk(~+b) 

k sin k~ 

-sink~ 

- sink (~ + b) 
kcosk~ 

Le caIcul du determinant donne l'equation : 

- coshK~ 

o 
KsinhK~ 

I tanh ¥ tan kb = - ~ I 

= 0 . 

(15.82) 

Avant de continuer, verifions que ceci est en agrement avec des resultats anterieurs. 
Si Va est tres grand et a tres petit, il s'agit d'un puits infini avec une barriere centrale 
tres fine; a 1a limite Va -> +00, a -> 0, c'est la situation examinee dans Ie probleme 
15.10 p. 343 ; effectuant precisement la limite comme indique dans Ie probleme 15.7 
p.328, on a : K ex: /Va -> +00, Ka ex: fovaVa -> 0, K 2 aex: Voa = c ste, l'equation 
(15.82) redonne bien (15.71). 

En posant Va ~ !T~: Va, e ~ f1o, l'equation ci-dessus prend 1a forme: 

Ka r;;; tanh( - b Vva(l - e» tan Ky'VO'E = - --
2 1- e 

(15.83) 

ou l'inconnue est e. 

(a) Disoutons graphiqu nent 1 oluLions de c tte equation en commen~ant par 
Ie cas E < Vo , pour 1 qu I e < lis delL\: rnembr s die Iuation (15. 3) etani 
alors n~els. Le second me01br est une fonction uniform 'meni decroissante de 
o a - quand c varie de 0 a. 1. L PI' O1i r membr t 1 prociuit de d ux fac­
t UI'S; Ie premier dec1'Oit unifol'm(hn ni d'un certain valeur (= tanh(;~ .jVo)) 
a 0 quand c varie d 0 a. 1. Le second fact 1\1' porte n faiL la ri hes. de om­
portement, cornme discute ci-dessous. 
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Figure 15.20: Resolution graphique de I'equation (15.83) pour E < 1, soit E < Va, avec 
Vo = 1, et z% = 1. La courbe en trait plein est Ie premier membre, celle en pointilles est Ie 
second membre. Le cercle fonce represente la solution (la droite verticale est I'asymptote : 
son intersection avec Ie graphe du second membre n'est pas une solution) . 

(b) Le second facteur du premier membre de (15.83) est en effet directement res­
ponsable de I'evolution du spectre basse energie E < Vo quand Vo varie. Si 
Vo rv 1, la fonction tangente ne presente pas beaucoup de divergences quand 
E E [0, 1] ; au total, il y a peu d'intersections avec Ie graphe du second membre 
(voir fig. 15.20). Au contraire, si Vo » 1, la tangente presente un grand nombre 
de divergences dans l'intervalle [0, 1], et il y a beaucoup d'intersections (voir 
fig . 15.21). Cette situation correspond au cas ou Vo est tres grand devant 2!2b2 , 

qui est l'energie de localisation dans l'un des deux puits lateraux. 

0.0 

.--{ . 
·5D 

Oil 02 0,' 0,6 0.8 1,0 

Figure 15.21: Identique a fig. 15.20 avec Vo = 100. 

Plus quantitativement : la tangente diverge pour E = (2~~ol)2 (p E N) ; pourvu 
que Vo soit grand, il y aura beaucoup de valeurs de l'entier p donnant une valeur 
pour E comprise entre 0 et 1, et inversement. Tout ceci se comprend bien: si la 
barriere est haute relativement a l'energie de localisation, on attend beaucoup 
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10,0 

d'etats lies d'energie inferieure aVo. 

Le cas E > Vo est nettement plus complexe, en raison de l'enchevetrement 
des divergences, comme Ie montrent les traces de la fig. 15.22. 

Iva = 11 5,0 Ivo - 51 
I I ' I 

-

I I 

, : 
; 

~ 

~- 1 -- - - ~ -- ---< t 
0,0 .,f I L 

r' I If 2,0 4.0 6,0 10,0 

4.0 6.0 8,0 

'~ 
2,0 

..... 'v \.J 1'0.0 

~f\ 

--) -- -~--- c 
0.0 

8.0 

) r\ 
-100 I 

' 1 
" 1\ n \ 
I 

I. " -5.0 

Figure 15.22: Resolution graphique des equations (15 .83) et (15.84) pour c; quelconque 
pour deux valeurs de Vo (dans Ies deux cas, 21; = 1) . La courbe en trait plein est Ie 
premier membre, celIe en pointilles est Ie second membre. Les cerdes fonces representent 
Ies solutions (les droites verticales sont les asymptotes: leurs intersections avec Ie graphe 
du second membre ne sont pas des solutions). 

Quand c; > I, la tangente hyperbolique et Ie second membre de (15.83) sont 
imaginaires purs ; en ecrivant tanhix = i tan x et ~ = iJE:="1, cette 
equation se recrit de fagon plus lisible31 : 

Ka ~ 
tan( 2b vvo(c; - 1)) tan KJVO'€ = +v €=I (15.84) 

L'origine de la complexite saute alors aux yeux: maintenant, si Ie second 
membre reste innocent, les deux facteurs au premier membre ont chacun des 
divergences; c'est a la fois l'entremelement et la non-commensurabilite des 
abscisses respectives de celles-ci qui engendrent un graphe assez complexe. La 
presence du rapport 21; dans Ie premier facteur produit une extreme variabilite 
des solutions E > Vo selon que ce rapport est d'ordre 1 ou grand devant 1 
(voir fig. 15.23). 

(c) Il y a une seule et une seule intersection si 1 se trouve entre les deux premieres 

divergences du second facteur, c'est-a-dire si (2~~ol)2)p=O < 1 < ((2~~:)2)P=1' 
't tr

2 Jj,2 Vc 9tr
2

/i2 S' Vc tr
2
/i2· I , d" . d" -SOl 8mb2 < 0 < 8mb2' I 0 < 8mb2 , I n y a pas etats pairs energle 

inferieure a Va, 

31 1e changement de signe au second membre vient du facteur i apparaissant au premier membre quand 
on passe de tanh(i . . . ) a i tan( ... ), et de ~ = jJ=-r. 

Noter que dans la limite Vo = 0, (15.84) s'ecrit tan k2" tan kb = -1, soit cos k(b + %) = 0, qui redonne 
bien les etats pairs du puits infini de largeur a + 2b, soit kn = (2n + 1) ,,';2b' 
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Figure 15.23: Illustration de la variabilite des solutions selon la valeur du rapport ~ 
les deux traces ont ete faits avec Vo = 1. 

(d) Compte tenu des resultats anterieurs, la fonction propre du fondamental est : 

a a cosh K a ( a ) 
2" < lxl < 2"+b: Wl(x)=a sink~ sink b+2" - lxl , 

a Ixl < 2" : Wl(X) = a cosh Kx , 

k et K etant donnes par la premiere intersection. La constante a s 'obtient 
par normalisation. 

1,0 

0,5 

x 
O,O -l---f·---.-----,,----,---~-_r- b 

-3,0 -2,0 ·1,0 0,0 1,0 2.0 3.0 

Figure 15.24: Fonction propre fondamentale normalisee correspondant a a = 2b, Vo = 1 
(Ie puits s'etend entre ±2b et la barriere est situee entre ±b). 

La fonction pro pre du fondamental a done l'allure d'un cosinus hyperbolique 
dans la region Ixl < ~, qui se ra cord par continuite aveC des arcs d · sinus 
circulaire (deformes) pour i < Ixl < b + ~, lesqnels s'annulen.t comm it e 
doit en Ixl = b + ~ (voir fig. 15.24). L creux d den itO repnSsente par Ie co'i­
nus hyperbolique traduit l'effet repul if d 1a b~1l'l"ier centrale. L minimum 
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sllrvi nL en x = 0 t st d'aut811t plus a elise que Vo est grand. Inversement 
i Vo - 0, Ie minimum .' B'ac · gradu lJement ; a la limite, on recuphe I~ 

foncti n J a~21' COS7T 0':211' ' at fondamel1tal du puits il1fini de largeur a + 26 

an. bl.uriCre C 11 ral . 'annulant eu x = ±(~ + b). 
On voit assez bien sur la figUl" les discontinuit' rl la deriv' e S 'onde Ut­

venant p ill" Ie as trace n x = ±b (fronti'1" d · la barriere C · l1 t1'8.1e) : 
visibl'ment la deriv ~e econd t negative pour Ixl = b + 0 t positiv POtu' 
Ixl = b - O. 

5. L'analyse pour les etats impairs suit la meme procedure; Ie point de depart est 
maintenant : 

(I) 'lj;(x) = Acoskx+Bsinkx , 

(II) 'lj;(x) = ,BsinhKx , 

(III) 'lj;(x) = -A cos kx + B sin kx 

L'ecriture des equations de raccordement et de la necessite d'une solution non 
triviale donne maintenant l'equation : 

qui donne: 

cosk~ 
-cosk(~+b) 

ksink~ 

- sinki 
+sink(~ + b) 

kcos k~ 

sinhK~ 
o 

-K coshKi 
= 0 , 

(15.85) 

Le senl changement par rapport a (15.83) est Ie remplacemant de tanh par coth. 
Le pendant de (15.84) est32 : 

7Ta (!; cot( -b -/vo(c - 1)) tan 7T..jVQc = - --
2 c-1 

(15.86) 

En particulier, iJ n' xi t 1'a d 'tat impair d' 'n rgie infel'ieure a Va si la divergence 
cill second m mbr n E = 1 s produit a. line absci se inli'rj lire a celie due a la 
tang nte en E = .-L ; c ·tte ouditi n est clone Ia meme que pour les tats pairs: 'i 

' IUg 

Vo d' eroit, les enel'gi elu doublet pGir-impair 'approeh at. par val ItrS in£erieure. 
d la val ur Vo. Quand Vo franchit la val llr- wi ;,:S:, ee doublet. pair-impair 
di paralt I'uncoupentantqll" ta d"ncrgiein.£'rieut alahaut Ul'delabarriere. 

Par a iU urs, e mme coth > anh. on voit graphiquement qu'a chaque lution 
pair orrespond une solutioll impair dab ciss sup'ri til' , La fig. 15,25 l'assemble 
I'ens mbl d olutions paires ct impair , et montre hi n l'alternan e des etaLs 
quand ou 1'81' ouri 1e spectre dan.s 1 s 11 des energies cl'oi sautes. 

32(Jomme Ie rllC~ellr t apparait dans les dellx membres, iI n'y a pas ici de changement de signe d'une 
forme it I'autre de I'equation. 
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Figure 15.25: Ensemble des solutions paires (points ronds) et impaires (points carn~s) ; 
Ie trace est fait avec 27; = 0,1. 

Lorsque la barriere centrale est haute et assez epaisse, on s'attend 11 trouver une 
structure en doublets pour la partie basse energie du spectre (E < Vo). C'est 
bien ce que donnent les equations (15.83) et (15.85) : en pareilles circonstances, 
l'argument de tanh et celui de coth sont grands, et ces deux facteurs sont exponen­
tiellement voisins l'un de l'autre, donnant des solutions cpaire et cimpaire egalement 
exponentiellement proches l'une de l'autre. 

6. La particule est preparee dans l' et at w(x, 0) = ~[1/Js(x) +1/JA(X)]. Si on choisit les 

phases de sorte que 1/Js (x) est partout positive, et 1/J A (x) positive 11 droite, negative 
11 gauche, cet etat initial represente une particule essentiellement localisee dans la 
partie droite (entre ~ et ~ + b). 

(a) La valeur moyenne de l'energie initiale est ~(Es + EA) == ~(ws + WA) et est 
une constante du mouvement. 

(b) L'etat 11 l'instant test W(x, t) = ~[e- iwst1/Js(x) + e- iwAt1/JA(X)]. 

(c) La valeur moyenne de la position est (x)(t) ~ (w(t)ixiw(t)), soit : 

ou W = WA -ws. Les deux premiers elements de matrice sont nuls par symetrie, 
puisque chaque fonction propre a une parite determinee (paire ou impaire) et 
que x est impair. L'element de matrice non diagonal est reel, d'ou finalement : 

I (x)(t) = (1/Jsixi1/JA) coswt I 

La particule oscille donc d'un cote 11 l' autre par effet tunnel, 11 la frequence de 
Bohr du couple d'etats impliques. 

(d) Dne particule classique d'energie inferieure rebondirait sur les murs en x = ~ 
et x = ~ + bet ne se retrouverait jamais de l'autre cote de la barriere. 
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15.13 Puits asymetrique 

Une particule de masse m a pour energie potentielle (voir fig . 15 .26) : 

{ 

+00 si x < 0 
V (x) = 0 si 0 < x < a 

Vo si x > a 
(15.87) 

Dans to ute la suite, E designant I'energie, on pose k = /i-lJ2mE, ko = /i- I yl2mVo , et 

K = Jk8 - k2 . 

V(x) 

.----- Vo 

x 

Figure 15.26: P uits asymetrique. 

1. k est- il toujours reel? 

2. Ecrire I'equation aux valeurs propres pour 0 < x < a et x > a. 

3. Parmi les expressions suivantes, indiquer les formes possibles des fonctions propres et 
preciser le(s) condition(s) de leur pertinence: 

o < x < a : A sin kx + AI cos kx , 

x > a: B sin IKlx + B' cos IKlx , 

(15.88) 

(15.89) 

4. On suppose E < Vo, correspondant aux etats lies, que I'on numerote avec un entier 
n E N * ; ecrire I' equation donnant les valeurs possibles de k . 

5. En raisonnant graphiquement, repondre aux questions suivantes : 

(a) Y a-t-il toujours des solutions en k ? Commenter physiquement. 

(b) Quelle est la valeur minimale de Vo, Vo<, telle qu 'il existe au moins un etat lie? 

(c) Quelle est la condition sur ko pour qu'il y ait Nb etats lies 7 

6. Dans Ie cas ou Vo » /i2 j (ma2 ), comment varie la difference En+! - En de deux etats 
de basse energie ? 
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1. k est toujours reel puisque E > 0, la borne inferieure du potentiel etant precisement 
nulle. 

2. L'equation aux valeurs propres pour 0 < x < a est 'I/J" + k2'I/J = 0, et 'I/J" - K2'I/J = 0 
pour x > a. 

3. La fonction propre do it s'annuler en x = 0 ; dans la region 0 < x < a, elle est 
donc de la forme A sin kx. Pour x > a, si E < Vo, K est alors reel (positif), 
'I/J(x) = B e-J(x : ce sont les etats lies. Si E> Vo, ]( est imaginaire pur, K = ilKI 
et 'I/J(x) = B sin IKl x + B' cos IKlx. 

4. Les conditions de continuite sont : 

Asinka = Be-J(a , Ak cos ka = _KBe- J(a . 

En faisant Ie rapport membre a membre, on obtient l'equation fix ant les valeurs 
de k : 

(15.90) 

5,0 

'- , , 
\ k 
\- Jk'l. - k2 
I 0 

-5,0 

Figure 15.27: Resolution graphique de l'equation (15.90) donnant les valeurs de k. La 
courbe en trait plein est Ie premier membre, cene en pointilles est Ie second membre. 

5. En raisonnant graphiquement (voir fig. 15.27), on voit que: 

(a) Si ko < ;:" il n 'y a pas d'intersection dans l'intervalle [0, ko] entre Ie graphe 
de la tangente et la courbe d'equation - ~. 

ko-k2 

(b) II n'y a de solutions en k que si ko > ;", soit si : 

7r
2n2 

Vo>--
8ma2 

Si Vo est trop petit, la particule n'arrive pas a se lier a cause des fluctuations 
quantiques traduites par les relations de Heisenberg. 
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(c) Plus Va est grand, plus est grand Ie nombre d'intersections. On voit que si 
(p - ~)7l' < ka < (p + ~ )7l', il y a exactement p solutions; pour qu'il y ait 
strictement Nb etats lies, il faut donc : 

6. Si Va » ~, les premieres valeurs de k sont tres voisines de n ~, de sorte que 

E ~ n;::':12 : si Va est tres grand, on retrouve sans surprise a peu pres les etats du 
't . fi . d ' d 't E E (2n+l)7r

2
/;2 pUl S m m ; on en e Ul n+l - n ~ 2ma2 

Pour les etats tres faiblement lies, k est un peu au-dessus de (n + ~) ~. 

15.14 Impurete localisee dans une barriere 

On ajoute un anti-puits de potentiel (barriere) a un potentiel b attractif. Le potentiel est 
donc de la forme: 

a a 
Vex) = -gb(x) + Va [8(x + '2) - e(x - '2)] (g > 0, Va > 0) (15.91 ) 

ou 8(x) est la fonction echelon-unite (8(x < 0) = 0, 8(x > 0) = 1). Ceci modelise une 
impurete attractive "habilh§e" par une couche repulsive protectrice d'epaisseur a. Examiner 
I'effet de cette couche sur I'etat lie de I'impurete. Retrouver a la limite Ie puits de Dirac "nu". 

La couche repulsive, destinee a empecher l'invasion du puits par d'autres par­
ticules, destabilise certainement l'etat lie du puits nu ; la question est de savoir dans 
queUes conditions celui-ci continue neanmoins a exister. D'une autre fa<Jon: qui l'emporte 
entre un puits -go (x) (g > 0) et une barriere ? 

On ne s'interesse qu'aux etats lies, puisqu'il s'agit de voir dans quelles conditions 
precises l'etat lie existe compte tenu de la barriere qui l'entoure. Ceci justifie aussi que 
l'on n'introduise que des Hats pairs 1/J(x) = 1/J( -x) . 

Dans la region Ixl < ~, la fonction propre est de la forme: 

1/J(x) = AcoshKx + BsinhKlxl , 

/;2K2 , . /;2k2 
avec Va - E = 2m ; dans la reglOn x > ~, 1/J(x) = Ce- kx

, avec E = - 2m . Le saut 
de la derivee est 1/J'(0+) - 1/J'(0-) = - ka1/J(O) avec ka = ~, et se transcrit comme 
2BK = -kaA, d'ou, tenant compte de la continuite de 1/J(x) en x = ~ : 

Ixl < ~ : 1/J(x) =A(coshKx- 2i-sinhKlxl) , 
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a a ko. a k( 0) 
x> 2 : 'Ij;(x) = A(coshK 2 - 2K smhK 2) e- x-2' 

Il reste a ecrire la continuite de la derivee en x = ~ : 

. Ka ko Ka Ka ko . Ka 
Ksmh- - - cosh- = (cosh- - -smh-) (- k) 

2 2 2 2 2K 2 ' 

d'ou l'equation a satisfaire : 

Ka (-~o. - k)K 
tanh _ = ...:....!:2_--,-:._ 

2 K2 - Bl.k 
2 

(15.92) 

2 

Posant € = ffb > 0, ou Eb = -~ est l'energie du puits b nu, et kb = 7ti (voir probleme 
15.5), cette equation s'ecrit : 

h( ~kba) _ J73+i (1 - ,fi) 
tan V /J + € - (3 ;;: 

2 - y€+€ 

avec (3 ~ ~. Si (3 < ~, Ie second membre a deux asymptotes verticales aux abscisses 

€± = ~ (1 - 2(32 ± J1 - 4(32) < 1 ; si (3 > ~ , il est monotone decroissant de ..m en € = 0 
a -1 en € = +00. La solution €b est l'abscisse du point d'intersection avec la tangente 
hyperbolique du premier membre (qui coupe l'asymptote de la tangente hyperbolique 
au point d'abscisse 1 - (3) . On voit graphiquement qu'il y a une et une seule solution, 
comprise entre 1 - (3 et 1 a condition que tanh( J73 ¥) < )p, ce qui impose a (3 d'etre 
plus petit que (3rnax defini comme la solution de : 

~ ~kba 
V (3rnax tanh( V (3max 2) = 1 ; 

autrement dit, Va ne doit pas depasser une certaine valeur VOmax = (3maxlEbl pour que 
l'etat lie continue a exister. Si kba » 1, (3rnax ~ 1, so it VOrnax ~ (3maxlEbl ; c'est 
la situation dans laquelle la largeur a de la couche est beau coup plus grande que la 
portee de la [onction de l'etat lie nu 'lj;b(X) (un peu comme si Ie potentiel de la couche 
etait constant presque partout, d'ou Vamax ~ IEbl pour des raisons evidentes). Au 
contrail'e, si kba « 1, la couche ne joue que sur Ie sommet en toile de tente de 'lj;b(X) et 

Va max ~ k:a IEbl» IEbl · 

Pour terminer, examinons la limite a --+ 0, Vo --+ +00, avec aVo = cste ~ g'. Dans 
cette limite, K diverge comme Fa, donc K a ex: v' aVo Va --+ 0 ; dans ces conditions, 
l'equation (15.92) devient ~a ~ -k-(~ - k), donnant la limite: ~2r;.p' = ko - k, soit 
k = * (g - g'). Comme k doit etre positif, on retrouve que la couche, egale dans cette 
limite a +g'b(x), doit etre moins repulsive que Ie potentiel -gb(x) n'est attractif, c'est­
a-dire g' < 9 - une evidence. 
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15.15 Penetration de neutrons dans un milieu 
magnetique 

Le neutron (masse M) possede un moment cinetique intrinseque (spin) note S lui conferant 

un moment magnetique j1 = 'YS ; Ie facteur gyromagnetique 'Y est egal a - I , 9l. 

Tout comme pour I'atome d 'argent dans I'experience de Stern et Gerlach, les valeurs 
observables de la composante Sz Ie long d'un axe donne Oz sont egales a a~ avec a = ±l ; 
les etats propres correspondants sont notes 10') et satisfont Szla) = a~la) . Un neutron dans 
I'etat 10') est dit posseder la polarisation a . 

z 
neutrons 

I---- VO 

a x 

Figure 15.28: Flux de neutrons envoyes sur un milieu magnet ique. 

Un faisceau monochromatique de neutrons d'energie E = fi?k2/(2M) (k > 0) , emis 
par une source situee dans Ie vide en x = -00, est incident sur un milieu magnetique situ e 
dans la region x > O. Dans ce milieu existe un champ magnetique constant et uniforme, 
B, definissant la direction Oz. Outre I'interaction magnetique Vmagn = - j1.B, chaque neu­
tron y possede une energie potentielle positive constante Vo (independamment du couplage 
magnetique, Ie milieu semi- infini a droite constitue donc une marche de potentiel). 

l. En designant par p I'impulsion d 'un neutron, ecrire Ie Hamiltonien H dans la region 
x < 0 et dans la region x > 0 (on posera WL = biB) . 

2. Soit Vcr(x) I'energie potentielle totale d 'un neutron polarise dans I'etat propre 10') de 
Sz. Tracer Vcr(x) en fonction de x dans les deux cas 0' = ±l. 

3. L'etat d 'un neutron, compte tenu du spin, est note generalement 17/l(x)) et peut toujours 
s' ecrire de la fat;:on suivante : 

17/l(x)) = { LO'=±J (Aa .ikaJ + Bue- iklr
) 10') si x < 0 

. Et1=±J DO' 1/(,, :r; 10') si .. > 0 
(15 .93) 

Les constantes Au caracterisent la polarisation du faisceau incident. A I'aide de 
I'equation aux valeurs et vecteurs propres pour H, obtenir I'expression des Kl en 

fonction de k , ko ~ fi, - 1..j2MVo et WL. 

4. Dans la suite, on suppose que I'energie des neutrons de la source est ajustee de sorte 
que les deux inegalites suivantes sont satisfaites : 

k2 _ k2 JvlwL 0 
0+ n > , 
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Quel est dans ces conditions Ie coefficient de n§flexion R+ pour les neutrons polarises 
+ (expliquer, ne pas faire de calculs) 7 

5. A I'aide des equations de raccordement , calculer Ie coefficient de transmission T_ pour 
les neutrons polarises - et en deduire Ie coefficient de reflexion R_ 

6. On pose Wo ~ 2Va/n, b.w ~ (n/M)(k2 - k5) ; exprimer T_ en fonction de WL, Wa 

et b.w. Tracer la variation de T_ en fonction de B lorsque E ~ Va. Com bien vaut T_ 
pour nh'IB > 2Va 7 

7. Decrire brievement la situation lorsque E < Va . 

2 

1. Dans la region x < 0, Ie Hamiltonien H est H = ::M ; dans la region x > 0, il a 
2 ~ 2 

pour expression H = -fiI + Va - JiB = -fiI + Vo - ,,!SzB, so it : 

Figure 15.29: La marche de potentiel pour un neutron depend de la valeur de son spin. 

2. Comme Sz = O'~, on a VC1 (x) = Va+O'Ii~L, 0' = ±1 (voir fig . 15.29) : quand l'energie 
E est inferieure a V- dx), Ie courant a droite est nul pour taus les neutrons, mais 
ceux ayant Ie spin en bas (1) s'enfoncent plus profondement a droite que ceux dont 
Ie spin est en haut (n. II est clair que, complete par Ie potentiel symetrique de 
fa<;on a former une barriere, I'appareil est de fait un polariseur de neutrons. 

3. L'equation aux fonctions propres, une fois projetee sur chacun des kets I±), donne: 

soit : 
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4. Compte tenu de la precision sur l'energie des neutrons donnee dans l'enonce, on a : 

IK~ < 0 K~ > 01 
Dans ces conditions Ie coefficient de refiexion R+ pour les neutrons polarises i est 
egal a 1 : ces neutrons penetrent un peu dans la region x > 0, mais la fonction 
d'onde correspondante est une exponentielle decroissante qui, en tant que fonction 
reelle, donne un courant transmis nul; T+ = 0 donne R+ = l. 

5. Pour les neutrons 1, Ie courant est non nul a droite ; les conditions de raccordement 
sont A _ + B_ = D_ et ik (A_ - B_) = iK_D_ , d'ou l'on deduit D _ = k;~_ A_. 

Le courant transmis est j _ transmis = r~ ID_12, alors que Ie courant incident est 
j_ source = ~ IA_12 ; Ie coefficient de transmission des neutrons polarises 1 est 
~ i - .Lransmis, soit : 

Jsource 

1 

o 

E 
~o=l,l -

b 
10 

Figure 15.30: Coefficient de transmission T_ pour les neutrons polarises 1 en fonction de 

b ~~ - Vo· 

6. Avecwo ~~, 6.w ~ !(k2 -k5), onaK~ = 'i{(6.W+WL), k2 = 'i{(6.w+wo), 
d'ou: 

T = 4J(6.w + WL)(6.W + wo) 
- 26.w + Wo + WL + 2J(6.w + WL)(6.w + wo) 

T_ est une fonction croissante de 3 puisque la hauteur de la barriere diminue quand 
Ie champ augmente ; lorsque WL = wo, c'est-a-dire hl30 = ~, la hauteur de la 
barriere est nulle et T_ = 1 - c'est bien ce que dit l'expression ci-dessus. Pour 
3 > 3 0 , les neutrons 1 voient une anti-marche (voir probleme 15.16 p. 367). D'une 
fa<;on generale, pour E > Vo, l'expression de T_ est, quel que soit WL : 

4VE (E - Vo +~) 
T =----'------r====== 

- 2E-Vo+~+2JE(E-Vo+~) 
(E > VO, WL ~ 0) 
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T_ est maximum et vaut 1 en nwL = 2Vo. A tres haut champ (nwL » E, Vo), 

T _ ~ J~:~ et tend vers zero. 

7. Lorsque E < Vo, T_ est nul en B = 0 et Ie reste tant que E < Vo - ~ : T_ 
decolle de zero pour un champ fini egal a 111"11 (Va - E). D'une fa«on generale, 
l'expression du coefficient de transmission est la meme que ci-dessus, mais avec La 
condition nwL > 2(Vo - E). Pour nwL juste au-dessus du seuil (nwL ~ 2(Vo - E)), 
T _ ~ Je J nwL - 2 (Vo - E), et part donc de zero avec une pente verticale. 

15.16 Anti-marche de potentiel 

Trouver les coefficients de trasmission et de reflexion pour un faisceau monochromatique de 
particules emises par une source situee en x = -00 vers une anti-marche de potentiel V(x) : 

V(x) = { ~o si x < 0 
si x > 0 

(Va > 0) . (15.95) 

La source situee en x = -00 envoie vers la marche des particules qui ont une 
energie E forcement superieure a Vo. En posant E = 11;!2 et E - Vo 11~~2 > 0, 
l'equation aux valeurs propres est: 

Comme la source en en x = -00, il vient : 

x < 0 : 1.jJ(x) = AeiKx + Be- iKx x> 0 : 1.jJ(x) = Ceikx 
. 

Les conditions de continuite s'ecrivent A + B = C iK(A - B) = ikC, et donnent : 

On verifie que Ie courant est bien Ie meme a gauche et a droite de la marche, puisque 
K(IAI2 - IBI2) = k1C1 2. 

Le coefficient de refiexion est R = \~I~ soit, exprime en fonction de l'energie E 
des particules : 

R = 2E - Vo - 2JE{E - Va) 
-=-2E=---=Vr-=-o -+--:2:-'.;rE=={~E:=· _=O=:Vo~) 
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R part de 0 en Vo = 0 avec une pente horizontale, et monte a 1 quand Vo -> E (voir 
fig. 15.31). Plus pnkisement , R ales comportements suivants : 

Jot r que si Ie pa.rtkules arriv oL a. ras de Ill. mar 'be (Va;s E), ell . r part ·nt Pl' squ 
touL ' n arri'r 33. Ce rcsulta. ' visibl m nt specifiquement q'ILCLntique t emble para­
doxa! ou ell t ttt. as 'b·angc. II s'agiL bi n d'un comport 1tl 11 ultra~qttantiql1 : a1'l'iv6cs 
au bord du Pl" ipi . (av c III faibl 'n .rgic, ccrt ) I parti ul s qnalltiqu fOllt 

(pre qu · t ut ) d mi-tour. Au uLraire I particul la ,iqu s, tel Ie m ut n dll 
V reors un s it' d'orag ,s jett · nL tout -s dl! haut de la falaise. 

1 R 

Figure 15.31: Coefficient de reflexion R de l'anti-marche en fonction de Vo. 

15.17 Coefficients de refiexion et de transmission 
d 'une double barriere 

II s'agit de trouver Ie coefficient de reflexion, R, et Ie coefficient de transmission, T, pour un 
potentiel constitue de 2 barrieres de Dirac: 

Vex) = g[J(x) + J(x - a)] (g > 0) . (15.96) 

Une source de particules de masse m et d'energie E est situee en x = -00. Dans to ute la 

suite, on pose E = n;:;'2 (k > 0). 

l. Dans cette partie , on precise la nature et les caracteristiques des etats propres . 

(a) Soit 'l/Jk(x) I'etat propre du Hamiltonien associe a I'energie E. Expliquer pourquoi , 
dans chaque intervalle, on peut ecrire 'l/Jk(X) sous la forme: 

(15.97) 

33 Illustration quant ique du vieil adage "La Nature a horreur du vide". 
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.. 
At A2 A3 
-- --+ +--+-- +--

B j B2 B3 = 0 

o a x 

Figure 15.32: Flux de part icules envoyees sur une double barriere de potentiel. 

(b) II est mentionne sur la figure que B3 = 0 : pourquoi ? 

(c) Sans faire de calcul , mais en justifiant Ie resultat, donner une relation simple entre 
les modules carrE~s des An et des Bn . 

(d) Ecrire les conditions de raccordement de part et d'autre de x = 0 et de x = a ; 
~ 2mga ~ f: on posera £ - 1i2 , a - 2ka' 

(e) Exprimer A2 et B2 en fonction de Al et B I . 

(f) Exprimer A2 et B2 en fonction de A3. 

(g) Deduire des questions precedentes B I et A3 en fonction de AI. 

(h) On pose 1 + ia = VI + a 2 eio ou 0 est un dephasage dependant de k (donc de 
I' energie) . Com bien va ut tan 0 ? 

(i) Exprimer R et T en fonction de a, 0 et ¢ = ka. Mettre T sous la forme : 

T = 1 
1 +f(a) cos2 u' 

en donnant les expressions de la fonction f et de I'angle u. Verifier que R +T = 1. 
Com bien vaut T a haute energie, independamment de la valeur du parametre £ ? 

2. Dans cette partie, on etudie precisement les variations34 du coefficient de transmission, 
que I'on recrit comme suit : 

4¢4 
T= --~--~~--~-

4¢4 + F(¢, £) cos2 u 
(15.98) 

(a) Tracer Ie graphe representant la variation du dephasage 0 en fonction de ¢ ; pour 
quelle valeur de ¢ Ie dephasage 0 est-il egal a i ? 

(b) On suppose que £ est voisin de 1. Montrer que Test egal a 1 pour des valeurs a 
peu pres equidistantes de ¢ ; preciser ces valeurs . Pour quelles valeurs de ¢ a-t-on 
T = To ? En deduire aussi precisement que possible Ie graphe de T en fonction 
de ¢. 

(c) On suppose maintenant que £ est grand devant 1. Preciser les premieres valeurs 
de ¢ pour lesquelles T prend la valeur 1. Combien vaut a peu pres T des que ¢ 
s 'ecarte de £ - 2 de ces valeurs ? En deduire la forme precise du graphe de T. 

340n remarquera que T a une borne inferieure evidente, que Fon notera To. 
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(d) Comment fonctionne la double barriere vis-a-vis d'un faisceau polychromatique 
de particules, selon qu 'il s'agit de particules legeres (to rv 1) ou de particules tres 
massives (to » 1) ? 

1. (a) Soit 'l/Jk(X) l'etat propre du Hamiltonien associe a l'energie E. Le potentiel 
etant nul dans chaque intervalle x < 0, ° < x < a, x > a, la solution la plus 
generale y est une combinaison lineaire d'ondes planes e±ikx. 

(b) B3 = ° puisque, la source etant en x = -00, il ne peut y avoir de contribution 
a u courant allant de droite a gauche dans la region x > a . . 

(c) La conservation du courant en tout point permet d'ecrire : 

(d) Les conditions de raccordement et les sauts de la derivee en x = 0, a donnent 
les equations (to ~ 2r;;r) : 

( ) A dU E: 
e vec a = 2ka' on trouve : 

(f) De fagon analogue: 

I A2 = (1 + ia)A3 

(g) Muni des resultats precedents, on obtient apres calcul : 

(h) Si on pose 1 + ia = VI + a 2 eiO , tan8(k) = a. 

(i) Le coefficient de refiexion est R = I!~I~, celui de transmision est T = I~~i:. 
Le calcul donne : 

R = 4a2(1 + a 2) cos2 (ka - 8) 
1 + 4a2 (1 + a 2 ) cos2 (ka - 8) 
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et on verifie que R + T = 1. T se met bien so us la forme annoncee, avec 
l'identification f(o.) ~ 40.2(1 + 0.2), u = ka - 6(k). Quand E ---+ +00, a. -> 0 
quel que soit c, d'ou : 

I lim T = 1 
E -> +oo 

lim R = 0 I 
E->+oo 

Ce resultat est une evidence physique. 

2. Avec ¢ ~ ka, on a a. = 2£<1>' ce qui conduit a une autre expression de T : 

To etant la borne inferieure obtenue en remplagant cos2 (¢ - 6) par 1. On note que 
T ~ 1 des que ¢ ~ c, quoique la convergence en ¢ vers la valeur limite Too = 1 

n'est pas tres rapide : T(¢) ~ 1 - (~)2 si ¢» c. 

(a) Le dephasage 6 part de ~ pour ¢ = 0+ et decroit de fagon monotone vers zero 
quand ¢ augmente (quand ¢ » 1, 6 ~ 2£<1»' 6 vaut %, la moitie de sa valeur 
initiale, pour ¢ = ~ ; c est donc l'echelle typique de decroissance de 6(k). 

(b) Test egal a 1 pour les valeurs de ¢ = 6 ± (2n + 1H i quand c rv 1, 0 est deja 
assez petit des que ¢ ~ ~ (faire Ie des sin en intersectant Ie graphe de 6 (¢) 
avec Ie reseau de droites ¢ - (2n + 1) ~), de sorte que les valeurs ou T = 1 sont 
en fait tres proches de (2n + 1H : 

I T(¢) = 1 {::=:} ¢ ~ (2n + 1)% 0= ¢2n+l I 

Par ailleurs, T(¢) = To(¢) si ¢ - 0 = mr, soit ¢ ~ mr, pour la meme raison: 

1 T 

I 

o 

. Ie = 51 

ka 
20 

Figure 15.33: Coefficient de transmission T pour deux valeurs de c. Noter la finesse des 
resonances de T pour c » 1, et leur decalage: (n + ~)7r si c rv 1, n7r si c » 1. Dans 
chaque cas, la courbe en pointilles est la borne inferieure To (ka) :S T(ka). 
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Ces valeurs remarquables n~sultent d'interferences constructives ou destruc­
tives ; avec ¢ = ka = 2;, les maxima de T surviennent si la distance entre 
les deux barrieres est un multiple entier de la longueur d 'onde (a= nA) et les 
minima pour a= (n+ ~)A. La fig. 15.33 illustre ce phenomene; noter que pOur 
E« 1 (cas quasi-classique), T est simple marche : T (¢ ::; 0) = 0, T (¢ > 0) = 1. 

(c) Quand E » 1 Ie dephasag 8(k) vari tl'es lent · lU n a I ceh )I . ~ ; graphique­
ment, on voit immediateJll0nt qne, cett foi, 1 s maxima SlU"Viel1Jl nt p \11' 
¢ ~ mr (au moin en ce qui concemen 'Ies premier), oit pour a = n~ (fai l' 
a nouveau 1 d ... in mon rant les intersections du graphe d 8((1» avec I 1"s au 
de droites ¢ - (2n + IH ). Par ailleurs, les resonances de T sont tres fines, 
puisque T bascule de ~ 0 a 1 sur un intervalle de largeur d'ordre E- 2 « 1. 

(d) Pour des particules lege res (E ~ 1), la double barriere agit comme un filtre 
en energie assez mediocre. Au contraire, pour des particules tres massives, 
elle joue Ie role d 'un monochromateur presque parfait, surtout si on ajuste la 
distance a de sorte que ka reste assez petit : c'est pour ces valeurs moderees 
que les resonances sont les plus fines , et aussi que T bascule essentiellement 
entre ses deux valeurs extremes 0 et 1 ; les particules massives qui se retrouvent 

15.18 

2 2 n 2 a droite ont des energies En C;,:' n ;m~2' 

Electron dans un puits excite par un champ 
elect rique impulsionnel 

Un electron est localise dans un puits infiniment profond de largeur a ; les fonctions propres 
'ljJn(x) sont prises sous la forme (1-15,155), On applique un champ electrique de la forme 
Eb..t8(t) , ou b..t est la duree reelle du pulse de champ electrique modelise par la dependance 

en temps a la Dirac, Dans la suite, on pose liK ~ eEb..t ; quel est Ie sens de liK ? 

1. Former Ie Hamiltonien R (t) . 

2, L'operateur d'evolution U(O+, 0_) est egal a e+iI<x (voir probleme 14.1 p.259). Juste 
avant Ie pulse, I'electron est dans son etat fondamental 'ljJl(X) ; ecrire I'expression de 
I'amplitude de transition A1- m vers I'etat 'ljJn(x) sous I'effet du pulse (poser A = ~a). 

3. En deduire la probabilite Pn de trouver I'electron dans I'etat 'ljJn(x) a un instant t > 0, 

4. Tracer Pn en fonction de n pour A ~ 1. Particulariser les deux cas A « 1 et A » 1. 

5, Examiner la limite A ....... entier, 

6. Quelles s~nt, at > 0, les valeurs moyennes de I'energie et de I'impulsion ? 

Les fonctions propres 'ljJn(x) sont /"f sin n:x dans l'intervalle [0, a], et nulles 

ailleurs. Avec liK ~f eEb..t, liK est l'impulsion donnee par Ie champ a l'electron. 
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1. L'operateur d'evolution U(O+, 0_) est egal a e+iKx . Sachant que juste avant Ie 
pulse, l'electron est dans son etat fondamental 'lPI (x), l'expression de l'etat juste 
apres Ie pulse est : 

(15.99) 

Le module carre de w(x, 0+) cOIncide avec celui de 'IPI(X), mais la phase addi­
tionnelle est essentielle : c'est elle qui donne une valeur finie a l'impulsion (voir 
ci-dessous). 

L'amplitude de transition AI-->n vel'S l'etat 'l/Jn (x) sous l'effet du pulse est Ie produit 
scalaire ('l/Jnlw(O+)), soit AI-->n = ('l/Jnlw(O+)) = ~ Jo

a 
sin n:x eiKx sin 1faX dx ; Ie 

calcul de l'integrale ne presente pas de difficulte, et on trouve : 

_ 8i nei(A+n)~ cos('\ + nH 

AI-->n - --;,\ [,\2 _ (n + 1)2][,\2 - (71, - 1)2] 
,\ ~ aK = e£6.t 

7r 7rn 

6 IIJ!(O,06T)12 

Figure 15.34: Module carre de l'etat de l'electron a t = ~;ro apres Ie pulse, pour deux 
valeurs de'\. Quand Ie choc est faible la densite est peu structuree ; au contraire, un 
choc violent provo que des interferences entre les ondes deja re£lechies et celles qui vont 
l'etre (voir fig. 15.35). 

La fonction d'onde a l'instant test: 

I! +00 . 2 n7rX 
w(x, t) = - L AI-->ne-m Wlt sin --

a a 
n=1 

(0 ::; x ::; a) , 

ou WI 2~~2' C'est une fonction periodique (c'est encore une serie de Gauss) 

de periode T = 21f = 4m~2 . Si K rv 1I, la distribution de probabilite est peu 
Wi 7ft(- a 

structuree, puisque peu d'etats dont effectivement impliques ; au contraire, si K » 
~, Iw(x, t)j2 developpe des structures que l'on peut comprendre comme des effets 
d 'interferences entre les ondes deja refiechies, en avance sur celles qui vont l'etre. 

En utilisant les resultats de l'appendice du probleme 15.3 (voir p. 311), la fonction 
periodisee wper(x, t) associee a w(x, t) est donnee aussi par: 

( 
7r ) 1/2 1+00 i ~2 (X_X')2 

Wper(X, t) = . 2 e 4a2wlt Wper(X', 0) dx' 
4w WIt -00 
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t=O 

~I\ 

Figure 15.35: Profils successifs de la densite a. partir de t = 0 inclus pour A = 10. Le 
temps se deroule de gauche a. droite et de haut en bas ; l'intervalle entre deux prises de 
vue est 1/100e de la periode T. 
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2. La probabilite Pn de trouver l'electron dans l'etat '!f;n(X) a un instant t > ° est 
egale a \Al->n \2, soit : 

64 2 n2 
COS

2 (A + n)% 
Pn =;2A ([A2 _ (n + 1)2][A2 - (n _ 1)2])2 (15.100) 

3. Independamment des eventuelles oscillations dues aux lignes trigonometriques, on 
voit que Pn resonne pour n '" A, soit pour n '" a:;; ceci se comprend bien et signifie 

que 1l.~~2, ordre de grandeur (jusqu'a plus ample precision) de l'energie donnee a 
2 2 1l.2 

l'electron par Ie champ est voisine de n2~a2 , qui n'est autre que l'energie du n e 

etat du puits. Quand A :s 1, les Pn forment une distribution monotone decroissante 
avec n . Au contraire, si A » 1, la distribution presente un maximum en n '" A, et 
a des ailes variant comme n-8 . 

1,0 

0,8 

• 
0,6 

1,\ = 11 

0,4 • 
[,\ = 5\ 

•• 1,\ = 10,51 

• • • 
0,2 

• • 
0,0 • I ••• : ••••••••••• •• n 

° 5 10 15 20 

Figure 15.36: Distribution des probabilites Pn (voir (15.100)) pour A = 1,5 et 10,5. 

4. Si A est un entier no, la formule ci-dessus est indeterminee pour no ± 1. Ce cas 
limite s'elucide en posant A = no - 1 + c; et en examinant la limite c; ---> 0. Avec 
cette parametrisation, l'amplitude A1->no-l s'ecrit : 

8 no { i cos (no- ;+£).". si no est pair 
A 1->no-1 ~ -;(no - 1) [4no][2(no - 1)c;] x sin (no- ;+£).". si no est impair 

A la limite, on trouve Al ->no±l = (_~no, so it Pno±l = i. C'est bien ce que I'on 
peut voir sur la figure 15.36 : pour A = 5, les deux probabilites P4 et P6 valent 
chacune ~. 

5. L'energie est une constante du mouvement tant que H ne depend pas du temps: eUe 

prend done d ux valems constantes, l'une a t < ° egale a El = (n;~:12 ) n=l' l'autre 
at> 0, con tante et egale a sa valeur en t = 0+. Pour caIculer eelle-ei, on ecrit 

E(t=O+) = (IJi(O+)1 ~IW(O+)} (voir (15 .99)), soit E(t > 0) = ('!f;l\e- ikx ~ eikx \'!f;l) ; 
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I'eh~ment de matrice est -:,: J~ 'l/h(X) - ikx[_](2'1/11 +2iK'I/I~(x)+'I/I/I(x)leikX dx. La 

premiere integrale donn 1i~~2, la, d uxieme e L null (lleureusement!), la troisierne 

donne E1 , d'ou E(t > 0) = El + 1i~;';:2 dont I il1L · rpl"~ation est evidente. 

Si K = Jn~ - 1 ~, I'energie moyenne apres Ie pulse co'incide avec celie de l'un des 
etats propres du puits, mais cela ne signifie evidemment pas que l'etat a un instant 
t > 0 est cet etat propre ! L' energie est dispersee, avec une ecart quadratique fini 
puisqu'il est donne par une serie dont Ie terme general varie comrne rv n-4

. 

Au contraire, l'impulsion n'est pas une constante du mouvement (la particule se 
reflechit sur les murs de la boite). Le calcul de sa moyenne est facile at = 0+ : 

(p)(O+) = ('1/11 Ie -ikxpeikx 1'1/11 ) ; 

I'element de rnatrice est -iliJ;'I/I1(x)e-ikX [iK'I/II(X) + 'I/I~(x) ] eikX dx ; Ie premier 
terme vaut liK, et Ie second est nul, d'ou (p)(t = 0+) = liK, dont I'interpretation 
est evidente : liK est I'impulsion donnee a I'electron par Ie champ electrique. 

1 d 
WI (p) (0+) dt (p)(t) 

10 
75 

T 
2 

I .A = 10 I 

Figure 15.37: Derivee de la valeur moyenne de l'impulsion, comptee en unite WI (p)(O). 
Exprimee dans l'unite naturelle ~, la derivee croit bien plus vite avec .\. 

La valeur moyenne a un instant quelconque est (p)(t) = ('l1(t)lpl'l1(t)), et est don nee 
par I'expression : 

+00 
(p) (t) = I: Ar_mA1-+n' ('I/Inlpl'l/ln') eiCn2-n,2)Wlt , 

n,n'=l 

ou l'element de rnatrice est: 

2in'7f1i l a n7fX n'7fx iii [1 - (_l)n+n'] nn' 
('I/In lpl'l/ln') = ---2- sin- cos--dx= - 2 2 

a 0 a a a n - n' 

La Iigul' 15.37 donne la variation d · la d 'l' ivee de l'impul iOIl sur un demi-periode' 
l'aspect rugue'l).x d cO Ul'bes esL evid mment Ii : au falt qu ¥t.' xprime a }'aid 
d 'une (double) S 'rie d · Gau . POUl' un p tit p r ussion par Ie champ (.\ « 1) , Is. 
d l'iv ' e prend de peLite val lIl's, COlT ·spo11dallt. a un falble vite . e in.itiale. ote1' 
qU'UllC particule cla.siqu aurai une accelerati D 11 pejgn.e (alterne) de Dirac 
nOD-Dulle au mom nt de rebond sur Ies murs. 
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Corriges du chapitre 16 

L'oscillateur harmonique 

16.1 Relation de fermeture 

Uti liser la representat ion (1-16.67) pou r demont rer la relation de fermetu re des fonctions 
'l/;n(x) donn ees en (1-16.74). 

Il s'agit de demontrer S ~ L:~~ 'l/;n(X)'I/;n(xl) = o(x - Xl) (les fonctions propres 
sont reelles). A partir de l'expression des fonctions propres normalisees 'l/;n(X), et suivant 
la suggestion de l'enonce pour representer les polyn6mes de Hermite, la somme S s'ecrit : 

+00 (mw) 1/2 1 2 
121+00 1+00 

S = ~(2nn!) -1 Kn ;et. ef. - 00 du -00 du' (-2iu)n(+2iu' t x 

avec ~ = ~ x, e = ~ Xl. On voit apparaitre la serie de terme general (2U:,/)n, 

dont la somme vaut e2uul 
; il vient ainsi : 

Les integrales portent sur l'exponentielle d'une forme quadratique, que l'on peut diago­
naliser pour effectuer Ie caleul de fac;on symetrique. On peut aussi tout betement integrer 
sur u l

, par exemple, ce qui donne: 
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soit S = (rr;.;,)1/2e!(("+(2) -e,2.C e2i ,t(e-e) duo Avec c5(ax) = ~c5(x), I'integrale SUr 

u vaut 21rc5(2(~ - ()) = 1rc5(~ - ~/). L pr ' fncteurs exponentiels se compensent puis que 

seul compte Ie point ~ = e ; pal' aiU ms, o({ - e) = ;-;if c5(x - x'), et finalement : 

+00 
L 'ljJn(X)'ljJn(X' ) = c5(x - x') 
n=O 

16.2 Quand Ie ressort casse ... 

Un oseillateur harmonique est initialement dans son etat fondamental. A un certain instant, 
Ie ressort easse. Deerire la suite de I'histoire en quelques phrases, et sans faire aueun ealeu!' 

AvanL la ruptul' III res ort. I 0 ciliat Ul' harmoniqu est dans l' 'Lat fondam · n a l 
'ljJn=O(X) qui e tune impl gau. ·i nne donnau b.$2 = 2~w t 6.p2 = m;""'. Un · ~ i · 
Ie 1" ort bri e il s'agit d'un · pa r i 'ule libre partant d un 'tat initial gaussien : c tt 
situatioll a et' Lraitee anteri lIrement (voir par ex>mple problem 14.7 p. 276). La vite 
iniLial · L ntlJI (I ctat de lepart est r' 1) , I paquet d'ond ne se depl ce done pas, mai ' 
il s'S!argi ad infinitum ave un ecart. quadratiqu 6.x2 = 2!W + ~;;; t2 = 2::1W [1 + (wt)2J . 

16.3 Mesures de position et d'energie sur un oscilla­
teur harmonique 

Un oseillateur est initialement dans son etat fondamental. 

1. A I'instant t = 0, on fait une mesure de I'energie. Quelle valeur trouve-t-on ? Quel est 
I'etat a I'issue de eeUe mesure ? 

2. A I'instant tl > to, on fait une mesure de position, donnant la valeur Xo a c5x pres. On 
represente I'etat issu de eette mesure par: 

1 _ (",_x~)2 
w(x, h + 0) = e 46", -J .,f2ii c5 x . 

On designe par 'ljJn(x) les etats propres de I'oseillateur. Eerire I'etat a I'instant t > iI 
sous la forme d'un developpement sur les 'ljJn. 

3. En deduire I'expression, sous forme d'un produit sealaire, de la probabilite P de trouver 
~nw lors d'une mesure de I'energie effeetuee at > tl' Cette probabilite depend-elle de 
I' instant t > h ? 
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4. Calculer explicitement P en fonction de Xo et ox ; en tracer la variation en fonction de 
Xo. Combien vaut P si Xo = 0 et si ox = vli/(2mw) ? Expliquer ce resultat. 

1. L'oscillateur etant dans son etat fondamental 'l/;n=O(x) = (,;~)1/4e- ';,';' x2 , la mesure 

de l'energie donne En=o = ~nw avec probabilite 1. A l 'issue de cette mesure, Ie 
systeme est toujours dans Ie fondamental. 

2. L'etat a. l'instant t > tl posterieur a la mesure de position peut etre developpe sur 
les etats propres I'I/;n) et se decompose suivant : 

+00 
\l! (t > t1)) = L Cne-i(n+~)w(t-tl) I'I/;n) 

n=l 

la condition initiale s'ecrit I\l! (h + 0)) = I:~~ cnl'l/;n), ce qui pm'met d'obtenir les 
coefficients par les produits scalaires : 

3. La probabilite P de trouver ~nw lors d 'une mesure de l'energie effectuee at> t1 
est egale a la probabilite de trouver l'oscillateur dans son etat fondamental apres 
la mesure de la position, soit : 

Cette probabilite ne depend pas du temps, puisque l' energie est une constante du 
mouvement. 

4. Le produit scalaire s'ecrit explicitement : 

l'integrale gaussienne est un peu laborieuse (sauf si on pense au theoreme de convo­
lution), mais on finit par trouver : 

20x b..x 
P (xo, ox) = 0 2 b.. 2 e 

x + x 

OU b..x = J 2!w est l'incertit ucie dans l'etat fondamental 'l/;o(x). Cette probabilite 

decrolt tres vite avec Xo, et traduit Ie fait que si on a trouve la particule loin de 
l'origine, elle se trouve dans un etat dont l'energie moyenne est tres elevee, et done 
ayant un recouvrement t res faible avec l'etat fondament al. II n 'est d 'ailleurs pas 
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difficile de calculel' ] energie mOYl;lnne dal1S I"tat w(x, tJ + 0). L'ecart quadratique 
(x2 ) - (!l:)2 est egal a OX2 {x} = Xo d'ou la va] U!' moy un (x2) = :l;~ + 6X2. 

ell de (p2) es 4~;~ (voir pl'obletue 14.7 ave' ko 1-+ 0 et a H ox) d'ol! la valeu1' 

1l1oyenn d H: (W(tL + O) IHlw(tl + 0) = ~mw2(xij + ox2) + 81l~;x!l' oiL : 

On note que plus la mesure est precise (ox petit) , plus l'energie moyenne est grande: 
plus la fonction w(x, tl + 0) est fine, plus elle impJique effectivement un grand 
nombre d'etats propres. Pour une mesure de position "infiniment" precise, soit 

~2 

ox « Xo, Dox, P ~ 2 i~ e - 2.6.~ 2 , qui tend vel'S zero comme Ie rapport i~. 

Posant a = i~ , la probabilite P peut s 'exprimer a l'aide de l'energie moyenne et 
du rapport des largeurs a : 

2a I (1!!!l 1+,,4 ) 
P = ---e-~ Eo --,;;2 . 

1 + a 2 

Si ox = V 2!W == D.x (a = 1), l'etat ini tial est la gaussienne fondamentale translatee 

de Xo, soit 'l/Jo(x - xo) , et alors P = e- H*t- - ') : la probabilite tend exponentielle­
ment vers zero en fonction de 1'6nergie moy nne. Si de surcroit Xo = 0, (E) = ED 
et P = 1 : c'est normal puisqu 'alors w(x, tl + 0) n 'est autre que 'l/Jo(x). 

16.4 Dynamique d 'un oscillateur 

Soit un oscillateur harmonique lineaire charge (masse m, charge q > 0, pulsation w) les 
etats propres du Hamiltonien H sont designes par 'l/Jn(x) == (x l'l/ln) . 

1. Ecrire les equations du mouvement de Heisenberg pour la coordonnee x et pour I' impul­
sion p. 

2. Integrer ces equations et exprimer XH(t) et PH(t) en fonction des operateurs x et P de 
Schrodinger. Comparer au cas classique. 

3. En deduire les valeurs moyennes a I'instant t de x, x 2, p et p2 et des ecarts quadratiques 
en fonction des valeurs moyennes initiales, celles-ci etant fi xees par la don nee d' un etat 
initial Iw(O). 

4. Calculer ces valeurs moyennes en prenant : 

(a> 0, ko E JR) . (16.1) 

Examiner Ie cas particulier ko = 0 et a = mw/ti ; expliquer Ie resultat. 
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5. On se place maintenant dans I'image de Schrodinger. Donner Jw(t)) sous la forme 
d'un developpement en serie et en deduire I'expression formelle de la valeur moyenne 
a I'instant t d'une observable A quelconque. Estimer brievement la lourdeur du calcul 
explicite qui fournirait finalement (A)(t). Observer que pour I'oscillateur harmonique, 
la valeur moyenne de toute observable dans n'importe quel etat sera toujours une 
fonction strictement periodique du temps: de quelle particularite du spectre de H 
cette propriete est-elle une consequence? Un paquet d'ondes harmonique s'etale-t-il 
au cours du temps? 

6. L'oscillateur etant dans son etat fondamental1/Jo(x) , at = 0, on applique soudainement 
un champ electrique E parallele a I'axe d'oscillation. La nouvelle position d'equilibre 
est en Xo = qE/(mw2 ) (equilibre des forces de rappel et electrique) et les nouveaux 
etats propres sont les fonctions 1/Jn (x - xo) . 

(a) Exprimer w(x, t = O) a I'aide de I'operateur translation T(xo) et de 1/Jo(x - xo). 

(b) Ecrire T(xo) en fonction de a et de at et utiliser la formule de Glauber pour 
factoriser les exponentielles (poser A= jmw/(2n) xo). 

(c) En deduire la probabilite Pn de trouver I'oscillateur deplace dans I'etat d'energie 
En,E lors d'une mesure de I'energie at> 0. Tracer Ie graphe des Pn en fonction 
de n selon que A est petit ou grand devant 1. 

1. Les equations du mouvement de Heisenberg pour la coordonnee x et pour l'impul­
sion P se trouvent sans peine : 

I dXH = PH 
dt m 

2. En eliminant PH, il vient d~:2H + W 2 XH = 0, d 'ou XH(t) = Acoswt + B sinwt, ou A 
et B sont des operateurs constants. Faisant t = 0, on obtient A = x puis, apres une 
derivation en temps, B = ::'w' x et p etant les operateurs au sens de Schrodinger, 
c6incidant a. t = ° avec leurs homologues selon Heisenberg, d'ou : 

I XH(t) = x coswt + ;!S sinwt I 

PH(t) s'en deduit suivant PH(t) = m~, soit : 

!PH(t) = -mwxsinwt+pcoswt! 

Ces expressions sont formellement identiques a. leurs equivalents classiques, en 
consequence du fait que toutes les equations du mouvement, qu'elles soient clas­
siques ou quantiques , sont lineaires par rapport aux deux variables dynamiques. 

381 



Mecanique quantique 

3. Les valeurs moyennes a l'instant t de x et p s'obtiennent immediatement en fonction 
des valeurs initiales, (x) et (p), calcuh3es avec l'etat de depart prescrit, Iw(O)) : 

(x)(t) = (x) coswt + S!!l sinwt 
mw 

(p)(t) = -mw (x) sinwt + (p) coswt 

Pour obtenir les ecarts quadratiques il faut prendre Ie carre de XH(t) et de PH(t) , 
puis retrancher Ie carre des moyennes (x)(t) et (p)(t) . On trouve ainsi : 

2 sin2 wt 2 sin 2wt 
.6.x (t) = cos2wt.6.x2 + -( )2 .6.P + --[(xp+px)- 2(x)(p)] 

mw 2mw 

4. Avec (xlw(O)) = Ce- ~x2ei kox, la normalisation exige C 2 j! = 1, et on a (voir 
probleme 14.7 p. 276 avec a -+ vk) : 

(x) = 0 , 
1 

.6.x2 = -
2a ' 

(p) = Mo , 

On voit sans calcul que (xp) est imaginaire pur (et fini) ; comme xp + px est 
hermitique, sa moyenne est donc forcement nulle. D'OII : 

(x)(t) = nko sinwt 
mw 

(p) (t) = fiko cos wt 

Les ecarts quadratiques ne dependent pas de ko , qui est associe a un mouvement de 
derive a vitesse constante : d 'un rep ere fixe ou d'un repere en translation uniforme, 
on voit la meme loi d 'elargissement du paquet d'ondes. Si a = ~w, ils sont cons­
tants puisque (a la derive pres) l'etat est l'etat stationnaire associe au fondamental 
de l' oscillateur . 

5. Dans la description de Schrodinger, !'etat a l'instant t est de la forme: 

+00 
Iw(t)) = L ene-i(n+~)wt l1Pn ) , 

n=O 

ou les l1Pn) sont les vecteurs propres de H, et avec en = (1Pnl w(O)) . L'expression 
formelle de la valeur moyenne a l'instant t d 'une observable A quelconque est donc : 

+00 +00 
(A)(t) = L L e~en,ei(n-n')w t (1Pn IA I1Pn' ) 

n=On'=O 
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Le calcul de cette moyenne exigerait d 'une part de calculer effectivement tous les 
elements de matrice ('ljinIAI'ljin')' puis de resommer la serie. On note que, quelle 
que soit l'observable A, la serie est une serie de Fourier: la somme est donc une 
fonction T-periadique, avec T = ~. Ceci est une consequence directe du fait que 
les niveaux propres de H sont equidistants 1, chacun d'entre eux etant sepan~ de ses 
voisins de la quantite constante fiMJ. La periodicite assure que tout paquet d'ondes 
revient a l'identique quand t ---> t + T, et ne saurait donc s'etaler. Physiquement, 
c'est Ie potentiel de confinement (ici harmonique) qui borne les ecarts quadratiques. 
Rappelons egalement que pour I'oscillateur harmonique, Ie theoreme d'Ehrenfest 
est exact dans toutes les situations (i.e. quel que soit l'etat initial). 

6. L'oscillateur etant dans son etat fondamental 'ljio(x) at = 0, I'application soudaine 
d'un champ electrique [; parallele a ]'axe d'oscillation deplace la position d'equilibre 
de x = 0 en x = Xo = :':2 (equilibre des forces de rappel et electrique) ; la cons­
tante de rappel ne changeant pas, les nouveaux etats propres sont juste les fanctions 
translatees de Xo, soit les fonctions 'ljin (x - xo) == 'ljin ,c;( x) ; les energies propres sont 

E _ ( 1)",. (q£)2 n,£ - n + 2 IIW - 2mw2' 

(a) L'operateur translation T(xo) = eJtxop transforme une fonction (analytique) 
f(x) en f(x - xo), comme on Ie voit en developpant l'exponentielle et en 
reconnaissant la serie de Taylor de f(x - xo) centree en Xo. On peut donc 
ecrire : 

(b) On sait que p = ijm;w (at - a), d'ou : 

I T(xo) = e.\(a
t 
-a) I 

avec A = /W Xo = 'J2::nw 3 ' La formule de Glauber permet alors d'ecrire 
T(xo) des deux fa<;ons : 

(16.2) 

(c) La probabilite Pn de trouver l'oscillateur deplace dans l'etat d'energie En ,£ 

lors d'une mesure de l' energie at> 0 est 1('ljin,£11]i(0))12 , soit 1('ljin,£I'ljio)12
, ou 

encore I ('ljin,£IT t(xo)I'ljio ,£W· L'element de matrice est: 

(01, I ( - ,,2 .\at -.\a)t lol') -~ (01, I -.\at .\a 101, ) 'l'n,£ e 2 e e '1'0 ,£ = e 2 'l'n,£ e e '1'0,£ . 

1 Vne telle propriete est suffisante mais nullement necessaire pour que la somme d'une serie soit une 
[onction periodique. L'exemple du puits infini en temoigne (voir probleme 15.3). Toute serie (conver­
gente !) du genre : 

L CneinQ: wt 

nEIi 

ou c< est un entier positif, a pour somme une fonction T-periodique avec T = :;r. Les series de Gauss 
correspondent au cas c< = 2. 
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1,0 Pn 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 [A = o,s l 

0,0 
.......... fA == 51 

• •• ---., • • •••••• i : ••••••••• ,. , ••• , n 
o 10 20 30 40 50 

Figure 16.1: Distributions des probabilites Pn pour deux valeurs de A = J2:!:nw 3 • 

C'est cette expression qu'il est astucieux d'utiliser, puis que al'l/ln,E/ = 0, de 

sorte que eAa I'I/Io,e) = l'I/Io,E/ ; developpant e- Aat en serie, it vient : 

en raison de ('I/In,EI'I/Im,E/ = 6nm . Prenant Ie module au carre, on trouve Pn : 

C'est une distribution de Poisson de parametre A2. Si A :5 1 (champ modere 
ou faible), les Pn sont des fonctions monotones decroissantes de n, Ie maximum 
(:5 1) survenant en n = 0. Au contraire, si A » 1, la distribution est diffuse, 
centree en nmax ~ A2

, avec un maximum de l'ordre de2 ,A;A (voir fig. 16.1). 

Ces diverses proprietes peuvent toutes se deduire du fait que PEt = n~l. 
La signification physique de la dependance des Pn selon les valeurs de A est 
claire: la probabilite est maximum pour l'etat deplace dont l'energie En,E est 

2E2 2E2 
telle que (n + ~)nw - ~ ~ ~nw, soit n ~ 2':nnw3 == A2 - voir notamment la 
courbe A = 5 de la figure 16.1). 

2Utiliser la for mule de Stirling. 

384 



L asci Ilateur harmon ique 

16.5 Oscillateur confine sur 1R?+ 

Une particule de masse m a une dimension est soumise d'une part a un potentiel harmonique 
pour x> 0 et d'autre part a une barriere totalement reflechissante situee en x = o. L'energie 
potentielle V(x) est donc : 

{ 
+00 

V(x) = 1 2 2 
zmw x 

si x < 0 
si x > 0 

(16.3) 

II s'agit de trouver les etats propres, 'l/Jv, v = 0, 1, 2, .... Dans toute la suite, on designe par 
'l/Jn (n = 0, 1,2, ... ) I'un des etats propres normalises de I'oscillateur harmonique ordinaire. 

1. Existe-t-il des etats propres non-lies ? 

2. Combien vaut ;jJv(x) "Ix < 0 ? 

3. Com bien vaut ;jJv(x = 0) ? 

4. La derivee 'I/J~ est-elle continue en x = 0 ? 

5. Justifier la relation suivante : 

"Ix > 0 , (16.4) 

oll C designe la constante de normalisation. 

6. Quelle est I'energie propre Ev de I'etat ;jJv ? 

7. Calculer la constante C. 

8. Donner I'allure de la densite de probabilite de I'etat fondamental de I'oscillateur confine 
par la barriere. 

9. La barriere a-t-elle un effet stabilisant ou destabilisant ? 

? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . L . L . L . L . L . L • L . L . L . 

1. Pour la meme raison que pour l'oscillateur harmonique ordinaire, il n'existe que 
des etats lies (potentiel divergeant a l'infini). 

2. La barriere interdit a la particule de penetrer dans la region x < 0, en consequence 
;jJv(x) = 0 "Ix < o. 

3. L'obligation de continuite impose ;jJv(x = 0) = O. 

4. La derivee 'I/J~ n'est nullement tenue a etre continue. L'experience du puits infini 
montre bien qu'elle est finie en x=O+, et nulle pour x<O ; c'est toujours Ie cas en 
presence d'un saut infini de potentiel. La derivee n'est donc pas continue en x = O. 
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5. Les etats prop res de l'oscillateur harmonique ordinaire sont soit pairs, soit impairs· 
avec la numerotation habituelle, Wn a la parite (_l)n (n E N). Par nature, et parc~ 
que toutes les fonctions propres sont continues partout, tous les etats impairs ont 
une fonction nulle en x = o. 
Dans la region x > 0, l'equation propre en presence de la barriere est strictement 
la meme que pour l'oscillateur conventionnel. Les fonctions propres impaires de 
celui-ci, WZp+l, pEN d'une part satisfont l'equation aux fonctions propres, d'autre 
part satisfont la condition aux limites specifique liee a la barriere, soit W(O) = o. En 
vertu du theOl·eme de Cauchy - Lipchitz, ce sont les seules solutions de l'oscillateur 
confine sur JR+. D'ou ;f;o(x) = Wl(X), ;f;l(X) = W3(X), et plus generalement ; 

(x > 0, v E N) I 

L'etat fondamental ;f;v=o(x) ne s'annule pas a distance finie, comme il se doit ; Ie 
premier etat excite ;f;v=l(X) s'annule une fois, etc. 

6. L'energie propre Ev de l'etat -0v est (2v + 1 + ~)n.w, soit ; 

lEv = (2v + ~)n.w I 

7. La constante de normalisation C prend en compte Ie fait que l'integrale de l;f;v(x)i2 
doit etre calculee sur JR+ et non pas sur JR, d'ou C = J2. En definitive, les fonctions 
propres normalisees sur JR+ sont donc ; 

8. La fonction d'onde fondamentale est tracee sur Ia figure 16.2. 

Figure 16.2: Densite l;f;ol2 de l'etat fondamental de l'oscillateur confine (~ = j;J;). 
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9. On a Eo = ~l1w : clairement l'etat fondamental est plus haut en energie que celui 
de l'oscillateur ordinaire. En outre, l' ecar t entre deux niveaux consecut ifs est 2l1w ; 
enfin, Ie ne niveau de l'oscillateur confine est plus haut en ' nergje de (n + 1)l1w 
par rapport au n e niveau de l'oscillateur orclinaire. Mani£ tern nt, la barriere a 
un effet destabilisant - c'est un fait general (pour UD autr exempl · voir probleme 
15.8 p . 333) . 

16.6 Expansion ou compreSSIon soudaine d 'un oscil­
lateur 

A un instant pris comme origine. la constante de raideur d'un oscillateur harmonique change 
soudainement, la pulsation passant de W a AW (A > 0). On note 'I/ln>.(x) les etats propres 
associes a la pulsation AW. Avant Ie changement, I'oscillateur est dans son etat fondamental. 

1. Expliquer pourquoi I'etat a I'instant t > 0 peut etre sous la forme : 

llJ (x, t) = L Cne- i>.(n+ ~)wt 'I/ln>.(x) 
n EN 

(16 .5) 

2. Ecrire I'expression integrale des coefficients Cn. Que peut-on dire des coefficients 
d'indice impa ir? 

3. En utilisant une representation integrale des polyn6mes de Hermite, calculer les coeffi­
cients d'indice pair; verifier que la norme de la fonction d'onde est inchangee. 

4. Calculer la valeur moyenne de I'energie a t> O. 

5. Quelle est la probabilite Pn de trouver I'energie (n + ~ )AW a t > O? 

6. En utilisant les equations de Heisenberg, trouver les ecarts quadratiques de la position 
et de I'impulsion a t> O. 

(Pour plus de details, voir [22]) 

Il s'agit d 'etudier la dynamique d'un oscillateur quand la constante de ressort 
change soudainement it un certain instant pris comme origine des temps. Ce changement 

, 2 

se traduit formellement par les deux expressions de H = ~ + ~mr22(t)x2 avec : 

r2 (t) = { W Vt < 0 . 
AW Vt > 0 

soit H = Ho + W (x , t) avec Ho = ~: + ~mw2x2 et W (x, t) = g(t)~m(A2 - 1)w2x2. 
L'energie moyenne est une constante du mouvement , et prend la meme valeur E _ it tout 
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instant t < 0, et la meme valeur E+ a tout instant t > 0 ces valeurs sont distinctes 
puisque W(x, t) est pair en x. 

Si ,\ > 1, Ie ressort devient plus dur, les fonctions propres etant plus ramassees 
et les niveaux d'energie (toujours equidistants) seront moins denses, et inversement. On 
retrouve l'image donnee dans Ie Tome I, fig. 16.1, ou l'action de raidir Ie potentiel distend 
Ie spectre, toutes choses egales par ailleurs. 

1. Les etats propres 'l/ln;,(x) du puits harmonique deforme forment une base complete 
sur laquelle on peut decomposer l'etat a l'instant t issu de l'etat initial 'l/lo(x) ; les 
energies propres a. t > 0 sont En,;' = (n + ~ )'\fl.w. L'etat a. l'instant test donc : 

w(x, t) = L Cne-i(n+~);'wt 'l/ln;,(x) , 
nEN 

2. L'expression integrale des coefficients est Cn = J~:: 'l/ln, ;, (x)1/!o (x) dx . L'etat initial 
etant pair, tous les coefficients Cn d'indice impair sont nuls (integrale nulle par 
symetrie) : C2p+l = 0 'tip E N. 

3. Dans la suite, on pose ~ ~ ~ x. La fonction propre 1/!n,;' est: 

L'expression de en est donc : 

En posant ~ = ~, on obtient : 

Comme If" I, un poiynom c tte iot' grale existe toujOUf qu I que oit'\ > 0 
donne· plu precisement, en $1, un fon tion a.nalytique de A pow· tout A t I 
qu 3 * > -1 qui st a sure par Ie fait que, physiquement, ). est po itif. Ph.l 
gcn'ralement toute xpression d C,l I llt etre immedialemcnt prolongcc dans tout 
la region - 7r < Arg (1 + *) < +7r . i be ain ·t, Ie resulta general sous-jacent etant 
I::: _z,,2 du = J1i z- 1/2 tl la ra in carree a pour coupure 1 d mi-ax r e1 
negatif. 

Pour calculer effectivement Cn , on introduit la representation integra.le : 

3Cette contrainte peut d'ailleurs etre a6souplie en modifiant Ie contour d'integration dans I'integrale 
de definition de Cn. En d'autres termes, la frontiere essentielle de la fonction Cn(>') est au-dela. 
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et on reporte dans l'expression ci-dessus de Cn ; effectuant alors l'integration sur ~, 
il vient : 

C = -- -2iu n e- \-.\ U du 1 ( 2), ) 1/2 /+00 ~ 2 
n ).1 /4 7r1/2 ffnnf 1 - ). - 00 () . 

Comme brievement explique plus haut, cette expression, legitime de toute evidence 
pour ). < 1, garde son sens quel que soit ). E {C\[l, +OO[IR} ; ses valeurs pour 
). E [1, +OO[IR s'obtenant par passage a la limite ~). ........ O (autl'ement dit, la coupure 
de l 'integrale et celIe du pl'efacteur s'annihilent mutuellement). 

II suffit de caleulel' les coefficients C2p, qui impliquent une integrale classique : 

2 - u 2 oP "fii u Pe fJ, du = (-l)P ---
ofiP p,1 /2 

avec p, = ~~~. Tous caleuls faits, on obtient : 

.j2 ).1/4 ). _ 1 P 
C2p = rrr>:::\I VITI 1.3.5 .. . (2p - 1) ( -, - ) 

y(2p)! 1+). A+1 
(16.6) 

Si ). -t ] , C2p tend v l' c5po comme il se doit. Notel' que la position de ). par rapport 
a 1 conditionl1e Ie ign d s coefficients. Si). > 1, ils sont tous positifs, si ). < 1, 
leur signe alt m de I'un a l'autre. Cette propriete traduit Ie fait que les fonctions 
propres 'l/Jn, >. sont pI us ramassees si ). > 1 (et il1versement) . Comme l' etat 'l/Jn=O est 
alors l'elativement plus diffus, on doit recourir a. des coefficients tous positifs pour 
repl'esenter convenablement ses ailes. 

Vel'ifions que la norme de la fonction d'onde est bien egale a 1. Pour cela, il faut 
caleuler la somme S definie comme suit: 

2JX +00 1 2(1- ).)2P 2JX 
(1lJ(O)lw(O)) = 1 +). ~ (2p)! [1.3.5 .. . (2p - 1)J 1 + ). == 1 +). S 

Le coefficient dans S peut s'ecrire de fagon plus agreable : 

1 [ ( )J2 _ 1 [ (2p)! ] 2 _ (2p)! _ -2p P 
(2p)! 1.3.5 ... 2p - 1 - (2p)! 2.4.6 ... 2p - (2Pp!)2 - 2 C2p 

En posant ex = ~~~, Is. omme est E;,:o ~TJ (I)2p • pour la caletll 1', un method 
est la suivant . On e rit S .ous la form d'une double sommati n av e un symbole 
de Kronecker cOl11pensat UI' : S = E~=o C~p (I)21) L:~~o C~p 15M t on l'epresente 

c5vq par une integrale : c5pq = 2~ f 021< i(p-q)4> d¢. Le report conduit a : 

1 1 211" +00 
S = - d¢ L(~fP(ei¢ + e- i¢ )2p ; 

27r 0 p=o 2 

la serie geometrique se resomme (noter que lexl < 1 quel que so it ).) et conduit a 

l'integrale classique 2~ f~7r 1 - af~os2 ¢' que l'on caleule par residus en posant ei
¢ = z, 
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a u par des moyens plu ' I mentaires (mais autrement plus laborieux!) puis que 
1 integrand est IDle fra tion rationnelle de lignes trigonometriques ; d'une fagon ou 
I'tln · autr , on trollY qu l'integrale vaut J1~ <l'2' Comme 1 - a 2 = (1!~)2' on 

obtient finalement S = ~, assurant que (w(O)IIJ!(O)) = l. 

4. Comme affirme dans Ie paragraphe intl'oductif d ce probleme, la valeur moyenne 
de l'energie ne change pas au cours d 1 t mp une fois l'oscillateur deforme ; on 
petit donc trouver sa valeur a tout t > 0 11 la calclilant a. t = 0+ ; l'expression 
integrale de E+ == (IJ!(O+)IHIIJ!(O+)) est: 

E+ = /+00 dXJmw e - e/2 [!!...- + ~m(>.w)2x2] e-e/2 . 
-00 n11 2m 2 

Le terme cinetique vaut ~~ ; Ie terme potentiel a pour moyenne >.2~~, d'ou : 

I E+ = ~(1 + >.2)ll.w ¢=> 6.E <!g E+ - E _ = ~(>.2 - 1)ll.w I 
L'energie augmente d'autant plus que l'oscillateur est comprime ; s'iI est detendu, 
l'energie est abaissee. 

C'est aussi un bon exercice de calculer cette energie en partant dli developpement 
de l'etat at = 0+ ; s'y prenant ainsi, il vient : 

E = 2>.1/2 ~[l.3 .5 . .. (2p-l)j2 2P(2 ~)>'ll.w. 
+ 1 +,X ~ (2p)! a p + 2 

On a 21A~~2 = Jl - 0 2, d'une part; d'autre part, Ie terme ~ venant de (2p+~) est 
en facteur de la somme qui represente la norme carree de IIJ!(O)). On obtient ainsi : 

+00 
E = ,Xll.w [~ + J 1 - a 2 L 2pC~p (~) 2P

] 

p=o 

La somme dans Ie crochet est : 

a d ~ P (a) 2p _ d 1 _ 0
2 

'22 do ~ C2p '2 - 0 da J1 _ 02 - (1 _ (2)3/2 ' 

d ou E+ = )"ll.w 2(11::'~2 ) = t(1 + ,X2)tiw en 'onformiM av eire. ul tat ci-desJ us. 

n s agit bi n i i d'un cas Oll Ie chang ·m nt d H change In valeur de l'energie, a ll 

contrail' d c qui e pas e pour illl particule dans un pujts in fin i oudainem nt 
dilate (vail' problem 15.3 p.304) , ou pour un osciUat til' harge souda-in m nt 
owni a 1m champ ' 1 tl'iqu (voir probl m 16.4 p. 3 0). 

5. La probabilite Pn de trouver l'energie (n + ~ ),Xw at> 0 est egale a Jcn 12 ; elle est 
nulle si n est impair. Si n = 2p : 

p. = 2,X1/2 (2p)! (,X - 1)2P 

2p 1 +,X (2pp!)2 >. + 1 
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P2p est une fonction uniformement decroissante de p ; en effet, on a 

p+l(A-1)2 
P 2p+2 = P + ~ A + 1 P 2p < P 2p . 

A p fixe, P2p est une fonction croissante de A quand A > 1. 

6. La dynamique decrite par les equations de Heisenberg a ete traitee dans Ie probleme 
16.4, p. 380 : il suffit de recopier les resultats alors obtenus en substituant W --; AW 

la ou il faut4 et Q --; rr;,w. On obtient ainsi : 

On peut aussi examiner la limite A --; 0, qui correspond a la situation examinee 
dans Ie probleme 16.2 p. 378. Dans cette limite, on trouve ~X2(t) = 2!W (1 +w2t2), 
comme obtenu dans ce probleme. Quant a l'ecart quadratique de l'impulsion, il 
devient constant: la particule devenant libre at> 0, les valeurs moyennes de son 
impulsion ne chan gent pas au cours du temps. 

t=O 

-
t = O,5T>. 

Figure 16.3: Evolution sur une demi-periode (0 :::; t :::; 0,5 T>.) du profil de densite 
IIl1(x, t)12 de l'oscillateur raidi, avec A = 5. Le temps court de gauche a droite et de haut 
en bas. L'intervalle de temps entre deux instantanes est egal a 1/10e de periode. On note 
Ie fort retrecissement du paquet d'ondes pour t = une demi-periode, image ephemere, 
mais periodique, du fort raidissement. 

• Complement 

II est tout a fait possible d'obtenir une expression fermee pour la fonction d'onde 
a l'instant t ; une premiere methode, un peu laborieuse, consiste a sommer la serie : 

ll1(x, t) = LCn1Pn,>.(x)e-i(n+ !)>.wt , 
nEJII 

4Les valeurs initiales .6.x2(O) et .6.p2(O) sont inchangees par rapport au probleme 16.4 puisque dans 
les deux situations analysees l'etat de depart est la gaussienne fondamentaJ e de 1'oscillateur inaltere : 
.6.x2(O) = 2:'w' .6.p2(O) = m~w . 
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ou les en sont donnes en (16.6). La sommation s'effectue sans peine en suivant une 
methode analogue a celle decrite plus haut pour verifier la norme de \[I(x, 0). 

Une autre voie plus directe consiste a utiliser Ie propagateur de I'oscillateur har­
monique (voir Tome I, section 16.4, notamment (1-16.146)) - et c'est d'ailleurs une bonne 
illustration de la puissance de cet objet . lei, ce propagateur s'ecrit : 

mAW i ~AW [(x 2 +x'2) cos >'wt - 2xx'1 -:-:--:----:-- e 2 h sIn At..! t 
2i7Tltsin AWt ' 

U(x, t; X', 0) = 

et la fonction d'onde a. l'instant t, compte tenu de l'etat initial, a pour expression: 

(
mW)1 /4j+OO mw ,2 

\[I (X, t) = -.: U(X, t; x', 0) e- -u. x dx' . 
7T,. -00 

L'integrale est gaussienne, et se fait un peu peniblement mais sans difficulte. On trouve : 

(
mW)1/4 1 _1 IAtanAW' ~X2 

\[I(X, t) = _ e 1+ tan AW' 21i 

7T It V COS AWt + * sin Awt 

Pour A = 1, cette expression donne e-i~ (r;~) 1/4 e- ~;;' X2, comme il se doit. On en deduit 
la densite de probabilite : 

( 
mw) 1/2 1 mw ,,2 1\[I(x, tW = - e - fi 1 - ( 1 - A 2) 8in2 AW' 

7T1t VI - (1- A- 2 ) sin2 Awt 

Il s'agit d'un paquet gaussien de largeur Ax2(t) = 2!w [1 - (1 - >,- 2) in2 >,wt] : Ie paqu t 

"respire" a la periode T>. = :w' sa largeur Ax(/') variant entre V ~w et * V 2~w (voir 
fig. 16.3) ; quand Ie ressort est rendu beaucoup plus raicle (,\ ~ 1) Ie paquet d'ond cst 
tres fin aux demi-periodes ou tels que Awtn = (n + ~}/l' . corom 1\[1(0 tn)i2 = ,\ :7.', Ja 
densite est dilatee d'un facteur >, par rapport a sa valeur ':~ aux periocies nti re. • 

16.7 Oscillateur harmonique force 

II s'agit d'etudier la dynamique d'un oscillateur harmonique soumis a un champ variable 
V(t) = Vof(t)(a + at), f(t) designant une fonction numerique du temps. Le Hamiltonien 
peut donc s'ecrire : 

(16.7) 

9 designant une constante de couplage sans dimension . Donner un exemple physique de cette 
situation. 
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1. Dans cette partie, on etablit quelques resultats concernant I'operateur d'evolution 
U(t, t o) (Tome I, chapitre 14, (1-14.17)) . Pour trois operateurs X, Yet Z , on note : 

[X , Yj == CxY, [X, [Y, Z]] == CxCy Z , et c. (16.8) 

(a) Soit A(t) un operateur dependant du parametre t . Utiliser la formule de Snider 
(voir eq .(14.42) p. 295) pour demontrer : 

ou' A' = dA 
- dt· 

(16.9) 

(b) On ecrit U(t , to) = eA(t , to) : trouver une propriete de I'operateur A(t, to). Com­
bien vaut A(to, to) ? Etablir I'equation differentielle satisfaite par A(t, to) sachant 
que : 

_ z_ = 1 - ~ z + '" (_l)n+1 Bn zZn 
eZ - 1 2 ~ (2n)! ' 

nEN" 

ou les Bn sont des nombres appeles nombres de Bernoulli. 

(c) On cherche maintenant A(t, to) sous la forme d'une serie : 

A = Al + A2 + ... , 

(16. 10) 

(16.11 ) 

ou An est d'ordre O(Hn). En posant Xt ~ (in)-l H (t), donner les expressions 
de Al et Az et decrire brievement la structure du terme An. Montrer que la serie 
de A tronquee a tout ordre restitue un operateur d'evolution (approche) qui est 
unitaire [23] . 

2. On applique les resultats ci-dessus au cas de I'oscillateur force defini en (16.7) . 

(a) Soit Uo I'operateur d'evolution associe a Ho. Posant U(t, to) ~ Uo(t, to) U(t , to) , 
ecrire I'equation differentielle satisfaite par U(t, to) . 

(b) On pose U = eA. Calculer explicitement A a I'aide des deux fonctions aCt, to) et 
(J(t, to) definies comme suit : 

aCt , to) ~ gw t dt I eiwh ! (tr) , 
l tD 

it itt 
(J(t , to) ~ (gw)2 dt l dtz sin w(tl - t2) !(tl)f(tZ ) 

to to 

Donner I'expression finale de U(t , to) . 

(16.12) 

(16.13) 

(c) L'oscillateur etant dans son etat fondamental In = 0) en t = to , ecrire Ie deve­
loppement de IIJi (t)) sur la base propre de Ho. En deduire les probabilites Pn de 
passage de In = 0) en to = - 00 a In) en t = + 00 ; quelle est la loi de distribution 
des P" ? 
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(d) On fait Ie choix f(t) = II cosh '"'(t. Preciser la signification physique du parametre "(. 
Ca1culer a (penser au theoreme des residus). Etudier la variation de a en fonction 
de "(. 

(e) Deduire de ce qui precede les probabilites Pn . Tracer Ie graphe de quelques Pn 

en fonction de "(. 

(f) On choisit maintenant f(t)='"'(I(wcosh'"'(t). Calculer a et les Pn en fonction de 
'"'(. Discuter en particulier : 

I. '"'( ---+ 0 (montee et descente adiabatique) ; 

ii. '"'( ---+ +00 (perturbation a la Dirac). 

Le but de ce probleme est de montrer que l'on sait definir un operateur d'evolution 
unitaire Ii tout ordre de la serie de perturbation tronquee, et de l'appJiquer a un cas sim­
ple ou la serie s'arrete d'elle-meme a un ordre fini. On pourra faire, Ie cas echeant, la 
comparaison avec ce que donne la theorie conventionnelle des perturbations dependant 
du temps, exposee dans Ie Tome II, chapitre 24. II s'agit ici de l'un des tres rares cas ou 
l'on sait calculer exactement l'operateur d 'evolution avec un Hamiltonien dependant du 
temps; c'est dire les vertus exemplaires de ce probleme, qui fournit en outre l'exemple 
d'une perturbation capable de fabriquer un etat coherent, quand l'oscillateur est initiale­
ment dans son etat fondamental. 

Un exemple de la situation decrite dans l'enonce est un oscillateur harmonique 
charge (charge q) soumis a un champ electrique variable £(t). En effet, Ie couplage en 
pareil cas est -q£x et comme x ex (a+at ), on obtient bien un terme dependant du temps 
de la forme introduite. 

1. (a) La formule de Snider peut s'ecrire : 

i.eA(t) = r1 
dx exA(t) dA e-xA(t) eA(t) 

dt 10 dt 

Le produit des trois operateurs exA(t) ~~ e-xA(t) se developpe comme suit (on 
en a vu deja plusieurs exemples, notamment dans la question 4. du probleme 
13.3 p . 248) : 

exA(t) dA e- xA(t) = dA x[A dA] x
2 

[A [A dA]] .. . 
dt dt + , dt + 2! ' , dt + 

En reportant dans l'integrale ci-dessus, et en effectuant l'integration sur x, on 
obtient (A' = ~~) : 

i.eA(t) = (A' + .!. [A A'] + .!. [A [A A']] + ) eA(t) dt 2!' 3!" ... , 

394 



l'oscillateur harmon ique 

soit, avec les definitions de l'enonce : 

~ eA(t) = (AI + ~C A' + ~C2 A' + ) eA(i) dt 2! A 3! A ... , 

ce que l'on peut aussi ecrire formellement : 

On note au passage que cette expression de la derivee d'un operateur exponen­
tiel est fort complexe, comparee a son equivalent pour une fonction numerique ; 
formellement, la limite "classique" s'obtient en faisant tendre CA vers zero, ce 
qui restitue la for mule elementaire -ftef(t) = f'(t ) ef(t) . 

(b) Si on ecrit l'operateur d 'evolution U(t, to) sous la forme eA(t, to), l'operateur 
A(t, to) doit etre anti-hermitique (At = -A) pour assurer l'unitarite de 
U(t, to) ; clairement , il faut A(to, to) = o. 
L'equation differentielle satisfaite par A(t , to) se deduit de iii ~~ = HU, et 
s'ecrit -fteA = fit H eA. Compte tenu des definitions precedentes, cette equation 

prend la forme eC~A- l A' = fitH, soit : 

(c) En posant A = Al + A2 + ... ou An est d'ordre O(Hn ), et en comptant les 
puissances, on a la chaine d'equations : 

A' - -~C H Bl C2 H 
3 - 2 A 2 iii + 2! Al iii , . .. 

Avec Xt ~ (ili)-1 H , les expressions de Al et A2 sont : 

D'une fa~on generale, la structure de An est complexe: c'est une combi­
naison lineaire d'integrales n-uples, portant sur des commutateurs multiples 
d'ordre n. 

Par construction, la serie de A tronquee a tout ordre est antihermitique, et 
donc restitue un operateur d'evolution (approche) qui est unitaire5 . 

2. Dans la suite, on applique les resultats ci-dessus au cas de l'oscillateur force. 

5La serie de perturbation conventionnelle, tronquee a un ordre £lni, conduit a un operateur d'evolution 
(approche) qui n 'est plus unitaire - d'ou l' interet de la presente formulation. 
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(a) Si Uo est l'operateur d'evolution associe aHa, et si on pose: 

U(t, to) ~ Uo(t, to) U(t, to) , 

on voit immediatement que U(t, to) satisfait l'equation differentielle 

au Vr(t) ~ UJ (t)V(t)Uo(t) est appele representation-interaction de l'ope­
rateur V(t). 

(b) On pose maintenant U = eA ; les operateurs Al et A2 satisfont : 

lei, Vr (t) = gfiv.; f(t)eiwt( at a+! ) (a + at) e-iwt(a t a+~), qui vaut (N = at a) : 

Vr(t) = gfiv.;f(t) (eiwtN ae- iwtN + eiwtN at e- iwtN ) 

Maintenant : 

Comme [N, at] = at, Ie developpement se resomme pour donner eiwt at. De 
meme, eiwtN at e-iwtN = e- iwt a, d'ou Vr(t) = gfiv.;f (t) (e- iwt a + eiwt at). Cela 
etant, on a : 

AI(t) = -igw r dt l f(tl)( e- iwh a + eiwt1 at) == -i[a(t, to)at + a*(t, to)a] , 
Jta 

On constate que A2 est un simple sealaire ; il en resulte que taus les termes 
An2:3 de la serie donnant A sont iei identiquement nuls, et l'expression exacte 
de l'operateur d'evolution : 

La formule de Glauber permet d'eerire e-i(aat+a*a) = e- ~la I2 e- aat e-a*a, 
d'ou une autre forme, utile pour la suite: 

U(t, to) = eftHa(t-ta) ei/3(t, to) e- !Ia(t, ta)12 e-ia(t, ta)a t e-i"'*Ct, tala 
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(c) Sachant que l'oscillateur est dans son etat fondamentalln = 0) au demarrage 
en t = to de la perturbation, Ie developpement de Iw(t)) sur la base propre de 
Ho, {In)}nEl\! se deduit de Iw(t)) = U(t, to)IO), soit : 

Iw(t)) = ej;Ha(t-ta) e i ,6(t, ta) e-~Ia(t, taW e-ia(t, ta)a t e-ia'(t, tala 10) . 

Comme alO) = 0, l'action de toute fonction de l'operateur de destruction, 
F(a), sur Ie fondamentallO) est F(a)IO) = F(O)IO), d'ou en particulier : 

e-ia'(t, tala 10) = 10) ; 

par ailleurs, on sait que atnlO) = VnTln), d'ou l'on deduit l'action de l'opera­
teur e-ia(t, ta)a

t apres avoir developpe l'exponentielle en serie entiere. Finale­
ment, ayant fait agir tous les operateurs contenant a et at, on se retrouve avec 
une certaine combinaison lineaire d'etats In), qui sont prop res de Ho, d'ou6 : 

(16.14) 

L'amplitude A1--m de la transition 10) ~ In) so us l'effet de la perturbation est: 

A (t t ) = (nlw(t)) = ei,6(t,ta) e-~la(t,taW [-ia(t, to)]n e-i(n+~)w(t-to) 
l~n , 0 0' 

yn! 

d'ou P (t to)=IAl (t to)12=e-la(t,taW la(t,ta)1
2n 

et P ~ P (+00 -(0)' n , --+71. , n! ' n n , . 

(16.15) 

en notant simplement dans toute la suite a ~ a(+oo, -(0). Il s'agit d'une 
distribution de Poisson, de parametre lal 2. Comme on l'a vu anterieurement 
(voir par exemple Ie probleme 16.4 p. 380), si lal 2 ,:S 1, les probabilites Pn 

sont ramassees pres de n = 0 et decroissent avec n. Au contraire, si lal 2 » 1, 
la distribution est plate et diffuse, presentant un maximum vers n max rv lal, 
avec Pn=ax rv ~Ial' Ces resultats montrent que l'etat obtenu a t = +00 par 

cette perturbation n'est autre que l'etat coherent 1- ia), a une phase pres. 

La variation de l'esperance de l'energie entre t = ±oo se calcule aisement a 
partir de t6..E ~ E(+oo) -E(-oo) = L~:OPn(n+ ~)nw - ~nw; Ie calcul 
donne: 

(d) Avec: 
1 

J(t) = cosh It ' (16.16) 

6 A une phase pres, Iw(t)) est done l'etat coherent I - ia(t, to)) (f3(t, to) est une fonction a valeurs 
reelles). 

397 



Mecanique quantique 

Pn 
1.0 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

Ie parametre ,),-1 caracterise l'echelle temporelle de montee et de descente de 
la perturbation. Ce choix de f(t) donne O! : 

1
+00 eiwt 

a=gw -h-dt= gQ1(Q) , 
- 00 cos ')'t 

ou Q ~ ~ et I(Q) ~ J+OO eiQh~ dT. Avec Q positif, cette integrale se calcule en 
'Y -00 cos T 

refermant Ie contour par un demi-cercle a l'infini dans Ie demi-plan superieur 
(Ie lemme de Jordan est de toute evidence applicable). On ramasse tous les 
poles aux zeros de cosh T, soit Zk = i(k + ~)7r (k EN), ou Ie residu vaut 
(-i)( _l )k e-(k+ !)7rQ. On obtient alors une serie geometrique qui se resomme 
immediatement pour donner I(Q) = ~7r ~ et finalement : 

cos 2 

7rW 1 
a=g-

')' cosh 7rW 
2')' 

(16.17) 

ot r qn O! est , au facteur gw pr's, La transformee de FOlU'ier F[f] prise 
pour In. vaLetu' w pulsation propr de 10 cillateu!", t que O! e L po itif. Si 
'Y «w (mon 'e eL de, cent tr lentes de In. p I'turbation - cas adial atique) 
O!~ 27rg~ c-~ : O! cst exponentiell · m n ' p tit. A Pinv rs " 'i ,»w, o!~7rY~ : 
a tend vel' zero lentement. Le maximum d ial stlrvient pour ~~ 'gal au zer 
de I-x tanhx, un nombre Xo legerement inferieur7 a 1,2, ce qui definit la valeur 
')'0 ~ ;:a. La valeur de a a son maximum est a max = 2gJx5 - 1 ~ 1,3 g. 

1.0 

0.8 

19 = 0,5 1 0.6 

0,· 

0,2 

0.0 .t1L~::::;;;'~::::::::"'--r---.--==:::;:=:=--" 
8.0 10,0 W 0.0 2.0 4,0 6,0 8.0 10.0 W 

Figure 16.4: Variation des probabilites Pn avec la fonction f(t) definie en (16.16) . A 
gauche, couplage faible ; a droite, couplage fort . 

(e) Les probabilites Pn s'obtiennent en partant de leur expression (16.15) et en y 
injectant Ia fonction a trouvee en (16.17). 

La variation des Pn en fonction d'un certain parametre b par exemple) est en 
general non monotone, et depend crucialement de l'allure de lal en fonction 

7 On trouve numeriquement Xo ~ 1,19968. 
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de ce parametre. En effet, par exemple en faisant varier " on a : 

Il en resulte que les Pn>o ont des extrema d'une part quand lal2 en a un, 
d'autre part aux solutions de n - lal2 = 0, si e11es existent. Si c'est Ie cas, la 
valeur de Pn en son maximum est Pnmax = e-nn~ ; pour les grandes valeurs n . 
de n, la formule de Stirling donne Pnmax ~ k. 
En particulier, la probabilite de rester dans Ie fondamental est: 

Po varie en fonction de 1 exa~tement a l'inverse de a, et possede done un mini­
mum en 'A, egal a e-4 (x o- l)g : pour Ie couplage faible (fig. 16.4, a gauche), ce 
minimum est peu accuse, entrainant que toutes les probabilites Pn>o sont tou­
jours tres petites: tout nature11ement, Ie systeme a peu de chances de changer 
d'etat, que11e que soit la duree ,-I de la perturbation. Pour Ie couplage fort 
(fig. 16.4, a droite), Ie minimum de Po est exponentie11ement petit, attestant 
du fait qu'alors les autres probabilites prennent des valeurs notables, et donne 
notamment une inversion de population entre l'etat fondamental et Ie premier 
etat excite. Leur variation est d'ailleurs non-triviale, present ant (si n n'est 
pas trop grand) un premier maximum tres aigu pour les valeurs moderees de 
" puis un minimum au maximum de a (soit, = 'A, la meme valeur quel que 
soit n), suivi d'un autre maximum assez plat pour, nettement plus grand que 
w. Les maxima de Pn>o surviennent pour a 2 = n : pour un 9 donne, cette 
equation n'a de solution que si n ~ 4g2(x6 - 1). 

Lorsque , « w, Po ~ 1 - 47r2g2~ e-2;~ est exponentie11ement proche de 

1, d'oll Ie demarrage tres plat; si , » w, Po ~ 1 - 7r2g2~ et tend vers 1 
'Y 

lentement a, infini, entrainant que toutes les autres probabilites tendent vers 
zero lorsque la perturbation est de duree tres (infiniment) courte. 

(f) Avec: 

f(t) = ' 
wcosh,t ' 

(16.18) 

on trouve a=7rgcos~"'w. Quand ,«w, a~27rge-;~ ; au contraire, si , » w, 
2"( 

2 2 
a~7rg(l+ ""8~ ). Maintenant, a croit uniformement de 0 a 7rg quand, varie de 

o a +00 ; Po decroit unifonnement de 1 a e-.".2g2. Toutes les probabilites Pn ::>o 
partent de 0, ont toutes un maximum en a 2 = net tendent vers (7rg?n e-(.".g)2n 

(voir fig. 16.5). En particulier : 

1. dans Ie cas-limite, --+ 0 (montee et descente adiabatique), a --+ 0 de sorte 
que Pn --+ Dna quel que soit g: l'oscillateur reste dans l'etat fondamental, 
son energie ne change pas ; 

11. avec, --+ +00 (perturbation a la Dirac), Ie parametre de la loi de Poisson 
est a 2 = (7rg)2. Pour Ie couplage faible, la distribution est piquee en 

399 



Mecanique quantique 

Pn 
1.0 

O.B 

0,6 

0,4 

0,2 

2.0 

n = 0 ; pour Ie couplage fort, elle presente un maximum pour n voisin de 
n max rv Crrg)2, avec Pn=ax rv v'2 ;3/2

9
' 

Pn 
1.0 

n=O 
O,B 

Ig = 0,5 1 Ig =5 1 
0,6 

0,4 

n=2 

~',,= 3 
0,2 , n=5 , 
0,0 I I 

4.0 6.0 8.0 10,0 W 0.0 2.0 4.0 6.0 8,0 10.0 W 

Figure 16.5: Variation des probabilites Pn avec Ia fonction f(t) definie en (16.18), en 
fonction de l'inverse du temps de montee et de descente de la perturbation. A gauche, 
couplage faible ; a droite, couplage fort. 

• Complement 

Pour representer une perturbation harmonique a We, montant et descendant gra­
duellement avec une echelle de temps ,-1, on peut prendre f(t) = e-l'l t l cos wet ; dans 
la limite, «< w, Ie systeme a Ie temps de compter un tres grand nombre de periodes de 
la perturbation, laquelle lui apparait comme quasi harmonique. 

Avec ce choix, on a a = gw [CWe-J)2+1'2 + (we+J)2+1'2J, qui est encore positif. 
Afin d'exhiber la reaction resonnante de I'oscillateur, supposons dorenavant, tres petit, 
ce qui revient physiquement a avoir , « w, We, auquel cas la perturbation est de fait 
quasi harmonique. Noter que, supposant W e > 0, Ie deuxieme terme (antiresonnant) est 
toujours tres petit. 

Pour une perturbation tres epMmere (, » w), les premieres probabilites prennent 
une valeur notable quand Ie couplage est faible, mais toutes sont tres petites si Ie couplage 
est fort; au contraire, pour une perturbation montant et descendant lentement (, « w), 
seule la probabilite Po a une valeur notable, que Ie couplage soit faible ou fort (voir 
fig. 16.5). 

n s'agit maintenant d'etudier la variation des probabilites Pn en fonction de la 
pulsation We de la source excitatrice (voir fig. 16.6). Po n'a qu'un seul minimum tres 
accuse pour We = w, correspondant au maximum de a 2 ; comme celui-ci est tres aigu 
( , « w), la valeur de Po au minimum est exponentiellement petite. Ce comportement 
sans surprise correspond a la resonance au sens usuel, l'oscillateur reagissant de fa<;on 
exaltee et ayant une probabilite quasi-nulle de rester dans son etat fondamental. 
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Plus inattendue, sans doute, est la variation des Pn>o . Com me pnkedemment, 
les probabilites ont un maximum8 en a2 = n, et un minimum au maximum de lal, lequel 
survient pour W e = w. Il en resulte que Ie graphe d'un grand nombre de Pn>o exhibe un 
doublet tres fin de part et d'autre de la resonance "nue" a W e = W ; pour les valeurs de 
n telles que n « g~, Ie doublet survient aux pulsations Wen ~ W (1 ± Vgn'YJ. 

Pn Pn 
1,0 1,0 

n=O n=O 
0,8 0,8 

Ig = 11 19 = 11 
0,6 0.6 

0,4 
n=l 

0,4 

0,2 71.= 2 0,2 

n = 3 
We W e 

Q,O 
0.0 0,5 1,0 1.5 2,0 W 

0,0 ' 
0.80 0,85 0,90 0,95 1,00 1.05 1,10 1.15 1,20 W 

Figure 16,6: Variation des probabilites Pn en fonction de la pulsation We d'une pertur­
bation quasi harmonique h = 0,01 w) ; l'abscisse est Ie rapport ';;. La figure de droite 
est un agrandissement de la partie centrale OU We rv W (resonance), 

Comme a max = g~ » 1, la distribution de Poisson est tres diffuse, presentant un 

maximum tres plat vers n rv n max rv a~ax » 1, avec Pnmax ~ --ri!:- « 1. Toutes les 
v 27r gw 

probabilites sont tres petites en We = w, mais, en depit des apparences, leur somme vaut 
bien 1 comme il se doit (voir fig . 16.6). 

Ces resultats sont peu conformes a l'intuition : on aurait plutot attendu des r eso­
nances en We = nw, correspondant aux transitions 10) -+ In). En fait, lorsque la pulsation 
de la source W e est egale a W (resonance fondamentale), la perturbation laisse l'oscillateur 
dans une combinaison lineaire d'etats propres dont les coefficients sont tous tres petits, 
et prepare ainsi l'etat coherent I - ia) avec a » 1. 

La limite., -+ 0 (perturbation strictement harmonique) semble donner: 

a = 1TgW[O(We - w) + o(we + w)] , 

mais cette recette est trop expeditive, puisque c'est a 2 qui joue Ie role central, et que 
l'on ne sait pas definir Ie carre d'une fonction de Dirac (voir la note 5 p. 235). • 

• Remarque 

Les resultats precedents sont formellement tres differents de ceux que donnerait une 
theOl'ie de perturbation dependant du temps (voir Tome II, chapitre 24), En effet, 

8Comme Ie maximum de a vaut a peu pres g~ » 1, un grand nombre de Pn>o ont effectivement 
deux maxima. 

401 



Mecanique quantique 

avec une perturbation <X a + at, et comme cet operateur n'a d'element de matrice 
non-nul qu'entre deux etats n et n ± 1, la theorie de perturbation a l'ordre 1 donne 
les amplitudes de transitions A~~n <X Onl, et il faut aller a Fordre k en g pour avoir 

A6~n=k i= 0 (la probabilite Pn est done proportionnelle a g2konk = g2nonk ). 

Les differences doivent etre relativisees eu egard au fait qu'une theOl'ie de pertur­
bation suppose implicitement un couplage Jaible, de sorte que la comparaison avec 
Ie traitement exact e£fectue dans Ie probleme n'a de sens que dans la limite g « 1, 
et en considerant les puissances successives de g, associees aux ordres successifs 
de la serie de perturbation. Dans cette limite, lal est tres petit devant 1, et alors 
Po c:::: 1-la12 = 1- cst

eg2 et Pn>o = O(g2n), ce qui est conforme, qualitativement, 
a ce que donne la theorie de perturbation. 

Comme dernier exemple, prenons J(t) = B(t) [1 - e-'Yt ], qui represente une per­
turbation allumee depuis t = 0 et mont ant jusqu'a la valeur 1 sur une echelle de 
temps ,-1. Dans la limite t ----> +00, puis, ----> 0, la montee est infiniment lente 
(adiabatique). Cette procedure permettra de retrouver dans un cas particulier Ie 
theoreme de Gell-Mann et Low (Tome II, section 24.6) affirmant que pour une 
montee adiabatique de Ho a H = Ho + V, Ie systeme se retrouve finalement dans 
un etat propre de H qui, selon ce theoreme, n'est pas forcement Ie fondamental 
- ici, on trouvera de fait Ie fondamental de H. Avec ce choix de J(t), on a : 

_ [eiwt _ 1 1 _ e-h-iW)t] 
aCt, 0) - gw . - . . 

IW "Y-1W 

Dans la limite t ----> +00, aCt, 0) se comporte comme _ig(eiwt - 1) - 'Y~~w ; si on 
prend la limite, ----> 0, on obtient _ig(eiwt - 1) - ig = _igeiwt . Dans la limite 
t ----> +00, Ie vecteur d'etat est, a la phase {3 - !wt pres (voir (16.14)) : 

. +00 [( .)( . iwtln Iw(t ----> +00)) = e-~I-ige'wtI2 lim '" -1 -lge e-inwtln), 
t -->+oo~ Q 

n=O yn! 

soit : 

(16.19) 

Or, at = +00, Ie nouveau Hamiltonien est Ho + g!iw(a + at) = Ho + gV2m!iw3 x : 

c'est un oscillateur dont Ie point d'equilibre a ete deplace de x = 0 en Xo = -g{jf;, 
dont les etats propres sont les 1/;n(X - xo). Par comparaison avec Ie probleme 16.4, 
on voit que -g est Ie parametre note A dans ce probleme, et que l'etat construit 
adiabatiquement, (16.19), n'est autre que Ie fondamental de H. C'est done un cas 
ou, partant du fondamental de Ho, la montee adiabatique fait passer Ie systeme 
dans Ie fondamental de H . • 
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16.8 Integration de l'exponentielle d'une forme 
quadratique 

Soit la forme quadratique symetrique <P ~ 2:1<1 m<N almx/x m , supposee definie positive. 
Montrer que : -, -

(16.20) 

Quel resultat elementaire retrouve-t-on pour N = 1 ? Pourquoi est-il necessaire que <P soit 
definie positive? 

Savez-vous donner un sens a I'integrale r~::: eix2 dx i' 

Soit donc a calculer : 

I clef l -<J.> d d d = e Xl X2··· XN 
RN 

Une forme quadratique symetrique <P ~ 2:1</ m<N almX1Xm est diagonalisable par une 
transformation orthogonale (Jacobien egal a-I), Iaisant passer des variables {xlh<I<N 

aux variables {~a h::O/3::ON. En fonction de ces variables, la forme quadratique a donc 

l'expression <P = 2:~=1 CPa~~. Comme <P est supposee definie positive, toutes les valeurs 
propres CPa sont strictement positives. Une fois effectue Ie changement des variables 
{Xl h::Ol::ON ---7 {~/3 h::O/3::ON' l'integrale de l'exponentielle e-<J.> s'ecrit : 

L'exponentielle d'une somme etant Ie produit des exponentielles, les variables se separent, 
et l'integrale devient un produit d'integrales, chacune de celles-ci impliquant une variable 
et une seule : 

N r 2 N ~ 7r N/ 2 

I = II Jm e-¢aEa d~a = II Y-CPa = . a=l IR a=l CPa Vrr~=l CPa 

Maintenant, on sait bien que Ie produit des valeurs propres est un invariant, egal au 
determinant de la matrice representant l'operateur sur une base quelconque. En defini­
tive, la matrice A etant donnee, on a bien la formule annoncee : 

(16.21 ) 

Pour N = 1, on retrouve l'integrale gaussienne ICauss ~ I~::: e-ax2 dx = -J'!. 
On peut donner un sens a cette derniere integrale avec a E <C, en l'ecrivant 

Ie e-az2 dz, ou C est un contour du plan complexe qui, dans la definition premiere, 
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est tout simplement l'axe reel. En de£ormant Ie contour d'integration de fa<;on a ce que 
la partie reelle W( az2

) soit positive a l'infini, on peut de fait effectuer Ie prolongement 
analytique. Ceci est possible tant que l'argument du complexe a est strictement compris 
entre ±7r, ce que confirme Ie resultat : 

(
7r) 1/2 

IGauss = ~ 

la racine carree complexe ayant pour coupure Ie demi-axe reel negatif. En prenant a = -i 
(qui a pour argument -~ E] - 7r, +7r[), on peut ainsi ecrire : 

1+00 ix2 = (!!..-) 1/2 = (~) 1/2 e dx . _ .~ , 
-00 -1 e-12 

soit finalement : 

qui redonne les integrales classiques de Fresnel f~:: cos x 2 dx = f~:: sin x 2 dx = A . 

16.9 A propos des etats coherents 

1. Examiner I'equation aux valeurs propres pour I'operateur de creation, atlA) = AlA) en 
raisonnant tant6t avec la base {IWn) }nEN, tant6t avec I'equation differentielle ecrite 
en representation-q. Conclusion 7 

2. Les etats coherents {la)}aEC ne sont pas orthogonaux (voir (1-16.179)). Iissatisfont 
neanmoins une relation de fermeture particuliere et remarquable ; Wa et 'Sa designant 
les parties reelle et imaginaire de a, on a : 

.!. { dWa ( d'Sa la) (al 
7r JIR JIR 

1 (16.22) 

soit : 
.!. { dWa ( d'Saw~coh)(x)W~coh)*(x/) 
7r JIR JIR 

O(x - x') . (16.23) 

Pour demontrer cette relation: 

(a) So it I'integrale Inm ~ fIR dx fIR dy zn z*m e- lz21 , ou Z = x + iy est un complexe 
quelconque. Passer en coordonnees polaires pour montrer que: 

Inm = 7rOnm n! . (16.24) 

(b) Ecrire explicitement Ie premier membre de (16.23) en utilisant la representation-q 

des W~coh\x) sur la base propre du Hamiltonien. 
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(c) Reconnaitre I'expression (1-16 .74), et condure. 

1. Si IA) note l'etat propre de at a elucider, on a atlA) = AlA). Representons IA) sur 
la base des etats propres de H, {17Pn)}nEN : 

IA) = l:: cA(n)l7Pn) 
nEN 

nEN nEN 

L'identification donne: VnTI cA(n) == ACA(n + 1), 't:/n E N, d'oD. : 

Si CA(O) =f. 0, les coefficients croissent comme vInT et donnent visiblement un etat 
non normalisable. 

On peut aussi raisonner en representation-q, notant 7PA(X) l'etat cherche. L'equa­
tion aux fonctions prop res pour at s'ecrit : 

~ (Jmw x - J n ~)7PA(X) = A7PA(X) . V2 n mw dx 

Posant x = j;f~, UA(O = 7PA(X), la fonction UA satisfait uA + (V2A - ~)u = 0, 

dont la solution generale est u(O = Ce~e-v'2A~ u(O), qui est visiblement non 
normalisable, d'oD. la conclusion: 

at n'a pas d'etat propre (a droite) de norme finie 

2. 11 s'agit d'etablir la relation de fermeture specifique des etats coherents : 

(16.25) 

soit : 

8(x - x') . (16.26) 
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(a) L'integrale Inm s'ecrit en polaires (z = re iiJ
) : 

Posant r2 = x, on voit que l'integrale vaut !n!, d'ou 

(b) La representation-q des 'l/J~coh) (x) sur la base propre du Hamiltonien est: 

En rempla<;ant les 'l/Jn(x) par leur expression, il vient : 

'l/J(coh ) (x)'l/J(coh)*(x') = (mW)1/2 '" 1 1 X 
0< 0< 7r1t ~ n!n'! v'2n +n' 

(n,n' )EN2 

Hn(~)Hn' «()e-(eH/2
)/2 ana*nl e-10<1

2 
, 

et c'est cette quantite qu'il faut integrer selon ~ fIR d~a fIR d'Sa. Le resultat 

precedent donne ~ fIR d~a fIR d'Sa ana*n' e- 10<1
2 = 6nn,n!, d'ou, reconnaissant 

l'expression des 'l/Jn(x) : 

Cette derniere somme est la relation de fermeture avec les etats 'l/Jn(x), d 'ou 
Ie resultat (16.26). 
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Corriges du chapitre 17 

Symetrie et lois 
de conservation 

17.1 Produits scalaire et vectoriel de deux operateurs 
vectoriels 

Montrer que Ie produit scalaire de deux operateurs vectoriels est un operateur scalaire au sens 
defini en (11-17.104), et que leur produit vectoriel est un operateur vectoriel satisfaisant les 
relations caracteristiques (11-17.117) . 

1. Il s) agit de montrer que [VI . V2 ) LJ = 0 si chaque Vi est un operateur vectoriel. Avec 
les composantes cartesiennes Viu et Lv) on a : 

u u 

La somme est nulle puisque Cuvw = -CWVU) confirmant qu)un produit scalaire est 
un invariant dans toute rotation. 

2. Soit deux operateurs vectoriels (j et V et leur produit vectoriel ltV = (j x V ; on a : 

Le premier commutateur est [Lx) UyJVz + Uy[Lx) VzJ = in(Uz Vz - Uy Vy) Ie second 
est [Lx) UzVyJ = [Lx) UzIVy + Uz[Lx) VyJ = in(-UyVy + UzVz) et au total: 

[Lx ) WxJ = 0 
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De plus: 

On s 'y prend de la meme fac;:on pour les autres relations de commutation, etablissant 
Ie fait que tJ x if est un operateur vectoriel si tJ et if Ie sont. 

17.2 Invariance de [q, p] = un par symetrie mlrOlr 

En utilisant (11-17.165), montrer que la relation fondamentale est invariante. 

Notant u les composantes cartesiennes, on a [U' , p~ ] = [u - 2(n.r)nu, pv- 2(n .ff)nv] 
ou n est Ie vecteur unitaire normal au plan de reflexion. Le second membre est : 

[u, Pv] - 2[u, n.ff]nv - 2[n .f', pv]nu + 4 [n .f', n.p']nunv , 

soit in( ouv - 2nunv - 2nvnu + 4( 2:u'v' nu,nv'ou'v' )nunv) . La somme vaut 2:ul n~, = 1, 

d 'ou [U' , p~ ] = iMuv . 

17.3 Operateur de translation 

On considere une particule se depla~ant suivant I'axe Ox; soit x et pies operateurs de position 
et d'impulsion. Ix) designe Ie ket propre de x associe a la valeur propre X . L'operateur T (a) 
est defini par : 

T (a) lx) = Ix + a) . 

1. Montrer que T (a)T (b) = T(b)T (a) = T(a + b) . 

2. Donner I'expression des elements de matrice (x" IT (a)lx' ) associes a T (a) en repre­

sentation-q. Montrer que (T(a) ) t = T ( -a) et que T (a) est un operateur unitaire. 

3. Determiner les elements de matrice (p"IT (a)lp' ) associes a T (a) en representation-p o 
En deduire que : 

T (a) = ej,pa . 
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4. 50it I'¢') = T(a)I,¢) Ie ket deduit de I'¢) par la transformation unitaire T(a) ; ,¢(x) et 
,¢'(x) designent les fonctions d'onde correspondantes. Montrer que: 

'¢'(x) = '¢(x - a) . 

5. Developper I'expression de T(a) don nee en 3 en serie de puissances de p. En utili­
sant I'expression de cet operateur en representation-q, deduire Ie developpement de la 
fonction d'onde '¢'(x ) en serie de puissances de a et retrouver Ie resultat de la question 
precedente. 

1. T(a)T(b )lx) = T(a)lx+ b) = Ix+b+a) == Ix+a+b) == T(a+b) lx) == T (b) T (a)lx). 

2. (x"IT(a)lx') = (x"lx' +a) = c5(x" -x' -a). Par ailleurs, comme c5(x-x') = c5(x' -x) : 

(x"l (T(a)) tl x') = (x'IT(a)lx")* =c5(x' - x" - a) =c5(x" - x' + a) = (x"IT( -a) Ix') , 

d'ou (T(a)) t = T( -a) j l'egalite T( -a)T(a) = 1 montre que T( -a) = T-l(a) : 
T (a) est un operateur unitaire. 

3. En injectant deux fois la relation de fermeture, on a : 

(p"IT(a)lp') = J dx' J dx" (p" lx" )(x" IT (a)lx' )(x'lp') 

L'element de mat rice de T (a) vaut c5(x" - x' - a), d'ou : 

(p"IT(a)lp') = J dx' (p" lx' + a) (x'ip') 

Comme (xlp) = ,;ketpx , on obtient : 

1 J +1 "( '+) 1" (p"IT(a)lp' ) = 27rn dx'e l1IP x a e-r;;P x , 

et, reconnaissant la representation integrale de la fonction de Dirac, on voit que: 

(p"IT(a)lp') = e+j,plla c5(p" - p1 

montrant que T(a) = ej,pa. 

4. Avec I'¢') = T(a)I '¢) , on a (xl'¢') = (xIT(a)I'¢) j faisant agir T(a) sur Ie bra, on 

obtient ((T(a)) t x l'¢) = (x - al'¢) == '¢(x - a). 

5. On a ,¢'(x) = ej, pa'¢(x) = ej,(- in/x)a,¢(x) = e-a/x'¢(x). En developpant l'expo­
nentielle en serie de puissances, on obtient : 

~(_a)n d
n '¢(x) 

~ n ! dxn 
n =Q 

qui est la serie de Taylor de '¢(x - a), fonction supposee analytique. 
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17.4 Transformation de Galilee 

II s'agit de trouver la transformation 9 induite dans I'espace des etats par une transformation 
de Galilee G dans]R3 faisant passer d'un repere R a un repere R' anime de la vitesse constante 
Va par rapport a R. On pose precisement : 

w'=gw 

W et w' sont les fonctions d'onde, dans R et dans R' respectivement, d'une particule de 
masse m animee d'un mouvement quelconque. Classiquement, la loi de transformation est: 

P' = P - vot , 
-I --I _ 

P =p- mvo . 

1. Ecrire que les valeurs moyennes quantiques de la position et de I'impulsion se transfor­
ment comme les variables dynamiques classiques. En deduire les relations suivantes : 

QtPQ = P- vot , QtpQ = P - mvo . 

2. On pose 9 = eig Expliquer pourquoi I'operateur g doit etre hermitique. Observer que 
g peut etre choisi comme une forme lineaire de Pet p ; determiner g . 

3. A I'aide de I'identite de Glauber!, exprimer W'(P, t) en fonction de w(f, t). 

4. Examiner en detail Ie cas d'une particule libre dont la fonction d'onde dans Ie repere R 
est une onde plane de vecteur d'onde k. 

1. On doit avoir : 

(w' IP'lw') = (wIT lw) - vet, (w'lp' lw' ) = (wlp lw) - mVe . 

La premiere egalite s'ecrit explicitement : 

les variables d'integration etant muettes, ceci s'ecrit tout autant : 

J d3
r W' (r)Pw' (T) = J d3 r W (f)Tw (r) - vet . 

Avec W' = gw, il vient (QwIT IQw) = (wlgtpQlw) ; cette valeur moyenne doit etre 

egale a (wITlw) -vet == (wIT -vetlw), quel que soit Iw), d 'ou P' ~ QtPQ = P-vet, 
et de meme pour p: p' ~ QtpQ = P - mVe . 

1 Voir eq. (1-13. 215). 
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2. Avec Q = eig , l 'operateur 9 doit etre hermitique pour que Q soit unitaire. D 'apres 
ce qui precede, il faut2 e- igre+ig = r-110t et e-igpe+ig = p-mvo. 9 etant a priori 
une fonction de ret p, on doit avoir les egalites : 

-ig ~ +ig = - (-i) [ ~] (_i)2 [ [~]] _ ~ _ ~ ere - r + ,g, r + 2' g, g, r + ... - r vot, 
1. . 

-ig ~ +ig - - (-i) [ ~] (_i)2 [ [_]] _ ~ ~ 
e pe =P+T!g,p +~g, g,p + ... -p-mvo, 

qui montrent que Ie d'v loppem nL n s ri u doiL onL nit' que deux t I'm .5. 

ompL tenu I r laLi D d · mmutati D ntl" T t P 9 est dOD un ~ rme 
lineair Ie,' e p: 9 = a.f + b.p. eJa 'tanL, on a - i917 e+i9 = f - i[b.1J, 17] = 77 - nh 
(tou. I ommutateul' multiple. nt bien nuls) , at. de mem - iYji +i9 = ji + ha. 
On en dedui a = - n- 1mvo et b = 1C Ivot, d' u : 

3. L'identite de Glauber, eq. (I-13.215), eA+B = eAeB e-~[A.BJ per met d'ecrire: 

l'operateur de droite est etVo.~ : c'est l'operateur de translation T( -vot) (voir 
exercice 17.3 p. 408), d'ou : 

Noter que l'operateur central repn§sente une translation dans l'espace des impul­
sions. Au total, w'(r, t) ne se reduit pas a w(C-1r, t) : des phases non-triviales 
apparaissent en vertu du caract ere cinematique de la transformation. 

4. Pour une particule libre, w(r, t) = ei(k.r-wt), avec ru.v = n;!2, d'ou : 

1 1 -2 t 1 - - '[k- (-+- t) tJ W'(f, t) = eTii2mvO eiKmvo.r e 1 • r Vo -w 

en arrangeant les exponentielles, ceci s'ecrit : 

C'est bien une onde plane de vecteur d'onde k' = k-n- 1mvo et d'energie (nk-;:vo)2, 
2~ -

egale a \~ , comme il se doit. En particulier, si on choisit 710 = ':::' on se place 
dans Ie repere de la particule (au elle est au repos), et on trouve \[I' (r, t) = 1 
(impulsion nulle, energie nulle). 

2Voir Ie developpement (1-13.204) et Ie probleme 13.3 p. 248. 
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17.5 Invariance de Galilee de l'equation de 
Schrodinger 

II s'agit ici d'etablir I'invariance de I'equation de Schrodinger sous les transformations de 
Galilee, se plac;:ant, pour la simplicite, a une dimension d'espace. Soit un premier referentiel 
R dans lequell'equation de Schrodinger pour une particule libre de masse m, s'ecrit: 

.t. 8w.(X t) n} C:P\f!(x, t) 
1/1. 8t. = 2m Bx2 

(17.1) 

On considere un second referentiel R' en translation uniforme a la vitesse V par rapport 
a R. Les coordonnees (x', t') utilisees dans R' sont liees aux coordonnees (x, t) utilisees dans 
R par la transformation de Galilee: 

x ' = x - Vt , t' = t . (17.2) 

La loi de transformation correspondante des operateurs differentiels est la suivante : 

~-~ V~ 
Bt' - Bt + Bx (17.3) 

l. On pose que la nouvelle fonction d'onde \f!'(x', t') utilisee pour decrire la particule dans 
Ie referentiel R' est don nee par: 

\f!1(X',t' ) = eij(x,t) \f!(x, t) , 

ou f(x, t) est une fonction a valeurs reelles. 

(a) Justifier I'emploi d'une telle forme. 

(17.4) 

(b) En imposant a \f!'(x' , t') d'obeir a I'equation de Schrodinger pour une particule 
libre, ecrire les conditions que doit satisfaire la fonction f(x, t). On notera que 
les fonctions \f!(x, t) et B\f!(x , t)/Bx sont independantes. 

(c) Determiner explicitement la fonction f(x, t). 

2. L'equation de Schrodinger pour une particule libre a des solutions du type onde plane : 

\f!(x, t ) = ei(kx - wt) == e2i7r(x-vt) , (17.5) 

ou la longueur d'onde A et la frequence v sont reliees a I'impulsion p et a I'energie E 
de la particule via les relations de Planck - Einstein - de Broglie: 

h 
p =). , E=hv. (17.6) 

('est ce type de solution que I'on considere dans la suite. 

(a) Quelles sont les lois de transformation de I'impulsion p et de I'energie E de la 
particule deduites directement du changement de referentiel galileen (17.2) ? 
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(b) La loi de transformation de w(x, t) lors d'un changement de referentiel galileen est 
donc donnee par la relation (17.4) avec f(x, t) obtenue ci-dessus. Ces resultats 
etant acquis, determiner les lois de transformation de la longueur d'onde de de 
Broglie A et de la frequence de Planck - Einstein //. 

(c) Que peut-on en deduire quant aux relations de Planck - Einstein - de Broglie lors 
d'une transformation de Galilee? 

1. La nouvelle fonction d'onde w' (x', t') utilisee pour decrire la particule dans Ie 
referentiel R' est ecrite : 

W'(x', t') = eif(x,t) w(x, t) . (17.7) 

(a) Les probabilites devant etre les memes en (x, t) et (x' = x - Vt, t' = t), la 
phase doit etre reeUe : f(x, t) est une fonction a valeurs rE3elles. 

(b) w'(x', t') satisfait ill, a~' w'(x', t') = -;~ ~w(x', t'), soit : 

( 
0 0). ll,2 02 

. ill, - + V- e'fw(x, t) = ---e'fw(x, t) 
ot ax 2m ax2 

En notant simplement at la derivee par rapport au temps et ax, axx , les 
derivees par rapport a x, Ie premier membre est: 

Le second membre est : 

-! [(i&xxfW + 2i&xfoxw - (ax f) 2 w + oxxw) e
if

] 

Au total, l'equation (17.7) se recrit a l'aide de w(x, t) comme suit: 

[ n? ] [ ll,
2

] ') -ll,(atf+ Vaxf) + 2m (i&xxf - (ax f)2) w+ ill,V +i m axfaxw = 0 , (17.8) 

,. • 1.1:) ,T, ,..2 ~2 ,T, ou on a pns en compte 1nut'l! = - 2m u xx 'I!. 

(C) La solution w(x, t) de l'equation de Schrodinger est une combinaison lineaire 
d'ondes planes (la particule est libre), les coefficients etant determines par 
]'etat initial w(x, 0) (voir Tome I, chapitre 14) ; en general, w et ax w sont deux 
fonctions independantes, de sorte que l'equation (17.8) ne peut etre satisfaite 
que si chacun des crochets est nul. 

On en deduit d'abord f(x, t) = - m,r X + A(t), puis - (A - mt) - r;r = 0 

soit A = ~~2 t+C ; la constante d'integration C peut etre ignoree (elle donne 
une phase constante triviale), d'ou finalement : 

413 



Mecanique quantique 

12 

2. (a) Ona pl= p-mV etE' =~= E- pV-~mV2. 

17.6 

(b) Pour une onde plane \}i (x, t) = e2i1T (X-vt), on a \}i1(X' , t') = ei!(x , t)e2i1T( x -vt), 

soit: 
2· [( 1 mv ) ' ( v+mv2 )t'J 2' ( X' 't') \}i (X' , t' ) = e l1T x-,..- x - v-x 2Ii == e t1T v-v , 

d 'ou : 

(c) Avec A - !! on a .1. - E - mV p'+mV - mV - vi. . la relation de de 
- p' >.' - h h h h - h ' 

Broglie est bien invariante de Galilee. P ar ailleurs hz/ = hv - h'[ + ~m V2, 
soit hv' = hv - pV + ~mV2 == E ' : la relation de Planck est aussi invariante 
de Galilee. 

Particule sur reseau unidimensionnel 

Une particule de masse m se deplace dans un reseau periodique unidimensionnel de parametre 
a (fig.17.1) . 

.......... -~.t---""".I---~._----4I.t-----iII.""""'- ......... ---+~ x 
(n - l )a na (n + l)a 

Figure 17. 1: Reseau unidimensionnel de parametre a 

Le potentiel de reseau V(x) etant periodique, on peut toujours I'ecrire : 

V (x) = L v(x - na) 
nEZ 

1. Quel est Ie sens physique de la fonction v(x) ? 

2. Quels sont les operateurs de translation T (xo) commutant avec Ie Hamiltonien ? 
Quelles sont leurs fonctions et valeurs propres ? 

3. Compte tenu de ce qui precede, on cherche les fonctions propres communes a H 
(d 'energie E ) et aux operateurs de translation sous la forme: 

'lj;(x) = eikx u(x) (17.9) 

ou u(x) est une fonction a determiner. A quelle condition sur u la fonction 'lj; est-elle 
fonction propre de T (a) ? Quelle est la valeur propre associ ee a I'operateur T (a) ? 
Ecrire I'equation differentielle sat isfaite par u(x). 
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4. Com pte ten u de sa propriete eta blie ci-dessus, la fonction u( x) peut etre cherchee sous 
la forme d'une serie de Fourier : 

u(x)=LCne in(27f/a)x, 
nEZ 

ou les {Cn}n sont des coefficients a determiner. Ecrire Ie systeme lineaire homogene 
satisfait par les {cn}n ; on posera : 

1 j+a/2 
Vr = - dxe- ir(27f/a)xv(x) 

a -a/2 

5. Dans toute la suite, on choisit3 : vex) = g8(x), (g> 0). Vex) est donc un peigne de 
Dirac forme de barrieres de potentiel equidistantes. Montrer que I'equation donnant 
les valeurs propres E == fi2 K2 /(2m) est: 

2mg '" 1 
afi2 ~ K2 - [k + n (27r/a)J2 = 1 

nEZ 

(17.10) 

6. Expliciter I'equation (17.10) sachant que4 : 

(17. 11) 

7. Discuter graphiquement les racines de cette equation. En deduire qu'il existe un en­
semble de solutions parametrees par k, notees Es(k) ; noter I'apparition d'intervalles 
en energie OU il n'existe pas de solutions ("bandes interdites") . 

8. Tracer qualitativement les Es en fonction de k. Preciser les valeurs des Es quand k 
est de la forme entier x (7r/a). Comparer a la loi de dispersion d'une particule libre 

E~=~~ ~ 
2m . 

9. Discuter brievement Ie cas g < O. 

1. vex) est l'energie potentielle de la particule en interaction avec Ie site situe en x = O. 

2. Le reseau se superpose a lui-meme dans toute translation de na, n E Z ; les ope­
rateurs correspondant sont les T (na), qui commutent avec H, et sont les puissances 
entieres de T (a) = ej,pa. 

En tant que fonction de l'operateur p, T(a) a les memes fonctions propres que p , 
lesquelles sont les ondes planes eikx . Par definition de T(a), T(a)f(x) = f( x - a) ; 

311 s'agit alors pnJcisement du modele dit de Kronig - Penney. 
4La somme de la serie se trouve par residus en calculant l'integrale de la fonction (z~~)t:.~2 sur un 

contour ferme it l'infini. 

415 



Mecanique quantique 

pour une onde plane, on a en plus T(a)eikX = T(a)eikx , ou T(a) est un complexe 
de module 1 puisque T(a) est unitaire. De l'egalite eik(x-a) = T(a)eikx , on deduit 

que T(a) = e-ika ~ Tk(a). Les valeurs propres Tk(a) sont 2: -periodiques : on les a 
toutes en restreignant k a un intervalle d 'amplitude 2:, [-~, +~l par exemple. 

3. 1jJ(x) est propre de T(a) ssi T(a)1jJ(x) = eik(x- a) u(x-a) est egal a e-ika (eikXu(x)) , 
egalite qui est vraie si u(x-a) = u(x), c'est-a-dire si u(x) est une fonction de periode 
a, parametree par Ie nombre d'onde k associe a la valeur propre e-ika de T(a). 

En report ant l'expression de 1jJ(x) dans - :,: 1jJ"(x) + V(x)1jJ = E1jJ, on en deduit 
que la fonction u(x) satisfait : 

so it : 

!t2 

--( -k2u + 2iku' + U") + V(x)u = Eu , 
2m 

1 
-(p + nk)2U(X) + V(x)u(x) = Eu(x) 
2m 

(17.12) 

u(x) etant periodique, il suffit de resoudre cette equation dans l'intervalle ±~ en x, 
en prenant en compte les conditions aux limites habituelles : u(x) et u'(x) continues 
aux bornes de cet intervalle, ou Ie potentiel est suppose n'avoir, au pire, que des 
sauts d'amplitude finie. Les fonctions 1jJ(x) et u(x) etant parametrees par k, une 
notation plus precise est 1jJk (x) et Uk (x). 

4. En raison de la periodicite de u(x), on peut en effet chercher cette fonction sous 
la forme d'une serie de Fourier, posant Uk( X) = LnEzCnein 2:X. En reportant ce 
developpement dans l'equation differentielle, on obtient : 

'" { li
2 

[k2 'k in27r (in27r)2] V()} in 2"x _ E'" in~x L.J - - - + 21 -- + -- + X cn e a - L.J Cn ea. 
2m a a 

n n 

Multipliant membre a membre par e- in' 2; x, integrant membre a membre entre ±~ 

et utilisant r~:f~ eirx dx = ab'ro, on obtient Ie systeme infini : 

!t
2 

,27r 2 '" -(k + n -) Cn' + L.J Vn' - nCn = Ecn , 
2m a 

'in' E Z (17.13) 
n 

Il s'agit d'un systeme lineaire homogene, admettant une solution non triviale ssi 
un certain determinant D(E) est nul; etant parametre par k, ses zeros seront des 
fonctions de k, Es(k), s = 0, 1,2, .... 

5. Avec vex) = gb'(x), (g > 0), Ie potentiel periodique est un peigne de Dirac avec 
des dents positives; pour ce choix particulier, il faudra en temps utile prendre en 
compte Ie saut de la derivee de Uk(X) en x = 0, cause par la barriere de Dirac: 

(17.14) 
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Quoi qu'il en soit, on a maintenant : 

1 J+ 7r
!a Vr = - e-ir~x L g6(x - na) dx = ~ 

a -7r!a nEZ a 

en raison de I'extreme localisation de chaque barriere, les coefficients de Fourier Vr 
sont independants de leur indice. 

En posant5 E == fi2 K 2 /(2m) , Ie systeme (17.13) se recrit comme: 

[ 
,27r 2 2] 2mg "'" (k+n--;;:-) -K Cn '+ fi2 a L...,.cn=O "in'EZ, 

n 

soit : 

(17.15) 

La somme L:n en etant une certaine constante finie (inconnue a. ce stade), cette 
egalite montre que en' '" n'-2 pour n' ~ 1 : la fonction Uk(X), somme de la serie 
de Fourier est bien continue, en revanche sa derivee possedera des discontinuites, 
comme attendu en x = O. Faisant la somme sur n' membre a membre de toutes 
ces equations, la somme L:n en apparait sous forme homogene ; elle ne peut etre 
nulle, sauf a. donner la solution triviale en' = 0, "in' (voir (17.15)) , d'ol.! l'equation 
a. satisfaire : 

(17.16) 

qui fixe les valeurs de K2, c'est-a.-dire les valeurs propres E, Es(k). 

6. On sait calculer la somme de la serie au premier membre, ce que l'on exploitera ci­
dessous. Sans faire de calcul, on peut deja. dis cuter qualitativement cette equation, 
en notant que ses solutions sont les abscisses des points d'intersection de la fonction 
de K2 situee a gauche avec la droite horizontale d'ordonnee !k02. 

On note d'abord que toutes les solutions en K sont 2: -periodiques par rapport 
a k : si, au premier membre, on remplace k par k + entier x 2:, l'equation est 
invariante ; il en resulte que, tout comme les valeurs propres Tk(a) des operateurs 
de translation, les valeurs propres de H sont periodiques dans l'espace de Fourier: 

En outre, il est visible que K( -k) = K( +k) (manifestation de l'invariance par 
renversement du temps en l'absence de champ magnetique), d'ol.! : 

I Es( - k) = Es(k) I 

5Cette parametrisation n'implique pas a priori E > o. Si ]{ est imaginaire pur, E < 0 ; ce point sera 
rediscute dans la suite . 
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Il suffit donc de trouver les Es(k) dans l'intervalle [0, ~l. 

Ensuite, on voit qu'avec 9 > 0, soit k5 > 0, cette equation n'a que des solutions 
K2 > 0 : avec K2 < 0, Ie premier membre est negatif, alors que Ie second est 
positif ; sans surprise, on trouve qu'avec des barrieres de Dirac, toutes les valeurs 
propres sont positives. Par ailleurs, Ie premier membre diverge pour toutes les 

valeurs de K2 egales a (k+n 2;)2, n E N, et change de signe de part et d'autre de 
l'une quelconque d'entre elles : a k fixe, il y a donc une infinite de solutions E > 0, 
quel que soit 9 > O. Si 9 decroit, la droite horizontale monte, les solutions K; se 
rapprochent des valeurs ci-dessus. 

Avec la formule donnee dans Ie texte6 , Ie premier membre de (17.16) vaut 

1 [ a a] - cot(k + K)- - cot(k - K)- . 
4K 2 2 ' 

des manipulations trigonometriques elementaires permettent alors d'arriver a la 
forme suivante pour (17.16) : 

sinKa 
cosKa+ (ako)2 ~ = coska 

7. En posant K ~ Ka, l'equation a resoudre en K est: 

clef sin K 
f(K) = COSK+ a-- = coska , 

K 

~ ( k )2 _ mga a- ao - ~ 

(17.17) 

(17.18) 

Les solutions sont les abscisses des intersections entre Ie graphe du premier membre 
et une droite horizontale d'ordonnee cos ka : k variant, ces solutions sont donc re­
parties dans des intervalles disjoints, delimites par les projections des points d'inter­
section avec les deux droites horizontales d'ordonnees ±l. Le spectre d'energie est 
donc a la fois discret et continu, puisque les valeurs propres remplissent une succes­
sion d'intervalles compacts disjoints: ce sont des ban des d'energie Es(k). Chaque 
intervalle contenant des valeurs propres constitue une bande permise ; les intervalles 
(vi des de solutions) separant deux intervalles premiers voisins forment les bandes 
interdites pour l'electron, puisqu'il n'y a pas d'etat possible. Ainsi, en balayant 
l'axe des energies, on rencontre des intervalles d'(~nergie permise separees par des 
gaps. Ce fait fondamental ne resulte que d'un seul aspect du probleme : l'existence 
d'une symetrie de translation discrete. 

Quand Ie potentiel de reseau est petit, so it a == rr;,,~a « 1, les gaps sont tres petits, 
compares a la mesure des intervalles permis, et les solutions en K sont tres voisines 
de k : l'energie est donc a peu pres egale a ";::,2 : on obtient essentiellement une 
relation de dispersion proche de la parabole libre, juste cassee en arcs disjoints 
separes par de tout petits gaps. Ceci correspond a l'approximation des electrons 
presque libres, presentee dans Ie Tome II, chapitre 30 (sous-section 30.4.1, fig. 30.5). 

6Comme indique dans l'enonce, la somme de la serie se trouve par residus en calculant l'integrale de 
la fonction (z"t-~)1:~2 sur une boucle it l'infini : faire ce petit exercice. 
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coska 

Ka 

Figure 17.2: Determination graphique des solutions de (17.17), correspondant a des 
barrieres de Dirac formant un reseau (g > 0). Les bandes d'energie permises correspon­
dent aux segments disjoints en gras sur l'axe des abscisses. 

Au contraire, si a » 1 (potentiel de reseau tres fort), la pente de f("") est grande 
en valeur absolue pour les premieres intersections, donnant une faible variation des 
solutions en K en fonction de cos ka : les premieres bandes d'energie sont donc 
peu dispersees, et separees par des gaps grands par rapport a la dispersion. K 
augmentant (donc l'energie augmentant), ce desequilibre s'attenue, puis s'inverse 
pour donner a tres haute energie une loi de dispersion tres proche de la loi libre, 
juste fragmentee par des petits gaps; a tres haute energie, l'effet du potentiel 
periodique est evidemment quantitativement faible, mais reste qualitativement es­
sentiel en creant des trous dans la densite d'etats permis. 

8. La figure 17.2 montre que les intervalles remarquables en "" sont delimites par les 
nombres ""0 < 7r < ""I < 27r < ""2 < 37r < .... Les bandes d'energie Es(k) corres­
pondent aux intervaUes [""s, (8 + 1)7rJ, 8 EN. Il est facile d'obtenir la variation en 
k de chacune d'entre eUes au voisinage des bornes de son intervaUe. 

Par exemple, soit la premiere bande E1 (k). Qua~d k part de zero (point AD), cos ka 
decroit, de sorte que la solution K(k) augmente : l'energie Eo(k) est une fonction 
croissante de k. Lorsque "" est juste au-dessus de ""0 (cos ka :s 1, ka '::::' 0), l'equation 
(17.18) s'ecrit approximativement 1 + ("" - ""o)f' (""D) '::::' 1 - ~ (ka)2, d'ou l'on deduit 
K ~ k

2
a . 1" . 

'::::' a - 2/'(1<0)' PUlS energle: 

La bande part donc d'une certaine valeur Eo(O) en k = 0 avec une variation para­
bolique en k, ce qui permet de definir une certaine masse effective ffieffO(O) pour 
l'electron : 

(ka'::::' 0) 
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L'autre extrernite de l'intervalle pour Eo(k) est en 1),=1r (point A~), ou cos ka ;::; -l. 
Un developpement limite de (17.18) dans ce voisinage donne cette fois : 

7r2 fi} li4 7r 2 

Eo(k) ':::' 2ma2 - 2m2ga (~- k) , 

qui produit une loi parabolique avec une concavite vers Ie bas ; definissant a nouveau 
une masse effective meffl (7r / a), celle-ci est maintenant negative: 

7r2 li2 li2 k2 

ED (k) ':::' -2m-a-2 - -21:-m-
e

ff-O--:-( 7r-/-:-a-:-:-) I (ka ;S7r) 

La masse effective est, en valeur absolue, d'autant plus grande que Ie pQtentiel est 
fort; par ailleurs, sa dependance en Ii est singuliere. Au total, les caracteristiques 
dynamiques effectives de l'electron au voisinage du bord de l'intervalle sont ultra­
quantiques, et d'apparence quelque peu paradoxales. Dans Ie chapitre 30, on discute 
ce point, qui donne lieu au phenomene appele refiexion de Bragg dans ce contexte, 
par analogie avec la refiexion de Bragg au sens de la diffraction. 

L'analyse pro cede de la meme fa<;on pour la bande suivante , partant du point Al 
(k = 0) et decrivant l'arc AIA~ (ka = 7r) ; maintenant l'energie decroit avec k 
puisque K part de 27r a 1),1 : sur l'intervalle [0, ~], l'energie El(k) est une fonction 
decroissante de k (voir fig. 17.3). 

/i,2Ki 

2m " 
(2lt")2/i,2 / 

2111(l"l 

energie 

/i,2KJ L-~-----E;o::;(~k) ~ 1[2/i,2 
2m L-__________________ ~ 2ma2 

1f k 

a 

Figure 17.3: Representation des premieres bandes d'energie sur une demi-periode. 

Pour faire la comparaison avec Ie cas d'un electron libre, il faut en fait considerer 
la limite 9 = 0+ et non 9 = ° puis que la symetrie de translation continue est brisee 
par Ie potentiel periodique. On doit done comparer les resultats precedents avec la 
loi de dispersion libre periodisee, soit l'ensemble des fonctions : 

E(O)(k) ~ ~(k_n27r)2 
n 2m a 

(n E Z) , (17.19) 

obtenues par des translations de n 2: de la parabole libre, et dont les graphes sont 
traces sur la figure 17.4 ; dans la limite 9 = 0+, tous les gaps sont fermes, les valeurs 
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( ) 
(2mr)2/i2 ( 

en k = 0 centre de zone sont 2ma2 , les valeurs en k = ~ bord de zone) sont 

((2ni~~~)2/i2. Avec les indexations ci-de~sus, les limites g = 0+ sont les suivantes : 

k 
7r 

a 

Figure 17.4: Branches periodisees de la relation de dispersion pour g = 0+ (voir (17.19)). 

Les fonctions prop res us(x) s'obtiennent a partir de (17.15), et ont Ie developpe-
ment : 

ou Ks(k) est la 'oluti n d · (17.17) donnant l'energie Es(k) = /i2;<1(k). On sait 
resommer cette . eri , maio il ~ plus simple (et d'ailleurs strictement equivalent) 
de revenir a l'equation dilt'rentielle (17.12) avec V(x) = g Ln o(x - na), soit : 

_~(_k2U + 2iku' + u") + gJ(x)u = Eu , 
2m 

a a 
-- < x < +-2 - - 2' 

'-
avec la condition (17.14), ou meme de n~soudre l'equation pour 7fJ(x) en prenant en 
compte Ie saut de la derivee en x = 0 (la condition 7fJ(x+a) = eika7fJ(x), equivalente 
a u(x + a) = u(x), redonne evidemment l'equation aux valeurs prop res pour K). 
Les fonctions propres 7fJk(X) sont des combinaisons lineaires des deux ondes planes 
e±iI<s(k)x, avec des coefficients distincts de part et d'autre des barrieres de Dirac, 
ref:Ietant Ie saut de 7fJ~ (x). 

9. Le cas g < 0 (peigne de Dirac forme de puits, et non plus de barrieres) est 
physiquement different, et interessant a analyser dans la mesure ou l'on y voit 
apparaitre l'equivalent de l'approximation des liaisons fortes (Tome II, chapitre 30, 
sous-section 30.4.2) quand Ie potentiel de reseau est tres attractif. 

Les solutions a energie positive (K reel positif) ne presentent pas de changements 
majeurs par rapport a celles trouvees a g > 0 (voir fig. 17.5), et il existe une serie 
de bandes ayant en gros les memes caracteristiques qu'auparavant. 
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K mga sinKa 
cos a+Ji2~ 

41T 
I 

coska 

Ka 

Figure 17.5: Determination graphique des solutions de (17.17) dans Ie cas 9 < O. 

En revanche, et sans surprise, il existe maintenant des solutions d'energie negative, 
donnees par l'equation (17.17) avec K imaginaire pur; posant K = ilKI, l'equation 
se recrit : 

- clef sinh IKla 
f(IK al) = cosh IK al - lal IKla = cos ka , 

clef mlgla 
a=~ (17.20) 

La fonction j(r;,) est minimum et vaut l-Ial en r;, = 0 (voir fig . 17.6) ; sa concavite a 
Ie signe de 3-lal. Quand lal < 2, la bande n 'existe que pour Ikal :::; Arccos(I-lal) ; 
au-dela de lal = 2, on a une bande complete d'energie negative, dont la dispersion 
diminue exponentiellement vite quand lal augmente (comparer les deux segments 
epais de la figure 17.6 pour lal = 2,5 et 5). Avec lal » 1, la bande d'energie 
negative correspond al'approximation des liaisons fortes presentee dans Ie Tome II 
(chapitre 30, sous-section 30.4.2) : la bande est tres profonde et tres isolee, et sa dis­
persion est tres faible ; ceci traduit Ie fait que Ie passage tunnel d'un puits al'autre 
a une tres faible probabilite en raison du fort pouvoir attractif de chaque puits. Par 
ailleurs, les fonctions Uk(X) correspondantes sont des exponentielles reelles avec un 
point anguleux en x = na, au lieu d'etre une combinaison de deux ondes planes, 
et evoquent manifestement des etats lies tres bien localises au voisinage de chaque 
puits, mais se repetant par translation tout Ie long du reseau. 

17.7 Particule sur reseau une autre approche 

Une particule de masse m se deplace sur un reseau regulier unidimensionnel. Dans la suite, 
¢(x), designe une fonction bien localisee, ne prenant de valeurs non-nulles que sur un intervalle 
/}.x « a centre en x = O. 

On definit les fonctions ¢n(x) ~ ¢(x - na), dont on suppose qu'elles constituent 
u ne base orthonormee com plete de I' espace des etats de la particu Ie. 
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h IKI mlgla sinh IKla 
cos a - ----rr- IKla 

+1 coska 
~==~~~====~t===~--~ 

-l l====~~---------h---
-1,5----- IKla 

-4 
g<O 

Figure 17.6: Determination graphique des solutions d'energie negative (voir (17.20)). Les 

b ' I I def mlgla deux cour es sont tracees pour a = ~ = 2,5 et 5. 

1. (a) Soit T(a) I'operateur de translation d'amplitude a ; a quoi est egale la fonction 
T(a)¢n(x) ? En deduire la matrice de T(a) sur la base des ¢n(x). 

(b) T designant la valeur propre associee, on ecrit les vecteurs propres de T(a) sous 
la forme: 

(17.21 ) 
n 

Quelle est la relation entre Cn et Cn+l ? Exprimer les Cn en fonction de T et de 
Co et en deduire Ie developpement de IT) sur les I¢n). 

(c) On pose desormais T == Ta = e-ia , ou a est une variable continue. Expliquer 
pourquoi a est reel; dans toute la suite, on considere exclusivement I'intervalle 
1 - 11', +11'[ pour a. 

(d) Calculer Ie produit scalaire (ITa), ITal)) et normaliser ITa) de sorte que7 

(e) Exprimer un I¢n) quelconque en fonction des ITa). 

(f) Sur la base I¢n), Ie Hamiltonien H de la particule est defini comme suit : 

(17.22) 

ou c et v sont des grandeurs reelles positives; v permet a la particule de sauter 
d'un site a ses premiers voisins. Exprimer H en fonction de T(a) et de son adjoint. 

(g) En deduire les valeurs propres E(a) et les vecteurs propres de H. Tracer la 
fonction E(a). 

2. On suppose que la particule est initialement dans I'etat I",(t = 0)) = I¢n=o) 

(a) Ecrire Ie developpement de I'operateur d'evolution U(t) sur les ITo} 

70n rappelle que 2:nEz einx = 27rJ(x) quand -7r ::; X ::; +7r. 
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(b) En deduire Ie developpement de 1\II(t)) sur les Ira} Montrer que 1\II(t)) peut 
finalement s'ecrire : 

1\II(t)) = e-iO(t) L:: Cn(t)I¢n) , (17.23) 
nEZ 

ou les coefficients Cn(t) s'expriment simplement a I'aide des fonctions de Bessel 
ordinaires8 Jnht) ; preciser la phase O(t) et la constante f. 

(c) Donner I'expression de la probabilite Po(t) de trouver, a I'instant t, la particule 
localisee sur son site de depart . 

(d) So it la fonction G(u;t) definie comme suit: 

G(u;t) ~ L::einuJ nht ) (17.24) 
nEZ 

montrer que G(u; t) = ei,t sinu. En deduire, pour verification, que 1\II(t)) est 
bien norme a tout temps. 

(e) Com bien vaut la valeur moyenne de la coordonnee (x)(t) dans I'etat 1\II(t)) ? 

(f) Exprimer (x2 )(t) sous la forme d'une serie des fonctions de Bessel (on utilisera 
(¢nl x2 1¢n) -::::: n

2a2
). 

(g) En utilisant ~~, montrer que I'ecart quadratique .0.x 2 (t) est egal a At2, OU A est 
une constante a preciser. 

Cet exercice est la version la plus elementaire de l'approximation des liaisons fortes 
developpee dans Ie Tome II (chapitre 30, sous-section 30.4.2). 

1. (a) Par definition de l'operateur de translation: 

Sur la base {I¢n)}n ordonnee dans l'ordre naturel, la matrice de T(a ) a donc 
des zeros partout sauf juste au-dessous de la diagonale principale, Oil tous les 
elements valent 1. 

(b) r designant la valeur propre de T(a), on a : 

n n 

qui doit etre egal a. r Ln cn l¢n), d 'ou r Cn+l = Cn, qui donne Cn = r -nco et : 

n 

BOn peut les definir comme In(T) ~f 2~ J~: e- inx eiTsinx dx . 
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(c) Avec T == Ta = e- ia , ex est reel puis que T(a) est un operateur unitaire ; en 
tant que tel, ses valeurs prop res sont des complexes de module 1 ; on a alors : 

n 

(d) En raison de l'orthonormalisation des vecteurs de base l<Pn), on a : 

n pE71 

Avec ex et ex' dans ]- 7r, +7r[, seul p = 0 est effectif dans Ie peigne de Dirac; 
la normalisation a l'unite de ITa) est assuree avec Co = (27r)-1/2 : 

(17.25) 

(e) Multipliant membre a membre par e- irna et integrant entre ±7r, on obtient ; 

l'integrale de droite vaut 2m5nm , d'ou : 

(f) Avec l<Pn+l) = T(a)l<Pn) et puisque T(a) est unitaire (T( -a) = Tt(a)), on a: 

HI<Pn) = cl<Pn) - v(T(a)l<Pn) + ITt (a)<Pn)) ; 

cette egalite etant vraie quel que soit l<Pn), on en deduit : 

I H = d - v [T(a) + Tt(a)] I 

(g) L'application de H a ITa) est immediate: 

HITa) = clTa) - v(e- ia + eia)ITa) = (10 - 2v cos ex) ITa) == E(ex) ITa) ; 

noter que Ie seul recours aux arguments de symetrie a permis d'obtenir, 
presque sans calcul, Ie spectre et les vecteurs propres de H. 

2. On suppose que la particule part dans l'etat localise sur Ie site origine, l<Pn=o). 

(a) L'operateur d'evolution U(t) est eii;Ht et admet donc Ie developpement : 
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(b) Par definition de U(t), Iw(t») = U(t)lw(O») a pour expression premiere : 

Le produit scalaire (T"I¢o) vaut (27r)-1/2 ; avec l'egalite (17.25), on a: 

soit : 

Posant a = !!: -a' l'integralo d vieni J+311'/2 jne- in",1 e i~.' sin ",' da ' . l'integrand 
2 ' - 11'/2 ' 

etant 27r-periodique puisque nEZ, I integrale ne change pas si on integre entre 
±1!', d'ou Ie coefficient C1l (t) = i"JJ~ (1Jl/Ii) , et Ie vecteur d'etat al'instant t ; 

Iw(t») = e-iil(t) Lin Jnbt)l¢n) 
nEZ 

v 
'Y = -

It 
(17.26) 

(c) La probabilite poet) de trouver a l'instant t la particuJe localisee sur son site 
de depart est 1(¢olw(t»)12, soit ICn =o(t)12 : 

poet) = IJobt)12 , 

Ie module etant en fait inutile puis que les fonctions de Bessel I n sont visibJe­
ment a valeurs reelles ; plus generalement, la probabilite de trouver la particule 
au site d 'abs iss no. est Pn(t) = IJnbt)12. C'est en fait plus precisement une 
probabilite condilionnelle, pen, tlO, 0), probabilite de trouver la particule en 
na a l'instant t achant qu'elle etait en x = 0 a t = O. Chacune de ces proba­
bilites tend vers zero en oscillant, son enveloppe decroissant comme rl. 

(d) Avec toutes les hypotheses souhaitables de convergence uniforme, la fonction 
G( u ; t) s'ecrit ; 

La somme reconstitue Ie peigne de Dirac 211' 2:PEz o(u - a - 2ml!') ; u etant 
fixe, une seule dent est efficace puisque a est borne par ±7r, d 'ou l'expression 
G( u; t) = ei1't sin(u-2mo7r), ou mo est un entier quelconque, soit finalement 
G(u; t) = ei1't sinu. On peut aussi dire que G(u; t) est la fonction egale a la 
somme de la serie de Fourier dont les coefficients sont les Jnbt), de sorte que 
Jnbt) = i7r r~; e-inuG(u; t)du ; la comparaison avec la definition integrale 
de I n montre que G(u; t) == ei-yt sin". 
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Le carre de la norme de I w ( t )) est : 

au on a utilise une representation classique du symbole de Kronecker; il vient : 

comme G*(u;t)G(u;t) = 1, on a bien (w(t)lw(t)) = 1 Vt. 

( ) La symetrie gauche-droite de l'etat iu.itial se pr' rv evid IDlllenL au coul'S du 
teml , de sorte (x)(t)=(x)(O)=O. Teclmiquement la moyenne d · la posiLion 

t (\lI(i)jxllJ.1 (t)) = I.:Cn,71.')EZ2 (¢".!:cl¢l1') ; l'l~lem nt de matI:ice Vau nat5,m' 
d'apres I s hypotheses, de sort que (x)(t) = I.:"Ez na\.lnI2 , somme qui est 
bien (conditiollIlellement) nulle puisque lJ_f1 12 = IJ11 12 quel qu - oil. n E Z. 

(f) Pour les memes raisons, on a (x2)(t) = I.:nEZ(na)2IJnI2. 

(g) On a 8 G = '" ineinu J d'ou' u L....Jn n, . 

j +1f 8G 2 j+1f I-I du = L nn' JnJn , ei(n- n')udu 
-1f OU , -1f n,n 

l'integrale vaut 27f(5nn" d'ou : 

Com me la moyenne de x et nulle, ceci est aussi l'ecart quadratique, d'ou : 

II s'agit d'un elargissement dit balistique, pour Ie contraster avec un elar­
gissement de type diffusif ou .6.x2 

(X t. 

Renversement du temps 

1. Soit un systeme dont Ie Hamiltonien H est invariant par renversement du temps et soit 
p une observable representee sur la base propre de H par une matrice dont tous les 
elements sont imaginaires purs. Montrer que dans tout etat stationnaire non-degenere 
de H, la valeur moyenne de pest nulle. 

2. Montrer que, en representation-p, I'operateur K de renversement du temps agit selon : 

KifJ(p,t) = ifJ*(-p,-t) . (17.27) 
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1. Quand Ie Hamiltonien H est invariant par renversement du temps, [H, K] = 0, ou 
K est l'operateur (antiunitaire) de renversement du temps. Pour tout etat propre 
1'1/1) de H associe a l'energie E, on a successivement : 

HKI'I/I) = KHI'I/I) = KEI'I/I) = EKI'I/I) , 

ou on a utilise Ie fait que K E = EK puis que E E JR. Les termes extremes de cette 
chaine montrent que Ie vecteur KI'I/I) est propre avec la meme valeur propre E. 

S'il n'y a pas de degenerescence, 1'1/1) et KI'I/I) sont proportionnels ; comme en 
l'absence de spin K se reduit a la seule conjugaison complexe (voir Tome II, section 
20.4), ce resultat signifie que, dans ces conditions, la fonction 'I/I(r) peut toujours 
etre prise reelle. Pour un etat quelconque w(f, t), on a : 

IW'(f, t) ~ Kw(f, t) = w*(f, - t) I 

Soit P une observable dont la matrice sur la base propre de H a tous ses elements 
imaginaires purs: ('I/Inlpl'I/I~) = i'Wnn, OU 'Wnn, E R Comme les elements diagonaux 
representent la valeur moyenne de P dans l'etat propre de H I'I/In), il faut necessai­
rement 'Wnn = 0, d'ou ('I/Inlpl'I/In) = O. C'est Ie cas de l'operateur Px = -iliax pour 
tout etat lie a une dimension dans JR (et egalement pour les etats non-lies sur JR+ 
- voir Tome I, p. 527). 

2. On a rappele que w'(f, t) ~ Kw(f, t) = w*(f, -t). D'autre part, on a : 

et de meme pour les fonctions transformees par K, cp'(p, t) ~ Kcp(p, t) : 

Par ailleurs, reportant l'expression inverse: 

on obtient : 

Utilisant Je ft (P+P')·i'd3r = (27rli)3 0(p+p'), et effectuant l'integration sur p', on 
trouve: 

I cp' (p, t) ~ K cp(p, t) = cp* (-p, -t) I 
Physiquement, Ie changement de signe de p traduit l'inversion de la vitesse par 
renversement du temps. 
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17.9 Dynamique d 'un electron dans une cage 
atomique 

Un agregat d'atomes possede la geometrie schematisee sur la figure 17.7 : un atome cen­
tral, repere par I'indice 0, est entoure de N atomes repartis regulierement sur un cercle, 
numerotes de 1 a N . L'angle entre deux atomes peripheriques consecutifs est () = 21f/N . 
Chaque atome n (n = 0, 1, . .. , N) possede un seul etat, represente par une fonction bien 
localisee aut~ur de ce site. Le ket correspondant est note In) ; ces N + 1 vecteurs sont 
supposes orthonormalises : 

(nl n' ) = c5nnl (n, n' = 0, 1, 2, . . . ,N) . (17.28) 

Figure 17.7: Configuration geometrique de l'agregat . 

Un electron9 , lache sur cette structure, peut se deplacer du site central aux sites 
peripheriques et inversement, I'amplitude de probabilite correspondante etant nw ; Ie Hamil­
ton ien de I' electron est donc : 

N 

II = nw L (10) (nl + In) (01) (17.29) 
n=l 

II s'agit d 'etudier Ie mouvement de I'electron , un etat initial Iw(t = 0) ) etant donne . 

1. On designe par R I'operateur de rotation dans I'espace des etats associe a la rotation 
de () (dans Ie sens trigonometrique direct) autour d'un axe perpendiculaire au plan de 
I'agregat et passant par O. Completer les equations suivantes : 

R IO) = " "" , R ln) = " " " (n = 1, 2, " . N) (1 7.30) 

En deduire la matrice MR representant R sur la base {I n)}n=o,l , .. . , N. 

90 n ignore Ie degre de liberte de spin, supposant que tous les processus envisages ne changent pas Ie 
spin; celui-ci etant a lors une constante du mouvement, il est legitime de ne pas l'int roduire explicitement 
dans Ie traitement . 
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2. Expliquer pourquoi H et R commutent entre eux. Si une explication claire et precise 
suffit. montrer neanmoins par un calcul explicite que [H, R] = O. 

3. Montrer que les vecteurs suivants : 

N 

l1/Jo) = 10) , l1/Jk) = C L e iknO In) (k = 1, 2, ... , N) (17.31) 
n=l 

sont les vecteurs propres de R ; preciser les valeurs propres rk. k = 0, 1, 2, ... , N. 
Com bien vaut la constante de normalisation C 7 Quelle est la degenerescence de 
chaque valeur propre 7 

4. En partant du commutateur [H, R]. montrer que Ie vecteur HI1/Jk) est propre de R. 
En deduire que pour k = 1, 2, ... , N - 1. l1/Jk) est propre de H. Quelle est I'energie 
propre associee a ce i1/Jk) 7 

5. Les deux derniers etats propres de H sont donc des combinaisons lineaires de l1/Jo) et 
de I1/JN). Trouver ces combinaisons lineaires (Ies noter i1/J±) )lO. ainsi que les valeurs 
propres associees. €±. 

6. Completer I'expression suivante de I'operateur d'evolution : 

N-1 

U(t) = L l1/Ja) (1/Ja I e'" + L l1/Jk)(1/Jk I e'" (17.32) 
a=± k= l 

7. Initialement. I'electron est localise sur I'atome central: Iw(t = 0)) = 10). Donner Ie 
developpement de Iw(t)) sur les etats 11/J±). l1/Jk) (k = 1, 2, ... , N - 1). En deduire 
la probabilite P(t) de trouver. a I'instant t. I'electron sur son atome de depart. 

8. Dans Ie cas ou I'electron part d'un site quelconque de la peripherie. calculer la probabilite 
p(t) de Ie trouver a I'instant t sur I'atome central. 

Un electron, hkhe sur la structure decrite dans Ie texte, peut se deplacer du site 
central aux sites peripheriques et inversement, l'amplitude de probabilite correspondante 
etant [onction de nw ; Ie Hamiltonien de l'electron est donne en (17.29). Il s'agit d'etudier 
Ie mouvement de l'electron , un etat initial IIlF(t = 0) ) etant donne. 

1. Avec les definitions du texte, on a de toute evidence: 

RiO) = 10) , Rln) = in + 1) (n = 1, 2, ... N, IN + 1) = 11)) 

La matrice MR representant R sur la base {In) }n=O. 1 . ... . Nest donc : 

lONe pas oublier de les normaliser. 
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1 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 
0 1 0 0 0 

Mn= 
0 0 1 0 0 

0 0 
0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 

2. H et R commutent entre eux puisque Rest une operation de symetrie de H. 
Explicitement, on a HRln) = Hln + 1) = 1lw10), pour 1 :S n :S N. 

Par ailleurs, RHln) = RIlwIO) = 1lw10) , d'ou [H, R]ln) = O. De plus, d'une part 
HRIO) = HIO) = nw 2:::=1 In) , d'autre part: 

N N N 
RHIO) = Ilw LRln) = Ilw L In+ 1) == Ilw Lin) , 

n=l n=l n=l 

d'ou [H, R]lO) = O. L'action de [H, R] sur tous les vecteurs de la base donne zero: 
ce commutateur est egal a l'operateur nul. 

3. RI'I/'o) = 1'1/'0) : 1'1/'0) est propre de R avec la valeur propre 1, ro ~ 1. Par ailleurs, 
pour k = 1, 2, ... , N : 

N N 

RI'I/'k) = C L eiknO Rln) = C L eiknO In + 1) == e- ikOI 'l/Jk) , 
n=l n=l 

dM 'k() montrant que I'I/'k) est propre de R avec la valeur pro pre rk = e- I 
: tous les I'I/'k), 

k = 0, 1, "" N sont bien les vecteurs propres de R , La constante de normalisation 
C est telle que : 

N 

ICI 2 L eiknOe-ikn'()bnn' = 1 {=} C = N- 1/ 2 , 

n,n'=l 

Comme ro = rN = 1, la valeur propre 1 est degeneree deux fois, les N - 1 aut res 
ne l'etant pas, 

4, On a [H, R]I'I/'k) = 0, soit Hrkl'l/'k) = RHI'lfJk), soit R(HI'lfJk)) = rk(HI'lfJk)) : ceci 
montre que HI'lfJk) est propre de R ; comme les rk, k = 1, 2, "., N - 1 ne sont pas 
degeneres , HI'lfJk) est proportionnel a l'lfJk), autrement dit les N - 1 vecteuts 1'lfJ1), 
1'lfJ2), .'" I'lfJN-1) sont aussi propres de H . 

II existe done des scalaires Ck tel que HI'lfJk) = ckl'lfJk). Le premier membre de 
cette egalite est HI'lfJk) = C 2:::=0 eikn() Hln) = C 2:::=1 eikn() 10). La somme est 
en fait la somme des N racines Nes de l'unite, et vaut zero ; d'ou HI'lfJk ) = 0, 
k = 1, 2, "., N - 1 : to us ces vecteurs sont associes a la valeur propre zero de H. 
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N N 

HI 'l/JN) =1Uu( L.: 10)(nl + In)(OI)CL.: In') =IUuCL.: 10)6nn, =IUuCNIO) =IUuJN 10) 
n=l n'=l n,n' 

d'ou la sous-matrice de H dans Ie sous-espace {I'l/Jo), I'l/JN)} : 

Les deux valeurs propres sont ±/N 1Uu, associees aux deux vecteurs propres : 

1 
c± = ±IN IUu <----> I'I/J±) = y'2 (±I'l/Jo) + I'l/JN)) 

en particulier 10) == I'l/Jo) = ~(I'I/J+) -I'I/J- ))· 

6. L'operateur d'evolution se decompose comme suit: 

N-l 

U(t) = L I'l/Ja)('l/Jal edtav'Nliwt + L I'l/Jk) ('l/Jkl edtXOt 
, 

a=± ~l 

soit : 
N-l 

U(t) = L l'l/Ja)('l/Jale-iav'N wt + L I'l/Jk ) ('l/Jkl 
a=± k=l 

7. Le developpement de I w (t)) est : 

N-l 

Iw(t)) = L l'l/Ja)('l/Ja IO) e-iav'Nwt + L I'l/Jk) ('l/JkI O) = L.: I'l/Ja) ('l/JaIO) e- iav'Nwt , 
a=± k = l a=± 

puisque tous les produits scalaires de la deuxieme somme sont nuls ; comme 
('l/JaIO) = ~ a, il vient : 

Iw(t)) = ~(e-iv'Nwtl'I/J+) - e+iv'Nwtl'I/J_ )) . 

La probabilite P(t) de trouver, a l'instant t, l' electron sur son atome de depart est 
egale a I(Olw(t))1 2 , soit : 

(~(I'I/J+) -I'I/J-)), ~(I'I/J+)e-iv'Nwt -1'I/J_)e+iv'Nwt)f ' 

d'ou: 

I P(t) = cos2 VN wt I 
La probabilite oscille d'autant plus vite que Ie nombre de sites peripheriques est 
eleve, la dependance de la frequence en /N n'etant guere previsible. Toujours 
avec l'etat initial considere ci-dessus, la probabilite de trouver l'electron sur l'un 
quelconque n des sites externes est Pn(t) = -k sin2 /N wt. 
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8. Avec l\~tat initiallw(t = 0)) = In), n #- 0, l'etat a l'instant test: 

N - 1 

Iw(t)) = L I'l/Jo)('l/Joln) e- ioVN wt + L I'l/Jk)('l/Jkln) 
k=l 

La probabilite de Ie trouver sur l'atome central est pet) : 

N-l 2 

pet) = I L (OI'I/Jo) ('l/Jo In) e-ioVNwt + L (OI'I/Jk) ('l/Jk In) I 
o=± k=l 

comme (OI'I/Ja) = :/2, ('l/Jal n) = ~, (OI'I/Jk)k#O = 0 : 

Ip(t) = ~ sin
2 ,fNwt l 

Tout naturellement, cette probabilite ne depend pas du site peripherique de depart. 
Noter qu'il s'agit a nouveau de probabilites conditionnelles : 

pet) == P(O, tlO, 0) , p(t) == P(O, tin, 0) (1 ::; n ::; N) 

On remarque que P(t) + 2::=1 pet) = 1, un result at qui se comprend comme suit i 
on a: 

P(O, tlO, 0) = 1(0IU(t)10)12 
, P(O, tin, 0) = 1(0IU(t)ln)12 i 

U(t) etant unitaire, (nIU(t)ln') = (n'IU- 1 (t)ln)* = (n'IU( -t) ln )*, d'ou : 

N N 

P(O, tlO, 0)+ L P(O, tin, 0) = (OIU(t)IO)(OIU( -t)IO)+ L (OIU(t)ln)(nlU( -t)IO) 
n=l n=l 

la somme au second membre est: 

N 

L (OIU(t) ln)(nIU(-t)IO) = (OIU(t)U(-t)IO) = (010) = 1 , 
n=O 

d'ou la somme des probabilites conditionnelles, egale a 1. 

17.10 Groupe des rotations planes 

Ce probleme formalise quelques resultats obtenus dans Ie probleme 17.9 p.429. 

Soit un polygone regulier a N sommets numerotes de 0 a N - 1 dans Ie sens positif. 
Dans toute la suite, R designe la rotation dans ~2 de I'angle ~ autour de I'axe perpendiculaire 
au plan du polygone, et passant par Ie centre de celui-ci. Sur chaque sommet n, on definit 
une fonction 'l/Jn(r) == (f1'I/Jn) obtenue par rotation a partir de la meme fonction definie en 
n = 0 par la rotation nn ; les I'l/Jn) sont orthonormalises. 
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1. Com bien y a-t-il de rotations distinctes 7 Montrer que to utes s'obtiennent a partir de 
I'une d'entre elles. 

2. On definit naturellement Ie produit de deux rotations comme n nnm ~ n n+m. Mon­
trer que I'ensemble 9 des rotations a alors la structure de groupe . Est-il commutatif 7 

3. Citer une caracteristique des valeurs propres des rotations. 

4. Utiliser Ie theoreme de Cayley - Hamilton pour trouver Ie spectre {Tk h des rotations . 

del ",N-l C 5. On forme les operateurs Pk = C L.m=O T"kn n ; trouver la constante de sorte que 
P: = Pk . 

6. Que vaut Ie produit PkP~ 7 

7. So it les vecteurs l\Il k) ~ N Pk l'IjJo) ; montrer que chacun d'entre eux est propre de 
to utes les rotations, et preciser a chaque fois la valeur propre associee. Que vaut N 
quand l\Il k) est de norme unite 7 

8. SoitSN Ie groupe des permutations de N objets . Montrerll que 9 est un sous-groupe 
de S N. 

9. Soit ¢ I'angle azimutal dans Ie plan mesure a partir du sommet n = 0, et on note 
desormais 'IjJ (r, ¢n) la fonction 'ljJn(r). Par definition (voir 11-17.93) , on a : 

avec o¢ = ~ ; en deduire que, dans la limite N -t + 00 , la rotation d'un angle fini ¢ 

est I'operateur n (¢) = e- ¢i., == eft¢Lz . 

1. Il y a N rotations distinctes n n ~ n (n(}) , qui s'obtiennent to utes a partir de la 

rotat ion n d 'angle () ~ ~ : nn = n n. 

2. On verifie immediatement les quatre axiomes de la structure de groupe: il existe un 
element neutre (rotation d 'angle nul), tout element a un inverse (rotation en sens 
contraire), Ie produit de deux rotations est une rotation de l'ensemble, Ie produit 
est manifestement associatif. En outre, deux rotations quelconques commutent : 

3. Les rotations sont unitaires : leurs valeurs propres sont des complexes de module 
unite. 

11 Ce result at est connu sous Ie nom de theoreme de Cayley. 
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4. Le theoreme de Cayley - Hamilton stipule qu'un operateur verifie son equation 
caracteristique (celle qui donne son spectre). On a ici n N = 1, soit nN -1 = 0 : si 
rk est l'une quekonque des valeurs prop res de n, elle satisfait l'equation rr: -1 = 0 : 
Ies rk sont donc les racines Nes de l'unite, que I'on peut ecrire : 

(k = 0, 1, 2, ... , N - 1) I 
5. Les operateurs Pk sont visiblement hermitiques puisque nest unitaire et que 

( ) 2 2 ",N-l '+ ' I II rk • = r-,;n. On a Pk = C L..m,n'=O rkrk, nn n ; en posant n + n = n : 

N- l n+N-l 
P~ = C2 L L rkr~" - nnn" 

n=O n"=n 

" _ nil comme rkr~ -n - rk et que nn+N = nn, il vient : 

N-l N-l 
P~ = C2 L L r(nn" 

n=D n"=O 

La somme interne ne dependant pas de n (elle vaut bPk), Ia premiere sommation 
donne un simple facteur N, d'ou P~ = C 2 N bPk : pour avoir P~ = Pk, il faut 
prendre C = it : 

N-l 
1 ~ n'f')n 

Pk = N ~ rk '''' 
n=O 

6 P P - 1 ",N- l n n''f')n+n' _ 1 '" '" n n"-n'f')n" I d ' n n"-n 
. k k' - N2 L.n,n'=O rk rk, '''' - N'I L.n L.n" rk rk, '''' ; e pro Ult rk rk, 

. k8 .(" )k'8 /I est en e n - n = rk_k,rk, , d 'ou : 

la somme de droite est nulle si k i- k', d'ou finalement : 

I PkP~ = Okk' Pk I 
Etant hermitiques et idempotents, les Pk sont des projecteurs ; Ie dernier resuitat 
montrent qu'ils sont en outre orthogonaux. 

7. Par Ia definition de 1\[1 k), on a : 

Ceci montre que l\[1k) est pro pre de n (donc aussi de toutes les autres rotations) 
avec la valeur propre e- ikli ; si l\[1k) est normalise, N = IN puis que les l'l/in) sont 
orthonormalises. 

435 



Mecanique quantique 

8. Manifestement, Ie groupe 9 des rotations considere est isomorphe a l'ensemble des 
permutations circulaires du groupe symetrique SN ; cet ensemble est visiblement un 
sous-groupe de SN (Ie produit de deux permutations circulaires est une permutation 
circulaire, etc.) ; 9 est bien un sous-groupe de SN, illustration du theo'T'eme de 
Cayley. 

9. La definition R(b¢)'l/J(r, ¢n) = 'l/J(r, ¢n - b¢) per met d'<krire : 

Soit ¢ ~ p~, un angle fini fixe que l'on peut obtenir en prenant la limite d 'un 
nombre infini p de rotations infiniment petites: il suffit de prendre les deux limites 
p ---4 +00 et N ---4 + 00 avec Ie rapport constant : N = !rr ; on a ainsi : 

On sait que limN-> +00 (1 + N)N = eX ; dans la limite N ---4 00, l'expression de droite 

ci-dessus tend vers e-q,:", == err.q,L z • 

17.11 Dilatations 

On considere deux observateurs 0 et 0' lies aux reperes R (coordonnees x, p) et R' (coor­
donnees x' , pi) immobiles I'un par rapport a I'autre. Ces deux observateurs etudient un seul 
et meme systeme S mais utilisent des unites de longueur et d'impulsion differentes. Ces 
unites sont telles que les valeu'T's nume'T'iques prises par les coordonnees ciassiques (x,p) et 
(x', pi) des deux observateurs sont relies par la loi de transformation: 

x' = AX , I P 
P = >: . (17.33) 

OU A est un parametre reel. La transformation (17.33) est appelee dilatation. 

Les observateurs 0 et 0' decrivent I'etat quantique du systeme S au moyen des memes 
operateurs x et p et par des kets differents notes I'l/J) et I'l/J/) respectivement. Les kets I'l/J ) et 
I'l/J /) sont relies par la transformation supposee unitaire VA : 

Dans la suite, il s 'agit de trouver explicitement V A et d'etudier ses proprietes. 

1. En termes de fonctions d'onde, la transformation s'ecrit : 

en utilisant la normalisation des fonctions d'onde, trouver la constante CA' 
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2. L'invariance des valeurs moyennes se traduit par (x') ' = (x), soit : 

(1/J'lx'I1/J') = (1/J lxl1/J) ; 

en deduire que : 

(17.34) 

3. Montrer que V AD ).! = D A).!. On choisit desormais de parametrer les dilatations au 
moyen de la quantite a telle que ,\ = eQ

, a E lR+ et on pose V A = ~Q. A quelle 
valeur de a correspond I'identite ? Que vaut Ie produit ~Q~Qf ? 

4. On pose: 
~Of.=e&d , (17.35) 

d etant un operateur hermitique. 

(a) En utilisant I'expression (17.35) et les relations (17.34) , recrites avec ~Q et 
developpees en serie entiere de a , etablir les relations de commutation [d , xJ et 
[d,pJ. 

(b) Compte tenu de ce qui precede, montrer que Ie generateur d peut etre cherche 
sous la forme : 

d = (1 - v ) xp + v px 

(c) Determiner la valeur du parametre v, suppose reel, pour que d soit hermitique. 

5. II s'agit maintenant de retrouver autrement I'action de V A sur une fonction 1/J(x) quel­
conque. 

(a) Montrer que I'operateur ~Q peut s'ecrire : 

Quelle est, en representation-q, I'expression de I'operateur n ? 

(b) Pour elucider I'action de ~Q sur une fonction quelconque 1/J(x), on pose: 

(17.36) 

ou f (a, x) est une fonction a determiner. Combien vaut12 f(O, x) ? 

(c) En effectuant une derivation partielle en a , montrer que I' equation (17.36) est 
equivalente a : 

x 8f 1/J' = _ 8f 1/J' 
8x 8a 

ou 1/J' designe ici la derivee de la fonction 1/J . 
(d) verifier que : 

f (a, x) = xe- Q 

(17.37) 

(17.38) 

est la solution de (17 .37) satisfaisant la condition aux limites obtenue en 5b. 

12 Ceci definit la condition aux limites pour la fonction inconnue f. 
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(e) Retrouver I'action de V ).. sur une fonction quelconque obtenue en 1 : 

6. Application 

Une particule de masse m est plongee dans un potentiel unidimensionnel V(x) ; son 
Hamiltonien est note H. 

(a) Calculer Ie commutateur [d, HJ . 
(b) Prenant sa valeur moyenne dans un etat propre du Hamiltonien, montrer que pour 

tout etat stationnaire 17jJ) pour lequel (7jJ ldl7jJ) existe, on a la relation suivante entre 
valeurs moyennesI 3 (elle conduit au tMoTeme du Viriel) : 

2 

(;m) = (xV' (x)) . 

(c) Appliquant cette relation a un potentiel V(x) = ~kX2 , montrer que dans ce cas les 
valeurs moyennes de I'energie cinetique et de I'energie potentielle sont egales entre 
elles et done chacune egale a la moitie de I'energie propre de I' etat . Generaliser 
aux potentiels de la forme V(x) = Clx ln . 

1. P artant de 7jJ'(x) ~ V )..7jJ(x) = C)..7jJ(>.-IX), la normalisation s'ecrit : 

posant x = >'XI, Ie second membre est egal a IC).. 12 J 7jJ*(X I )7jJ(XI) >.dxI = >'I C)..1 2 , 

d 'ou C).. = .Ix, et finalement : 

(17.39) 

2. On doit avoir : 

J J 1 J x' x' 7jJ* (x )x7jJ (x) dx = 7jJ'* (x' )x' 7jJ (x') dx ' = >: 7jJ* ( >: )x' 7jJ( >: ) dx ' 

egalite qui est vraie ssi x' = .Ax, d'ou x' ~ v lxV ).. = .Ax. Comme p = -ihd~' Ie 

scaling se fait comme avec x - I d'ou p' ~ v lpv ).. = X. 

3. L'egalite V ).. D )..' = D )..)..I est evidente. Avec .A ~f e"', l 'ident ite .A = 1 correspond a 
a = O. Le produit 6.", 6."" est egal a 6.",+",1. 

13Cette egalit e a ete obtenue autrernent dans Ie Tome 1 (voir eq. (1-14.164)). 
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4. Posant ~'" = e-& d, d est un operateur hermitique afin que ~'" soit unitaire. 

(a) On doit avoir ~",x~l = AX, soit e-*" xe*" = e"x. En developpant comme 
d'habitude Ie premier membre, on a : 

1 - ia 1 - ia 2 a 2 

X + I ( ~ )[d, X] + I ( ~) [d, [d, xJJ + ... = (1 + a + , + ... )x 
1. n 2. n 2. 

On procede maintenant par identification; les termes en a donnent l'egalite -* [d, x] = x, soit [d, x] = inx. Cela etant, tous les autres Ie sont aussi ; 
par exemple, (*nd, [d, xJJ = (*)2[d, ifix] = (*)2ifi[d, x] = (*)2(ifi)2x = x, et 
ainsi de suite. 
Procedant de la meme fac;on pour p, e-t"pe-k" = e-"p: 

I'identification donne [d, p] = -ifip. 

(b) En posant d = (I-v) xp+v px, les deux relations de commutation precedentes 
sont bien satisfaites : 

[X, d]=(v-l)x[x, p]+v[x, p]x=ifix , [p, d]=(v-l)[p, x]p+vp[p, x] = -iltp 

(c) Pour que d soit hermitique, il faut prendre v = ~ : c'est la symetrisation 
habituelle quand on part d'un produit classique devenant un produit d'obser­
vables qui ne commutent pas (voir Tome I, p. 336) 

5. 11 s'agit maintenant de retrouver autrement Paction de VA sur une fonction 1/;(x) 
quelconque. 

(a) L'operateur~" s'ecrite2~"(xP+Px) = e2~,,(2xp-ili) = e-~ efk xp , d'ou n = ~xp; 
l'expression de l'operateur n en representation-q est X d~' 

(b) Posant e-"o 1/;(x) = 1/; (J( a, x)) V1/;, il faut f(O, x) = x. 

(c) En effectuant une derivation partielle en a, on obtient : 

au 1/;' est la derivee de la fonction 1/;. Remplac;ant n par son expression x d~' 

il vient -x d
d
x 1/;(J(a, x)) = 'It;1/;'(J(a, x)) soit : 

of Of x-=--ox oa (17.40) 

(d) On verifie sans peine que e-a: x verifie l'equation aux derivees partielles (17.40) 
avec la condition aux limites f(O, x) = x. La fonction f(a, x) peut se trouver 
en utilisant la methode des caracteristiques [24], qui donne ici ~x = d~, d'ou 
x = csteea: soit xe-" = c ste . avec f(O x) = x il faut c ste = 1 ) ')) . 
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(e) On en deduit 

revenant a VA = ~'" = e-~ e&xp avec A = e"', il vient : 

a a 1 ( ) 1 (x) VA'l/J(x) = e - '- eiliXP'l/J(x) = - 'l/J f(a x) = -'l/J -
.fi ' .fi A 

conformement a l'egalite (17.39), obtenue directement en invoquant l'inva­
riance des valeurs moyennes. 

6. (a) [d,H] = ~[xp + px, ~ + V(x)] = 4!n ([X,p2]p + p[x,p2]) + x[p, V] + [p, V] x, 

so it [d, H] = in(~ - xV'(x)). 

(b) Avec les hypotheses precisees, de ('l/J I[d, H]I 'l/J) = 0 on tire immediatement : 

p2 
(- ) = (xV'(x)) 
2m 

(c) Avec V(x) = ~kx2, on obtient (~) = (xkx), soit (2Ecin) = (2Epot ) ; comme 
E = (Ecin + E pot ), on en deduit que pour un potentiel harmonique, les valeurs 
moyennes de l'energie cinetique et de l'energie potentielle sont egales entre 
elles et chacune egale a la moitie de l'energie propre. Pour V(x) = Clxln, on 
a V'(x) = Cnsgn(x)lxln-l, d'ou xV'(x) = Cnxsgn(x)lxln- 1 == nClxl n , soit: 

17.12 Un exemple a propos de 1 'invariance P T 

II s'agit d'illustrer les questions evoquees dans la section 17.7 du Tome II a propos de I'exemple 
Ie plus simple qui soit [25] . 

1. So it un Hamiltonien dont la representation sur une base don nee est la matrice : 

ou les trois parametres r, set e sont reels (on pourra supposer s > 0). Sachant que, 
sur la meme base, I'operateur parite P a la matrice : 

P ~ [0 1] 
1 0 ' 

montrer que H est P T symetrique. 

2. Trouver les valeurs propres de H. 
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3. En deduire I 'existence de deux regions dans I'espace des parametres, I'une ou la symetrie 
P Test brisee, I'autre ou elle ne I'est pas. 

4. Posant sina ~ ; sinB, trouver les vecteurs propres de H, II::±) , dans cette derniere 

region. A quelle condition sont-ils propres de I'operateur PT pour la valeur propre + 1 ? 

5. Ces vecteurs propres sont-ils orthogonaux vis-a-vis du produit scalaire habituel ? 

6. On definit un produit scalaire [lu), Iv)] ~ (P Tlu ) ).Iv) ou If).lg) designe la somme des 
produits deux a deux des composantes. Montrer que les II::±) sont orthogonaux au sens 
de ce produit scalaire. Calculer Ie carre de la norme de chacun d' entre eux (observer 
que la norme ainsi definie n'est plus forcement positive), et ajuster les constantes de 
proportionnalite de sorte que les normes soient de module unite. 

7. So it I'operateur ("de charge") C : 

C ~ _1 [ 
cosa 

i sin a 
1 

1 
-isina ] . 

Montrer que H et C commutent. Com bien vaut C2 ? Quels sont les valeurs et vecteurs 
propres de C ? 

8. Soit un autre produit scalaire defini comme (u lv) ~ {Iu), Iv)} ~ CPTlu).lv). Mon­
trer que maintenant {II::±), II::±)} = 1 ; demontrer explicitement que quel que soit 

11/1) = [ ~ ], (1/111/1) ~ O. 

9. En deduire que vis-a-vis du produit scalaire CPT. la relation de fermeture a maintenant 
la forme familiere : 

(17.41) 

1. II faut montrer que H' ~ (PT)H(PT)t est egal a. H, so it PTHTtp = H, puis que 
p t = P . En termes de matrices, Ie premier membre est: 

[ 0 1] [ re
ie 8.] * [0 1] 

1 0 8 re- ,e 1 0 

[ 
reie 

effectuant Ie produit des matrices, on trouve 8 ] = H. 

2. Les valeurs propres I:: de H sont les solutions de 1::2 - 2r cos B I:: + r2 - 8
2 = 0, soit 

I::± = r cosB ± V82 - r2 sin2 B. 

3. La symetrie P Test brisee quand les valeurs propres ne sont pas reelles, soit dans 
la region au 8 2 < r2 sin2 B. 
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4. Avee sin a ~ ~sine, E± = reose ± seosa, a est bien reel dans la regon ou la 
symetrie PT est preservee ; pour la biunivocite de la parametrisation, on definit a 
dans l'intervalle [-~, +~]. Les vecteurs propres de H s'obtiennent faeilement ; on 
trouve: 

ou les eonstantes C± sont pour l'instant quelconques. On a : 

IE+) est done propre de PT avee la valeur propre +1 ssi Ct- = +C+. Le meme 
ealcul avec IL) donne C"'- = -C_ pour avoir PTIL) = IL). 

5. Avec Ie produit sealaire habituel, on a : 

6. Quand on a choisi C+ E JR, Ie produit sealaire defini dans Ie texte s'ecrit : 

puisque IE+) est propre du produit PT avec la valeur propre + 1. Toujours avee la 
definition du texte, Ie membre de droite est : 

Le carre de la norme au sens de ce produit scalaire est [lE±), IE±)] ; ainsi : 

[lE+), IE+)] =C~(ei~ei~ +e-i~e-i~) =2C~eosa ; 

pour preserver PTIE+) = IE+), il faut C+ E JR, d'ou C+ = (2cosa)-1/2, a un signe 
pres inessentiel. De meme [IL), IL)] = C~(e-i~e-i~ + ei ~ei~) = 2C~ cos a ; 
pour avoir C"'- = -C_, il faut prendre C_ = i(2cosa)-1/2. D'ou les veeteurs 
propres normalises de H qui sont egalement propres de PT avec la valeur pro pre 
+ 1 (donc PT invariants) : 

Ce produit scalaire donne: 

(17.42) 

Noter que Ie carre de la nor me de IE_) vaut -1 : Ie produit scalaire ainsi defini 
n'est pas positif. 
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7. II est commode d'exprimer toutes les matrices 2 x 2 a. l'aide des trois matrices de 
Pauli ; on trouve sans peine : 

H = rcose 1 + sax + irsineaz , C = -l-(ax + isinaaz ) , 
cosa 

d'ou [H, C] = co~a[rcosel +sax +irsineaz , ax +isinaaz ]' soit: 

1 2s 
[H, C] = -- (ir sine (2iay) + is sin a( -2iay)) = --( -r sin e + s sin a) = 0 , 

cosa cos a 

, ,. .. [ - sin2 a + 1 
d'apres la defimtlOn de sm a. On a C2 = CO;2 a 0 o ] = 1. 

1- sin2 a 
Par ailleurs, on voit de suite que CI€±) = ±I€±). 

8. Le nouveau produit scalaire est defini comme (ulv) ~ {Iu), Iv)} ~ CPTlu).lv). 
Comme PTI€+) = I€+), on a : 

C'nTI ) = 1 [ i sin a 1 ] [ ei~" ] . r €+ . . _) _ , 
cosav2cosa 1 -lsma e 2 

en effectuant Ie produit des matrices, on trouve CPTI€+) = I€+). On a donc 
maintenant : 

Le meme type de calcul donne d'abord CPTle) = Ie), puis (€_I€_) = 1. Par 
ailleurs, (€+I€+) = {Ic+), Ie)} = [lc+), Ie)] = 0, d'apres (17.42). 

Soit I7/!) = [ ~ ], que l'on peut decomposer sur les Iq) : I7/!) = A+I€+) + A_Ie). 

Il vient alors : 

d'ou, par definition du produit scalaire CPT et en consequence de (c±I€±) = 1, 
(E:±I€'f) = 0 : 

9. Avec Ie produit scalaire CPT, on retrouve toutes les relations habituelles en 
particulier, la relation de fermeture a la forme familiere : 
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Corriges du chapitre 18 

Theorie du moment cinetique 

18.1 Le vecteur L en coordonnees spheriques 

1. Etablir les expressions (11-18.50) et (11-18.51) des composantes du moment cinetique 

orbital i = f' x pen coordonnees spheriques (representation-q). 

2. Verifier qu'elles satisfont les relations de commutation caracteristiques (11-18.2). 

3. Montrer que Lz est hermitique dans I'espace des fonctions 21f-periodiques. 

4. Trouver les commutateurs du moment cinetique orbital avec la coordonnee f' et I'impul­
sion p. Montrer explicitement que f'2 et p2 sont des operateurs scalaires. 

5. En repartant de I'expression de L± en coordonnees spheriques, et en raisonnant avec 
des fonctions 21f-periodiques, montrer que L~ = L+. 

6. Ecrire les expressions des Lu en representation-po 

-------------- ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? =============== 

1. Avec (J = Arccos~, ¢ = Arctg~ et r = Jx2 + y2 + z2, on a : 

a(J 

ax 
Zx 

a¢ 
ax 

= 

a(J zy 
= 

y a¢ 
x2 +y2 

, 
ay 

ar x ar 
= 

ax r ay 
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d'ou: 
a x a zx a y a 
-= --+ - -
ox l' or 1'2,.11'2 - z2 a() X2 + y2 a¢ 

~ _ ~ ~ + zy ~ + x a 
ay - l' or 1'2,.11'2 _ z2 a() x2 + y2 a¢ , 

a z a ,.11'2 - z2 a 
- = -- - ----=--a z l' or 1'2 a() 

partant de L x = YPz - ZPy = -ili(y %z - z %y)' on a : 

. -1 ( Z a ,.11'2 - z2 a ) (Y a zy a x a ) 
(-lli) Lx = y -:;: or - 1'2 a() - z -:;: or + 1'2,.11'2 _ z2 a() + x2 + y2 a¢ 

Les termes radiaux disparaissent, comme il se doit, et : 

d'ou: 

Lx = ili( sin¢fe + cos¢cot()~) 

P ar les memes moyens, on trouve (on passe Lx it Ly en changeant ¢ en ¢ - ~) : 

Ly = iii ( - cos ¢ :e + sin ¢ cot () :¢) , 

2. Calculons Ie commutateur [Lz, Lx] : 

on a: 

d'ou : 

[Lz, Lx] = li2 
( cos¢ :() - sin¢cot() :¢) == iliLy 

On a aussi, utilisant directement la':x, n(X)] = ~~ : 

[L L] - ( . I.) (. Z-) [ a . i ¢ a i¢ () a ] _ z-2 ( • a . i ¢ () (. i¢) a ) 
z, + - -In In a¢' -Ie a() +e cot a¢ - n -1 a()le +cot Ie a¢ 

l'operateur de droite est bien +nL+. 
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En prenant les hermitiques conjugues, [Lz, L+]t = [L_, L z ]' on en deduit: 

Formant maintenant les bonnes combinaisons lineaires des L±, on obtient : 

3. Vne integration par parties donne : 

Si 1 et g sont 271'-periodiques, Ie terme tout integre est nul, et il reste : 

soit : 

qui est l'ecriture integrale de (J, Lzg) = (Lz1, g) montrant que L1 = Lz, en raison 
de la definition de l'adjoint : (nt 1, g) = (j, ng). 

4. [Lx, x] = [ypz - ZPy, x] = 0, [Lx, y] = [ypz - ZPy, y] = -z[py, y] = +inz, et 
de meme [Lx, z] = [ypz - ZPy, z] = y[Pz, z] = -iny. On obtient Ie me me type 
d'egalites avec p, d'ou : 

[Lx, y2] = [Lx, y]y + y[Lx, y] = in(zy + yz) = 2inyz, [Lx, z2] = -2inyz ; comme 
[Lx, x 2] = 0, '[L, 1"2] = ° -et de meme avec p2 : 1"2 et p2 sont bien des operateurs 
scalaires. 

5. L'egalite L~ = L+ est equivalente a (L-1, g) = (j, L+g). L± ayant pour expres­
sion ±ne±i¢ (!1(J ± i cot B t¢), il faut donc montrer que l'egalite suivante est vraie : 

ou 1 et g sont deux fonctions periodiques quelconques et dn = sin B dBd¢. Explici­
tons successivement les deux integrales du premier membre de (18.1). La premiere 
est: 
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Ie terme tout integre etant nul, il reste : 

La deuxieme integrale au premier membre de (18.1) est: 

Avec des fonctions 21T-periodiques en 1>, Ie terme tout integre est nul, et il reste : 

Au total, Ie premier membre de (18.1) est: 

qui est tres exactement le second membre de (18.1). On retiendra l'importance de 
la satisfaction des conditions aux limites, tout comme pour Px sur lR : l'hermiticite 
n'est acquise que si les fonctions de l'espace vectoriel possedent les bonnes proprietes 
(ici de periodicite). 

6. En representation-p, U -+ +in:u (u = x, y, z ), de sorte que les composantes du 
moment cinetique sont : 

Si, dans l'espace lR3 du vecteur p, on utilise les coordonnees spMriques comme 
ci-dessus pour r en representation-q, les relations differentielles de passage de 
(Px , Py, pz ) it (p, (), 1» sont exactement les memes que celles passant de (x, y , z) it 
(r, (J, 1» : il suffit donc de remplacer partout x, y et z par Px, Py et pz respective­
ment. Le report dans les expressions precedentes montre alors que Lz ne change 
pas, cependant que Lx et Ly changent de signe ; on a ainsi, en representation-p : 

Lx = - in( sin 1> :(J + cos 1> cot () :1» 

cependant que L z est inchange : 

Bien evidemment, les relations de commutation caracteristiques ne changent pas 
non plus! 
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18.2 Quantification d 'une variable angulaire 

II s'agit d'examiner les subtilites [26] que posent les variables angulaires vis-a-vis des relations 
de commutation canoniques. Pour fixer les idees, on considere I'angle azimutal ¢ et son 
moment conjugue P", == L z , egal a I'operateur differentiel -ilia", en representation-q. Dans 
la premiere partie, on commet deliberement une erreur de fond, et on met en evidence une 
contradiction; dans la deuxieme partie, on rectifie Ie tir, et on complete Ie contenu de la 
Remarque, Tome II, p.728 . 

l. Dans cette partie, on com met I'erreur consistant a poser: 

(faux!) , (18.2) 

raisonnant trop vite en representant I'operateur associe a I'angle ¢ par la simple mul­
tiplication 1 par ¢ : 

¢ ....... ¢-7X¢ 

en prenant I'angle ¢ dans I'intervalle [0, 27fJ. 

(faux !) (18.3) 

(a) En admettant I'association (18.3), montrer que pour toute fonction !(¢) on a : 

(18.4) 

et en deduire alors I'egalite (18.2). 

(b) Selon la theorie des series de Fourier (et Ie theoreme de Dirichlet), I'ensemble des 
fonctions en (¢) ~ ein¢ , nEZ, constitue une base complete pour I'espace des 
fonctions 27f-periodiques a variation bornee. Montrer que ces fonctions sont deux 
a deux orthogonales, et les normaliser a I'unite, (enle,.,,) = Jnrn . 

(c) Calculer les elements de matrice (en l¢lern) et (enILzlem). 

(d) En effectuant la multiplication des matrices, trouver I'element de matrice de 
(enl[¢, LzJl e,.,,). Par comparaison avec (18.2), mettre en evidence la contra­
diction . 

2. Dans cette partie, on definit convenablement I'operateur ¢, comme indique dans la 
Remarque, Tome II, p.728. 

(a) Tracer Ie graphe de la fonction periodique ¢per(¢) definie en (18.7). Expliquer 
pourquoi sa derivee contient un peigne de Dirac. 

(b) Calculer la serie de Fourier de ¢per(¢) , et retrouver analytiquement Ie peigne de 
Dirac. 

(c) En deduire I'egalite (11-18.57). 

(d) Combien vaut I'element de matrice (en l¢lern) ? 

l Comparer (18.3) a (18.7) . 
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(e) En prenant I'element de matrice membre a membre de I' ega lite (11-18.57), montrer 
que : 

(18.5) 

et commenter en comparant avec Ie resultat Id . 

(f) En utilisant Ie developpement de Fourier, retrouver pour (enl¢lem) Ie resultat 
(correct) obtenu en Ie. 

(g) Si on definit les ecarts quadratiques t1¢2 et t1L; comme d'habitude, a-t-on la 
relation2 t1¢t1Lz ~ ~ 7 

(Pour en savoir plus sur ce sujet, la lecture des articles de Levy-Leblond [26j et de Judge 
et Lewis [27j est recommandee). 

1. Dans cette partie, on pose les egalites incorrectes (18.2) et (18.3), prenant l'angle 
¢ dans l'intervalle [0, 27rJ . 

(a) Admettant l'association (18.3), on a tq, (¢!(¢)) = !(¢)+¢f;£, d'ou [¢, tq,l =-1 

et [¢, LzJ=inl. 
(b) Le produit scalaire des fonctions en (¢) s'<krit : 

(enlem) = 1 :7r e-inq, e+imq, d¢ = 27r<5nm 

d'ou les fonctions normalisees en (¢) = ~ einq,. 

(c) La base etant orthonormee, les elements de matrice peuvent se calculer avec 
les produits scalaires : 

(en l¢ lem) = ~ r27r 
e- inq, ¢ e+imq, d¢ = {i(m~n) (n =J m) 

27r i o 7r (n = m) 

1 127r . ( 8) . (e IL Ie ) = - e- Inq, - in- e+·mq, dA. = mno 
n z m 27r 0 8¢ <P nm . 

(d) On en deduit : 

(en l¢Lz - Lz¢lem ) = n(m - n)(en l¢lem) = { 
- in (n =J m) 

0 (n=m) J 

d 'ou la matrice de [¢ . LzJ : 

0 1 1 1 1 0 0 0 
1 0 1 1 0 1 0 0 

[¢, Lzl = -in 
1 1 0 1 

=J in 
0 0 1 0 

(18.6) 
1 1 1 0 0 0 0 1 

2Voir Tome I, eq. (10.97) . 
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en contradiction avec (18.2). 

2. Dans cette partie, on definit convenablement l'operateur ¢, comme indique : 

vv1M. -471" - 271" 0 27r 471" 

Figure 18.1: Graphe de l'operateur ¢per defini en (18.7) . 

(a) Le graphe de la fonction periodique ¢per(¢) est trace sur la figure 18.1. On 
sait que si une fonction f(x) possede un saut fini en un certain point Xo, soit 
f(xo+) #- f(xo-), sa derivee contient une fonction de Dirac: 

ou f:eg(x) est la derivee obtenue par les moyens elementaires. lci, ¢per(¢) 
chute de 271" a chaque fois que ¢ = n 211" (n E Z), d'ou. : 

¢~er(¢) = 1 - 211" L 8(¢ - 2n1l") 
n EZ 

(b) La serie de Fourier de ¢per(¢) est LkEZ eik¢ avec fk = 2~ J~7r ¢per(¢) e- ik¢ d¢, 

soit fk = 2~ Jo27r 
¢ e- ik

¢ d¢, qui vaut t si k #- 0 et 11" si k = 0, d'ou : 

-I.. (-I..) _ . '" 1 ik¢ 'l'per 'I' - 11" + 1 ~ k e 
kEZ' 

(c) On a bien ¢~er(¢) = i LkEZ' ieik
¢ = 1- LkEZ eik

¢ = 1- 211" LIEZ 8(¢ - 2l1l"), 
d'ou. Lz¢J(¢) = -ili,[(l - 211" LIEZ 8(¢ - 2l1l"))f(¢) + ¢perf'(¢)], cependant 
que ¢Lzf(¢) = -ili,¢per(¢)!'(¢), d'ou. : 

[¢, Lzl = ili,(l- 211" L 8(¢ - 2l1l")) = ili,(l -lll(!)) 
IEZ 

ou lll(x) ~ LnEZ 8(x - n) est Ie peigne de Dirac. 

(d) Les resultats obtenus en 1d demeurent corrects puisque l'on reste dans l'inter­
valle [0, 211"], de sorte que manipuler ¢ ou ¢per(¢) revient au meme. 
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(e) En prenant l'element de matrice membre it membre de l'egalite ci-dessus : 

(enl[¢, L zJlem) = ili(enl(l- 27r LO(¢ - 2l7r))lem) = 
IEZ 

iMnm - iii L r2rr 

e- incf>o(¢ - 2l7r)eimcf> = ili(onm - 1) , 
IEZ Jo 

qui est bien Ia matrice figurant au centre dans (18.6). 

(f) On a (enl¢perlem) = (enl7r + i EkEz. t eikcf> lem) = 7rOnm + i n2m (1 - onm), en 
accord avec Ie resultat (correct) obtenu en 1c. 

(g) On sait3 que si [A, BJ = iC, f:lAf:lB 2 ~I(C)I, quel que so it l'etat avec lequel 
on calcule les valeurs moyennes. lci, on peut affirmer que: 

Si on considere l'intervalle [-7r , +7r] pour to utes les fonctions 27r-periodiques 
concernees, et si 1jJ(¢) est la fonction d'onde avec laquelle les moyennes sont 
calculees, on a plus simplement : 

(18.8) 

En particulier, avec les en(¢) normalisees, on a f:l¢ f:lLz 2 ~(1- 1 ) = 0, ce qui 
est indeniable, et normal puisque en (¢) est propre de L z . Pour une fonction 

periodique 1jJ = En c"en, on a 11jJ(0)j2 = 2~ En,m C~Cm == 2~ 1 En cn l
2

, so it : 

f:l¢ f:lLz 2 ~11 - 1 I>n121 = ~I L C~Cml 
n n#m 

la derniere egalite venant de En Icn l2 = 1 pour la normalisation de 1jJ(¢). 
Quoi qu'il en so it precisement, on a bien un verrouillage inferieur du produit 
des ecarts : si les coefficients Cn sont tres etales, donnant un grand f:lLz, 1jJ(¢) 
a une variation resonnante en fonction de ¢, de sorte que la fluctuation de 
l' angle est petite; au contraire, si les Cn sont resonnants en fonction de n, 
l'ecart f:lLz est petit et 1jJ(¢) est tres plate: l'ecart sur l'angle est alors ;S 27r. 

Traitons un exemple en detail, en choisissant la fonction : 

a> 1, (18.9) 

3Voir eq. (1-lO.97). 
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a= 1, 2 

1 

Figure 18.2: Module carre de la fonction 'IjJ(¢». 

qui est la somme d'une serie uniformement convergente sur Ie ferme [0, 27r] . 
La normalisation de 'IjJ(¢» donne: 

+00 
1012 (1 + 2 L a- 2n

) = 1 {=:::} 

n=l 
~

2-1 c - --- a2 + 1 . 

Cette fonction est d 'autant plus fine que a est proche de 1 - pour a = 1, c'est 
un peigne de Dirac -, voir fig. 18.2. 

1,0 L.,.-:=========-­
a 1,0 

Figure 18.3: Variations, en fonction du parametre a definissant Ie paquet d'ondes (18.9), 
des ecarts-types D..Lz et D..¢. 

On a 'IjJ( O) = k ( 1 + 2 I:~~ a- n
) = vh J ~~:;:~ ~ = vh (a2~t~~3_1) 

- valeur que l'on obtient tout autant avec l'expression resommee ((18.9) , a 
droite) - d'otl, selon (18.8) : 

A 2a2 + a + 1 
D.. ¢> D..Lz ;::: (2 ) ( ) n a +1 a-I 

Pour cette meme fonction, (L z ) = 0, et : 

d'ou: 
n a 

D..L z = r;;; -2-­
y7r a -1 
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Quand a-71, b.L z diverge comme a~l' traduisant Ie fait que Ie paquet d'ondes 

en nest tres disperse; en revanche, b.¢ reste borne inferieurement par 4J7T ; 
a l'inverse, si a -7 +00, Ie paquet d'ondes se resserre vers l'etat propre n = O. 
Comme il se doit, b.L z tend vers zero (lentement, comme i) ; d'un autre cote, 

Ia borne inferieure de b.¢ decrolt uniformement vers 2J7T, voir figure 18.3. 

18.3 Quelques resultats a propos d'un moment 
cinetique 

Au besoin, on designe par 12m) un etat propre du couple (J2, Jz) . 

1. Montrer que si un operateur commute avec deux composantes de J, il commute aussi 
avec la troisieme4 . 

2. Demontrer I' egalite : 

IJ' m) = fim -] (j + m)! Ji- m I' .) 
(2j)!(j _ m)! - J J , 

(18.10) 

En deduire I'element de matrice (j jIJ!-mlj m). 

3. Soit V un operateur vectoriel ; n et ii designant deux vecteurs "scalaires", montrer 
que: 

[ii.1, n.V] = ifi(ii x n).V . (18.11 ) 

En deduire les relations caracteristiques du moment cinetique sous la forme: 

[a.1, b.1] = ifiJ.(a x b) (18.12) 

4 . Simplifier I'expression e i7rJ~/(21i) e - i{3Jz /1i e -i7rJx /(21i). 

5. Demontrer I'egalite (11-18 .143). 

6 . Pour j = 1, trouver les matrices representant Jx , Jy , Jz , J±, f;, et J2. 

7. Etablir les expressions (11-18.44) des incertitudes b.Jx et b.Jy dans un etat 12 m). 

8. Pour j quelconque, trouver les elements de matrice (j',m'IJulJm), u = x,y. En 

deduire, pour un etat Ijm), la valeur moyenne et I'ecart quadratique de J.n, n etant 
Ie vecteur unitaire de la direction (0, ¢). 

4 Ainsi, pour etablir qu'un operateur est scalaire, il suffit de demontrer qu'il commute avec deux des 
composantes du moment cinetique. 
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9. On note simplement 1m) (m = 0, ±1) les trois etats propres d'un moment cinetique 
j = 1. Trouver les valeurs moyennes de Jx , Jy, Jz , f~, J; et f ; dans I'etat normalise 
1'Ij;) = a 1+ 1) + b 10) + c 1- 1) (a, bet c complexes quelconques) . 

1. Supposons [A, Jx ] = [A, Jy ] = 0 j l'identite de Jacobi5 avec ces trois operateurs 
s'ecrit : 

[A, [Jx , Jyll + [Jx , [Jy, All + [Jy, [A , Jx ]] = 0 , 

d'OI\ [A, [Jx, Jyll = 0, soit [A , Jz] = O. 

2. On peut s'y prendre de plusieurs fa<;ons pour etablir Ie resultat demande : 

(a) On utilise successivement LIJ m) = liJ(j + m)(j - m + 1)1J m - 1) : 

L Ij j) = liJ2TllJj - 1), L IJj - 1) = nJ(2j - 1).2Ij j - 2) 

d 'ou J':'lj j) = li2 J (2j)(2j - 1).1.21J j - 2), et plus generalement: 

J~-mlj j) = lij-m J(2j)(2j - l) ... (j + m + 1).1.2 ... (j - m)lj j - m) 

soit : 

(2j)!(j - m)! I . . ) 
(j+m) ! JJ -m 

(b) On a J+ljm) = hJ(j - m)(j + m + l)lj m + 1), d'ou : 

J!ljm) = n?J(j -m)(j +m+ 1)(j -m-1)(j +m+2)l jm+2) 

et ainsi de suite, jusqu'a : 

Ji-mlj m) = lij-mJ(j - m)!(j + m + l)(j + m + 2) ... (2j)lj j) 

soit : 

J+J-mIJ'm) = lij - m (j - m) !(2j)! I' .) 
(j+m)! JJ 

Maintenant, on peut ecrire Ijm) = f(j, m)J~-mljj), Ijj) = g(j, m)Ji-mlj m) j 

multipliant respectivement par (jml et (j jl, on obtient : 

f(j, m)(j mIJ~-m lj j) = 1 = g(j, m)(j jlJi-mlJ m) 

Comme J! = h, (j jlJi-mlJ m) = (j mIJ~-mlj j), puisque tous les elements 
de matrice sont reels, d 'ou g(j, m) = f (j, m) j on peut alors ecrire l'egalite 
sous la forme d uale : 

IJ', m) = lim-J (j + m)! JJ -m I .. ) 
(2j)!(j-m) ! - JJ 

5Voir Tome I, probl1nne 13.9.1, et son corrige p . 241. 
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3. V etant un operateur vectoriel, on a : 

[u.1, n.V] = [uxJx + uyJy + uzJz, nxVx + nyVy + nzVz] = 

U x (ny [Jx , Vy] + nz[Jx , Vz ]) + ... = inux(ny Vz - nz Vy) + ... = 

in( ux(n x V)x + ... ) == inu.(n x V) = in(u x n).V 

En particulier avec V = J : 

I a.1, b.1] = in (a x b).11 

Avec a = ex, b = By, on a [Jx, Jy] = inez.1 == inJz, etc. 

4. R ~ e- ft~Jx est associe a la rotation de -~ autour de Ox, qui transforme Jz en 
Jy . Notons d'abord que: 

comme Ie montre Ie developpement en serie de l'exponentielle de droite. L'operateur 
transforme (Jz)' est RJzRt, et c'est Jy, d'ou : 

5. II s'agit d'etablir : 

6. 

I (ii.A) (ii.B) = A.B 12 + iii. (A x B) 1 

Le premier membre est 2:uv AuBvO'uO'v ; comme O'~ = 12 , les termes u = v recons­
truisent Ie produit scalaire A.B en facteur de 12 . Par ailleurs, comme les matrices 
de Pauli anticommutent, les termes u i- v donnent 2:u<v (AuBv - AvBu)O'uO'v ; 

enfin, O'uO'v = icuvwO'w : l'ensemble des termes non-diagonaux donnent Ie produit 
scalaire de A x B avec ii, d'ou la formule ci-dessus. 

J = 2n 13 = ~2 2 [~1 O~ 00
1 
1 

Comme LI11) = nv'2110), L110) = nv'211-1), on a la matrice de L, puis celle 
de J+ par hermitique conjuguee : 

[ 
0 0 0 1 L = nv2 1 0 0 , 
010 [ 

0 1 0 1 J+ = nv2 0 0 1 
000 

On en deduit celles de Jx = ~(h + L) et de Jy = .t(J+ - L) : 

~' ~i 1 
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Les carres des matrices de Jx et Jy sont : 

7. Dans un etat Ij m), Jx et Jy ont des moyennes nulles, d'ou 6.J'; = J'; et 6.J~ = J;. 
Par ailleurs, les directions Ox et Oy jouent Ie meme rOle, donc (J;) = (J;). Au 
total: 

6.J; = 6.J; = ~(J; + J;) = ~(j2 - J;) = ~ [j(j + 1) - m2] 

d'ou Ie resultat : 

8. On a: 
hij m) = IiJj(j + 1) - m(m ± l )lj m ± 1) , 

d'ou : 

Ii 
(j' m'iJxij m) = 20jj' (Jj(j + 1) - m(m + 1) Om'm+l + 

Jj(j + 1) - m(m - 1) Om'm- l) , 

Ii 
(j' m'iJylj m) = 2i Ojj' (Jj(j + 1) - m(m + 1) Om'm+1-

Jj(j + 1) - m(m - 1) Om'm-l) 

L'operateur J.n s'ecrit sinBcos¢Jx + sinBsin¢Jy + cosB Jz. Sa valeur moyenne 
dans un etat Ij m) est donc mli cos B. 

La valeur moyenne de (J.n)2 contient neuf termes ; les termes JyJz + JzJy et 
JyJx + JxJy ont une moyenne nulle : d'un cote, il s'agit d'operateurs hermitiques, 
de l'autre, comme Jy a une mat rice imaginaire pure, ils sont imaginaires purs : les 
moyennes sont donc forcement de la forme i x 0 = o. Le terme JxJz + JzJx a aussi 
une moyenne nulle puis que l'etat est propre de Jz et que Jx a une moyenne nulle 
dans un tel etat. Enfin, les moyennes de J'; et de J; sont egales. En definitive : 

((J.n)2) = (sin2 B cos2 ¢ + sin2 () cos2 ¢) (J;) + cos2 B (J;) 

soit : _ fi2 
((J.n)2) = 2[j(j + 1) - m2] sin2 () + m2fi2 cos2 B 

Par ailleurs, (J.n) = nx x 0 + ny x 0 + mficosB, d'ou : 

Cet ecart n'est nul que pour B = 0, 'IT, soit quand J.n = ±Jz' 
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9. Soit 1m) (m = 0, ±1) les trois etats propres d'un moment cinetique j = 1. Il s'agit 
de trouver les valeurs moyennes de Jx , Jy , Jz , f;, J; et J; dans l'etat normalise 
I1/!) = al + 1) + blO) + cl- 1) (a,b et c complexes quelconques). Clairement, la 
forme la plus generale de I1/!) (normalise, a une phase globale pres) est: 

I1/!) = cos 0 I + 1) + eict sin 0 cos ¢ 10) + ei.8 sin 0 sin ¢ I - 1) . 

Les matrices de Jx et Jy sont donnees en (18.160) et permettent d'ecrire : 

J x l1/!) = ~[cosOIO) + eia sinO cos¢(l1) + 1-1)) + eif3 sinOsin¢IO)] , 

n · '.8 J y l1/!) = v'2[i cos (10) + e"" sin 0 cos ¢( -i ll) + il - 1)) - iel sin 8 sin ¢IO)] 

On en deduit : 

(1/!I J x I1/!) = ~ [cos a cos ¢ sin 20 + cos(,6 - a) sin 2¢sin2 0] , 

(1/!ily l1/!) = ~[sina cos ¢ sin 28 + sin(,6 - a) sin 2¢ sin2 0] 

quant a la moyenne de Jz , on a immediatement : 

Ces calculs peuvent aussi se conduire en effectuant les produits de matrices: 

[

cosO 1 
[ cos 8 e- ia sin 0 cos ¢ e-i,8 sin 0 sin ¢ ] Ju eia sin 0 cos ¢ . 

elf3 sin 0 sin ¢ 

Le calcul des valeurs moyennes de J~ s'effectue de la meme fagon ; on trouve : 

f; = ~2 (1 + cos2 ¢ sin2 0 + cos,6 sin ¢ sin 20) , 

fi2 
J; = 2(1+cos2 ¢sin2 B-cos,6sin¢sin2B) , 

et J; = fi2 (cos2 0 + sin2 ¢ sin2 B) ; on verifie que la somme de ces trois moyennes 
est egale a 2fi2, comme il se doit . 

18.4 Moment cinetique j = ~ 

Un moment cinetique j = 1/2 peut s'ecrire j = (fi/2) if ou if designe les trois matrices de 
Pauli: if == (O'x, O'y, O'z) . 
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1. Calculer les commutateurs [o"u, O"vl. Com bien vaut O"~ ? Et a2 ? 

2. Ecrire les matrices o"u. 

3. Calculer les anticommutateurs {o"u, O"v} ; en deduire les produits O"uO"v . 

4. Combien valent les traces des o"u ? 

5. Toute matrice 2 x 2, M, peut s'ecrire sous la forme M = fio 1 + iii.a. Exprimer fio 
et iii sous la forme d'une trace. 

6. Demontrer la formule de Moivre quantique : 

ei<pfi..Cf = cos ¢ 12 + i ii.a. sin ¢ (18.13) 

ou ¢ est un complexe quelconque et ii un vecteur unitaire scalaire. 

1 En e'cr1'vant ri 2J- on a [~ ~ 1 1''''- 4 J - 21'", ~ ~2 - 4 J2 - 1 . v = Ii ' vu , Vv = t(,Cuvw 1i2 W = "'uvwVw · Vu - fi'I u - 2, 

d'ou a2 = 312. 

2. On sait que hl~ ~) = 0 et : 

1 1 /1 1 1 1 1 1 1 1 
J + 1- - -) = h - ( - + 1) - (- - ) ( - - + 1) 1- -) = 11,1- - -) 

2 2 22 2 2 22 2 2 

d'ou les matrices de J± : 

h =.n[~ ~] , L=n[~ ~] 

O"x = [~ ~] , O"y = [~ ~i] , o"z = [~ ~l] 

3. On a: 

et de meme pour les autres {O" u, 0" v}, u i= v . En faisant la somme membre a. membre 
de [O"u, O"vl = 2icuvwO"w et de {O"u, O"v} = 0 (u i= v), on en deduit O"xO"y = iO"z, etc. 

4. TrO"u=O'r/u. 
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5. On a d'abord Tr M = 2mo puisque la trace de 12 est egale a 2, et que les O'u ont 
une trace nulle ; par ailleurs, M O'u = moO'u + (m.B)O'u, d 'ou 

Tr (MO'u) = Tr (moO'u + (m .B)) = 2mu . 

Finalement : 

6. En developpant l'exponentielle en serie, on a : 

+00 (. A.)n 
iq,n.iJ _ ,, _1'f'_(_ -)n 

e - ~ I n.O' n. 
n=O 

par ailleurs, en utilisant (B.A)(B.B) = A.B 12 + i(A x B) .B, on a : 

( - -) (- -) - -1 . ( - -) - 1 O'.n O'.n = n.n 2 + 1 n x n .0' = 2 , 

d'ou (B.n)2p = 12 et (B.n)2P+l = B.n. Les termes pairs du developpement de eiq,n.iJ 

reconstituent cos ¢ en £acteur de 12 , les termes impairs donnent sin ¢ en £acteur de 
n.B, d'ou : 

I eiq,n.iJ = cos ¢ 12 + i sin ¢n.B (11nll = 1) I 

18.5 Calcul de (j1jOljj) et demonstration de 
(j100IjO) = 0 

1. Calculer Ie coefficient de Clebsch - Gordan (j 1jO ljj) ; plus generalement, montrer que 
(j1mOlJm) est donne par (11-18 .256) . 

2. Montrer que (j100IJO) = O. 

1. En utilisant la notation (jd2m1m2IJM) pour Ies CG, il s'agit done de calculer 
(j1jOlJj). Avec j1 = j et j2 = I , la valeur maximale de Jest J max = j + 1. Sa 
composante maximale Mmax = J m ax = j + 1 est Ie vecteur 

1J112m l m 2) == Ij1 = j 12 = 1 m1 = jl m2 = 1) = IJ + 1j + 1j 1) == IJMjlj2) 
(18.14) 

Appliquons J _ au second membre : 

1-1J + 1j + 1j1) = nR_(j + l ,j + l)lj + 1jj1) = nJ2(j + 1) IJ + 1jj1) . (18.15) 
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Faisons maintenant agir J1- + J2- au premier membre de (18.14), toujours avec 
i1 = j, j2 = 1 : 

(h - +h-)Ul =j12 = Iml =jm2 = 1) = n[R_(j, j)!jlj-11)+R_(1, 1)ljljO)] , 
(18.16) 

soit : 
(J1- + h_)!jljl) = n[J2]Ulj -11) + h!jljO)] , 

En egalant (18.15) et (18.17), on en deduit : 

(18.17) 

1 
IJMjd2) -+ U + Ijjl) = vj + 1 [vlJUlj -ll) + UljO)] f-- Ud2ml m2) , (18.18) 

ou les symboles it gauche et it droite rappellent la nature des kets de chaque membre. 
La valeur de J immediatement inferieure est J = Jrnax - 1 = j + 1 - 1 = j, dont 
la composante maximum M = J est Ie vecteur !jjjl), qui doit etre orthogonal a 
Ij + Ijjl), obtenu ci-dessus. On a donc : 

la phase a etant choisie en sorte que la convention 

lUI j2 ml = jl m2 = J - jllJ J) reel et positif I (18.20) 

soit respectee. Sur Ie developpement (18.19), on lit les CG Ud2mlm2!JM) sui­
vants: 

UljOUj) = _eio: V'/'{ 1 ' 
. 1 

Ulj - llljj ) = e10 V. . 
J+l 

(18.21) 

En faisant jl = j, j2 = 1, j = J dans (18.20), cette convention dit que UljOljj) 
est reel positif, d'ou a = 7r et : 

UljOljj) = V'/'{ 1 Ulj - 11Uj) = - v/+ 1 (18.23) 

2. Pour etablir UI00!jO) = 0, on part de (18.22), et on applique J~ = (J1- + h-)j 
aux deux membres de cette egalite. 

Sur Ie premier membre, qui est du type IJ Mjd2), on a : 

n-jJ~ljjjl) = R_(j,j)R_(j,j -1) ... R_(j, I)UOjl) , 

ou R_(j, m) ~f Ij(j + 1) - m(m - 1). 
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Le second membre implique des vecteurs du type Jjd2mlm2), avec 12 = 1, de sorte 
que Jf2_ donne zero si k > 2. Developpant Ie binome (J1- +Jz-)j ou les operateurs 
commutent, Ie second membre est: 

Comme on cherche Ie CG (j100ljO), il suffit de s'interesser exclusivement aux termes 
faisant apparaitre Ij100) ; ils viennent de Ji-lj1jO) et de Ji=l J2 _ lj1j - 11), avec 
les coefficients respectifs JJ et - j. On a : 

n- j Ji-lj1jO) = R_ (j, j)R_ (j, j - l) ... R_ (j, 1)lj100) , 

n-j Ji=l h-lj1j - 11) = R_ (j, j - l)R_ (j, j - 2) ... R_ (j, 1) R( 1, 1)lj100) 

Le coefficient de Jj100) au second membre est donc (au facteur k pres) : 

-j R_(j,j -l)R_(j,j -2) ... R_(j, 1) R-(1, 1)+ vJ R_(j,j)R_(j,j -l) ... R_(j, 1) , 

so it : 

comme R_(j,j) = VIJ, Ie crochet est nul. En consequence, IJMjd2) == IjOj1) ne 
contient pas dans son developpement Ij100) == Ijd2mlm2), d'ou Ie result at : 

18.6 Le theoreme de Wigner - Eckart pour les 
operateurs vectoriels 

Le but de cet exercice est de demontrer directement Ie theoreme de Wigner - Eckart pour 
les operateurs vectoriels . Dans la suite, on considere exclusivement Ie sous-espace propre £Tj 

d'un ECOC (Ti' ]2, Jz) contenant Ie moment cinetique, engendre par les 2j + 1 vecteurs 
{IT,j, m)}, -j ::; m ::; +j. T designe I'ensemble des nombres quantiques associes aux 
observables Ti . 

1. So it V un operateur vectoriel, satisfaisant par definition les relations (11-17.117) avec 

L == ], pour la generalite des ecritures. 

(a) Montrer que V2 est un operateur scalaire. 

(b) On pose V± = V", ±iVy. Calculer [Ju , V±J (u = x,y,z), [J±,V±J, [L,V+l et 

[J+, V-l · 
(c) Montrer que si I'on applique V± et v" a un vecteur IT,j, m), on obtient un vecteur 

propre de Jz ; quelles sont les valeurs propres associees ? 

462 



Theorie du moment cinetique 

(d) En deduire que (r,j,m'IV±lrjm) est nul si m-m' =I- ±1. 

2. (a) Calculer I'element de matrice (r,j, m + 21 [J+, V+]lr,j, m) et montrer que: 

(r jm + 21hlr jm + l )(rjm+ 11V+lr jm) = 

(r , j, m + 11J+lr j m )(r j m + 21V+lr j m + 1) (18.24) 

(b) En deduire que, dans Ie sous-espace £rj, les elements de matrice de V+ sont 
proportion nels a ceux de J + : 

(18.25) 

(c) En procedant de fa~on analogue, montrer que: 

(T jmlV-IT, j, m') = (L(T, j) (T, j, mILIT, j, m') (18.26) 

(d) A I'aide des commutateurs [J+, V_] et [J_, V+], montrer que6 : 

(18.27) 

(e) Les resultats precedents montrent que, a I'interieur de £rj, Vet j ont des matrices 
proportionnelles. En notant Prj Ie projecteur dans £rj, on peut done ecrire : 

(18.28) 

Calculer la valeur moyenne du produit scalaire v.l dans un etat 1'1/1) quelconque 
appartenant a £rj ; constatant qu'elle est independante de 1'1/1), on la note 
(V .1)rj. En deduire que: 

(18.29) 

et interpreter cette relation 7 . 

1. (a) Il faut montrer que [Ju , 17 2
] = 0, U = x, y, z. Avec Jx : 

[Jx , V;+Vy
2+Vz

2
] = [Jx , Vy]Vy+Vy[Jx, Vy]+[Jx , Vz]Vz+Vz[Jx, Vz] = 

in(VzVy + VyVz - VyVz - VzVy) = 0 

et de meme ave Jy et Jz. 

6Dans la suite, on note Q+ = Q_ = Q. 

7Elle constitue la justification theorique du modele vectoriel de l'atome. 
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(b) [Jx, V±l = [Jx, Vxl±i[Jx, VyJ = =t=nVz, [Jy, V±J = [Jy, VxJ±i[Jy, VyJ = -inllz, 
[Jz, V±l = [Jz, VxJ ± i[Jz, VyJ = inVy ± i( -inVx ) = ±nV±. 
[J±, V±J = 0, [J±, V~J = ±2nllz· 

(c) On utilise [Jz, V±J = ±nV± applique it Ir,j, m), soit : 

ou encore: 
JzV±lr,j,m) = n(m± l)V±lr,j,m) , 

egalite montrant que V± Ir, j, m) est vecteur propre de Jz avec la valeur pro pre 
(m ± l)n; avec [Jz, lIzJ = 0, on voit que Vzlr,j,m) est propre de Jz avec la 
valeur propre mn. 

(d) D'apres ce qui precede, V±lr,j,m) est une combinaison lineaire de vecteurs 
du type Ir',j', m ± 1). En consequence, et en particulier, (r,j, m'lV±lr j m) 
est nul si m - m' i- ±l. 

2. (a) Comme [J+, V+J = 0, on en deduit (r j m'IJ+ V+lr j m) = (r j m'IV+J+lr j m) , 
et en particulier avec m' = m + 2 et Ie fait que Jt = J _ : 

Jj(j + 1) - (m + 2)(m + l)(r j m + 11V+lr j m) = 

Jj(j + 1) - m(m + l)(r j m + 21V+lr j m + 1) 

La racine carree it gauche vaut (r j m + 21J+lr j m + 1), celle de droite est 
(r j m + 11J+lr j m + 1), d'ou : 

(rjm+2IJ+lrjm+1)(rjm+11V+lrjm) = 

(r jm + 11hlr jm)(r jm + 21V+lr jm + 1) 

(b) On en deduit : 

(rjm + llV+lrjm) _ (rjm+2IV+lrjm+1) . 
(Tjm + lIJ+lrjm) - (rjm+2Ihlrjm+1) , 

cette egalite etant vraie quel que soit m, elle demontre la proportionnalite des 
elements de matrice de V+ et de ceux de J + ; il existe donc une constante 
independante de m, a+ (r, j), telle que: 

(c) En procedant exactement de la meme fa<;on en partant de [J-, V-J = 0, on 
montre que: 

(r j mlV- lr, j, m') = a_(r, j) (r, j, mlLlr, j, m') . 
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(d) Avec [J+, V-l = 2hYz , on peut ecrire : 

(T j ml[J+, V- liT j m) = 2n(T j mlVzlT j m) , 

soit, avec R±(j, m) ~ Jj(j + 1) - m(m ± 1) : 

R_(j, m)(Tj m-11V- ITj m)-R+(j, m)(Tj mlV-ITj m+1) =2(Tj mlVzlTj m); 

compte tenu des resultats obtenus ci-dessus, ceci s'ecrit : 

CC(T, j) [R_(j, m)(T j m-1ILIT j m)-R+(j, m)(T j mlLIT j m+1)] = 

2(TjmlVzITjm) ; 

on connalt les elements de matrice de J _, d' ou : 

soit 2mnO'._(j, m) = (TjmlVzITjm). Par les memes moyens, partant de 
[L, V+l = -2nVz, on obtient l'egalite 2mnO'.+(j, m) = (TjmlVzITjm), ce 
qui montre l'egalite entre les deux constantes O'.±, notees simplement a. dans 
la suite. 

(e) En definitive, a l'interieur de [Tj, Vet J ont des matrices proportionnelles ; 
notant FTj Ie projecteur dans [Tj, on a : 

F.,-j V Frj = 0'.( T, j) F.,-j J Frj . 

Notant que F.,-jl'I/J) = I'I/J), la valeur moyenne du produit scalaire v.1 dans un 
etat I'I/J) E [rj est: 

('l/JIJ.VI'I/J) = O'.(T, j)('l/JIJ.1I'I/J) == O'.(T, j)('l/JIJ2 1'I/J) = O'.(T, j)n2 j(j + 1) ; 

cette moyenne etant visiblement independante de I'I/J) E [.,-j, on la note (v.1)"-j 
et, en definitive: 

Cette egalite a une interpretation geometrique simple; on peut l'ecrire : 

et affirmer que, tant que l'on reste dans [rj, tout operateur vectoriel V se 

comporte comme sa projection sur Ie vecteur unitaire IIf". 

Par exemple, a l'interieur d'un tel sous-espace, on a : 

465 



MecaniquB quantique 

18.7 

et donne immediatement Ie facteur de Lande glsj pour l'effet Zeeman en pre­
sence de structure fine : 

j(j + 1) - l(l + 1) + s(s + 1) 
gI5j=1+ 2j(j+1) 

(voir section 23.3.2 du Tome II.) 

Addition de deux moments cinetiques 

On considere deux moments cinetiques j1 = 1 et j2 = 1/2. Les etats propres communs a 
(J-?, J1z , J~2, h.) sont notes Ij1hm1 m2)' 

1. Quelle est la dimension (multiplicite) de I'espace des etats ? Quelles sont les valeurs 
possibles j du moment cinetique total J = h +1; ? Quelle est la dimension de I'espace 
des etats de J? 

2. Determiner quelques composantes Ijmhh) des etats propres de (J2, Jz) sous la forme 
de combinaisons lineaires des etats propres Ij1hm1m2/. 

3. Trouver toutes les composantes dans Ie cas particulier j1 = j2 = 1. 

1. Cbaque moment cinetique 1; a une multiplicite gi = 2ji + 1 ; la multiplicite totale 

d I d 
. def 

est one e pro Ult g1g2 = g. 

Les valeurs possibles de j sont 1j1 - hi, 1j1 - hi + 1, .. . , h + j2 -1, j1 + h Comme 
cbaque valeur de j est possible une et une seule fois, la mutiplicite associee a toutes 
les valeurs de jest (notant j1 Ie plus petit de j1 et j2) : 

2j1 

2:)2(j2 - j1 + k) + 1] ; 
k=O 

on verifie immediatement que cette somme est bien egale a (2j1 + 1)(2j2 + 1) ~ g. 

2. Dans la suite, on note Ijm) les etats prop res de (J2, Jz , ~2, in, Ijd2m1m2) ceux 
(supposes normalises) de (~2, ii, J1z , hz). 

On commence par l'etat de moment maximum j = j1 + j2, dont la composante 
maximum est mmax = mlmax + m2max ; comme il existe un seul vecteur ayant cette 
propriete, on a : 
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La composante inferieure m = j1 + 12 -1 se trouve en appliquant J_ = J1- + J2 - ; 

appliquant J_ au premier membre de l'egalite ci-dessus, et J1- + J2 - au second, 
on as : 

R-(j1 +i2, j1 +j2)lj1 +j211 +j2 -l) = 

R-(j1' jdlj112j1 -112) + R -(j2 , 12)lj1j2j112 - 1) , 

soit : 

d'ou : 

On observe que ces vecteurs arrivent tout naturellement normalises (Ie cas contraire 
serait Ie signe d'une erreur de calcul). 

II n'y a que deux vecteurs Ijm) ayant m = j1 + 12 -I, correspondant aux deux seuls 
choix (m1 = j1, m2 = j2 - 1) et (m1 = j1 - I, m2 = h) ; on vient d'en trouver 
un: l'autre vecteur orthogonal (puisqu'il correspond a une autre valeur du spin 
total, soit j - 1 = j1 + j2 - 1) est donc la composante maximum de l'etat ayant 
j = j1 + j2 - 1. A une phase pres, on a ainsi : 

Les autres composantes s'obtiennent de la me me fa~on : on applique J _ aux deux 
vecteurs precedents, et on en deduit par orthogonalite la composante maximum 
j1 + j2 - 2 de l'etat j = j1 + j2 - 2, et ainsi de suite. 

3. Avec j1 = 12 = 1, on a j = 0, 1, 2 ; ici g = 32 = 1 + 3 + 5. 

Avec les memes notations, on a 122) = 11111) ; on trouve ensuite par application 
de J _ : 

111) = ~(11101) + 11110)), 120) = ~(111-11) + 1111-1) + 211100)) 

les deux autres compos antes m = -1, - 2 s' 0 btiennent en basculant tous les nom­
bres magnetiques. 

Pour la valeur j = 1, la composante m = 1 s'obtient par orthogonalite avec 121) ; 
a une phase pres : 

111) = ~(-11101) + 11110)) . 

SOn utilise toujours la notation R± (J, M) ~f J J(J + 1) - M(M ± 1). 
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Appliquant J _ aux deux membres : 

/2110) = ~(-J2I11-11) - J211100) + J21 1100) + J21 111 - 1)) 

d'ou: 
1 

110) = 72(-111-11) + 1111 - 1)) 

Enfin, pour j = 0 la seule et unique compos ante est de la forme : 

100) = alll - 11) + bl111 - 1) + cl1100) ; 

elle est orthogonale a 120) et 110), d'ou a+b+2c = 0 et -a+b = 0, soit a = b = -c; 
l'orthonormalisation donnant a = b = -c = ~, il vient : 

100) = ~(I11 - 11) + 1111 - 1) -11100)) 

18.8 Moment cinetique total de N spins ;. 
Diagramme de branchement. 

On considere N moments cinetiques jk = 1/2 (1 ~ k ~ N) m note la valeur propre 
., ' J ""N J assoClee a z = L.Jk=l k z· 

1. Com bien y a-t-il de fa<;:ons d'avoir m = N /2? En deduire Ie nombre de multiplets 
j = N/2. De meme, combien y a-t-il de multiplets j = (N/2) - 1 ? 

2. En deduire Ie nombre de multiplets ayant j = (N/2) - p (p ~ N/2). 

3. Pour N = 4, combien existe-t-il de quintuplets, de triplets et de singulets ? 

1. II y a une senle fac;on d'avoir m = N /2, il y a done un senl multiplet j = N /2. Pour 
avoir j = (N/2) -1, il faut baseuler un seul spin, ee qui peut se faire de N fac;ons. 
A vee les N vecteurs eorrespondants, on pent former la eomposante m = /f - 1 de 
l'etat de moment maximum J = /f ; il existe done N -1 multiplets differents ayant 

J=/f-1. 
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1 ~ N ~ 
N spinsji = 2' J = Lji 

i = l 

J 

2 1----------0 c~ = 1 

/ 3 
21-----

l l-----{ 

1 

2 

1 
2 

c~ - cl = 2 
1---0-

4 N 

Figure 18.4: Diagramme de branchement donnant pour N spins 1/2 Ie nombre de mul­
tiplets de spin total If, If - 1, If - 2, etc. 

2. D'une fa~on generale, Ie sous-espace 2:i mi = If - p a pour dimension C~. Il 
faut 1 dimension pour Ie multiplet j = If, N - 1 == C}.y - C~ dimensions pour les 
multiplets j = If -1, CJy - C}.y pour les multiplets j = If - 2,00' , C~- l - C~-2 pour 

les multiplets j = If - (p - 1) : il y a donc C~ - C~- l multiplets ayant J = If - p. 
La somme de tous les C~ vaut bien 2N , dimension de l'espace des etats de spins 
pour N spins 1/2. 

Ces resultats sont resumes sur la figure 18.4. 

3. Pour N = 4, il y a ainsi deux singulets, trois triplets et un quintuplet, remplissant 
2 x 1 + 3 x 3 + 5 x 1 = 16 = 24 dimensions d'espace. 

18.9 Oscillateur harmonique it deux dimensions 

Soit un oscillateur harmonique isotrope (masse fL, pulsation w) a deux dimensions; I'axe Oz 
est I'axe perpendiculaire au plan d'oscillation. On definit les deux operateurs au (u = x, y) : 

(18.30) 

ainsi que leurs adjoints at. Le Hamiltonien est note H, les operateurs nombres de particules 
dif t sont Nu = auau. 

1. (a) Montrer que les seuls commutateurs non-nuls sont les [au, at] et qu'ils valent 1. 

(b) Exprimer H et Lz a I'aide des operateurs au et at. Expliquer pourquoi L z com­
mute avec H et Ie verifier explicitement. 
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(c) Soit Inx,ny) un etat propre de H construit comme Ie produit tensoriel des etats 
propres de N x et de Ny ; on pose nx + ny = n : quelle est la degenerescence des 
etats de ce type? 

2. On introduit les operateurs droit et gauche definis com me : 

del 1 ( . ) 
ag = J2 ax + Jay 

ainsi que leurs adjoints a~ et a~. 

(a) Calculer les commutateurs [ae, a!] (c = d , g) ; que valent les autres ? 

(b) Exprimer H et Lz en fonction des Ne = a!ae. 

(18.31) 

( ) 0 d ' . I dOf )' , N r..r M c n note esormals n, m = nd -ng un etat propre commun a d et lV g . ontrer 
que H et Lz forment un ECOC. 

(d) Sachant que Ie fondamentalln=O,m=O) est la gaussienne: 

(18.32) 

trouver les etats 'l/J1±1 (Ies exprimer en fonction des coordonnees cylindriques p et 
¢). 

(e) Trouver les composantes cylindriques du vecteur courant y, jp et j<p, sachant que 
les composantes du gradient dans Ie plan xOy sont donnees par: 

- (818) 
\7 = 8p' P 8¢ . (18.33) 

(f) L'oscillateur etant a t = 0 dans I'etat I\[!(t = 0)) coselo, 0) + sin ell, 1), 
calculer les valeurs moyennes des coordonnees x et y a I'instant t. 

============ ? 1. ? 1. ? 1. ? 1. ? 1. ? 1. ? 1. ? 1. ? l.? =============== 

Pour un oscillateur harmonique isotrope (masse p" pulsation w) a deux dimensions, 
l'axe Oz etant l'axe perpendiculaire au plan d'oscillation, on definit les deux operateurs 
au (u = x, y) : 

au = ~ (~ u + i v:~) , 
ainsi que leurs adjoints at. Le Hamiltonien est note H, les operateurs nombres de par-
. 1 N def t tlCU es sont u = auau . 

1. (a) ax et ay agissent sur des variables differentes et commutent ; le long d'un axe 
donne, x ou y, on retrouve les operateurs d'un oscillateur harmonique lineaire 
qui satisfont [a, at] = 1. 
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(b) Le Hamiltonien est H = H(x, Px) + H(y, py), avec H(u, Pu) = ~: + ~Jlw2U2 ; 
chacun des H(u, Pu) est egal a fiw(atau + ~), d'ou : 

I H = fiw(atax + aLay + 1) == fiw(Nx + Ny + 1) I 

Par ailleurs, L z = XPy -YPx ; avec u = V 2:W (au +aU, Pu = tV IL;W (au -aU, 
on a: 

Lz = -in[(ax + at)(ay - aL) - (ay + aL)(ax - at)] 

en developpant, on trouve : 

Lz commute avec H puisque H est invariant par rotation; explicitement : 

[axaL, Nx + Ny] = [ax, Nx]aL + ax[aL, Ny] = axaL + ax( -aL) = 0 

et de meme ratay, Nx + Ny] = 0, d'ou [Lz, H] = O. 

(c) L'energie est Enxny = fiw(nx + ny + 1), avec nu EN. La somme nx + ny etant 
fixee a la valeur n, il y an + 1 couples (nx, ny) dis tincts donnant la meme 

energie En ~ fiw(n + 1), d'ou la degenerescence gn =n + l. 

2. Les operateurs droit et gauche sont respectivement definis comme ad = ~ (ax - iay) 

et ag = ~ (ax + iay) ; leurs adjoints sont a~ et 4. 
(a) La transformation passant de au aux ae (c = d, g) etant visiblement unitaire, 

elle ne change pas les relations de commutation: les commutateurs [ae, a!] 
sont egaux a 1, tous les autres etant nuls. 

(b) En exprimant les au en fonction des ae, on trouve sans peine: 

ou Ne = a!ae. a~ cree un quantum circulaire droit, a~ un quantum circulaire 
gauche. 

(c) Pour une energie donnee (n = nx + ny = nd + ng donne), m prend les valeurs 
n, n - 2, n - 4, ... -n, soit m=n - 2p, 0 ::; P ::; n ; la valeur propre de Lz est 
mn. Les n couples {(n, m)}m etant distincts, a chacun d'entre eux correspond 
un et un seul etat : l'ensemble (H, L z ) est bien complet. Noter que, H etant 
invariant par renversement du temps, les deux etats In, ±m) ont bien la meme 
energie. 

(d) In = 1, m = +1) s'obtient en faisant agir a~ sur l'etat fondamental 10,0) ; il 
faut donc calculer la fonction d'onde correspondant a ~ (at + iat) 10, 0), soit : 

1 (fffW . 1 ( . a) . ( ))c -a(x2 + 2)/2 - -x - 1-- - 1n- + 1 X X 1---+ Y e y 
2 n )Jlfiw ax 
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La fonction etant symetrique en x et y, chacun des operateurs agissant la 
transforme de la meme fagon. Par exemple : 

~ ( (itW x _ In~) C e _<>(x2+y2)/2 = _1_ p,w xe _<>(x2+y2)/2 

2 V n V P;;; ax .fi li ' 

d'ou: 

x + iy == peir/> . 

On verifie sans peine que la fonction 'l/Jll (x) arrive normalisee a ['unite, comme 
il se doit. La fonction d'onde de l'etat In=l, m=-l) s'obtient en prenant la 
complexe conjuguee, puisqu'elle est la renversee dans Ie temps de 'l/Jll (x). Au 
total: 

(e) En raison de la separation des variables p et ¢, toutes les fonctions d'onde 
'l/Jnm (p, ¢) sont de la forme Fnm (p) eimr/>, la fonction Fnm (p) pouvant toujours 
etre prise reelle (elle satisfait une equation de mouvement lie sur lR+). Il 
en resulte que jp == 0, ce qui est aussi evident par Ie fait que la variable p 
ne "boucle" pas sur elle-meme (elle varie de 0 a +00) . En revanche, jr/> est 
evidemment non nul en general. Le calcul est immediat et donne: 

. mli ( 2 _ 1 ( 2 
J", = - Fnm(P)) = - Fmn(P)) (Lz) 

p,p p,p 

II ne s'agit pas d'une rotation en bloc, puis que la densite de courant varie 
avec la distance au centre, p. D'un autre cote, Ie moment cinetique total du 
courant plan est Jo+

oo 
p,pjppdp et est strictement egal a (L z ). 

(f) Avec l'etat initial prescrit, l'etat a l'instant test: 

1\fI(t)) = cosBefn:nwtlo, 0) + sinB efn:(2nw)tll, 1) 

Les deux fonctions 'l/Joo (p) et 'l/Jll (p, ¢) ayant une parite definie (respectivement 
paire et impaire en x), la valeur moyenne de x, (x)(t) = (\fI(t)lxl\fl(t)) ne 
contient que des termes croises : 

(x)(t) = sin B cosB(e-iwt(O, 0lxl1, 1) + e+iwt (l, 11x10, 0)) 

l'element de mat rice est: 

(0, 0lxI1, 1) = a~ roo pdp {27f d¢(pcos¢)peir/>e-<>p2 
7r Jo Jo 

L'integrale angulaire vaut 7r ; l'integrale radiale est 2~2' d'ou : 

(x)(t) = ~ Sin2e{f coswt 
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Un calcul analogue pour (y)(t) introduit une integrale angulaire egale cette 
fois a i1f, d 'ou : 

(y)(t ) = ~ Sin2(}J n sinwt 
2 m w 

Le point de co or donnees (x)(t ) et (y)(t) tourne bien dans Ie sens posit if a la 
pulsation w, correspondant a la difference d'energie des deux etats prop res 
participant a l'etat non st ationnaire prepare. 

Matrices de Pauli et vecteur polarisation 

On considere les operateurs de spin 52 et Sz et on note Is, m) leurs vecteurs propres com­
muns, tels que : 

Szls, m) = mnls, m) . (18.34) 

Avec s = ~, on pose I~, ±~ ) = I±). Les o"u designent ci-dessous les trois matrices de Pauli. 

1. (a) Que valent les traces TrO"u et Tr( O"uO"v) (distinguer les deux cas u =I v et u = v ) ? 

(b) Toute matrice A representant un operateur dans la base I± ) peut-etre exprimee 
d'une maniere unique sous la forme d'une combinaison lineaire des o"u et de la 
mat rice identite 1 : 

A = ~ (Q0 1 2 + &0') 

Montrer que Qo = Tr A et que fi = Tr(AO'). 

(18. 35) 

2. So it une particule de spin 1/ 2, de Hamiltonien H, dont Ie vecteur d'etat norme 1\II(t) ) 
est developpe sur la base 1+), 1-) : 

(18.36) 

ou les a± sont des nombres complexes. 

(a) Soit I'operateur P = 1\11)(\111 . A quoi est egal p 2 ? Donner la matrice de P dans 
la base 1+), 1-) en fonction des coefficients a±. 

(b) On veut trouver I'expression de P sous la forme de I'equation (18 .35) soit : 

(18.37) 

!VI est appele vecteur polarisation . Montrer que TrP = 1 et en dedu ire M o. 

(c) Compte tenu de la relation entre p 2 et P, et de I'expression (18 .37) , montrer que 

IIMII = 1. 

(d) Exprimer M en fonction de (0') ~ (\II jO'l \II ). 
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(e) Calculer les composantes du vecteur M en fonction des coefficients a+ et a_. 

(f) Calculer Ie vecteur polarisation M dans les deux cas particuliers : 

et (18.38) 

(g) Compte tenu de I'expression de M en fonction de (iJ), montrer que I'equation 

decrivant I'evolution de M au cours du temps s'ecrit : 

d:! = ~<WI[H, O'lIw) . (18.39) 

(h) Le Hamiltonien lJ, suppose de trace nulle, est decompose de la meme fac;:on et 

s'ecrit H = ~w.o', ou west suppose connu . Montrer que M obeit a une equation 
de type gyroscopique. 

On considere les operateurs de spin §2 et Sz et on note Is, m) leurs vecteurs 
propres communs, tels que : 

Szl s, m) = mnls, m) . (18.40) 

Avec s =~, on pose I~, ±~) = I±). Les (Ju designent ci-dessous les trois matrices de Pauli. 

1. (a) 11' O'u =0, Tr(O'uO'v) =2c5uv · 

(b) On a 11' A = ~aoTr 12 = ao, et : 

2. Soit une particule de spin 1/2, de Hamiltonien H, dont Ie vecteur d 'etat norme 
Iw(t)) est developpe sur la base 1+), 1-) : 

(18.41 ) 

ou les a± sont des nombres complexes. 

(a) Avec P = Iw)(wl, on a p 2 = Iw)(wlw)(wl = Iw)(wl = P. Par ailleurs, en 
developpant Iw)(wl = (a+I+) + a_I-))(a+<+1 + a:" <-I) : 

P = la+121+)(+1 + a+a:"I+)(-1 + a_a~I-)(+1 + la_121-)(-1 , 

d'ou (±IPI±) = la± 12, (±IPI=f) = a±a~. 
(b) On pose P = ~(Mo12 + M.O') ; TrP = la+12 + la_12 = 1, d'ou Mo = 1. 

(c) p 2 = H12+2(M.O')+(M.O')2] = H(1+IIMII2)12 +2(M.O')] ; comme p 2 = P, 
et comparant a P = ~(12 + M.O'), on voit que IIMII = 1. 
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(d) On a (if) ~ (1JI1811J1) == 'IT (allJl)(1JI1) = n· (Fa) = ~'IT [(12 + M.a)a] = M. 
(e) Dans l'etat IIJI), la valeur moyenne de a est; 

(O"x) = a_a~ + a:'a+, (O"y) = i(a:'a+ - a_a~), (O"z) = la+12 -la_12 , 

d'ou; 

(f) Avec a+ = 1 et a_ = 0, M est Ie long de Oz et pointe en haut ; si a+ = 0 et 
a_ = 1, il pointe en bas. 

(g) La moyenne de a est (lJI(t)lallJl(t)) ; sa derivee est; 

:t (lJI(t)l8llJ1(t)) = (~! lallJl(t)) + (lJI(t)181 ~!) = (in) - l(lJI(t)IW, H]IIJI(t)) 

comme M = (a), l'equation du mouvement est; 

~ = * (IJI I[H, a]llJI) 

(h) Partant de ddif ~ (1JI1[w.a,a]IIJI), on obtient au second membre pour la 
composante Mx ; 

d'ou l'equation gyroscopique pour Ie vecteur M ; 

18.11 Dynamique d'un systeme a deux niveaux. Os­
cillation de Rabi 

Soit un systeme a deux niveaux 11) et 12) separes en energie de nwo (voir fig.l8 .S) ; Ie 
Hamiltonien est; 

Ho = n;o (- 11)(11 + 12)(21) . (18.42) 

Le systeme etant dans I'etat fondamental, on applique a partir de t = 0 une perturbation 
V(t) monochromatique donnee par; 

V(t) = v(eiwt 11)(21 + e- iwt 12)(11) (18.43) 
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-.--12) 

nwo 
---'--11) 

Figure 18.5: Systeme a deux niveaux 

dOf - t 1. Montrer que H(t) = Ho + V(t) peut se mettre sous la forme H(t) = R(t)HR (t), 
ou iI est un Hamiltonien statique et R(t) une transformation unitaire dependant du 
temps. 

2. Soit U(t) I'operateur d'evolution associe a H(t) . On pose : 

U(t) = ei "'.j<7% U(t) 

Trouver I'equation differentielle satisfaite par fl. 

3. Integrer cette equation (poser w = J[(w - wo)/2J2 + n2 ). 

4. Mettre U(t) sous la forme: 

U(t) = R(t) [uo(t)l + ux(t)ax + uz(t)az] 

ou les u!-' sont des scalaires. 

5. En deduire I'expression exacte de P12(t) . Analyser les differents cas : 

(a) w «wo; 

(b) w = Wo (resonance, oscillation de Rabi) ; 

(c) w » woo 

(18.44) 

(18.45) 

6. Analyser Ie cas du "7r-pulse", correspond ant a une duree de perturbation T telle que 
nT/2 = 7r. 

1. Ho est visiblement egaJ a -~1l.woaz ; quant a V(t), sa matrice est: 

[ 
0 coswt + i sinwt ] . 

v t· · t 0 = v(coswtax - smwtay) cos w - I sm w 

l'operateur entre parentheses est l'operateur transforme de ax par la rotation de 
l' angle -wt autour de Oz : 

comme [Ho, R] = 0, on peut finalement ecrire : 
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2. Avec U(t) = ei"!j-<Tz U(t), l'equation satisfaite par Ut) s'ecrit : 

Ie calcul donne : 

8U 1 - 'W' 'W'-ifi- = -!iJ.J.JeJ U + e-1,<Tz H(t)e, ,<TzU(t) 8t 2 z , 

soit, posant v = fin : 

3. Le Hamiltonien fI pour U etant independant du temps, l'integration devient ele­
mentaire; on pose w = V[(w - wo)/2j2 + 0.2 et : 

cos B = (w - wo)/2 - , w 
. 0. 

smB = -;:- , 
w 

de sorte que if = nw(cosBeJz + sinBeJx) == nwe-i!<T~eJzei!<Ty fI etant constant 
dans Ie temps, on a U(t) = eikHt, soit : 

et finalement l'expression de l'operateur d'evolution exact: 

4. Pour mettre U(t) sous la forme R(t) [uo(t)l+ux(t)crx+uz(t)eJz], il suffit d'expliciter 
les produits d'exponentielles, Ie plus commode etant de prendre leur forme lineaire 
resultant de la formule de Moivre quantique : 

Ainsi, Ie produit des trois exponentielles de droite est (0: == ~, f3 = wt) : 

soit : 

On en deduit : 

U(t) = ei"!j-<Tz [coswt 12 - isinwt( cos B eJz + sinBeJx)] 
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5. L'amplitude de transition 11) -+ 12) s'en deduit : 

A12 (t) = (2 IU(t) 11) = (2Ie i -¥O'z [ cos wtl1) - i sinwt( cos 811) + sin 812)) ] 

'w! 
-isin8 sinwte-1T 

d 'ou I'expression exacte de P12(t) : 

On analyse maintenant differents cas : 

(a) w «wo (excitation basse frequence) 
Dans ces conditions, on a : 

P12 (t) ~ w5 ~:n2 [1 - cos V w5 + 4.112 t] . 

Dans Ie cas (courant) ou .11 « wo, il vient P12 (t) ~ ~ (l-coswo t), qui decrit 
Wo 

une oscillation a la pulsation de Bohr Wo avec une tres faible amplitude. A 
l'inverse, si .11 » Wo, qui correspond au cas ou les deux niveaux atomiques sont 
presque degeneres a I'echelle .11, on obtient P12 (t) ~ sin2nt : l'oscillation est 
maximale, a une frequence caracteristique du couplage avec Ie champ exterieur, 
pas a la frequence propre du systeme9 . 

(b) w = Wo (resonance) 
Alors, P12 (t) a exactement la forme tres simple: 

I P12 (t) = sin2 nt I 
Le fait remarquable est que l'oscillation a resonance ne se produit nullement 
a la frequence propre Wo du systeme mais a celle mesurant Ie couplage avec le 
champ exUrieur. Dans Ie cas d'un atome et d'une transition en radiofrequence, 
.11 contient la constante de structure fine: la frequence correspondante est donc 
tres basse (quelques Hz, par exemple, voir Ie cas de l'effet Zenon, Tome II 
p .930, OU .11 "" lOrd/s). 
Noter qu'aucune theorie de perturbation tronquee a un ordre donne ne peut 
restituer un tel comportement. 
C'est reellement ce cas que l'on appelle oscillation de Rabi, mais Ie meme 
type de mouvement existe si .11 » w et pour l'excitation basse frequence (voir 
ci-dessus). On a donc Ie resultat important donnant la pulsation de Rabi : 

IW~bi = ~I 
quand on ecrit Ie couplage so us la forme10 V(t) = v(11)(2Ieiwt + h.c.) 

9C'est une oscillation du type de Rabi , voir juste apres. 
lONoter que dans I'effet Zenon traite au chapitre 21, la quantite ici notee nest notee la-bas ~n. 
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Iw -Wo I 

Figure 18.6: Oscillation de Rabi a la resonance (w = wo) . 

(c) w» Wo (excitation haute frequence) 
Dans ce cas, la frequence propre Wo du systeme s'efface completement : 

Pour n « w, il s'agit d'une oscillation forcee de faible amplitude: 

2n2 

P12(t) ':::' -2 (1 - coswt) . 
w 

6. Le "1r-pulse", correspond a une duree de perturbation egale ala moitie de la periode 
de Rabi. En pareil cas, Ie systeme parti du fondamental a t = 0 se retrouve a cet 
instant dans l'etat excite avec une probabilite strictement egale a 1 : Ie resultat 
d'une mesure de l'etat a cet instant est done previsible avec certitude. 

18.12 Etude et mesure d'un spin J 1 

On considere un moment cinetique (spin) ] (J = 1) dont les vecteurs propres communs a 
]2 et Jz sont notes simplement 1M). Dans toute la suite, on raisonne exclusivement dans Ie 
sous-espace engendre par ces vecteurs. La base est ordonnee suivant les valeurs decroissantes 
de M. 

1. Dans cette partie, on precise certaines relations utiles pour un tel moment cinetique . 

(a) Quelles sont les valeurs possibles de M? 

(b) A quoi est egal ]2IM) ? 

(c) Soit R la rotation dans I'espace ]R.3 autour de la direction n d'un angle B. A 
cette rotation est associe I'operateur R agissant dans I'espace des etats, dont I'ex­
pression est donnee en (11-17.98), Ie vecteur d'etat transforme etant 1\(1/) = RI\[I) . 
A etant une observable, quelle est I'expression Aide I'observable transformee 
assurant I'invariance (galileenne) des valeurs moyennes ? 

(d) Sans faire de calcul, preciser I'operateur R zx de la rotation qui transforme I'ope­
rateur Jz en Jx· 
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(e) A I'aide des resultats precedents, completer la relation suivante : 

(f) A quoi est egal LIM) ? En deduire la matrice de L et celie de J+. 

(g) Ecrire les matrices 3 x 3 de Jx , J y , Jz , f; et J;. 

(h) Exprimer J~ en fonction de Jz. Qu'en est-il pour J~ et J~ ? 

(18.46) 

(i) Compte tenu du resultat obtenu en 1h, toute fonction de Ju (u = x, y, z ) 
developpable en serie entiere est egale a un polynome du second degre en Ju . 

On pose : 

(18.47) 

ou i et 9 sont des fonctions a trouver. 

i. Ecrire une equation differentielle du premier ordre pour I'operateur Ru((} ) 
II . En utilisant Ie resultat de 1h, ecrire les equations differentielles pour les fonc­

tions i et g. 

III. En deduire i, puis g. 

(j) Soit IM)x les etats propres de Jx. L'equation aux valeurs propres pour Jx s'ecrit : 

(18.48) 

Quelles sont les valeurs possibles pour M ? 

(k) En partant de (18.48) et en utilisant (18.46) , montrer que IM)x s'obtient en 
appliquant un certain operateur de rotation (a preciser) au vecteur 1M). 

2. Dans cette partie, Ie moment cinetique est place dans un champ magnetique auquel il 
se couple par son moment magnetique associe. Le Hamiltonien est H = - wLJz ' 

(a) Justifier brievement la forme de H. 

(b) Quels sont les etats propres et les valeurs propres de H ? 

(c) L'etat initial du spin etant 1M = 1) , quel est son etat 1\IJ (tl )) a I'instant h ? 

(d) A I'instant tl, on effectue une mesure de / x et soit P (M, t t} la probabilite 
de trouver la valeur Mn a cet instant . En utilisant Ie resultat 1k, completer 
I'expression suivante de cette probabilite : 

(18.49) 

Depend-elie de I'instant tl ? 

(e) Utiliser la forme (18.47) pour expliciter (18.49) , et mettre finalement cette prob­
abilite so us la forme : 

P (M, t l ) = !2:AM'OMM, !2 (18.50) 
M' 

Com bien vaut L:M, IAM,1 2 ? 
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(f) Le resultat de la premiere mesure ayant donne la valeur M = I, quel est I'etat du 
spin a t = tl + 0 ? 

(g) On effectue une deuxieme mesure de Jx a I'instant t2 = tl +T (T > 0). Expliquer 
pourquoi la probabilite de trouver la valeur }vI a pour expression: 

P(M, t21 + 1, tl) = 1(IM)x, eiWL TIi- lJze -i~/j-lJYl l ) )12 . 

(h) En deduire que P(M, t21 + 1, h) = 1 (1 M ), R-t,;eiWLTIi- lJzR zxll )) 12. 

(i) Montrer que: 

Rt eiwLTIi-lJzR = 1 - ~ sinw T J - ~(1 - cosw T ) J2 zx zx fi C x fi2 L x 

(j) En deduire P(M, t21 + 1, td == PM sous la forme: 

P(M, t21 + 1, tl) = 1 LAMI(t2I tl)bMMT 

Preciser les fonctions AMI (t2 Itl). 

(k) Donner les expressions de Po, P±l. 

M' 

(I) Interpreter ces resultats par une image gyroscopique. 

(18.51 ) 

(18.52) 

(18.53) 

= = ==== ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? =============== 

1. (a) Les valeurs possibles de M sont 0, ±1. 

(b) j21M) = 2fi2IM). 

(c) L'invariance exige (w' IA'lw' ) = (wIAlw), soit (w IR tA'Rlw) = (w IA lw ) quel 
que soit Iw), d'ou A' = RARt. 

(d) La rotation de ~ autour de Oy transforme Jz en Jx, d'ou R zx = eTk~Jy. 

(e) On en deduit Jx = eTk~Jy J z e-Tk~Jy, ce que l'on peut verifier explicitement 
en utilisant de developpement du premier membre en serie de commutateurs 
multiples. 

(f) LIM) = fiJ2 - M(M -1) 1M - 1), d'ou : 

L 1+ 1) = v'2 filO) , L 10) = v'2 fil - 1), L I - 1) = 0 

soit, sur la base ordonnee 1+ 1), 10), 1- 1) : 

[ 
0 0 0 1 L = v'2fi 1 0 0 , 
o 1 0 
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(g) Les matrices de Jx = ~(J+ + J_) et de Jy t(h - L) s'en deduisent 
immediatement : 

n [ ! 1 n n 
[ 1 

-i 

~i 1 Jx = J2 0 , Jy = J2 0 , 
1 

d'oD. : 

[ 
~ ~ ~1 1 

-1 0 1 

Enfin: 

~ 1 ' -1 

On verifie que J; + J; + J'; = 2n,z13 . 

(h) On a visiblement J! = n,2 Jz , qui est 1 'expr ssion du thCor€!me cl Cayley­
Hamilton pour une matriee dont Ie sp etl' st (1, 0, - 1), done constitue des 
solutions de ).3 - ). = O. Comme J:J; et Jy n Ie meme spectre on a tout 
autant J~ = n,2Jx et J; = n2Jy , ce qu o I'on p uL verifi l' en multipliant 1 s 
matrices. 

(i) Compte tenu du resultat obtenu en Ih, to ute fonction de Ju (u = x, y, z) 
developpable en serie entiere est egale it un polynome du second degre en Ju , 

en particulier la fonetion exponentielle. Ainsi Ru(O) ~ ef"o J u est de la forme 
1 - *f(O)Ju + -b g(O)J~ ou f et g sont des fonctions it trouver. 

1. Onaind:Ou = JuRu. 
n. L'equation differentielle pour Ru s'ecrit : 

Le second membre est Ju - *f J~ + -bgn2 Ju , d'oD. les equations differen­
tielles pour les fonctions f et g : 

j'=I+g, g' = -f . 

Ill. On a 1" + f = 0, soit f(O) = Acose + B sine. Comme Ru = 1 si e = 0, 
on a f(O) = g(O) = 0, d'oD. en particulier A = O. De f = B sin e, on 
tire gee) = Bcose + C, avec C = -B pour avoir g(O) = O. Enfin, pour 
lei « 7r, on a Ru ~ 1 - *eJu + ... , done il faut fee) ~ e dans les memes 
conditions, soit B = 1. Finalement, fee) = sine, gee) = cose -1 et : 

1 OJ i 1 2 err; u = 1 - - sinO Ju + -(cosO -1) J n ~ 1.1 
(J = 1) (18.54) 

(j) Les valeurs propres de Jx sont les memes que eelles de tout Ju , so it 0, ±1. 
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2. Dans cette partie, Ie moment cinetique est place dans un champ magnetique auquel 
il se couple par son moment magnetique associe. Le Hamiltonien est 

(18.55) 

(a) Il s'agit de la forme standard du couplage entre un moment magnetique et un 
champ magnetique: -{1.B=-,J.B=-wL Jz quand on prend Oz Ie long de B. 

(b) Les etats propres de H sont les 1M), les valeurs propres etant ±n.wL et O. 

(c) L'etat du spin al'instant tl est eft(-wLhJz)ll) = eiwLtlll). 

(d) La probabilite P(M, h) de trouver la valeur Mfi lors d'une mesure de Jx a tl 
est: 

soit: 

Elle ne depend pas de tl puisque l'etat de depart est un etat stationnaire. 

(e) Avec Ie developpement (18 .54) avec B=-~, on a e-rliPlI=1 + *Jy - bJ;, 
d'ou: 

-;1.!!.J 1 1 1 
e .112 Yll)=- I+l)--IO)+- I-l) 

2 J2 2 ' 

et finalement : 

les trois amplitudes sont Al = A-I = ~, Ao = - ~. La somme des trois 
probabilites est bien egale a l. 

(f) A l'issue de la premiere mesure ayant donne la valeur M = 1, l'etat du spin a. 
t = h + 0 est I + 1)x. 

(g) L'etat juste avant la deuxieme mesure de Jx a l'instant t2 = tl + Test 
eKwLTJr 1+ l)x. La probabilite de trouver Mfi pour Jx a. t2 quand on a trouve 
+fi a h est: 

soit, compte tenu de IM)x = erli';'Jv IM ) = Rzxll) : 
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(h) Cette probabilite est aussi egale a : 

P(M, t21 + 1, h) = ICRzxIM), eiWLTIC lJznzxI1)) 12 = 

1 (1M), nlxeiwLTIi- lJznzxI1)) 12 

(i) On a nlxeio:Jznzx = eio:Rr~Jz R." = e- io:J~, d'ou, selon (18.54) : 

-nt iWLTIi - 1J.-n _ 1 i. T J 1 (1 T) J2 
''-'zx e ''-'z x - - fi sIn WL x - 1t2 - cos WL x 

(j) La probabilite P(M, t21 + 1, td prend alors la forme explicite : 

. 1 2 

P(M, t21 + 1, h) = 1 (1M), (1 - ~ sinwLT Jx - 1t2 (1 - coswLT) J;) 11)) I 
soit, to us calculs faits (T = t2 - t1) : 

1 

2 WLT i . . 2 WLT 12 
P(M, t21 + 1, td = cos -2-5M1 - 72 smwLT5MO - sm -2-5M- 1 

qui est bien de la forme I LM' AM'(t2Ih)5MM, 12. 

(k) Les probabilites PM de trouver la valeur Mit lors de la deuxieme mesure de 
Jx sont donc : 

4 WLT 
P+1 = cos -2-

dont la somme vaut bien 1. 

1 . 2 T 
Po = 2sm WL 

. 4 WLT 
P- 1 = sm -2-

(1) La premiere mesure de Jx ayant donne +It, Ie spin repart de (J) = (It, 0, 0) 
et tourne dans Ie plan xOy puisque J z est une constante du mouvement et 
que sa moyenne est nulle en t1 + O. L'esperance mathematique de Jx est: 

18.13 

[ 
4 wLT 1 . 2 . 4 WLTj 

It (+1) x cos -2-+(0) x 2sm wLT+(-l)xsm -2- =ltcOSWL(t2-t1)' 

montrant que Ie vecteur (J) precesse dans Ie plan xOy a la pulsation de 
Lm'mOl' WL, comme il se doit. 

A propos des polyn6mes de Legendre 

l. En utilisant la fonction generatrice (11-18.110), montrer que: 

[~J (21 2)1 ( ) ~()n - n. 1- 2n 
PI X = f='o -1 2In!(1 _ n)!(l _ 2n)! x (18.56) 

ou [~l vaut ~ si I est pair et 121 si I est impair. 
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2. En utilisant d~~'XP = (p~~)! xp-n, etablir la formule de Rodrigues (11-18 .103) . 

3. A I'aide de la formule de Cauchy donnant I'expression integrale de la le derivee d'une 
fonction analytique, etablir la representation integrale de Schafli, (11-18.104). 

4. Soit f(x) une fonction integrable sur [-1 , +1] ; utiliser la formule de Rodrigues pour 
montrer que: 

(18.57) 

5. En deduire la relation d'orthogonalite (11-18 .112). On utilisera la fonction d'Euler de 
premiere espece B(p, q) definie comme B(p, q) ~ fo1 xP- 1(1 - x)q- 1 dx = ri(;~W, 
r(z) etant la fonction d'Euler de deuxieme espece ; on a r(n + 1) = n! si n E N, 
et r(!) = yfir ; en outre ([28]. § 8.335.1), r(z) satisfait la formule de doublement 
yfirr(2z) = 22z - 1r (z)(r(z + !). 

1. La fonction generatrice des polynomes de Legendre est 

1 +00 
F(X, t) = = L t l PI(X) (It I < 1) 

VI - 2tX + t2 1=0 

Avec It2 - 2tXI < 1, Ie developpement de (1 - 2tX + t2)-1 /2 s'ecrit : 

F(X, t) = (1 - 2tX + t2)-1/2 = L (-!)( -~).;.(-¥) (t2 - 2tx)n 
n. 

nEl\l 

en developpant Ie binome dans chaque terme, on obtient : 

(18.58) 

En definissant conventionnellement C~ = 0 si m > n et/ou si n < 0, on peut 
s'aft'ranchir des bornes de Ia sommation interne. Posant n + m = q, on obtient : 

F(Xt)=""(-l)m [2(q-m)]! xq- 2mtq 
, L L 2qm!(q - m) !(q - 2m) , 

qEl\lmEl\l 

Ia sommation sur l'entier q etant en fait Iimitee a q - 2m 2: O. En introduisant la 
partie entiere [ ~], qui vaut ~ si l est pair et I ; 1 si I est impair, Ie coefficient de t l 

est par definition Ie polynome de Legendre chercM : 

l~l (2l 2 )' 
PI(X) = "(_l )m - m. xl-2m 

,~o 2Im!(l- m)!(l - 2m)! 
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2. En utilisant dd",nn xP = (p:~)! xp- n , l'expression de PI (X) s'ecrit aussi : 

[~I 
_ "(_ m 1 [(2l - 2m)! ] (21-2m)-1 = 

PI(X) - ~ 1) 2Im!(l- m)! [(2l _ 2m) -ll! X -

[41 dl 
"( l)m 1 X21 - 2m 
~o 2Im!(l- m)! dXI 

comme la le derivee est nulle si m > [~], la somme peut etre prolongee jusqu'a 
m = l ; mettant la derivee en facteur, il vient : 

() 1 d
l ~ ()m l! 21-2m 

PI X = 21l! dXl ~ -1 m!(l- m)!X , 

ou l'on reconnalt de developpement du binome (X2 - 1)1, d'ou la for mule de Ro­
drigues: 

(_1)1 d1 2 I 
PI (X) = 2lz!dXl(l- X ) 

3. La formule de Cauchy donne l'expression suivante pour la derivee d'ordre l d'une 
fonction analytique fez) dans un domaine D simplement connexe : 

ou rest une boucle entourant z, tout entiere contenue dans D, et parcourue une 
fois dans Ie sens positif. On en deduit immediatement : 

4. Pour etablir la formule demandee : 

1+1 1 1+1 
dl 

-1 Pl(x)f(x) dx = 21l! -1 (1 - x
2

)1 dx l f(x) dx , (18.59) 

il suffit d'ecrire PI (x) a l'aide de la formule de Rodrigues et d'effectuer 1 integrations 
par parties, tous les termes tout integres etant a chaque fois nuls. 

5. Prenant f(x) = P'm(x), et considerons d'abord Ie cas m =I- l. Exprimant Pm(x) 
avec la formule de Rodrigues, il vient : 

l et m etant differents, on peut toujours supposer que m est Ie plus petit des deux; 
la plus grande puissance du developpement de (1 - x2)m est x2m : avec m < 1, la 

derivee dd~t+:\ donne identiquement zero, d'ou (PziP'm) = 0 si m =I- 1. 
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A vee I = m, il faut calculer : 

comme Sr(x2 - 1)1 = (21)!, it vient : 

1+1 2 (21)! 1+1 
2 1 

-1 [PI (x)] dx = 221(1!)2 -1 (1 - x ) dx 

L'integrale est 2 Jo\l - x2 )1 dx ; posant x2 = t, elle s'ecrit : 

(1 C 1/ 2 (1 _ t)1 dt == B(! 1+ 1) = for(l + 1) 
Jo 2' r(l+~) 

utilisant la formule de doublement pour r(z), on obtient : 

1+ 1 2 (21)! 221+1 (1!)2 2 
- 1 [p/(x)] dx = 221(1!)2 (21 + I)! = 21 + 1 ' 

d'ou au total: 
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Corriges du chapitre 19 

potentiel central 
et atome d'hydrogene 

19.1 Demonstration de l'egalite (11-19.21) 

1. T rouver I' expression de Pr da ns ]RD. 

2. Montrer que [r, Prl = i1U quelle que soit la dimension D. 

3. Montrer que, dans ]RD, P; est donne par I'expression (11-19.21) . 

1. Notant Xi, i = 1, 2, ... , DIes co or donnees cartesiennes, on a r2 = 2:~1 xT. Par 

ailleurs, on a toujours Pr = -in,[f,V + HV.f)] ; Ie second operateur du crochet 

implique V.f = ",D ....!LEi. = ",D (1 _ ~) = D-l d'ou: 
r L ... ,n=l 8Xi T L .. n=l r r3 r' 

2. Visiblement, [r, Prl = in,1, queUe que soit la dimension D. 

3. En elevant au carre: 

P; = (-in,)2(~+ D -1 ~)2 = _n,2[~+ D -1 (~~+~~) + (D - 1)2 ..!.] 
ar 2 r ar2 2 ar r r ar 4 r2 

avec 2...1 = _l + 12... on trouve finalement : ar r r2 r ar' 

2 __ n,2(~ D-1~ (D-1)(D-3)) 
Pr - a 2 + a + 4 2 r r r r 
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Comme mentionne dans Ie chapitre 19, les dimensions D = 1, 3 ant la particularite 
eXjlUSiVe de ne pas donner de terme en /2' et c'est ce qui autorise certaines fonctions 
ra iales tridimensionnelles a etre finies en r = 0 (etats spheriques, l = 0). Dans 
to s les aut res cas, la fonction radiale est toujours nuUe en r = 0, queUe que soit la 
valeur de l, en consequence du fait que ce terme joue Ie role d'une barriere repulsive 
quand r devient petit compare a une autre bonne longueur du probleme examine. 

19.2 Champ central dans Ie plan 

Une particule de masse Jl se deplace dans Ie plan 1R2 dans Ie potentiel central V(r). 

1. Soit (r, e) les coordonnees polaires ; ecrire I'expression de jJ2 en fonction de r et e. 

2. En deduire I'equation propre pour 'ljJ(i) ; montrer que les variables se separent. 

3. On pose 'ljJ(i) = r- 1/ 2 u(r) eime . 

(a) Que peut-on dire du nombre m ? 

(b) Ecrire I'equation differentielle satisfaite par la fonction u(r). 

4. En utilisant les resultats de ce chapitre et en faisant Ie moins de calculs possible, traiter 
les cas suivants : 

(a) Particule libre. 

(b) Puits "carre" circulaire1 de rayon a, defini comme en (11-19.93). 

Examiner en particulier les etats de moment cinetique nul et discuter Ie nombre 
d'etats lies en fonction de ko ~ n-1 J2p'vo. 

(c) Champ Coulombien2 V(r) = _e~2 . 

Les resultats ci-dessous permettront, par comparaison avec leurs homologues dans 
1R3 , de rencontrer quelques particularites de la dimension D = 2. 

lL'equation: 

1 (1/2
) Zll(p) + pZ'(p) - 1 + p2 Z(p) = 0 (19.1) 

possede une solution decroissant exponentiellement it l'infini ([28], § 8.494.1), notee H~l) (ip), proportion­

nelle it la fonction de Bessel notee traditionnellement Kv(p) ; pour 1/ = !, on a K 1/ 2 (P) = #z e- p . 

Par ailleurs, J1/ 2 (P) = I!i sinp. 

2Cette appellation - usuelle - est en fait impropre, ou plutot depend de ce que I'on appelle champ 
Goulombien. Vne premiere accept ion consiste it retenir I'idee d'une force en r-2 , qui donne effectivement 
VCr) ex: r- 1 ; une autre possibilite est de se referer it I'equation de Poisson l!. V = 0 (en dehors de la source 
ponctuelle), soit V"(r) +! V'(r) = O. Vne premiere integration donne V'er) = Q, d'ou VCr) = GIn I..-. 

r r ~ 
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l2 -j 

1. On sait que jJ2 = P; + -;:2, avec L perpendiculaire au plan et de seule composante 

non-nulle -ilitl} ; dans Ie plan (D = 2), P; = _h,2 (~+ ~ tr - 4;2) (voir probleme 

19.2), d'ou : 
~2 2 ( f}2 1 f) 1 1 f}2) 
P = -Ii f}r2 + -;. f}r - 4r2 + r2 f}82 

2. L'equation propre pour 'Ij;(r) s'ecrit donc : 

[ 
h, 

2 
( f}2 1 f) 1 1 f}2) ] 

- 2/1 f}r2 + -;. f}r - 4r2 + r2 f}82 + VCr) 'Ij;(r) = E'Ij;(f) 

La forme de cette equation montre bien que l'on peut chercher la solution so us la 
forme 'Ij;(r) = R(r) f(8) ; en effet, report ant ceci et multipliant membre a membre 

par R(r)2J(I})' on obtient : 

[ li2r2 ( II () 1 ') (() ) 2] li
2 

II ( ) h,2 - -- R r + -R + V r - E r - --f 8 =--
2/1R(r) r 2/1f(8) 8/1 

Le crochet ne depend que de r, Ie second terme que de 8 et leur somme do it etre 
une constante : ceci n'est possible que ssi chaque terme du premier membre est 
separement une constante. 

3. On pose maintenant 'Ij;(r) = R(r) eiml} == r- 1/2u(r) eiml1 . 

(a) 'Ij;(r) do it reprendre strictement la meme valeur en 8 et 8 + 21r, ce qui impose 
mEZ. 

(b) Comme (eiml1 )" = _m2eiml1 , l'equation pour la fonction radiale R(r) est: 

h,2 1 (m2 + ~) h,2 
-2M [RII(r) + -;.R'(r)] + [VCr) + 2/1r~ ]R(r) = ER(r) 

On note la barriere repulsive dans Ie potentiel effectif, qui n'est jamais nulle, 
meme pour les etats circulaires ("spheriques") m = 0 ; en consequence, la 
fonction radiale R(r) est toujours nulle en r = 0, quel que soit Iml :2: O. 

A R() - -1/2 ( ) R' - - u + ~ R" - ~ 2 -u' L L vec r - r u r , - 2r3/2 r 1 / 2 , - 4r5 / 2 + 2r3/2 + r 1 / 2 . e 
report dans l'equation radiale pour R(r) fournit l'equation pour u(r) : 

Tout comme dans 1R3 , on voit apparaJ:tre pour la fonction u(r) Ie potentiel 
effectif obtenu en ajoutant un certain terme centrifuge au potentiel VCr) : 
[l(l + 1)]IIt3 ---> [m2 ]IIt2. 

Le comportement de la fonction u(r) pour r '" 0 se fait en suivant l'argument 
habitue!. Avec un potentiel tel que limr--+o (r2V(r)) = 0, u(r) se comporte 
forcement comme une certaine puissance, u(r) '" rcx ; Ie report dans I'equation 

donne a(a - 1) = m 2
, soit a = ~ + Jm2 + t. 
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4. II s'agit maintenant de transposer a ~2 les resultats dll ehapitre 19, etabli dans 
~3, en faisant Ie moins de calculs possible. Comme on 1 a vu a plusieurs reprises, 
l'analyse se fait plus commodement selon les cas en rai oonant it avec R(1') , soit 
avec u(r). 

0,6 

kr 

i'igure 19.1: Premieres fonctions radiales REmCr) d'lIne particule libre dans Ie plan ~2. 

(a) Pour une particule libre, on pose E = n~~2, k E ~+ et RCr) ~ v(p, = kr) ; 
partant de l'equation pour R(r), on obtient : 

vl/(p) + ~ v'(p) + [1- (m2 +~) ;2] v(p) = 0 , 
montrant immediatement que v(p) est proportionnelle3 it la fonction de Bessel 

Jv(p), avec v = Jm2 + ~ : 

Les premieres fonctions radiales sont tracees sur la fig. 19.1. Les etats circulai­
res m = 0 sont remarquablement simples: l'equation pour u montre immedia­
tement que u(r) ex sinkr, so it Rm=o(r) ex r- 1/ 2 sinkr. 
A l'inverse, pour les moments cinetiques tres eleves, m » 1, Rm(r) ~ Jm(kr), 
et donc varie it peu pres comme C kr )m PI" d 1 rig in : la fo nct ion radial st 
t res "ecrasee" aux petites valeurs de 7' on equ n du fait que pour Iml » 1 
la barriere repulsive effective est tres violente. La fonction radial decolle pour 
r "" T' soit au moment ou l'energie r.~~2 iut t'secte la barrier repulsive 2~~2' 
voir fig. 19.2, ou l'on voit aussi la lente decl'oissance '" i a. grand distance de 
l'enveloppe du module carre. 

(b) Soit maintenant it trouver les etats lies - Va < E < 0 du puits carre defini 

comme VCr < a) = - Va, VCr > a) = O. On pose E = - Va + 1i~~2 = _1i~~2 , 
K et k etant positifs, et Vo = 1i;~3 . 

3Uautre fonction de Bessel J- v , egalement solution, est rejetee au motif qu'elle donne une fonction 
t(r) divergente dans la limite r _ O. 
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m=50 

o 50 kr 

Figure 19.2: Module carre de la Eonction radiale d'une particule libre dans Ie plan, 
pour une grande valeur du moment cinetique (m = 50). La densite de probabilite est 

quasiment nulle pres de l'origine, et decolle pour r ;::: "f-, valeur pour laquelle E ;::: 2~:2' 

Dans la region interieure r < a, la fonction v(Kr) ~ R(r) satisfait l'equation 

d'une particule libre, d'ou R(r) = Jv(Kr) avec v = .jm2 + i, comme prece­

demment. 
Dans la region exterieure, l'equation pour R(r) est: 

qui a une solution decroissant a l'infini, une certaine Eonction de Bessel tradi­
tionnellement notee KI/(kr). Les energies propres se deduiront des conditions 
de raccordement, exprimant la continuite de R(r) et de sa derivee R'(r) : 

K J~(Kr) = kK~(ka) . 

Pour les etats circulaires m = 0, les elements du texte permettent d 'ecrire 
R(r < a) = k sinKr et R(r > a) = ~e-kr. Les conditions de raccorde­
ment s'ecrivent alors : 

C . K C' -ka 
~sln a= lLe , 

vKa vka 

C [ 1 . KKK ] C' [ 1 -ka k -ka] VK - 2a3/ 2 sm a + via cos a = - Vk 2a3/2e + viae , 

d 'ou l'on tire: 
K K 

tanKa = - == -------;~==-
k vk5 - K2 

(19.2) 

Pour un puits tres proEond, koa » 1, les premieres solutions sont Kn c::: n~, 

et il existe un grand nombre d'etats lies. Evidemment, le nombre d'etats lies 
diminue si la proEondeur du puits decrolt ; pour koa < "-oc c::: 4,6, il n'y a plus 
d'etats lies : tout comme dans lR3 , mais au contraire de lR, un puits circulaire 
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7r 

2a a 

koa = 20 

koa 
2a 

Figure 19.3: Solution graphique de l'equation aux valeurs propres (19.2) pour un puits 
carre circulaire. 

trop peu profond et/ou trop etroit n'a pas d'etat lie. La raison physique est 
toujours la meme : a. une dimension d'espace, la particule rencontre forcement 
tout puits ; a. D > 1, elle peut Ie contourner et eviter de tomber dedans. 

,2 

(c) Pour Ie champ Coulombien V(r) = -~, on voit que l'equation pour u(r) 
est la meme que dans IR3, avec Ie seul changement 1(1 + 1) ---7 m 2 , soit I ---7 

V m 2 + ~ - ~ == a-I 2:: O. La procedure habituelle fournit donc la recurrence 

identique a. (II-19.144) : 

(p + 1)(p + 2a)cp+l + (A - 2a - 2p)cp = 0 , pEN . 

Pour avoir une fonction tendant vel'S zero a. l'infini, la serie doit en fait etre 
un polyn6me : il existe donc un entier n E N tel que A - 2a - 2n = 0, ce qui 

fournit l'energie propre E = - [2n~~::)12' soit, comptant l'entier n dans les 
entiers positijs par analogie avec l'hydrogEme tridimensionnel : 

ou les entiers n et m sont independants. On observe qu'il n'y a plus de 
degenerescence "accidentelle", puisque l'energie depend aussi du module du 
moment cinetique. La degenerescence d'ordre 2 traduit les deux sens de rota­
tion possibles, qui correspondent a. la meme energie (c'est la simple symetrie 
"spherique" du probleme plan). L'etat fondamental (n = 1, m = 0) ala me me 

'4 
energie - W que son homologue tridimensionnel. Les etats propres peuvent 
etre ranges en sequences, chacune ayant un n donne et une energie croissant 

,4 

de - 2~~n2 a. 0 quand m varie dans Z : pour toute sequence, augmenter Ie 
moment cinetique rapproche du seuil d'ionisation. 
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19.3 Difficultes du puits 6 en dimension 2 

Lorsque I'on est en presence d'un puits de potentiel tres profond et de faible extension spatia Ie, 
on est tente de Ie modeliser par une fonction de Dirac. Cette assimilation ne presente aucune 
difficulte en dimension d = 1. Dans la suite, on met en evidence la pathologie d'un tel 
traitement en dimension superieure. 

Dans la suite, on ne considere que les etats lies. Pour fixer les idees, on se place 
d'abord a deux dimensions. Une representation de la fonction de Dirac dans ~2 est: 

(19.3) 

Le puits etroit et profond est modelise par Ie potentiel V = -A oCT), ou A est une constante 
reelle (quelle est sa dimension 7). 

1. Ecrire I'equation donnant les valeurs et fonctions propres E et '!/J(T). Quel est Ie signe 
de E 7 

2. On pose E = - n~;;,,2 (K > 0), 'rI = 2;;;". Quelle est la dimension de 'rI 7 Recrire 

I'equation obtenue en 1 a I'aide de K et 'rI, et en y faisant apparaltre '!/J(D) . 

3. ¢(k) designant la transformee de Fourier de '!/J(T) : 

(19.4) 

ecrire I'equation satisfaite par la fonction ¢(k). 

4. En deduire I'expression de ¢(k) sous la forme d'une fraction rationnelle. 

5. Utiliser la definition (19.4) pour ecrire une expression integrale de '!/J(D) , et montrer 
que 1/'rl est formellement donne par une certaine integra Ie, notee [. 

6. Cette derniere est-elle bien definie 7 Conclusion 7 

7. Pour une dimension d'espace quelconque, D, les diverses representations integrales 
rencontrees ci-dessus se generalisent aisement. Par exemple : 

0(1") = _1_ { dDkeik.i' 
(27r)D J.R.D ' 

(19.5) 

neD) etant une fonction connue de D (qui vaut 27r pour D = 2, 47r pour D = 3, 
etc.). Trouver la dimension Dc au-dessus de laquelle la modelisation elementaire par 
un puits de Dirac souleve une difFiculte. 

Dans ~D=2 et avee V(T) = -AO(T), Ie produit AL - 2 est une energie ; la dimension 
de A est done energiexlongueur2. 
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l. L'equation donnant les valeurs et fonctions propres E et 'IjJ(i) est: 

-~t::.'IjJ(r) - M(i)'IjJ(r) = E'IjJ(r) ; 
2m 

l'energie E est negative puisque l'on recherche les etats lies. 

2. 1] ~ 2~A est visiblement sans dimension. L'equation propre est maintenant : 

4 A-(k) = '7",(0) 
. 'I' k2+K2· 

~ 1 r ~ 2 . 5. Compte tenu de la transformation integrale, on a 'IjJ(D) = (21TJ2 J]R2 ¢(k) d k , re-

portant l'expression ci-dessus de ¢(k), on arrive a : 

soit : 
1 1 r+ oo 1 def 

~ = ~ ) 0 k 2 + K2 27rk dk = I 

6. L'integrale I porte sur un integrand rv t a l'infini : eUe diverge logarithmiquement. 
Le probleme est donc mal conditionne, et doit faire l'objet d'une regularisation, 
c'est-a-dire d'une prescription precise permettant de donner un sens a une autre 
modelisation d'un puits tres profond et tres etroit . 

7. La generalisation a ]RD est formeUement immediate; on obtient : 

au neD) est la surface de la sphere de rayon unite dans ]RD ; l'integrand est rv kD - 3 

a l'infini, et donne donc une integrale divergeant4 comme kP-2 pour D > 2. 

La dimension critique superieure est Dc = 2 : pour tout D ;::: 2, la modelisation 
elementaire par un puits de Dirac souleve une difficulte. 

4Noter que Ie cas D = 2 correspond a un exposant nul (en fait infiniment petit positif) : la fonction 
logarithme In x est la plus paresseuse de toutes les fonctions monomes x"', a > o. 
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19.4 La coquille de Dirac 

En utilisant les resultats du probleme 15.8 (p.333), etudier les etats lies spheriques du po­
tentiel V(r) = -gO(r - a), 9 > 0, a> O. Le puits -gO(r) a-t-il un etat lie? 

Pour Ie potentiel V(r) = -gO(r - a), 9 > 0, a > 0, I'equation pour la fonction 
u(1') est: 

17,2 [ n21(l + 1) 
--ul/(r)+ -gO(r-a)+ 2 ]u(1') = Eu(r) 

2m 2m1' 

et se reduit pour les etats spheriques a : 

-~ul/(1') - gO(r - a)u(r) = Eu(r) 
2m 

(1' > 0) 

c'est tres exactement la meme equation que pour une particule confinee dans lR+ avec 
un puits 0 situe a Ia distance a de I'origine : c'est Ie probleme 15.8, ou on a vu que l'etat 
lie du puits disparait si 9 est trop petit, plus precisement si 9 < 2~a' En consequence, 
prenant la limite a-->O, on voit que Ie puits -go(r) n'a jamais d'etat lie, aussi grand que 
soit g. 

19.5 Puits "carre" circulaire et limite 5 

Une particule chargee (masse m, charge q) se deplace dans Ie plan et a pour energie poten­
tielle : 

V(r)={ -Va s~r<a 
o Sl r > a ' 

(19.6) 

Vo etant positif. Dans toute la suite, on ne considere que les etats lies spheriques d'energie 
E, R(1') designant la fonction radiale. On pose : 

ko = n-1 .j2m(Vo -lEI) (19.7) 

1. Ecrire les equations pour R(r) dans les deux regions r < a et r > a. 

2. Montrer que les solutions sont les fonctions de Bessel Jo et Ko (voir note 1 p.490). 

3. Sachant que JQ(z) = -h(z) et Kb(z) = -Kl(Z), exprimer les conditions de raccorde­
ment a I'aide des rapports hCkoa) et K 1 Cka). 

JoCkoa) KoCka) 

4. On analyse ici la limite Vo --> +00, a --> 0, avec la contrainte Vaa2 = cste == g, de sorte 
que Ie potentiel tende vers -gO]R2(T). " s'agit de montrer que la condition trouvee en 
3 ne peut etre satisfaite a la limite dans I'hypothese ou la valeur propre E reste finie. 
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(a) Trouver Ie comportement du membre impliquant Jo et J1 . 

(b) Sachant5 que pour Izl «: 1, Ko(z) c:= -In ~ - C, K1(Z) c:= ~ + ~ ln~, montrer 
que I'equation de raccordement ne peut pas etre satisfaite avec I'hypothese que 
la valeur propre E est finie a la limite. 

5. Commenter ces resultats. 

La particule chargee (masse m, charge q) se deplace dans Ie plan et a pour energie 
potentielle : 

v (r) = { - Vo s~ r < a 
o S1 r > a 

Vo etant positif. On ne considere que les etats lies spheriques d'energie E, R(r) designant 
la fonction radiale, et on pose k = Ji-1J2mIEI, ko = Ji-1J2m(Vo - lEI). 

1. Pour un etat spherique (circulaire) 1=0, la fonction radiale R(r) satisfait : 

Ji2 [ 1] - 2J-L R"(r) + -:;.R'(r) + V(r)R(r) = ER(r) , 

d'ou, pour les etats lies - Vo < E < 0 : 

r<a: 
1 

R"(r) + -R'(r) + k5 R(r) = 0 , 
r 

r>a: R"(r) + ~R'(r) - k2 R(r) = 0 . 
r 

2. Les solutions sont les fonctions de Bessel Jo(kor) pour r < a et Ko(kr) pour r > a. 

3. Les conditions de raccordement s'ecrivent : 

Jo(koa) = Ko(ka) , 

Il est commode d'exprimer ces conditions so us la forme d'une seule, traduisant la 
continuite de la derivee logarithmique IJ{ : 

ko J1 (koa) = k K1 (ka) 
Jo(koa) Ko(ka) 

(19.8) 

4. On analyse maintenant la limite Vo -t +00, a -t 0, avec Voa2 = cste = g, de sorte 
que Ie potentiel tende vers - ga]R2 (r) et en supposant que la valeur propre E reste 
£lnie. Dans ces conditions, a -t 0, cependant que koa reste £lni, plus precisement, 
(koa)2 est la constante ~ = a 2. Il faut analyser ce que devient l'equation de 
raccordement dans une telle limite. 

50n adopte ici les notations de Gradsteyn et Rhyzhik [28), ou C = 0,577 215 665 ... (constante 
d'Euler) ; dans certains ouvrages, la constante C est notee 'Y. 
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(a) Le premier membre de (19.8) se comporte comme ~ ~~~~l et diverge done '" ~ 
En revanche, ka tend vel'S zero; avec les developpements de Ko et K 1, on a : 

k
K1(ka) .l.. + ka In ka 1 
_-.0---'- ~ k ka 2 2 '" __ _ 
Ko(ka) - - In k

2
a - C - alnka 

les comportements des deux membres etant differents, il est impossible de 
satisfaire l'equation de raccordement dans la limite consideree, supposant en 
particulier que la valeur propre reste finie. 

5. On retrouve ainsi l'impossibilite, dans ]R2, de modeliser un puits tres profond et 
tres etroit par une fonction de Dirac. Le probleme 19.3 p. 495 a montre qu'il en va 
de meme V D ~ 2. 

19.6 Particule libre en coordonnees spheriques 

La resolution en coordonnees spheriques du probleme de la particule libre (masse J1.) introduit 
les fonctions propres 'tfJklm(r, e, ¢) = Ckl jl (kr)Yi.m (e, ¢) ou les jl designent toujours les 
fonctions de Bessel spheriques. k est Ie nombre quantique relie a I'energie E par k = ,j2J1.E Iii 
et varie continOment entre 0 et +00. Toute "bonne" fonction W(f) peut etre decomposee 
suivant : 

+ 00 +00 +1 
w(f) = 1 dk L L flm(k)jl(kr) Yi.m(e,¢) . 

o 1= 0 m=-l 
(19.9) 

1. Comment se simplifie un tel developpement dans Ie cas d'une fonction W a symetrie 
spherique? 

2. Normaliser la partie radiale Rko(r) == Ckojo(kr) de sorte que : 

(19.10) 

3. Soit W(r) une fonction a symetrie spherique admettant Ie developpement : 

r+oo 

W(r) = 10 f(k) RkO(r) dk (19.11) 

exprimer la fonction f(k) sous la forme d'une integra Ie. 

4. Appliquer ces resultats au cas de la gaussienne W(r) = Ce _ar2 /2 , apres I' avoir nor­
malisee. Trouver la fonction f(k) et en deduire la densite de probabilite peE) des 
resultats de mesure de I'energie sur un paquet d'ondes gaussien6 . 

6Poser Eo = a/;2 
2", . 
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Rappels 

(+oo 
Jo xz-1e- x dx = f(z) (~z > 0) , f( z + 1) = z f( z) , f(1/2) = .j7i. (19.12) 

1. Si la fonction west a symetrie spherique, aucune dependance angulaire ne peut 
apparaltre dans Ie developpement, qui se reduit au seul terme l = m = 0 ; dans ces 
conditions : 

w(r) = (+oo foo(k)jo(kr) ~ dk . 
Jo y4~ 

2. La partie radiale est Rko(r) == CkO jo(kr), qui n'est pas de module carre sommable, 
puisque jo(p) = 7 : 

1+00 (Sinkr)2 2d -- r r=+oo 
o kr 

on peut neanmoins orthonormaliser suivant : 

1+00 

r2 dr RkO(r) Rk'O(r) = o(k - k') , 

la question etant de voir si l'on peut caler les constantes CkO et Ck,o de sorte que 

l +ooC C sinkrsink'r 2d r(k k') kO k'O----r r = u - . 
a kr k'r 

Le premier membre se transforme en rempla~ant Ie produit des sinus par la diffe.. 
renee des cosinus : 

1 roo 
CkO Ck'02kk' J

o 
[cos(k - k')r - cos(k + k')r] dr' , 

qui s'ecrit aussi : 

C C, _1_ /+00 [eiCk-k')T _ eiCk+k')T] dr 
kO k a 4kk' , 

-00 

puisque l'integrale sur chaque partie imaginaire est nuJle (fonction impaire integree 
symetriquement autour de l'origine) . Le premier membre est ainsi : 

CkOCk,O 2:k' [o(k - k') - o(k + k')] . 

La parametrisation de l'energie avec k suivant E = fi.;:;'2 exige de fixer convention­
nellement une fois pour toutes Ie signe de k. Avec k > 0, ainsi que k', seul compte 
Ie terme7 en o(k - k'). Au total, il faut satisfaire : 

CkOCk,O 2:k
' 

o(k - k') = o(k - k') , 

71a valeur k = 0 donne une fonetion sin/T identiquement nulle ; Ie t erme en o(k + k') , qui pourrait 
jouer un role pour Ie couple k = k' = 0 n'en joue done jamais aueun. 
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ce qui est possible en choisissant : 

I! . I!sinkr Rko(r) = - kJo(kr) = ---
7r 7r r 

3. Soit la fonction I]!(r) a symetrie spherique admettant Ie developpement : 

roo 
I]!(r) = 10 f(k) RkO(r) dk j 

en muitipliant membre a membre par RkIO(k) et en effectuant Jo+oo r2
( ... ) dr, il 

vient: 

l'integrale radiale de droite vaut o(k - k'), d'ou l'expression de la fonction f(k) : 

r+OO 

f(k) = 10 l]!(r)Rko(r) r2 dr 

4. La normalisation de la [onction gaussienne s'ecrit : IC l2 Jo+ oo r2dre- ar2 = 1, d'ou 

ICI 2 = 4 a:;"2 j la [onction normalisee radialement dans 1R3 est ainsi : 

avec cette [onction, on a (r) = k, (r2) = 2~' d'ou D..r = J3:;7f~8. 

La fonction f(k) est alors donnee par 2)2 (~) 1/4 Jo+ OO sinrkr e-~r2 r2 dr, soit : 

L'integrale I ~ Jo+ oo sin x e->.x
2 

x dx est la partie imaginaire de Jo+ oo e->.x
2
+ix x dx, 

qui s'obtient a partir de Jo+oo e->.x
2
+iux dx par derivation en u = 1 j on trouve ainsi 

I = 4'f.t2 e - -A , et finalement : 

La fonction f(k) est Ie coefficient du developpement de I]!(r) sur l'etat propre de 
h.- 1 11P'1I associe a ia valeur pro pre k j If(k)i2 est done la densite de probabilite 
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correspondante. Si P(E) est 1a densite de probabilite de mesure de l 'energie E, on 
a P(E)dE = If(k)12 dk, soit : 

P(E) = 11~~llf(kWlk=y'2JLE/1i2 ' 

avec ~~ = Ii:k. Apres des calculs eh~mentaires, on trouve : 

On verifie sans peine que ftx> P(E) dE = 1, comme il se doit. Plus a est grand, 
plus Ie paquet gaussien est localise, plus la distribution en energie est large, et 
inversement. 

Eo?(E) 

0,4 

1, 0 

2 VB _ .lL 
P(E) = --e "0 

,fii E~/2 

E 
Eo 

Figure 19.4: Densite de probabilite pour les mesures d'energie du paquet d'ondes 
gaussien. 

Avec Eo ~ 0;,:2, l'expression ci-dessus prend la forme plus lisible (voir fig. 19.4) : 

L un distribution cUt loi-Gamma, dont la form g'n ml t P(x) = ex" e- >':c: 
(p, > - 1). La val ur llloyenne de l'energi ·t (E) = ~Eo e que 1 n p ·ut verifier 

auLr m ni en calculant direct ment 111. valcw' moy nn 
donnee au debllt. Par aill urs La val w' moy 1111 d 

d'ou l'ecart-type tlE = If Eo· 

19.7 Puits spherique infini 

2 

d ~ av la fon tion ~(,.) 
Oll carr st (E2) = ~' E5 

Une particuie de masse p, est confinee dans un puits spherique infiniment profond : 

V(r) = { 0 s~ r < a 
+00 Sl r > a 

502 

(19.13) 



Potentiel central et atome d'hydrogene 

et on pose 'lj;(r, B, ¢) = r- 1 u(r) Yim(B, ¢). 

1. Ecrire I'equation donnant la fonction radiale u(r). 

2. On pose E = 1i~~2, P = kr, u(r) = pl/2 v(p). Ecrire I'equation satisfaite par v(p). 

3. En deduire que v(p) est une combinaison lineaire de deux fonctions de Bessel; expliquer 
pourquoi il faut rejeter la solution singuliere a I'origine. 

4. Exprimer la fonction radiale R(r) a I'aide des fonctions de Bessel spheriques jt : 

(19.14) 

5. Ecrire explicitement les equations donnant les valeurs possibles de k pour les etats s, p 
et d. Tracer Ie schema des premiers niveaux d'energie. 

Quelques resultats a propos des fonctions de Bessel 

1. La fonction de Bessel JI/ est solution de I'equation de Bessel : 

2. JI/ a un developpement du genre : 

+00 
JI/(x) = xl/ L Ck xk 

k=O 

(19.15) 

(19.16) 

ou les coefficients Ck sont connus mais sans interet ici (Ie developpement est donne en 
(11-19.76)). 

3. les premieres fonctions de Bessel spheriques sont donnees en (11-19 .83) . 

4. 'V v E R JI/ a une infinite de zeros reels. 

1. La fonction u(r) est identiquement nulle pour r 2: a j pour r < a, elle satisfait : 

503 



Mecanique quantique 

2. Avec E = _1i~~2, P = kr, u(r) = pl/2 v(p), on a : 

1 
u' = k(2 P- 1/2V + pl/2v') , 

u" = k2( _ ~p-3/2V + 2~p-l/2vl + //2v") , 

d'ou l'equation pour la fonction v(p) : 

II 1, () [1 l (l + 1) + t] ( ) - 0 v + -v p + - v p -P p2 

3. Comme l(l+ 1) + t = (l + ~)2, v(p) est a priori une combinaison lineaire quelconque 
des deux fonctions de Bessel J± (l+ ~)' d'ou : 

La fonction do it satisfaire limr-+o u(r) = 0 ; Ie premier terme tend toujours vers 
zero: la constante A peut donc etre quelconque, pour l'instant. Le second terme 
se comporte comme Br- l pres de r = 0 : si l > 0, il est divergent, si l = 0, il tend 
vers une constante ; dans tous les cas, Ie conserver ne permettrait pas de satisfaire 
la condition aux limites u(O) = 0 : il faut donc choisir B = O. 

4. La fonction radiale R(r) est egale a r-1u(r) <X r-l/2Jl+~' et est donc au total 
proportionnelle a la fonction de Bessel spherique jl (kr) : 

ka 

Figure 19.5: Representation graphique des solutions en k de l'equation aux valeurs pro­
pres pour Ie puits infini pour l = 0, 1, 2. 

5. L'autre condition aux limites est R(a) = 0, et c'est elle qui va fixer les energies 
propres, en determinant k suivant jt(ka) = 0 : la quantite sans dimension ka doit 
donc etre l'un quelconque des zeros de la fonction jl ; on obtient ainsi des suites 
infinies de valeurs pour k, chaque suite etant relative a une valeur de l. 

Pour les etats s (l = 0), il faut sinka = 0, d'ou kon = n~, n E j\:j*. Pour les etats p 
(l = 1), les valeurs de k sont fixees par sin ka - ka cos ka = 0 : la suite de valeurs 
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kn est donc l'ensemble des zeros de l'equation tan ka = ka ; on voit graphiquement 
(fig. 19.5) qu'il y a un etat I = 1 entre deux etats 1= 0: kOn < kIn < kOn+l . Enfin, 
pour les etats I = 2, les zeros de j2(ka) sont aussi les racines de tanka = 3_3(t~)2' 

Graphiquement, on voit que ces trois series sont emboitees les unes dans les autres : 

7r 7r 
kOn = n - < knl < kn2 < kOn+1 = (n + 1) - . 

a a 

Cet ordonnancement se perd avec les plus grandes valeurs de I par exemple, Ie 
premier zero de J z est plus grand que Ie deuxieme zero de J 1. . 

2 2 

9 

4 

r 
a l=O 1 = 1 1 = 2 

Figure 19.6: A gauche: module carre de la fonction radiale pour une grande valeur du 
moment cinetique (I = 50) ; l'effet centrifuge est nettement visible. A droite : premiers 
niveaux du puits infini. 

Pour chaque valeur de I, Ie puits a une infinite d'etats lies, puisque les fonctions 
jl ont une infinite de zeros reels; les etats spheriques sont strictement les memes, 
evidemment, que ceux d'un puits a une dimension situe sur l'intervalle [0, aJ. Les 
premiers niveaux sont schematises sur la figure 19.6 a droite. 

Pour les tres grandes valeurs de I, la densite est tres plate pres de l'origine, en raison 
de la forte barriere centrifuge repulsive, sauf au voisinage immediat de la frontiere 
du puits : par effet centrifuge, la particule est "plaquee" sur la face interne du puits 
(voir fig. 19.6, a gauche). 

19.8 Desintegration du tritium 

Le tritium est un isotope de I'hydrogene, note 3H. Son noyau est radioactif et se transforme 
par desintegration (3 en un noyau d'helium 3He, La reaction elementaire est: 

(19.17) 

ou D designe un antineutrino, qui ne joue aucun role dans la suite. L'electron issu du noyau 
a une energie elevee (de I'ordre de 15 keV), donc une vitesse elevee : ainsi, il est legitime 
de considerer qu'il sort du systeme instantanement. En consequence, dans I'atome ionise 
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He+ la fonction d'onde de I'unique electron est initialement quasiment indiscernable de celie 
decri'vant I'etat fondamental du tritium 8 

1. Pour cet electron atomique, ecrire son Hamiltonien Hi avant la desintegration, et Son 
Hamiltonien He apres la desintegration. 

2. Quelles sont les energies E~ et les fonctions propres ¢nlm de He+ ? 

3. Quelle est I'energie Ee de I'electron atomique juste apres la desintegration (I 'exprimer 
en fonction de Ed ? 

4. Donner I'expression de Pnlm, probabilite de trouver I'electron atomique dans I'etat 
pro pre ¢nlm de I'ion He+ . Com bien vaut Pnlm si (l, m) =f (0,0) ? 

5. Dans la suite, on note simplement PnOO == Pn. Calculer explicitement Pl. 

6. Un calcul numerique donne 2:;~ Pn c:= 0,2714. En deduire la probabilite p de trouver 
I'electron dans I'un quelconque des etats lies de He+. 

7. De la meme fa c;:o n , on peut montrer que 2:;~ n-2 Pn c:= 0,0643. En deduire la valeur 

moyenne (E) ~ 2:;~ Pn E~ en fonction de Er. 

8. Interpreter physiquement les inegalites (E) =f Ef et p < 1. 

1. Le Hamiltonien Hi juste avant la desintegration est celui d 'un electron dans Ie 
..... 2 12 

champ Coulombien d'un proton: Hi = ~ --",:-. Apres Ia desintegration du noyau, 
..... 2 12 12 

l'electron est face a un noyau d'Helium 3He, d'ou He = ~ - 27 == Hi - 7' 
La desintegration est si rapide a l 'echelle atomique que la fonction d'onde electroni­
que n'a pas Ie temps de changer: l'etat initial de l'electron est donc Ie fondamental 
du tritium, 'l/llOO(r), identique a celui de l'hydrogene normal. 

2. Les energies E~ et les fonctions propres ¢nlm(r) de He+ sont les fonctions hydroge-
2 

noi:des Z = 2 ; notamment E~ = (2)2En ou En = -2~2mc2. La fonction fonda-

mentale est ¢lOO(r) = rj{; e-2r / ao ; la relation precise est ¢nlm(r) = 23/2'l/lnlm(2r) V rr-Ci5 
(Z est un simple facteur d'tkhelle). 

3. L'energie Ef de l'electron atomique juste apres la desintegration est ('l/llOO IHe 1'l/l100) : 

Er etant l'energie d'ionisation de l'hydrogene, so it Ef c:= -40,8 eV. 

8La desintegration est si rapide a l'echelle atomique que Ia fonction d'onde electronique n'a pas Ie 
temps de changer. 
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4. La probabilite Pnlm de trouver l'electron atomique dans l'etat propre lie ¢nlm de 
I'ion He+ est 1(¢nlml1PlOO)1 2 ; elle est nulle par orthogonalite des harmoniques sphe­
riques si (l, m) -=I- (0, 0). 

5. La probabilite P1 = 1(¢lOO I1P100)1 2 est Ie module carre de l'integrale : 

d'ou P1 = ~~~ ~ 0,7023 . 

16V2 
27 

6. Sachant que L~~ Pn ~ 0,2714, la probabilite p de trouver l'electron dans l'un 
quekonque des etats lies de He+ est p = 0,7023 + 0, 2714 = 0,9737 < 1. 

7. L'esperance mathematique de l'energie de l'electron apres desintegration du noyau 
de tritium est (E) = LnEN* PnE~, soit : 

+00 
(E) = LPn (- 22En) = -4EI L n-2Pn = -4Er(P1 + Ln-2pn) , 

nEN* n=2 

d'ou (E) = -4EI(O, 7023 + 0,0643) = -41, 7eV < Ef ~ -40,SeV. 

S. D'une part on trouve p < 1, d'autre part (et correlativment !), il "manque" de 
l' energie (environ 0,9 eV). Ceci signifie que les etats lies de l'helium ne sont pas les 
seuls etats finals possibles pour l'electron ; la conclusion est que, sans surprise, la 
desintegration du tritium par emission (3 peut conduire a un atome d'helium ionise. 

L'energie de l'electron dans les etats de continuum est positive; une estimation de 
sa valeur typique, E non-Iie, est fournie par l'egalite (1 - p)Enon-lie = 0,9 eV, soit 
Enon-Iie ~ 35 eV : elle est considerable. 

Experimentalement, on constate bien que la desintegration du tritium donne lieu, 
dans un peu moins de 3% des cas, a l'emission de deux electrons, d' energies respec­
tives'" 15 keY et '" 35 eV ; Ie premier est primaire (c'est la fission du neutron), Ie 
second est l'electron venant de l'ionisation de l'atome. 

19.9 Etats lies spheriques du deuteron 

Le deuteron est constitue d'une paire liee proton - neutron; leur attraction a courte portee 
V(r) est modelisee suivant V(r) = -Va e-r / a , Vo > 0, a> O. 

1. Dessiner Ie potentiel en fonction de r. 

2. Soit /1 la masse reduite ; en confondant les masses du proton et du neutron, notee 

chacune M, com bien vaut /1 ? Dans la suite, on pose ko ~ S/1Va/fi2 
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, I·' d d"· E dOf ,,2k
2 k 0 5 ( ) 3. On se borne aux etats les e type s, energle = -~, > . oit R r la 

fonction radiale et u(r) ~ rR(r). Ecrire I'equation satisfaite par u(r). 

4. On introduit la nouvelle variable X ~ akoe- ia et la fonction w(X) ~ u(r). Ecrire 
I' equation differentielle satisfaite par w(X). 

5. En deduire que w(X) est une combinaison lineaire de deux fonctions de Bessel9 : 

w(X) = A h(X) + B L,,(X) , (19.18) 

et identifier Ie parametre >.. > o. 

6. Que vaut la constante B ? 

7. A I'aide de la bonne condition aux limites, ecrire - exprimee a I'aide d'une fonction de 
Bessel - I'equation donnant les valeurs possibles de I'energie E. 

8. Preciser la condition sur la profondeur Vo du puits pour qu'il existe au moins un etat 
lie. 

Le deuteron est constitue d'une paire liee proton - neutron ; leur attraction a 
courte portee V(r) est modelisee suivant V(r) = -Voe-r / a , Va > 0, a> o. 

1. Le potentiel est attractif, et a courte portee. 

r-----~~======~r 

Figure 19.7: Potentiel d'interaction proton - neutron. 

2. En confondant les masses du proton et du neutron, la masse reduite p, vaut fI;f. 

3. Pour les etats spheriques, l'equation satisfaite par u(r) est u" + ~k5e-r/a = ~k2 u, 

avec ko ~ 8';t;'0. 

9Voir les elements rappeles a la fin de I'enonce du probleme 19.7 p.502. 
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4. Avec les nouvelles variable X et fonction w(X), on a : 

u'(r) = -~Xw'(X) , 
2a 

u"(r) = ~[X2W"(X) + Xw'(X)] , 
4a 

d 'ou l'equation pour la fonction w(X) : 

1 a2 k 2 

wl/(X) + X w'(X) + (1 - X2 )w(X) = 0 , 

qui est l'equation de Bessel avec v = ka. 

5. w(X) est donc une combinaison lineaire des deux fonctions de Bessel: 

6. Quand r -+ +00, il faut u(r) -+ 0 (etats lies), d'ou limx->o w(X) = 0, ce qui est 
possible ssi B = O. 

ka 

Figure 19.8: Solutions kn de (19.19) pour un potentiel tres attractif et/ou une masse 
reduite elevee (ako » 1). 

7. Il faut aussi u(O) = 0, soit w(ako) = O. On en deduit l'equation donnant les valeurs 
possibles de l'energie E : 

(19.19) 

Cette equation n'a pas toujours de solutions pui que lao fon tion Jo(x) vaut 1 en 
x = 0 ; il n'existe des solutions que si koa est assez grand (puits assez attractif), 
plus precisement koa doit etre plus grand que Ie plus petit zero de Jo(x), soit 
koa > 2,40482 ..... Pour koa » 1, il existe un grand nombre de solutions; avec 
koa » 1 et k.s ko, on peut utiliser la forme asymptotique des fonctions de Bessel: 

qui donne les solutions profondes so us la forme: 

-rr -rr 1 
koa - ka- - - ':::' (entier + - )-rr 

2 4 2 ' 
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soit k ~ ~ ko - (2m+ ~) ~, m entier, presque equidist antes les unes de aut re, separees 
de £ (voir fig. 19.8) , d 'ou, pour les energies profondes dans Ie cas d 'un potent iel 
t resafort (et/ou pour des part icules tres massives), koa » 1 : 

li
2 

[ 2 1 ] 2 En ~ - - -koa - (2n+ - ) 
2fLa2 7r 2 

Ie fondamental correspondant a n = O. 

19.10 Oscillateur harmonique a trois dimensions 

1. II s'agit d'abord de trouver, pour I'oscillateur harmonique isotrope (fL ,W) , les fonctions 

propres communes a (H , L2, L z ) . On pose '1j;(r, () , ¢) = r- 1U(r)Yim((}, ¢) . 

(a) Ecrire I'equation satisfaite par u(r). 

(b) Trouver la constante a en supposant que u '" e - OIr
2 
/2 quand r -t 00 . 

(c) Compte tenu de ce qui precede , on pose u(r) = e - OIr2
/

2 vCr). Trouver I'equation 
differentielle pour la nouvelle fonction inconnue vCr). 

(d) Chercher v sous la forme d 'une serie entiere vCr) = rS 'L!.:'o cmrTn
, Co of. 0 et 

trouver la relation de recurrence entre les coefficients Cm. En examinant les deux 
premieres equations, pour Co et Cl , montrer que vCr) est de la forme : 

+00 
vCr) = rl+l L C2p r2p . 

p=o 
(19.20) 

(e) En trouvant une serie de comparaison, montrer que la serie apparaissant dans 

vCr), eq . (19.20), se comporte comme e+ OI r 2 pour ar2 » 1. En deduire qu'il doit 
exister un entier Po 2': 0 tel que: 

k2 
- a (4po + 21 + 3) = O. (19.21) 

(f) On pose n = 2po + I. Trouver les valeurs de I'energie, En, et preciser la degene­
rescence des niveaux. 

(g) Comment se compare la partie radiale des etats s a la fonction propre d'un oscil­
lateur a une dimension 7 

2. On se place maintenant en coordonnees cartesiennes. 

(a) Expl iquer pourquoi I'on peut chercher les etats propres sous la forme 

(19.22) 

(b) Que sont les fonctions propres '1j;u(u) 7 

510 



Potentiel central et atome d'hydrogene 

(c) Trouver sans calcul I 'expression de I' energie Enxnyn.' Quelle est la degeneres­
cence? 

(d) Supposant maintenant I'oscillateur anisotrope, la pulsation Ie long de Oz etant 
w f w, trouver les nouvelles energies Enxnyn% et la degenerescence des etats. 
Examiner les limites w ----> 0 et w ----> 00 et les interpreter physiquement. 

1. Il s'agit d'abord de trouver, pour l'oscillateur harmonique isotrope (J.L,w), les fonc­
tions propres communes a (H, I}, L z ). 

(a) Avec 'ljJ(r, e, ¢) = r-lu(r)Yim(e, ¢), l'equation satisfaite par u(r) est: 

!i2 1 !i2 l(l + 1) 
--u//(r) + [-2J.Lwr2 + 2 ]u(r) = Eu(r) . 

2J.L 2J.Lr 

(b) Quand r ----> 00, on a -;:u//(r) + ~J.Lwr2u(r) ~ O. Posant u ~ e-ar2 /2, 

u' ~ _exre- ar2 /2, u// ~ ex2r2e-<>r2/2 ; reportant, on trouve ex = T' 
(c) Avec E = 1i~~2, k > 0, et posant u(r) = e-<>r

2
/2 v (r), on trouve l'equation 

differentielle pour la nouvelle fonction inconnue vCr) : 

v//(r) - 2exrv'(r) + [k2 - ex - l(l ~ l)]v(r) = 0 , 

(d) Quand vCr) = r S L:!.:o emrm (eo f 0), etlO s > 0, on trouve la relation de 
recurrence suivante entre les coefficients Cm : 

s(s - l)co -l(l + l)co = 0, (1 + S)SCI -l(l + l)cl = 0 , 

[en + 2 + s)(n + 1 + s) -l(l + 1)]cn +2 + [k2 - ex - 2ex(n + s)]cn = 0 (n 2:: 0) 

Comme eo f 0, S = l + 1, et alors Cl = 0, d'ou la forme plus precise de la 
fonction vCr) : vCr) = r1+l L:PEI\I* c2pr2P . 

(e) La recurrence avec n = 2p et S = l + 1 s'ecrit : 

[(2p + l + 3)(2p + l + 2) - l(l + 1)]c2p+2 + [k2 - ex(4p + 2l + 3)]C2p = 0 

On developpe maintenant l'argument employe a plusieurs reprises (oscillateur 
harmonique, atome d'hydrogEme, etc.). Pour p » 1, la recurrence donne a 
pres C2p+2 ~ Q., qui a Ie meme comportement que Ie rapport analogue pour la C2p p 
serie entiere de e+<>r2 ; on en deduit que la fonction u(r) se comporte comme 
e-<>r2/2e+<>r2 = e+<>r2/2 : si on garde to ute la serie pour vCr), la fonction 
u(r) diverge a l'infini. La serie do it donc s'arreter a un rang fini, entrainant 
l'existence d'un entier Po 2:: 0 tel que k2 

- ex (4po + 2l + 3) = 0 donnant 
E = ~!iw(4po + 2l + 3). 

10 s doit etre strictement positif pour assurer u(O) = o. 
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(f) Avecn(~2po+l,I'energicestE,, = liw(n+~), ComlU po=Hn - l)esttul 
uti r p iti( Otl nul, l vaJ:ie de 0 it 11 do 2 en 2 si n cst pair ce qui donn ¥ + 1 

valeur ' distin t pour l . i n est impair, l varie toujour d 2 tl 2 de 1 an, 
pr UaJlt ainsi n~J val tlr di tinctes. La degeneroscence vis-a..vis de 1 entier l 
est done ega\ a ¥ + 1 1I ~ selon la pal'ite de l'eutier n et cst vi ibl lt1, nt 
de nature "accident · Us", Pour l fixe, les 2l + I val lU'S rn = -l, - l + 1 .. . + 1 
donnent la meme energie (invariance par rotation) , d'ou la degenerescence 
tot ale : 

npair 

~ 1 n+1 
nimpair : gn = ~ (2l + 1) = "2(n + 1)2 + -2-

I= J,3, .. . ,n 

Dans tous les cas : 

I gn = ~ (n + 1) (n + 2) I 
Comme toujours, l'etat fondamental (n = l = 0) n'est pas degenere. 

(g) A ce stade, on sait que la fonction v(r) est un polyname de degre 2po multiplie 
par Ie moname rl+l ; plus precisement, posant v(r) ~ Hnl(X) avec X = va. r, 
Hnl (X) satisfait : 

I!() '() [k2 l(l+l)] () Hnl X - 2X Hnl X + -;; - 1 - X2 Hnl X = 0 , 

soit, avec Ie choix de a requis pour Ie respect de la condition aux limites a 
l'infini et n = 2po + l : 

Potu' l = 0, n = 2po : line teUe solution n'existe qu · si n t pair. Alors 
Hno(X) ati rai la meme equation que Ie poJynom d Hermite Hn+1(X) de 
degn1 n + 1 : HnO(X) = Hn+l (X). La fonction radiale spheriqu · &to(r) t 
'I produit d ~Hn+l e-f,X··2j2 ave n pair: 

() 
rv 1 () Qr2j2 Qr2j2 Roo r ()( '--'OO-HI X e- = Coo e- , 

r 

2. (a) Quand on se place maintenant en coordonnees cartesiennes, Ie Hamiltonien est 
la somme de trois Hamiltoniens identiques, chacun de ceux-ci etant relatif a 
l'une des trois directions de I'espace et cOlncidant avec celui d'un simple oscil­
lateur lineaire. En consequence, les etats propres 'Ij;(x, y, z) sont des produits 
'lj;x (x)'Ij;y (y)'Ij;z (z). 
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(b) Chaque fonction '1jJu(u) peut etre choisie, independamment des deux autres, 
comme l'une quelconque des fonctions propres d'un oscillateur a une dimen­
sion, '1jJnu (u), nu EN. 

(c) L'expression de l'energie Enxnynz est donc simplement la somme des energies 
tiw Lu=x,y, z (nu + ~), soit : 

La degenerescence se trouve en determinant combien il existe de triplets 
d'entiers dont la somme vaut une valeur donmle n. nx etant fixe entre 0 
et n, bornes comprises, il faut choisir ny + n z entre 0 et n - nx : il y a done 
n - nx + 1 couples differents (ny, n z). La degenerescence totale du niveau 
d'energie tiw(n + ~) est done: 

en accord avec Ie resultat obtenu en 1£. 

(d) Pour un oscillateur anisotrope, la pulsation Ie long de Oz etant w f=. w, il suffit 
de remplacer la fonction propre '1jJn z (z) par la fonction propre de meme nature, 
mais parametree par la pulsation w. L'energie est alors : 

19.11 

- 1 1 
Enxnynz = tiw(nx + ny + 1) + fjj;j(nz +"2) = E n ",n

ll
n z + n(w - w)(nz +"2) . 

La somme nx +ny etant fixee a la valeur n, il y a n+ 1 couples (nx, ny) dis tincts 
de meme somme ; l'oscillateur singulier Ie long de Oz n'est pas degenere: la 
degenerescence totale du niveau d ' energie tiw (n+ 1) + fjj;j (nz + ~) est main tenant 
gn = n + 1 : la reduction de symetrie (de spherique a cylindrique) s'accom­
pagne tout naturellement d'une diminution de la degenerescence. Bien sur, si 
Ie rapport ~ est rationnel, des cOIncidences fortuites peuvent se produire . w 

La limite w -> 0 correspond a une particule libre Ie long de Oz, la fonction 

'1jJz(z) devenant une onde plane e±ikzz d'energie E z = ~!~ ; l'autre limite 
w -> 00 decrit un oscillateur lie de fac;on infiniment rigide perpendiculairement 
au plan xOy, donnant une fonction d'onde '1jJAz) d'extension infiniment petite , 
dont Ie module au carre est la fonction de Dirac 8(z). 

Sur l'atome d'hydrogene 

1. II s'agit de trouver Ie champ electrostatique moyen en un point R dans I'atome d'hydro­
gene a I'etat fondamental. 

(a) Ecrire I'expression du champ elementaire en R cree par I'e lectron situe en r. 
Trouver Ie champ electronique moyen . 
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(b) En deduire Ie champ electrostatique total au point R tracer son module en 
fonction de R. Commenter. 

(c) Ca1culer Ie potentiel electrostatique W(R). 

(d) Quelle est la self- energy de I'electron ? 

2. 50it I'atome d'hydrogene dans un etat propre commun a H et L2, In, I). 

(a) Si on traite de fa<;:on c1assique un atome de meme energie En et de meme moment 
cinetique L, quelles sont les valeurs minimale et maximale de la distance r entre 
Ie proton et I'electron ? On exprimera ces distances en fonction du rayon de Bohr 
ao et des nombres quantiques n et I. A quelle condition la distance minimale 
peut-elle etre nulle ? 

(b) Dans I'etat fondamental , quelle est la probabilite pour que la distance entre Ie pro­
ton et I' electron so it superieure a la distance maximale permise par la Mecanique 
c1assique ? 

3. Rnl (r) etant la fonction radiale normalisee, la densite radiale est detinie comme : 

(19.23) 

(a) Pour n donne, ecrire I'expression de la den site radiale dans I'etat de plus grand 
moment cinetique. 

(b) Trouver la valeur r m ax ou cette densite est maximum, et trouver I'expression de 
la valeur du maximum. 

(c) En utilisant la formule de Stirling N! ~ v'27rN(!f( (N )> 1), montrer que ce 
maximum decroTt comme n-3/ 2 pour n » 1. 

4. Quel est I'ecart quadratique de p2 dans I'etat Is ? 

5. Dans la suite, (r8) designe la valeur moyenne de r S dans un etat propre 'l/inlm(r, () , ¢). 

(a) En manipulant I'equation aux valeurs propres pour u(r) = rR (r), demontrer la 
relation de Kramers : 

(b) En deduire (r) , (r2), (r-2) et I' ecart-type relatif 6.r / (r). 

(s > - 21 - 1) . 

(19.24) 

(c) Examiner les deux limites (I = O, n -> + 00) , (I = n - l ,n -> + 00) et en deduire 
que la limite c1assique n' est obtenue que si taus les nombres quantiques tendent 
vers I'infini . 

6. Trouver D..Pr dans un etat de type s, et en deduire Ie produit D..pr D..r . 
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1. La question est de trouver Ie champ electrostatique moyen en un point R dans 
l'atome d'hydrogene a I'etat fondamental, moyenne au sens d'esperance mathema­
tique resultant de la densite de probabilite de presence de l'electron, celle-ci etant 
definie par Ie module carre de la fonction d'onde de I'etat analyse. 

(a) Le champ elementaire en R cree par l'electron situe en r est donne par : 

La fonction d'onde de l'etat fondamental etant a symetrie spherique, Ie champ 
electrique I'est aussi : Ee(R) = - Ee(R) ~ ; l'application du theOl'eme de 
Gauss est immediate avec une sphere de rayon R et donne: 

avec 'ljJlOO(T) = h e-r / ao , l'integration donne Ie module du champ: 
v?raa 

etant entendu que Ie champ dli a l'electron est centripete. Quand R « aD, 

on a Ee(R) ~ ~3 e R ; ceci peut aussi s'obtenir directement en ecrivant, pour 
1f€oao 

R« ao : 47rR2Ee(R) ~ ~1'ljJ(OW x ~ R3. Comme pour I'atome de Thomson 
(Tome I, chapitre 1), la force est harmonique aux tres courtes distances. 

(b) Pour avoir Ie champ electrostatique total au point R, E(R) , il suffit d'ajouter 

celui du proton, centrifuge et egal a 47r~:IR2 ~, d'ou : 

Pour R « ao, E(R) ~ 4~lo lh, correspondant au champ du proton nu. Au 

contraire, pour R » ao, E(R) ~ 27r~e~ag e-2R/ ao : Ie "nuage" electronique 
ecrante exponentiellement Ie champ du proton nu. 

(c) Le potentiel electrostatique W(R) est a symetrie spherique et s'obtient par 
W(R) = - J E(R)dR. L'integrale se calcule en effectuant des integrations 
par parties successives, et on trouve : 

W(R) = ~ (~ + ~) e-2R
/ ao 

47r€o R ao 

Le potentiel dli au seul electron est donc We(R) = 4~10 [( * + ';0) e-2R
/ ao -1IJ . 
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(d) La self-energy de l'electron est son energie d'interaction avec sa propre densite 
de probabilite de presence: E = ~ IR3 el'lj!(f')12 Weer) d3r, soit : 

'" _ e'2 41+
00 

2d -2T/ao [(1 1) -2T'/ao 1] _ 5e
'2 

L.J - --- r re - + - e - - ---
2 a8 0 r ao r 16ao 

Comme il se doit, ceci n'est autre que ~JlSlS' integrale directe hydrogenoide (voir 
un autre calcul, a propos de l' atome d'Mlium, chapitre 27, ou l'integrale du merne 

5 n ~ type, mais avec Z = 2, vaut +, en se souvenant du scaling feZ') = -zf(Z)). 

2. (a) Classiquement, on a les deux egalites : 

Comme r = r'e, Ie terme 7~ est nul quand ref)) est extremum. Eliminant e, on 
obtient l'equation donnant les valeurs extremes de r, f~ - e'2r = Er2, dont 

les racines sont ~; (1 ± c) ou c ~ /1 + ~,S est l'excentricite du mouvement 

classique (voir eq. (1-7.122)). Avec E = En et L = nJl(l + 1), on en deduit: 

rmin = aO [1- J1- l(l~ 1)], rmax = ao [1 + J1- l(l~ 1)] . 

La distance minimale est nulle si l = 0, correspondant au mouvement classique 
non physique ou l'electron oscille suivant un segment de droite, traversant (!?) 
periodiquement Ie proton de part en part. 

(b) Dans l'etat fondamental de l'atome, la probabilite pour que la distance entre 
Ie proton et l'electron soit superieure a la distance maximale rmax est: 

soit P -::= 0,238. 

3. La densite radiale est detinie en (19.23), Rnt (r) etant la fonction radiale normalisee. 

(a) Pour n donne, l'expression de la densite radiale dans l'etat de plus grand 
moment cinetique, 1= n - 1 est (voir (II-19.184)) : 

4r2a-3 1 1 
Pnn-l(r) = 0 (2knr)2n-2 e-2knT = _ (2knr)2n e-2knT 

n4(2n - 1)! ao n2(2n - 1)! 

(b) Cette densite est maximum pour 2knr = 2n soit en rmax = nk;;l = n2ao. 
L'expression de la valeur du maximum est: 

( ) 1 1 ()2n -2n 
Pnn-l rmax = - 2(2 1)1 2n e aon n- . 
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(c) En utilisant la formule de Stirling, on a : 

(2n)2n -2n ( e )2n-l 1 
aOPnn-l(rmax ) c::: n2(2n _ 1)! e 2n - 1 J2n (2n - 1 

sachant que (1 + N)N c::: eX quand N » 1, on trouve finalement : 

4. L'ecart quadratique de p2 dans l'etat Is est donne par: 

Ie second terme est simplement (2m(Ecin))2, soit (-2mEl)2 = c:) 4 d'apres Ie 
theoreme du Viriel. 

La fonction Is etant a symetrie spherique, seulle terme p~ donne une moyenne non 
nulie, avec Pr = -in(ddr + ~). Le calcul n 'est pas difficile mais un peu laborieux. 
11 est en fait plus naturel de passer par la representation-p de l'etat Is, qui est par 
definition : 

¢100(ti) ~ (2nn)-3/2 r e ftP.r .,p100(f') d3 r 
J.if{3 

En prenant l'axe Oz Ie long du vecteur ti, il vient : 

roo 2 -3/2 r r" 
¢100(ti) ~f (2nn)-3/2 J

o 
r 2dr ~ e-r / ao J

o 
sinBdB J

o 
d¢eftprcosli; 

l'integrale angulaire donne 4;rlt sin 7f ; l'integrale radiale peut s'obtenir comme 

- t>-. fo+oo 
e - x cos AX dX. On trouve finalement : 

¢100(P) == XlO (p)Yoo (B, ¢) , 

on verifie sans peine que, comme il se doit, la fonction"radiale" ¢100 (p) arrive 
normalisee a l'unite : fRP2dp 1¢100(p)1 2 = 1. On a alors : 

32a3 r+oo p4 3217,4 r+oo X6 
(p4) = nn30 Jo p

2
dp [1 + (lr/]4 = nat Jo (1 + X2)4 dX . 

L'integrale vaut ~; (Ie plus rapide est de la calculer par residus), d'ou (p4) = 5(:J4 

et : 
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5. (r S ) designant la valeur moyenne de rS dans un etat propre 'lj;nlm(r, (j, ¢), on a : 

La fonction u(r) se comport ant comme rl+l pres de r = 0, la moyenne (r S
) n'existe 

que si 8 > -(2l + 3) . 

(a) Partant de l'equation differentielle pour u(r), multipliant par r S et effectuant 

Jo+oo
( ... ) dr membre a membre, it vient : 

Par une integration par parties, Ie premier membre devient : 

une autre integration par parties donne : 

1 2 1+00 

-8(8 - 1)(rS
-

2
) + -- u'u"rs+1 dr , 

2 s + 1 0 

de sorte que (19.25) se recrit comme : 

ag(s + 1) [l(l + 1) - ~s(s -1)] (r s
-

2
) 

L'equation differentielle pour u(r) permet aussi d'ecrire : 

(19.25) 

report ant cette expression dans Jo+ oo u'u"rs+l dr et effectuant une integration 
par parties, on obtient : 

d'ou la relation de Kramers, valide pour s > -(2l + 3) : 

(19.26) 
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(b) La relation de Kramers avec 8 = 1 donne (r) en fonction de (~) ; cette derniere 
moyenne s'obtient par Ie theoreme du Viriel et vaut ±, d'ou : 

n aD 

1 
(r) = 2[3n2 -l(l + 1)] ao 

(19.26) avec 8 = 2 donne (r2) en fonction de (r), ce qui conduit ala moyenne 
(r2) et aI' ecart-type relatif t) : 

Tout nat urellement , l'ecart relatif t.) est petit quand l est grand, nouvelle 
manifestation de l'effet centrifuge generalement observe (voir probleme 19.2 
traitant du champ central dans ]R2, notamment fig . 19.2, et probleme 19.7, 
fig. 19.6) ; la figure 19.9 en fournit l'illustration pour Ie potentiel Coulombien. 

6..r 

M 
n=5 

1 

"3 

11. = 10 

0 10 50 

Figure 19.9: Variation en fonction de l de l'ecart relatif, illustrant l'effet centrifuge. 

La relation de Kramers fonctionne tres efficacement pour Ie calcul des valeurs 
moyennes des puissances positives de r, pourvu que l'on connaisse (~), ce qui 
est assure grace au theoreme du Viriel (ou voir ci-dessous). Pour les puissances 
negatives, on tombe sur une difficulte. Par exemple, soit a calculer la moyenne 
( ~) ; posant p = -.!:..., la relation de Kramers prend la forme: 

r aD 

8+1 8 2 ---;;:x- (pS) - (28 + 1) (pS-l) + 4 [(2l + 1) - 82] (ps-2) = 0 

Pour calculer (p-2), faire 8 = 0 brutalement fait disparaitre Ie terme cherche ; 
il faut donc etre plus malin: on peut par exemple essayer d 'examiner locale­
ment ce que donne la relation de Kramers au voi8inage de 8 = O. En utilisant 
ps = 1 + 8 In p + ... , on peut ainsi ecrire : 

8+1 
-2-(1 + 8lnp+ ... ) - (28 + l)(p-l(l + 81np + ... ))+ 

n 

~ [(2l + 1)2 - 82
] (p-2(1 + 8 In p + ... )) = 0 , 
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puis on annule Ie coefficient de chaque puissance de s. Pour so, on obtient 
A - (.!) = 0, qui redonne la relation obtenue par Ie tMoreme du Viriel. Le 
n P 
coefficient de S1 est : 

~2 (1 + (lnp)) - (~ lnp) - 2 ( ~ ) + ~(21 + 1)2(;2) = ° , (19.27) 

et on constate que la moyenne (p-2) chercMe est reliee a des moyennes impli­
quant la fonction Inp, moyennes que l'on ne connalt pas (pour l'instant, mais 
voir plus bas). 
En fait, on sait calculer directement (-?) (tout com me les autres puissances 

d 'ailleurs) en procedant comme suit. La fonction radiale est: 

R I(r) = C I pi £2/+1 (p) e-Pn / 2 
n n n n - I-1 n , [ 

3(n-l-l)!]1/2 
Cnl = 4kn n[(n + 1)!J3 ' 

ou kn = _1_, Pn = 2knr. On en deduit : 
nao 

soit : 
(~) = 2(n -I - I)! roo dX X21 e-X [£2/+1 (X)]2 . 

p2 n3[(n + 1)!J3 Jo n-I-1 

On utilise maintenant la representation integrale don nee en (II-19.213) pour 
chaque polynome associe de Laguerre, obtenant : 

(~) = 2(n -I-I)! roo dX X21 e-x x 
p2 n3 [(n + 1)!J3 Jo 

[(n + 1) 1J2 J J e-X(z+z') 

(2i1T)2 h dz h, dz' (zz,)n-I [(l+z)( I+ z')t+
1 

, 

ou chaque integrale f-y est effectuee sur une boucle quelconque autour de 
l'origine de la variable, parcourue une fois dans Ie sens positif ; en particulier, 
cette boucle peut etre un cercle de rayon arbitrairement petit. Toutes les 
integrales convergent comme il faut et on peut decider d'integrer en premier 
sur X, ce qui donne : 

1 2(n -l- I)! (21)! J J , [(1 + z)(1 + z,)],,+l 
(p2) = n3(n + l)! -(2-i1T-)-2 J-y dz J-y' dz -(z....!z'"'-')-n--~l (..:...z.:....+-z,-+""""'-'-I-)2~1+-1 

On effectue maintenant l'integrale sur z' : 

i (1 + z')1.+1 n+1 i z'p-n+l 
dz' - CP dz' 

, z ,n-l(z + z, + 1)2/+1 - L n+l , (z + z, + 1)2/+1 -y ~o 'Y 

les deux boucles "I et "I' pouvant etre choisies arbitrairement petites, Ie denomi­
nateur n 'est jamais nul: la seule singularite est donc Ie point z' = 0, Ie residu 
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etant Ie coefficient de z,-l , venant du terme p - n + l = -1 du developpement 
du binome. L'integrale ci-dessus vaut donc 2i7TC~+:-1 (z+1)21+1' A ce stade, 
on a donc : 

1 2(n - l - I)! (2l)!C~+:-1 1 (1 + z)n+l 1 
(p2) = n3(n+l)! 2i7T J-y zn-l (z +1 )2l+1 dz

= 

------ dz 2 1 i (1 + zt-1
-

1 

n3(2l+1)2i7T -y zn- l 

Ie residu de l'integrand en z = 0 est Ie coefficient du terme z-l apparaissant 
apres developpement du binome au numerateur : il vaut 1, visiblement, d 'ou : 

1 2 
(:;:2) = n3 (2l + 1)a6 (19.28) 

Vne fois trouvee la moyenne (?), on peut revenir a la relation de Kramers pour 
en deduire les moyennes (pS) avec s < 0, dans l'hypothese ou elles existent, 
c'est-a-dire a condition que s > -(2l + 3), cette methode de determination 
etant a l'evidence moins laborieuse que Ie calcul direct - toujours faisable en 
suivant la meme methode que pour (p-2). Par exemple, avec s = -1, la 
relation donne (J-,) - H(2l + 1)2 -1] (p\) = 0, soit p-2 = l(l + 1)(p-3), et ainsi 
de suite; cette derniere egalite donne: 

1 1 1 2 
(;=3) = l(l + l)ao (~) = l(l + 1)(2l + 1)n3a5 

une moyenne qui apparait lors du calcul de corrections de type dipolaire. 
Noter enfin que, connaissant (?), on peut cette fois obtenir aussi les moyennes 
de fonctions impliquant In p. En effet , revenant a (19.27), reportant les quan­
tites connues (p- l) et (p-2), on a maintenant : 

1 2l + 1 
(lnp) - n2(-lnp) = 1- -- . 

p 2n 

P ar ailleurs, Ie voisinage de s = 1 s'analyse en posant s = 1 -I- c ; annulant Ie 
coefficient de c, on trouve : 

2 1 1 1 1 
( 2 - 3) (In p) + 2 (p) - 2 + [l (l + 1) - -] ( -) + l (l + 1) ( - In p) = 0 , 
n n 2 p P 

c'est-a-dire : 

Ainsi est obtenu un systeme lineaire de deux equations pour les deux inconnues 
(In p) et (i In p), dont la resolution donne les expressions inelegantes : 

(1 !...-) _ 3n3 - W + l + l)n + 1(212 + 31 + 1) 
n nl-

ao 2n(3n2 - 12 - I - 2) 
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( ~ In ~ )nl = -3n3 + 3(2[ + 1)n2 + ([2 + l + 3)n - 4[ - 2 
r ao 2n3 (3n2 - [2 - l - 2) ao 

Pour les etats spheriques (l = 0) et de moment cinetique maximum (l = n-1), 
on a respectivement : 

r 3n2 - 1 
(In aD )nO = 2(3n2 - 2) , 

1 r -3n3 + 3n2 + 3n - 2 
( :;:- In aD) nO = --2n- 3=-(:-3-n""'"2 ---2--')-a-0-

r n(2n - 1) ( ~1~) _ 4n3 
- 4n2 

- n + 2 
(In ao )nn-l = 2n2 + n _ 2 I r n ao nn-l - 2n3 (2n2 + n - 2) aD 

Clairement, les autres moyennes (pS In p) peuvent se trouver de la meme fagon . 

(c) Av c l = 0 61" = ~ --+ 1 si n --+ + . si l = n - l 6 ... = 1 . La- limit 
I FY 37t 3 I Vi J2n+ l 

las ique n ' t obtenue que i tous les l10mbr • quantique.o: tendent vel.' 1 infini. 
Not r aussi qu o (f.:Y)/='n- l citkrolt tr ·, lent ment av n. ComlU 71- t

/
2 : la 

Um it classiqu ne se reali . qu · pOUl' les tires grands llombres quantiqucsll . 

19.12 Complements sur les fonctions radiales 
hydrogenoldes 

II s'agit de completer les resultats techniques donnes dans I'aparte du Tome II, p.820. 

1. PI designant un polynome de Legendre et jl une fonction de Bessel spherique , on sait 
que (voir (11-19.91)) : 

+00 
e ikrcos8 = L (2l + 1) i1 jl(kr) PI (cos (}) (19.29) 

1= 0 

(a) Utiliser Ie theoreme d'addition des harmoniques spheriques, (11-18 .121), pour de­
montrer 

+00 +1 

e ik.T = 47r L L i1 jl(kr) Yl:n((}, ¢) Ylm(e, <1» (19.30) 
1=0 m=-l 

OU ((}, ¢) est la direction de ret (e, <1» celie de k. 
(b) Soit 'l/Jnlm (T) et ¢nlm Cji) les fonctions propres en representation-q et -P 

¢nlm(if) = (27rn) - 3/2 r erl. p.T 'l/Jnlm(f) d3r . 
i lR3 

(19.31) 

Montrer que ¢nlm(if) est de la forme Xnl(p)Ylm(e, <1», ou (e, <1» est la direction 
de p; expri mer Xnl en fonction de Rnl (r). 

llTout comme en Mecanique statistique, au les fluctuations relatives regressent comme N-1 / 2 . 
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(c) Trouver XlO, X20 et X2i connaissant RiO, R 20 et R2i (voir (11-19.187)). 

2. En raisonnant directement sur I'equation de Laplace (11-19.137), demontrer I'egalite 
exprimant la transformation de Kummer (voir Tome II, p.810). 

3. Les polynomes de Laguerre, Lp(z) , sont solutions12 de I'equation : 

Z LI/(z) + (1 - z) L'(z) + pL(z) = 0 (p entier) (19.32) 

(a) Pour trouver L, on utilise la methode de Laplace en posant : 

L(z) ~ fa e- zt J(t) dt . (19.33) 

Le contour C est a preciser dans la suite. Ecrire la representation integrale des 
derivees L' et LI/. 

(b) Exprimer zL// et zL' a I'aide d'une integra Ie contenant 1', en faisant des a present 
I'hypothese que Ie contour C est choisi de sorte que les termes tout integres sont 
nuls. En deduire une equation differentielle du premier ordre pour la fonction J(t). 

(c) Integrer cette equation et en deduire que Lp(z) peut s'ecrire : 

Lp(z) = A r e-:: (1 + t)p dt . lc tP 
(19.34) 

Trouver la constante A sachant que la convention ordinaire est de poser Lp(O) =p!. 

(d) Deduire de 3c que Lp(z) est donne par : 

dP 
L (z) = eZ 

- e-z zP 
p dzp (19.35) 

ecrire I'expression explicite de Lp(z) , 

(e) Trouver la fonction generatrice des Lp 

F( ) ~ ~ Lp(z) p 
s,z ~ I S 

p=o p. 
(\S\ :::; 1) . (19.36) 

(f) Les polynomes associes de Laguerre, L~(z) sont definis comme suit: 

L~(z) ~ (-l)q d~q Lp+q(z) . (19.37) 

Quel est leur degre? Montrer qu'ils satisfont I'equation differentielle : 

Z L//(z) + (q + 1 - z) L'(z) + pL(z) = 0 (p, q entiers) . (19.38) 

Trouver la fonction generatrice des L~(z) : 

~ ~ L~(z) sP Fq(s,z) ~ 
p=o (p + q)! 

(\S\ :::; 1) . (19.39) 

12Ce ne sont pas les seules. 
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(g) Soit : 

r+ oo e-sz/(l-s) e-tz/(l - t) 

Gq(S, t, A) ~ 10 (1 _ S)q+l (1 _ t)q+l zqe->'z dz . (19.40) 

Calculer Gq(s, t, A) directement, puis ecrire son developpement en puissances de s 
et t. Faisant A = 1, en deduire que les L~(z) satisfont la relation d'orthogonalite: 

(h) Sachant que: 

Rnt(r) = Ont (2p)t L~I~Ll(2p)e -P , 
1 

kn =- , 
nao 

(19.41 ) 

(19.42) 

analyser [oGq/OA]>.=l et montrer que la constante de normalisation Ont vaut : 

C 
_ -3/2 2 

nl - ao 2 
n 

(n-l-1)! 

[(n+l)!J3 
(19.43) 

1. PI etant un polynome de Legendre et jl une fonction de Bessel spMrique, on a Ie 
developpement (19.29) p. 522. 

(a) Le tMoreme d'addition des harmoniques spMriques se traduit par l'egalite : 

4 +1 
Pt(cos,) = 2l: 1 L Yz;,,(e, ¢)Ylm(8, <1» , 

m=-l 

ou, est l'angle entre les deux directions (e, ¢) et (8, <1». Si ces angles sont 
respectivement ceux des vecteurs f' et k, il vient : 

+00 +1 
e ik.r =47fL L i l jl(kr)Yz;,,(e ,¢)Ylm(8,<1» 

1=0 m=-l 

(b) Posant k = n-1p: 

¢nlm(P) = (27fn)-3/2 r d3re-ik.r 'ljJnlm(f') 
JR,3 

(19.44) 

(19.45) 

Le developpement de e-ik.r s'obtient en conjuguant membre a membre, mais 
comme Yz;" = (-1 )mYl_m et puisque les harmoniques spMriques figurent qua­
dratiquement (noter aussi que m' une variable muette) on a : 

+00 +1' 
e- ik.r = 47f L L (-iljdkr) Yzim,(e, ¢) Yl'rn' (8, <1» 

1'=0 m'=-l' 
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reportant ceci dans (19.45) : 

+00 +t +00 
cPnlm(if) = 471'(271'11,)-3/2 L L (-i)I'Yl'm,(8, <[» 1 jp(kr)Rnl(r)r2drx 

1'=0 m'=-l' 0 

L'integrale angulaire vaut Otl' Omm" d'ou : 

cPnlm(-f) = 47r(27rn)-3/2(-i)I1a+
00 

jl(kr)Rnl(r) r2drYlm(8, <[» , 

soit cPnlm(ff) = X(p) Ylm(8, <[» avec: 

deE 71' -1 . 2 4 ( ')1 1+00 
Xnl(P) = (271'11,)3/2 0 JI(kr)Rnl(r) r dr 

Toutes ces fonctions sont normalisees suivant : 

(c) Compte tenu de ce qui precede : 

_ 471' r+oosinkr _ 2 _ _ r/ao2 _ !I(ao)3/2 1 
XIO(P) - (271'11,)3/2 io kr Va5 e r dr-4y -; 11, (1 + a~~2)2 

De la meme fa<;on, on a : 

_ 471' r +
oo 

sin kr _ 1_ ( _~) -r/(2ao) 2 
X20(p) - (271'11,)3/2 io kr ~ 1 2ao e r dr 

un calcul un peu laborieux donne : 

Enfin: 

( ) _ 47r(-i) 1+
00 

[Sinkr coskr] 1 r - r/(2ao) 2d X21P ----- ---e r r 
- (271'11,)3/2 0 (kr)2 kr 2-y16a[ ao ' 

qui, encore un peu plus laborieusement, donne: 

128 (ao)3/2 ~ 
X21(p) = -i V37f Ii: [1 + (¥)2]3 

On note que toutes les fonctions Xnl (p) sont des fractions rationnelles de P, une 
consequence du fait qu'il s'agit (essentiellement) de transformees de Fourier 
de fonctions contenant un facteur exponentiel. 

525 



Mecanique quantique 

2. L'equation de Laplace est ZL"(Z) + h - z)L'(z) - aL(z) = 0, dont la solu­
tion analytique a l'origine est la fonction hypergeometrique <I>(a, " z). Posons 
<I> (a, " z) = eZ J(z), J(z) etant visiblement analytique a l'origine, tout comme 
<I> (a, " z) ; Ie report dans l'equation de Laplace donne: 

zeZ (J + 21' + 1") + h - z) eZ (J + 1') - aez J(z) , 

soit : 
z1"(z) + (z + ,)f'(z) + h - a) J( z) = 0 

Posant maintenant J(z) '!% g(Z = -z), il vient : 

_Zg"(Z) + (-Z +,)( - g'(Z)) + h - a) g(Z) = 0 

Ainsi, la fonction g(Z) est une fonction analytique en Z = 0 satisfaisant : 

Zg"(Z) + h - Z)g'(Z) - h - a) g(Z) = 0 , 

c'est donc la fonction <I>(T - a, " Z) , d'ou : 

I <I> (a, " z) = eZ 
<I>h - a, " -z) I 

egalite exprimant la transformation de Kummer. 

3. Les polyn6mes de Laguerre, Lp(z ), sont des solutions de l'equation : 

z L"(z )+(l- z )L'(z)+pL(z)=O (pentier). (19.46) 

(a) Introduisant L(z) selon (19.33), on a d'abord L'(z) = fe dt (_t)e- zt J(t), puis 
L"(z) = fe dt (-t)2e - z t J(t) . 

(b) On en deduit : 

zL' = -1 dt zte - zt J(t) = tJ(t)e- zt I -1 dt (J + tf') e- zt 
, 

e . e e 

ZL" = fa dt zt2e -zt J(t) = _t2 J(t)e- zt Ie + fa dt (2tJ + t2f') e- zt 

Faisant des a present l'hypothese que Ie contour C est choisi de sorte que les 
termes tout integres sont nuls, Ie report des expressions de zL' et ZL" dans 
(19.46) donne: 

fa [(2tJ(t) + t2f'(t) - tJ(t) + (J(t) + tf'(t) + pJ(t)] e- zt 
= 0 'i z . 

Cette integrale ne peut etre nulle quel que soit z que si Ie crochet est nul, d'ou 
I'equation differentielle du premier ordre pour la fonction J(t) : 

I t(t + l)f'(t) + (t + p + l)J(t) = 0 I 
Le basculement de 2 a 1 de l'ordre de I'equation est une consequence du fait que 
I'hypothese sur Ie contour d'integration revient a prendre en compte d'emblee 
une condition aux limites. 
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( ) C tt ' t· "·t L - t+pH - P±.!. ---p...-. lit· "1 c e e equa IOn s ecn f - - t(H1) - - t + HI ' a so u Ion genera e est 
(tHY , J(t) = A t p +1 , A etant une constante quelconque. A ce stade, on a donc 

la representation integrale (19.34) demandee, montrant que si Ie contour C 
n'entoure pas l'origine, la fonction Lp(z) est identiquement nulle. Prenons 
au contraire pour C une boucle quelconque entourant l'origineI3 , parcourue 
une fois et une seule dans Ie sens positif ; l'integrand a alors un pole d'ordre 
p + 1, et l'integrale sera finie. En particulier, avec la convention habituelle 
Lp(O)=p!, on a: 

A r _1_ (1 + t)p dt = p! . Jc tp+1 ' 

comme tP~l (1 + t)p = t+polynome de degre p - 1, Ie residu a l'origine vaut 
1, de sorte que A x 2i7r = p!, d'ou : 

p! 1 e-
zt 

Lp(z) = -.- -+1 (1 + t)P dt . 
2m c tP 

(d) Vne premiere fa<;on de faire est d'appliquer la formule connue donnant Ie residu 
en un pOle d'ordre n pour une fonction J(z) : 

1 dn - 1 

Residu de J(z) au pole Zo d'ordre n = (n -I)! dzn - 1 [(z - zo)n f(z)] . 

On peut aussi plus directement ecrire, rajoutant Ie facteur eZ devant I'inte­
grale: 

- L Z 1 e-z(tH) p = (-1 )Pp! z ~ 1 -z e-z (H1) 
Lp(z) - . e +1 (1 + t) dt - 2. e d e +1 dt. 

2m c tP m zP C tP 

L'integrale se calcule immediatement par residus ; developpant ]'exponentielle 
en serie, on voit que Ie residu est e-Z (-~)P, d'ou : 

p. 

L() _(-l)Pp! Z~(2. )_z(-l)P _ z ~p-z 
p z - 2. e d 17r e ,- e d z e 17r zP p. zP 

En utilisant la formule de Leibniz pour la derivee n e d'un produit de fonctions : 

il vient : 

p 

Lp(z) = L q( -l)P-qp(p - l)(p - 2) ... (p - q + l)zp- Q 
q=O 

13Comme seules des puissances entieres apparaissent, une telle boucle assure aussi que tous les termes 
tout integres resultant de l'integration par parties sont effectivement nuls . 
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Ie produit des facteurs a droite vaut (p~!q)!' d'ou finalement : 

p ( ,)2 
L ( ) - "'(-l)q p. q 

p Z - ~ (_ )'( ')2 Z 
q=O P q. q. 

(e) La fonction generatrice des Lp est definie en (19.36). Revenant a l'expression 
integrale de Lp(z), il vient : 

+00 1 f -zt 
F(s z) = '" - sP _e - (1 + t)P dt , ~ 2i7r tp+l 

p=O c 

on voit apparaitre une serie geometrique de la variable s(tt
1

) laquelle se 
resomme immediatement pour donner : 

1 f 1 e-
zt 

1 1 e-
zt 

F(s,z)=- -dt= dt 
2i7r c 1 - ·*t1) t 2i7r(1 - s) c t - l~s 

la derniere integrale se calculant a nouveau par residus, il vient finalement : 

1 • 
F(s z) = -- e-zr=s 

, (1 - s) 

(f) Les polynomes associes de Laguerre, LZ(z) etant definis par (19.37), chacun 
d'entre eux est la derivee qe d'un polynome de degre p + q : c'est donc un 
polynome de degre p. 

Derivant q fois l'equation satisfaite par Lp+q(z) (appliquant a nouveau la 
for mule de Leibniz), on obtient : 

I z Lr(z) + (q + 1 - z) L~(z) ' + pL~(z) = 0 I 

Compte tenu des resultats precedents : 

(p + q)! r (t + l)P+Q e- zt dt 
2i7r Jc tp+l 
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La fonction generatrice des L~(z) s'ecrit ainsi : 

F. ( ) = """" ~ + - z t d = 
+00 p 1 (t I)P+Q 

q s, z L..' +1 e t 2m c tP p=o 

~ r dt e-
zt 

(t + l)q ~ sP(t + I)P 
2m .let p=o tP 

apres sommation de la serie geometrique, on trouve : 

F. ( ) __ 1 -1-1 (t + l)q - zt d 
q s, z - set. 

2ill' 1 - set - l -s 

L'integrale s'obtient par residus et finalement : 

() 
1 -z-' 

Fq s, z = ( ) +1 e 1-. 1 - S q 

(g) Rempla<;ant chaque fonction generatrice par son developpement en serie, il 
vient d'une part: 

soit : 

Gq(S, t, A) = 
sP tP' 

L (p + q)! (pi + q)! Ipp' (A) 
(p, p')E~j2 

avec: 

Ipp'(A) ~ 1+00 

Lt(z)L~,(z)zqe-AZdz 
D'autre part, l'integrale de definition de Gq(s , t, A) est elementaire ; une fois 
cakulee, on obtient : 

ql 
G (s t A) = . 

q " [s(l-t) + t(1- s) + A(I - s)(1 - t)]q+1 ' 

d'ou l'egalite : 

q! sP tP' 
-;-[ s-:--( I---t-:-) -+-t-;-:-( 1---s-:-) -=-+--:-A--:-( 1:------:s )-;-( 1:-----:-t) ];-q+'7'71 = L (p + q)! (pi + q)! I PP' (A) . 

(p,p')ElIF 

On va ainsi pouvoir en deduire les integrales Ipp' (A) par identification des 
puissances entre les deux membres. 

11 suffit pour l'instant de fixer A = 1, donnant Gq(s, t, 1) = (l-!i)q+l et l'egalite : 

q! 
(1 - st)q+1 
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comme Ie premier membre ne depend que de la variable X ~ st, les integrales 
Ipp' (1) sont toutes nulles si pi-pi; ainsi : 

q! (st)P 
(1 - st)q+1 = L [(P + q)!J2 Ipp(1) ; 

pEN 

maintenant, Ie developpement de Taylor de q!(1 - X)-(q+l) est: 

q! = "XP ql [(q + 1)(q + 2) ... (q + p)] = "XP (q + p)1 
(1 - X)q+l L...t p! (1 - X)q+Hp x=o L...t p! . , 

pEN pEN 

d'ou l'identification ~(q + p)! = [(p+Iq)!J2 Ipp(1) ; revenant a la definition des 
integrales Ipp,(1) : 

(h) La normalisation de la fonction radiale s'ecrit : 

so it : 

c2 r2 dr (2k r)21 [L 21+I (2k r)]2 e-2knT = 1 1
+00 

nl n n-l - I n 

1 
kn =- , 

nao o 

p = n - l - 1 ,q = 2l + 1 . 

Par inspection, on voit que l'integrale ci-dessus apparait dans a~q 1 . On a 
A=I 

d'une part: 

o p tP
' 1+00 

!:)\ Gq(s, t, >-)1 _ = - L (8 )1 (' )1 L~(z)L~,(z) zq+1 e- z 
dz , 

UA A-I P + q . p + q. 0 
(P,p')EN2 

developpement dont les termes p = pi font apparaitre les integrales cherchees. 
D'autre part: 

~G (s t >-) 1 = _ (q + 1)!(1 - 8)(1 - t) = 
0>- q "A=I (1-st)q+2 

_ ( 1) 1 [ 1 + st _ s + t ] 
q + . (1 - st)q+2 (1 - st)q+2 

Seulle premier terme du crochet est relie aux integrales avec p = pi, Ie second 
donnant celles avec pi = P ± 1. Le developpement de Taylor est (X = t) : 

1 + X _ 1 [ ,,( q + p)! p] 
(1- X)q+2 - (q + I)! 1 + L...t p!(q + I)! (q + 2p + l)X 

pEN' 
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L'egalite des deux developpements de J>. Gq(s , t, A) I donne: 
>. == 1 

1 1+00 

q+1[Lq( )]2 -Zd - ( 1) ' (q+p)! ( 2 ) 
[( )']2 Z P Z e z - q + . '( )' q + P + 1 , P + q. 0 p. q + 1 . 

ou encore, revenant aux nombres n et I : 

r+ OO 

z2l+2 [L21+1 (z )] 2 e- z dz = 2n [(n + 1)!j3 Jo n -1-1 7( n'"'-------::I--.:......c..,l ):7! 

La const ante de normalisation est done : 

_ ( 2 ) 3/2 Cn1 - -
naO 

(n - l - 1)1 - 3/2 2 
--'-.,-;--....,.,-'= - a -
2n [(n + 1)!J3 - 0 71,2 

Methode de Laplace et fonction 
hypergeometrique 

(n -l-1)! 

[(n + l)!J3 

II s'agit de montrer par I'exemple I'efficacite de la methode de Laplace pour resoudre certaines 
equations differentielles a coefficients variables. Cette technique permet de reduire I'ordre 
d'une equation; si, ce faisant, on en arrive a I'ordre un, Ie probleme est formellement resolu 
puisque la solution de toute equation homogene du premier ordre s'obtient par une simple 
integration (quadrature). Comme on va Ie comprendre, c'est effectivement ce qui se produit 
pour une equation du second ordre dont les coefficients sont au plus des fonctions lineaires 
de la variable. 

L'exemple traite est celui de I'equation de Laplace (11-19.137), mais Ie lecteur trans­
posera aisement la methode a toute autre equation du meme type. L'un des objectifs est 
d'obtenir une representation integrale de la fonction <I>(a , 'Y, z) definie en (11-19.142), et qui 
constitue la solution analytique a I'origine de I'equation de Laplace. 

Soit L(z ) la solution genera Ie de I'equation de Laplace (11-19 .137), que I'on ecrit sous 
la forme : 

L(z ) = fc F(O ezE d~ ; (19.47) 

F(~) est une certaine fonction qui, une fois determinee, contribuera a definir une represen­
tation integrale de la solution L(z ). C est un certain contour dans Ie plan complexe C, dont 
les caracteristiques seront precisees au fur et a mesure de I'elaboration de la methode. Claire­
ment, la transformation integrale (19.47) est une sorte de generalisation de la transformation 
de Laplace conventionnelle, Ie chemin C etant dans ce dernier cas Ie demi-axe reel positif 
lR+. Dans un souci d'efficacite, on ne se preoccupera pas des subtilites liees a la convergence 
uniforme, Ie lecteur soucieux en la matiere etant renvoye aux ouvrages specialises pour se 

531 



Mecanique quantique 

convaincre de la legitimite de certaines operations effectuees dans la suite. Par ailleurs et afin 
de ne pas alourdir Ie sujet a traiter, on fera Ie cas echeant des hypotheses simplificatrices (par 
exemple supposer que "y est un entier naturel pair), qui ne nuisent d'ailleurs pas a la generalite 
du probleme pose puisque dans tous les cas physiques rencontres ci-dessus "y = 2l + 2 avec 
l EN. 

1. En effectuant des integrations par parties, montrer que : 

(19.48) 

et : 

(19.49) 

2. En deduire que I'on peut choisir F (~) comme la solution d'une certaine equation 
differentielle du premier ordre, a condition de choisir Ie contour C de sorte que la 
variation Ie long de C de la fonction ¢(~) ~ ~(1 - ~)F(~) eze soit nulle. 

3. Montrer que la solution de I'equation du premier ordre est de la forme 

(19.50) 

OU A et J-L sont des exposants a determiner. 

4. Determiner precisement les singularites de la fonction F(~). 

5. Dans toute la suite, on considere exclusivement la branche de la fonction multiforme Z A 

comme celie prenant des valeurs positives si z est un reel positif. Preciser les expressions 
de ZA quand z est un reel positif x , ou quand z = -x ± iO, avec x > O. 

6. En deduire I'expression explicite de F (~) quand ~ = x avec x > 1, quand ~ = x ± iO 
quand 0 < x < 1, et quand ~ = -x ± iO avec x > O. 

7. On suppose maintenant que "y est un entier naturel pair, positif ou nul. Montrer que, 
a une constante pres, la fonction L(z) a pour expression : 

L(z) = 11 xa- 1(1 - xp-a- 1 eZX dx , 

avec ~a > 0 et ~b - a ) > O. 

8. Com bien vaut <1:> ( a, "y , z ) en z = 0 ? 
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9. En deduire que 1>(a, " z) admet la representation integralel4 
: 

1>(a , z) = r(,) ( xU - I (1 - X)"-u-l eZx dx 
" f(a)fh - a) Jo ' 

(19.54) 

ou fez) est la fonction d'Euler de deuxieme espece, et avec toujours 0 < ~a < ~f. 

10. En posant L(z) = zl-'Y M(z), montrer que la fonction M(z) satisfait I'equation de 
Laplace ou , ---t 2 -, et a ---t a -, + 1. En deduire la forme de I'autre solution 
lineairement independante de I'equation (11-19.137) (c'est la solution non analytique 
en z = 0, ecartee pour des raisons physiques) . 

L'equation de Laplace est; 

zLI/(z) + h - z) L'(z) - aL(z) = 0 , 

dont la solution generale L(z) est ecrite sous la forme (19.47). 

1. On a L'(z) = Ie F(~) ~ezE d~, LI/(z) = Ie F(~) eezE d~, d'ou : 

zLI/ = fc F(~)zeezEd~=eF(~)eZEle - fc[F(~)el'eZEd~ , 

zL'= fcF(O z~ezEd~=~F(~)eZEle- fc[F(~)aeZEd~ 
reportant ces expressions dans (19.55), on obtient : 

(19.55) 

2. Si on choisit le contour C de sorte que la variation le long de C de la fonction 
¢(~) <!g ~(1 - ~)F(~) ezE soit nulle, l'equation precedente ne peut etre satisfaite 
quel que soit z que si la fonction F(O est solution de l'equation differentielle : 

I ~(1- ~)F'(~) + [h - 2)~ + 1- alF(~) I 
140n donne l'integrale : 

B(p, q) ~f 11 xP- 1 (1 _ x)q- l dx = r~p)r(q? 
o rp + q 

(1Rp > 0, 1Rq > 0) . (19.52) 

La fonction B(p, q) ainsi definie s'appelle jonction d'Euler de premiere espece et, tout com me fe z), se 
prolonge dans IC\{ -N} (elle a evidemment les memes poles - simples - que fez) j pour une introduction, 
voir [29]). 

Par ailleurs, on peut montrer que la representation (19.54) reste vraie meme quand "y n'est pas un 
entier pair, mais n'a toujours evidemment de sens que si : 

1Ra> 0 , 1R(-y - a) > 0 . (19.53) 
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Pour Ie contour C, et si la fonction ¢(O est analytique dans un do maine 1) sim­
plement connexe de C, et non multiforme, il suffit de prendre une boucle contenue 
dans 1) ; cette restriction devra etre prise en compte au moment utile . 

3. L'equation differentielle s'integre immediatement ; sa solution generale est: 

ou A est une constante que!conque. II faut donc que la fonction : 

reprenne la me me valeur aux extremites (peut-etre confondues) du contour C. 

4. Les singularites de la fonction F(~) sont deux points de branchement en ~ = 0, 1, si 
les nombres 0: et ,- 0: ne sont pas des entiers ; s' ils sont entiers positifs, la fonction 
F(~) est entiere, s'ils sont entiers negatifs, F(~) est meromorphe, ayant des poles 
en ~ = 0,1. 

5. La branche de la fonction multiforme ZA definie comme celle prenant des valeurs 
positives si z est un reel positif est precisement : 

sa coupure part de l'origine et s'etend sur tout Ie demi-axe reel negatif lR_. En 
particulier, avec cette definition: 

6. Quand ~ = x, x > 1, F(~) = A~a- 1(~ - 1p-a-1 ; si ~ = x ± iO avec 0 < x < 1, 
F(~) vaut : 

F(~) = A~a-11~ -1I,-a- 1 e±i(r-a- 1)7f = _A~a-1 1~ -1I,- a-1 e±i(r-a)7f 

Enfin, avec ~ = -x ± iO, x > 0, on a : 

soit: 
F(~) = AI~l a-1 e±imr I~ _ 1I,-a-1 e±i(r-a)7f . 

On peut visiblement prendre la coupure de F(O comme Ie segment [0, 1] de l'axe 
reel: Ie contour C peut donc etre toute boucle ceinturant ce segment, d'aussi pres 
que l'on veut mais sans Ie traverser (voir fig. 19.10). 

7. Avec l'hypothese , entier naturel pair, positif ou nul, la fonction F(O prend les 
valeurs explicites : 
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c 

A' 

A C' 

Figure 19.10: Contours d'integration evitant la coupure definie comme Ie segment [0, 1] 
de l'axe reel. 

Ie long de B'A' : Axa-l(l_x)'-a-le+ih- a- l)7l"ezE = _xa-l(l_x)'-a-le-i(>7l"ezE. 

Avec ~a > ° et ~(-y - a) > 0, les petits cercles coupes autour des points d'affixes ° et 1 donnent une contribution nulle a. la limite d'un rayon nul. Les deux valeurs 
de la fonction de part et d'autre de la coupure ne different que par e±ia7l" ; comme 
les deux segments sont parcourus en sens inverse, ceci donne un facteur 2i sin mr. 
En veillant aux signes, la representation (19.47) s'explicite en : 

L(z) = -2isinmrA 11 xa- 1 (1 - x)'-a-l eZX dx 

8. D'apres son developpement en serie entiere, <I>(a, /, 0) = 1. 

9. On veut que L(z) soit strictement la fonction <I>(a, /, z ), qui vaut 1 en z = 0, d'ou : 

L(O) = -2isinmrA 11 x a- 1 (1 - x)'-a-l dx . 

L'integrale est par definition la fonction d'Euler de premiere espece B(a, / - a), 
egale a. r(a¥;;"ra), ce qui impose de choisir A selon : 

1 - 2" Af(a)r(-y - a) 
- - ISllla1f f(-y) , 

et, en definitive: 

if. ( ) _ f(-y) r1 
",-1(1 )1'-a-1 d 

'I' a, /, z - f(a)f(-y _ a) Jo x - x x 

On peut montrer que cette representation reste vraie meme quand / n 'est pas un 
entier pair, mais n'a toujours evidemment de sens que si ~a > 0, ~(-y - a) > 0. 

10. On a: 
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reportant dans (19.55), on trouve : 

zM"( z) + (2 - 'Y - z)M'(z) - (a - 'Y + l)M(z) = 0 , 

qui est bien la meme equation d Laplace que potu' L{z) a la substitution pres 
'Y -> 2 - 'Yet a -> a - 'Y + 1. M(z) e t done un autre solution de l'equation de 
Laplace, visiblement lineairement ind'pelldant cl <J>(a 'Y z), et done donnee par: 

I M(z) = z"l- l<I>(a - 'Y - 1,2 - 'Y, z) I 
C'est la solution non analytique en z = 0, ecartee pour des raisons physiques. 

19.14 A propos du vecteur de Lenz - Runge 

1. Montrer que Ie vecteur de Lenz - Runge defini en (11-19.235) a des crochets de Poisson 
nuls avec Ie Hamiltonien Coulombien . 

2. Demontrer les relations de commutation (11-19 .239) - (11-19 .241) de I'operateur R pose 
en (11-19.238). 

3. Etablir I'egalite (11-19 .236) . 

~ dM 1 ~ -
1. Classiquement, Ie vecteur de Lenz - Runge est R = jj,P x L - e'2 ~. Le crochet de 

Poisson de deux fonctions f(r', p) et g(r, p) est: 

{f, g} ~ L of ~ - ~~ 
k Oqk OPk OPk Oqk 

de cette definition, il resulte immediatement que {J(r), g(r')} = 0 = {J(P), g(p)} . 
La composante R x de Rest: 

..... 2 12 

Le crochet {Rx, z;- - 7} se decompose en la somme de trois crochets: 

qui sont respectivement : 

C dM (p2 2) 
1 = Y + Pz 2px - PxPy 2py - PxPz 2pz = 0 , 
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dolf [ -x -y -r] C2 = - - (YPy + zPZ)-3 + (2xpy - YPX)3 + (2xpz - zPx)-3 ' 
r r r 

(
1 x xy x z 

C3 = - - -) 2px - - 2p - - 2pz ; r r3 r3 y r3 

on voit que 2C2 + C3 = 0, d'oD. {Rx, H} = 0, et de meme pour Ry et Rz, d'oD. 

{R, H} = 0. 

2. L'operateur R defini en (19.238) est une combinaison lineaire d'operateurs vec­
toriels et est donc lui aussi un operateur vectoriel (voir probleme 17.8.1), d'oD. 
immediatement la premiere relation de commutation [Lu, Rv] = i1tE:uvw Rw, qui 
entraine de suite [L~, Rv] = i1tE:uvw (LuRw + RwLu). 

Pour obtenir Ie commutateur [Ri' Rj ], Ie plus simple est de passer par Ie cro­
chet de Poisson, puis d'utiliser la correspondance habituelle [A, B] ~ ili{Ael , Bel}, 
en symetrisant Ie cas echeant pour tenir compte de la non-commutativite des 
operateurs. P artant de l'expression (classique) de R, on a: 

oRj 1 ( ;> _ _ ) -- = - 2qpk - Uk · p.r - pqk 
OPk P, J J J 

On forme maintenant Ie crochet ~k aaR; ~aR - haR ~aR. ; tous Ies termes symetriques o qk Pk Ph qk 

dans l'echange (i ~ j) se compensent deux a deux, et il reste : 

1 e
/2 

2 (iP e
/2

) {~, Rj } = -2jJ2(QiPj-qjPi)+2-(qiPj-qjPi) == -- -2 -- (QiPj-qjPi) . 
p, p,r p, p, r 

Avec par exemple qi = x, Pj = PY' on reconnait dans les parentheses de droite la 
compos ante L z , d'oD. finalement Ie crochet de Poisson: 

Par Ia correspondance habituelle, Ie premier membre devient ik[Ri , Rj ] ; quant au 
second membre, il convient a priori de Ie symetriser. Par exempIe, l'expression 
explicite de jJ2 Lz est: 

jJ2 Lz = (P; + P~ + p~)(xpy - YPx) ; 

Ie developpement fait apparaitre notamment Ies termes P;Xpy et P~YPx, qui se 
symetrisent en : 

2 1 2 2) PyYPx -7 3 (PyY + PyYPy + YPy Px . 

Rassemblant tous les termes, on trouve jJ2 Lz = L zjJ2 - ilipxpy + ilipypx = L zjJ2 ; 
12 

il en va de meme pour Ie terme en 7. On peut aussi dire que Lk est Ie generateur 
des rotations aut our de l'axe Ok (k = x , y, z), qui laissent invariants Ies deux 
operateurs scalaires jJ2 et 1. D'une fagon ou d'une autre: 

r 
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3. Classiquement, Ie double produit vectoriel p x L est egal a p2 r - (r.p) p, d 'ou ; 

~ -- ~ ~ --- p _ r.p _ e _ (H P) _ r.p _ 
R = --;r - -;P - -:;:r == + 2p, r - -;P ; 

elevant au carre; 

Si 8 est l'angle entre ret p, on a L2 = r2p2 sin2 8, et cos 8 = ~, d'ou ; 

report ant dans l'expression de ii2 ; 

soit ; 

, 
19.15 Ecart a l'interaction de Coulomb : ecrantage 

en loi-puissance. Suppression de la degeneres­
cence accidentelle 

Pour un atome alcalin (un electron sur la couche externe), I'attraction par Ie noyau de 
I'electron peripherique est quelque peu ecrantee par les electrons internes. Pour rendre compte 

z 12 
de cet effet, on corrige Ie potentiel Coulombien --+ par un terme destabilisant en r- 2 ; 

pour la commodite, on ecrit ainsi I'energie potentielle sous la forme : 

(19.56) 

ou C est une constante positive sans dimension. 

1. En reprenant pas a pas I'analyse de la so us-section 19.1.2 du Tome II , montrer que la 
fonction radiale R(r) se com porte comme r fJ - 1 quand r ----+ 0, et trouver I'exposant (3 
en fonction de l et C. 
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2. De meme, en suivant I'argumentation du paragraphe sur les etats lies, Tome II p.803, 
mais sans faire de calcul, montrer que I'energie est maintenant don nee par: 

(19.57) 

au N E N. Cammenter. 

Avec V(r) = - Z~/2 +C 2~:2' Ie comportement de u(r) pres de l'origine, u(r) <X r(3, 
/3 > 0, (soit R(r) <X r(3-1) s'obtient en trouvant l'exposant /3. 

1. En reprenant pas a pas l'analyse de la sous-section 19.1.2, on arrive a l'egalite 
(comparer avec (II-19.59)) : 

/3(/3 - 1) = 1(1 + 1) + C 

dont la racine positive est : 

qui redonne bien /3 = I + 1, soit R(r) <X rl, pour Ie Coulombien pur (C = 0). 

2. Vne fois trouve /3, on ecrit la fonction radiale sous la forme u(r) = r(3 e-Pw(p) (voir 
(II-19.134)), ce qui conduit a l'equation differentielle (II-19.135) ou 1+ 1 est remplace 
par /3, dont la solution analytique en p = 0 est la fonction <I> ( -% +/3, /3, p), ou A est 
dMini en (II-19.136). Le comportement a l'infini exige qu'il existe un entier N EN 
tel que A - 2/3 = 2N, la fonction <I>(-N, /3, p) se reduisant alors a un polyn6me 
de degre N ; compte tenu de la definition de A, cette condition donne l'expression 
suivante de l'energie : 

(N E N) 

associee a la fonction propre radiale R(r) <X rh/(21H)2+C-1]/2<I>( -N, /3, p) e- p . 

L'energie depend maintenant explicitement de deux nombres quantiques, et en 
particulier de la valeur du moment cinetique: l'ecart au Coulombien pur a supprime 
la degenerescence "accidentelle". 
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Corriges du chapitre 20 

• Le Spln 

20.1 Constantes du mouvement en theorie de Dirac 

Trouver les commutateurs de 82 et £2 avec Ie Hamiltonien de Dirac HD . Sans faire de 
calculs, mais en argumentant intuitivement et en prenant appui sur les resultats de Sommer­
feld (Tome I, sous-section 7.3 .3), expliquer pourquoi Ie vecteur de Lenz - Runge, R (voir 
(11-19.235)), n'est plus une constante du mouvement. 

===============?L?L?L?L?L?L?L?L?L?=============== 

Sachant que 8 = ~f et comme f 2 = 14 , on a [82, HDJ = O. Jest une constante 

du mouvement ; partant de J2 = £ 2 + 82 + 2£.8, on en deduit : 

[£2, HDJ = 2 ([HD , iJ.8 + i.[HD' 8]) 

on sait que [i, HDJ = inca x ii, [f, HDJ = -2ica x ii, d'ou : 

[[i 2
, HDJ = 2inc(ii x a.8 - £.iix a) I 

i2 n'est p~ une constante du mouvement, tout comme Ie vecteur de Lenz - Runge, 
R: [R, HDJ =J O. Ceci est a rapprocher du fait que, en tMorie classique non relativiste 
(n = 0, C = (0), R fixe la direction du grand axe de l'ellipse, laquelle devient devient 
une rosette en mecanique relativiste (n = 0, c < (0), comme l'a montre Sommerfeld (voir 
Tome I, sous-section 7.3.3 et probleme 7.13 p . 139). 

20.2 Homomorphisme SU(2) --+ SO(3) 

" s'agit de construire precisement la relation entre SO(3) et SU(2), et de montrer notamment 
qu'il existe une certaine application non-biunivoque entre ces deux groupes [30]. 

541 



Mecanique quanti que 

1. Soit A I'ensemble des matrices hermitiques 2 x 2 de trace nulle et A E A. Montrer 
que A peut s'ecrire sous la forme: 

A=O,.a, (20.1) 

ou a est I'ensemble des trois matrices de Pauli et a est un certain vecteur de ~3 
donner ses composantes au (u = x , y, z) en fonction des traces Tr (Acru). 

2. En deduire que A et ~3 sont isomorphes. 

3. Ecrire la matrice A a I'aide des composantes de o'. 

4. Exprimer Ie determinant de A en fonction de 110, 112. 

5. Soit U E SU(2) que I'on peut toujours ecrire U = ei~n.O' ou n est un vecteur unitaire 
de ~3 . A U, on associe par I'application 1{ I'operation Ru, application dans A qui 
transforme A en A' suivant la definition : 

U E SU(2) ~ Ru : A !!:E... A' == Ru(A) ~ U AU-1 
; (20.2) 

montrer que A' E A . Com me A et ~3 sont isomorphes, on garde la notation Ru pour 
designer la transformation dans ~3 qui transforme1 a en a' : 

- Ru -, R (-) a-----}a = ua . (20.3) 

7. En raisonnant par continuite, montrer que DetRu = +1. 

8. En deduire que Ru E SO(3). 

9. Montrer que Ru, RU2 = RU,U2 ' ce qui etablit que 1{ est un homomorphisme. 

10. Quelle est la relation entre Ru et R-u ? 

11. L'application 1{ est-elle un isomorphisme ? 

12. On note Ru, uv la matrice de Ru telle que les composantes de a et a' satisfont : 

(20.4) 

(a) Exprimer R u ,uv sous la forme d'une trace. 

(b) Preciser ces resultats en ecrivant la matrice Ru dans Ie cas d'une rotation d'angle 
() aut~ur de Oz . 

(c) Comment se compare cette derniere matrice avec Ro z , IJ pour un moment cine­

tique J quand J = 1 ? 

lon note a' Ie vecteur tel que A' = a' .if. 
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1. Une matrice N x N peut toujours s'ecrire comme une combinaison lineaire de N 2 

matrices ei, chacune de ces dernieres n'ayant qu'un seul element non-nul, et egal 
a 1, situe au bon endroit. C'est pourquoi l'ensemble de ces matrices constitue une 
algebre, dont une base de la sous-structure d'espace vectoriel est l'ensemble des N 2 

matrices ei· 

Compte tenu de sa symetrie Mij = Mji' une mat rice hermitique ne depend en fait 
que de N + N(N - 1) = N 2 nombres reels; si elle est de trace nulle, elle est donc 
entierement fixee par N2 - 1 reels: la dimension de l'espace vectoriel de l'algebre 
vaut donc N 2 - 1. Par ailleurs, les matrices ei ci-dessus peuvent etre remplacees 
par aut ant de matrices lineairement independantes ; avec N = 2, rien n'empeche de 
prendre les 22 - 1 = 3 matrices de Pauli comme base; celles-ci etant hermitiques, 
toute matrice hermitique est une combinaison a coefficients reels. Ce choix etant 
fait, les trois degres de liberte reels d'une matrice 2 x 2 hermitique de trace nulle, A, 
peuvent donc etre consideres comme les trois composantes ax, ay, az d'un vecteur 
a E }R3 ; en definitive, on peut ecrire A = axO"x + ayO"y + ayO"z ou, de far,;on plus 
concise: 

A = a.5 . 

Les composantes au s'obtiennent en utilisant Ie fait que TtO"u = 0, 0"; = 12 et que 
Tt12 = 2 ; partant de AO"u = Lv avO"vO"u, utilisant O"uO"v = icuvwO"w, et prenant la 
trace des deux membres, on trouve immediatement : 

2. L'isomorphisme de A et de }R3 resulte immediatement de la biunivocite de l'appli­
cation A --7 a. 

3. Compte tenu de l'expression standard des trois matrices de Pauli, la mat rice A est: 

4. Le determinant de A se calcul sans peine et vaut -a~ - a~ - a~ == -llaI1 2. 

5. Avec A' ~ U AU-I, U E SU(2) (ut = U- 1), on a TtA' = n 'A et : 

si A est hermitique et de trace nulle, il en va de meme de A'. Si a I est Ie vecteur 
tel que A' = a'.5, on ecrit ainsi : 

a ~ a ' = Ru(a) , 

conservant Ie meme symbole pour l'application dans A ou son homologue dans 
l'ensemble isomorphe }R3. 
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6. On a DetA' = -lla' 11 2 
; comme DetA' = DetA, on en deduit IWII = Iiall ; Ru est 

donc une transformation orthogonale quel que soit U : Ru E 0(3) = 80(3) x Z2, 
dont Ie determinant vaut + 1 ou - 1. 

7. Lorsque () --+ 0, a' --+ a, Ru --+ 13 , limite dont Ie determinant vaut +1. Tout 
comme pour l'alternative unitaire/antiunitaire, l'existence de transformations in­
finitesimales arbitrairement proches de l'identite per'met de trancher Ie signe du 
determinant de toutes les matrices Ru. 

8. Toutes les matrices Ru ayant un determinant egal a +1, elles constituent par 
definition Ie groupe 80(3). 

R~ R~ () 9. Notant A --> A' --> A", on a A" = RUl (Ru2(A) , soit: 

etablissant que H est un homomorphisme. 

10. Avec Ru, on a A --+ A' = UAU- 1 ; avec -U, A --+ A" = (-U)A(-U- 1) = A', de 
sorte que Ru = R-u . 

11. En definitive, on a simultanement : 

'H U --> Ru , 'H 
-U --> R-u = Ru ; 

comme les deux transformations U et -U ont la meme image par H, il ne s'agit 
pas d'un isomorphisme. 

12. Par definition, la matrice de Ru a pour elements Ru,uv, soit a~ = 2::v Ru,uvav. 

(a) Comme a~ = ~Tr(A'au), on a : 

a~ = ~Tr(U AU-1au) = ~Tr(a.uaU-lau) = ~ L av Tr(UavU-1au) , 
v 

d'ou par identification: 

(b) Pour une rotation d'angle () autour de Oz, U = ei~(7z = cos ~12 + isin ~ az ; 

dans ce cas : 

en developpant, on trouve Ie second membre : 
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En examinant les differentes valeurs du couple (u, v), on trouve : 

Ru,xx = Ru,yy = cose , Ru,zz = 1 , 

Ru,xy = sine = -Ru,yx , Rxz = Rzx = Ryz = R zy = 0 , 

d'ou la matrice Ru pour une telle rotation: 

[

COS e sine 0 
- sine cos e 0 

o 0 1 1 

Le spin 

(c) Cette matrice est identique a celle de Roz ,(} pour un moment cinetique ] 
quand J = 1 puisque, pour cette valeur de J, l'espace des etats {IJ M)} est 
isomorphe a 1R3. 

20.3 Harmoniques spheriques spinorielles 

So it ] = i + 8, avec 8 = 1/2. II s'agit de trouver les vecteurs propres Ijm) de ]2, Jz a 
partir des etats Yi m , (e, ¢) ® Ims = ±~) (voir eq. (11-20.193)). 

1. Comment doit-on combiner ml et ms pour avoir la valeur propre mn pour Jz ? 

2. En deduire que la diagonalisation de ]2 s'effectue dans un espace de dimension egale 
a 2 (en preciser une base). 

3. En utilisant : 
~2 ~2 ~2 

J = L + 8 + 2Lz 8z + L+8_ + L_8+ (20.5) 

trouver la matrice de ]2 sur la base determinee precedemment. 

4. Ecrire I'equation aux valeurs propres pour ]2 et retrouver que les deux seules valeurs 
possibles de j sont I ± ~. 

5. Trouver effectivement les vecteurs propres, et comparer aux expressions ,(11-20.193). 

1. Pour avoir la valeur propre mn pour Jz , il faut prendre ml = m - ~ et ms = ~, ou 
1 1 mz = m + 2 et ms = -2' 

2. La diagonalisation de ]2 s'effectue done dans un espace de dimension 2, dont une 

base Iml, ms) est 1m -~, ~) == Yim-~ ® 1+), 1m +~, -~) == Yim+~ ® 1-)· 
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_ [1 1 1 1] 
n-2J2Yzm_~ 01+) = 1(1 + 1) + 2(2 + 1) + 2(m - 2)2 Yzm-~ 01+)+ 

jl(l + 1) - (m - ~)(m - ~ + 1) Yzm+~ 01-) , 

so it : 

n-2]2Yzm_~ 0 1+) = [l(l + 1) + ~ + m]Yzm-~ 01+)+ 

J(l + ~)2 - m2 Yzm+~ 01-) 

de me me : 

n-2]2Yzm+~ 01-) = [l(l + 1) + ~ - m]Yzm+~ 01-)+ 

j(l + ~)2 - m2 Yzm-~ 01+) 

On en deduit la matrice de ]2 sur cette base: 

[ 1(I+l)+~+m J(l+~)2-m21=[I(I+1)+~]b+[+m R] 
J(Z+~)2-m2 1(I+l)+~-m 4 R-m 

avec R ~ J(Z + ~)2 - m2. 

4. Les valeurs propres de ]2 sont l(l + 1) + i + A± ou les A± sont les valeurs propres 

de la matrice ci-dessus a droite, so it les solutions de A2 - m 2 - [(l + ~) 2 - m 2
] = 0 ; 

on retrouve bien ainsi les deux valeurs propres j = I ± ~ 

5. Pour la valeur propre j = I + ~, les coefficients A et B du vecteur propre associe 
satisfont : 

soit : 

chacune de ces fractions etant egale a une constante K que l'on obtient par nor­
malisation : K2 (21 + 1) (I + ~ - m) = 1. Finalement, Ie vecteur propre normalise 
associe a j = I + ~ est : 

l+~+m 1 21+ 1 
l+lc_ m 
~2_ 

2l+1 
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d ' l'h . " 11 yl+ ~m L A t '1 1 1 qui correspon a armomque spmone e I . e me me raval pour a va eur 
propre j = I - ~ donne, a une phase pres : 

Y; 1 - = l+~+m [ 
21 + 1 Im+,I) - _ 

l+ ~-m 
2L+ 1 

I+~+m 
21+1 1 

20.4 Limite faiblement relativiste de la densite et du 
courant 

En considerant Ie cas d'une particule libre, trouver la limite faiblement relativiste de la den site 
pet du courant]' Comparer aux expressions connues dans Ie cas non-relativiste (eq. (1-9.92)). 

Pour une particule libre, les solutions a energie positive sont : 

o 
cosh ~ 

o 
- sinh <P. 

2 

OU P = me sinh ¢, E = me2 cosh ¢, l'axe de quantification Oz etant choisi suivant l'impu1-
sion p, laquelle est une constante du mouvement, egale a Itk. Dans la limite faib1ement 
relativiste (¢ « 1), on 0 btient : 

Pour une particu1e d'he1icite positive (associee a l'etat de spin +), decrite par l1jJi~)+1 (f')), 
la densite est donc : 

et est bien une constante a O(¢2) pres. Quant au courant; = e ('l1lal'l1), i1 vaut : 
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en delaissant les termes O(¢2), il vient : 

j = c e- ik .f' 0 ~ [ ~ 

so it : 
~ [ ~ ] [ P-eik.f' ] [ ~ ] [ eik.f' ] j = c e- ik.f' 0 if 2 0 + c ~ e-ik . f' 0 if 0 . 

Les deux matrices c>x et C>y donnent une cont ribution nulle ; pour c>z, on trouve : 

[ 
~ ] [ P-eik.f' ] [ - ] [ eik.f' ] P 2 jz = c e-ik.f' 0 2 0 + c ~e- ik. f' 0 0 = c¢ = m + O(¢ ) 

p est Ie module de I'impulsion p definissant J'axe Oz, de sorte que l'on retrouve bien dans 
cette limite J = (!t), soit (en representation-q) J = -~ J 111*'\7111 d3r ; avec des conditions 

aux limites appropriees , ceci est bien egaJ a 2~ (\]i*'\7111 - 111'\7111*), comme il se doit . 

20.5 Correction de Darwin 

II s'agit de detailler Ie passage du Hamiltonien donne en (11-20 .146) a I'operateur effectif 
defini juste apres, (11-20.147). La methode consiste a trouver les corrections d'energie en 
les identifiant a leur valeur moyenne dans les etats non-relativistes. Comme on Ie verra au 
chapitre 23, ceci est la regie de base, s'agissant d'un niveau non-degenere, pour trouver les 
corrections au premier ordre en theorie des perturbations stationnaires. 

En designant par ( .. . ) une telle valeur moyenne, I'energie d'un certain etat non dege­
nere prend la forme : 

1 ~4 h? dV f) 
Err = Ec=oo - -8 3 2 (p ) - -4 2 2 ( -d !:\) + ... mc m c r ur 

(20.6) 

ou les ... designent la correction de spin-orbite. Dans la suite, on ne considere que Ie terme 
ex (~~ tr) ' dont il s'agit de montrer qu'il agit comme Ie terme de Darwin: 

fi2 

VDarwin = -8 22b.V(r) 
mc 

(20.7) 

ou b. designe Ie Laplacien et V (r ) I'energie potentielle electrostatique de I'electron dans Ie 
champ du noyau (proton) . 

1. Montrer que rV" + 2V' = O. 

2. Ecrire I'expression formelle de la valeur moyenne (~~ tr) dans un etat d'ordre zero 
(strictement non-relativiste) 'l/Jnlm(f) = Rnl(r)Yzm(B, ¢). 
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En effectuant des integrations par parties, montrer que ceUe moyenne est egale a : 
3. 

(20.8) 

Ecrire I'equation de Poisson satisfaite par Ie potentiel electrostatique du noyau, U(r), 4. 
et en deduire I'equation pour I'energie potentielle VCr). 

5. En deduire que la correction co'l'ncide avec Ie terme effectif de Darwin defini en (11-
20.254), et que, en vue d'un tel traitement perturbatif, les deux Hamiltoniens (11-
20.246) et (11-20.247) sont equivalents. 

----- ? J. ? J. ? J. ? J. ? J. ? J. ? J. ? J. ? J. ? ========= 

1. Avec VCr) = _e~2, on a V'(r) = ~, V"(r) = -2~ = -~V'(r), soit rV"+2V' = O. 

2. L'expression formelle de la valeur moyenne (~~ t,.) dans un etat d'ordre zero 
(strictement non-relativiste) Wnlm(r) = Rn1(r)Yim((}, ¢) est: 

roo dV 8 
10 r

2
dr Rnl(r)Tr 8r Rnl(r) 

posant Rnl(r) = ~Unl(r), ceci s'ecrit : 

3. L'integrale en UnIU~1 se transforme par une integration par parties en : 

comme unl(r) se comporte comme rl+l pres de l'origine et que V' ex r- 2
, Ie terme 

12 

tout integrb-est nul sauf si I = 0 j il vaut precisement -TR;I(O). Au total, la 
moyenne (~~ tr) est egale a : 

(d V 8) 1+00 

( 1 2 , 1 2 ") e
'2 

2 ( ) -- = --U IV --U IV dr--R I 0 
dr 8r 0 r n 2 n 2 n 

l'integrale est nulle puis que rV" + 2V' = 0, et il reste (~~ tT) = _e;2 R;'I(O), d'ou 

l'on deduit - 4:::~C2 (~~ tT) = 8'!;'(2R;I(0) . Comme ce terme n'est different de zero 
que si I = 0, auquel cas la partie angulaire de Wnlm(r) se reduit a Yoo = vk, on 
peut finalement ecrire : 

(20.9) 
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4. L'equation de Poisson satisfaite par Ie potentiel electrostatique U(r) du noyau est 
t.U=-..l.l eI5(r) ; comme V(r)=eU(r) et avec toujours e2=47fcoe'2, il vient: 

cO 

1i2 12 
5. La valeur moyenne (20.9) peut aussi s'ecrire 8m~c2 47f5(r)'l/!;'lm(f), expression qui, 

1i2 12 
en vertu de t.V(r) = 47fe/2 5(r), co"incide avec 8m~c2 t.V(r)'l/!;'lm(r) . 

Au total, Ie terme effectif de Darwin, defini comme 8~~C2 t. V, donne bien la merne 

correction et peut, de fac;on ad hoc, etre substitue a - 4~~C2 ~~ tr dans un Harnil_ 
tonien effectif traite en perturbation. 

20.6 Ordres de grandeur des corrections relativistes 

En I'absence de champ magnetique, la limite faiblement relativiste de I'equation de Dirac 
produit Ie Hamiltonien suivant pour l'hydrogene2 : 

OU : 

p4 ~ ~ ll,2 
Hfr=Ho--S 32+ a(r)L.S+-

S 
22t.V(r), 

m c m c 

jJ2 
Ho = 2m + V (r) , 

e'2 
V(r) = -- , 

r 

1 1 dV 
a(r) = -2 2 2 - -d ' m c r r 

(20.10) 

(20.11) 

et ou t. designe Ie Laplacien dans ~3. Dans la suite, on designe par En les energies des etats 
InLMLSMs) de la theorie non relativiste : 

me'4 a 2 13 6 
En = --- = --mc2 ~ --'-eV 

2n2 li2 2n2 n 2 
(20.12) 

a designe la consta nte de structu re fi ne (a = ~; ~ 1~7 ) ' 

Dans I'expression (20.10), Ie terme en p4 vient de la "variation de la masse" ; Ie 
dernier terme, appele terme de contact de Darwin, peut etre interprete comme une non­
localite de I'interaction noyau - electron, impliquant un petit volume de I'ordre de .A~, ou .AC 
est la longueur d'onde Compton de I'electron. Enfin, Ie terme en L.§ represente I'interaction 
spin-orbite, dont on sait qu'elle donne des corrections d'ordre a 2 relativement aux energies 
obtenues dans la limite e = +00. 

1. Par Ie theoreme du Viriel, I'energie cinetique de I'electron est du meme ordre de grandeur 
que En. En deduire que: 

28. la constante additive mc2 pres. 

p4 2 
-S 32 eva En me 
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Sachant que Ie Laplacien de r- 1 s'exprime comme suit a I'aide de la fonction de Dirac : 

~ ~ = -47rJ(T) , 
r 

(20.14) 

trouver I'expression de la valeur moyenne du terme de Darwin dans un etat atomique 
1jJ(T). 

En s'appuyant sur Ie fait que I'electron, dans un etat lie pas trop excite, est essentielle­
ment localise dans un volume d'ordre a~, quel est I'ordre de grandeur de 1"p(OW pour 
un etat 5 (L = 0) ? 

En deduire I'ordre de grandeur du terme de Darwin. Combien vaut ce terme pour un 
etat de moment cinetique orbital non-nul (L > 0) ? 

Trouver to utes les corrections des etats n= 1 et n = 2 ; identifier Ie doublet Ha dont les 
deux composantes sont separees de 0,365cm-l~10950MHz (voir Tome I, p.221). 

============= ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? ============= 

On a (8!:e 2 ) = 2~C2 (( ~) 2) ; par Ie theoreme du Viriel, l'energie cinetique de 

l'electron est du meme ordre de grandeur que En = - 2C;:2 me2, puisqu'a la limite 
non-relativiste, on a strictement egalite, au signe pres. On en deduit : 

4 1 1 2 2 _P_ rv __ E2 = __ Q me E rv Q2E 
8m3e2 2mc2 n - 2mc2 2n2 n n 

Le terme de Darwin est 8Se2 ~ V ; avec V(r) = - e~2 et ~~ = -47rJ(r'), il s'ecrit 
12n,2 --+ --+ 12!i2 2 

aussi s"m2c247rJ(r) ; sa valeur moyenne dans un etat "p(r) est done ;~2c21jJ (0). 

L'electron, dans un etat lie (pas trop excite), etant essentiellement localise dans un 
volume d'ordre a~, on en deduit l'ordre de grandeur de 1"p(OW par reference ala 
normalisation, soit 1"p(O) 12 x a5 rv 1. 

II en resulte que, pour un etat S, l'ordre de grandeur de la correction de Darwin 
est e/~/i.~ X ~, soit environ mc2Q 4 rv Q2 En puisque ao = ~. 

me ~ ~ 

Ainsi, les trois corrections "de masse", spin - orbite et de Darwin sont du meme 
ordre de grandeur, et doivent done etre simultanement considerees. 

II s'agit maintenant de trouver toutes les corrections des etats n = 1 et n = 2, afin 
d'identifier Ie doublet Ha dont les deux composantes sont separees de 0,365 cm- 1

, 

soit environ 10950 MHz (voir Tome I, p. 221). 

En ce qui concerne l'etat fondamental, la valeur moyenne de L.S est nulle puisque 
J = S =~. La fonction d'onde est 2a~3/2e-T/aO k' de sorte que Ie terme de 

Darwin donne la correction 71"e
/2

/i.
2 

4 l=lme2Q4. 2m2 c2 % 471" 2 
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n reste a calculer la correction de masse; on peut partir de : 

p4 1 ( p2 ) 2 1 ( e'2 ) 2 
8m3e2 = 2me2 2m = 2me2 Ho + -:;:- , 

d'ou la valeur moyenne dans tout etat propre 'l/Jnlm de Ho : 

p4 1 2 e~ en en 
(-8 3 2)nlm = -2 2 (Ho + 2"" + Ho- + -HO)nlm , me me r r r 

soit, puisque 'l/Jnlm est propre de Ho : 

( p4 ) 1 (2 14 ( 1 ) 12 ( 1 ) ) -8 3 2 nlm = -2 2 En + e 2" nlm + 2Ene - nlm me ~ r r 
12 

Par Ie theoreme du Viriel, _( er )nlm = 2En , d'ou: 

( p4 1 ( 2 14 1) ) 
-8 3 2 )nlm = -2 2 - 3En + e (2" nlm me me r 

en particulier pour Ie fondamental 'l/J100 : 

( p4) 1 ( 2 14 1) ) -8 3 2 100 = -2 2 - 3E1 + e (2" 100 me me r 

Par ailleurs, on a : 

4 
Au total, on obtient (8;<3 c2 hoo = ~ex4me2, donnant pour l'energie fondamentale : 

1 2 ( ex
2

) 2 E12S = - -ex 1 + - me 
1 /2 2 4 

en accord avec l'expression obtenue en developpant en ex2 l'expression deduite de 
la theorie de Dirac (voir eq. (II-20.219)). 

Calculons maintenant l'ensemble des corrections pour les etats n = 2, en nombre 
egal a 2(2)2 = 8, tous degeneres dans la theori non-relativi.'te, en rai on l1otam­
ment de la degenerescence accidentelle du champ Coulombien. Le t rme d Darwin 
donne une correction non-nulle seul ment pour I'Hat ""200. donI. la parti radiale 
est R20 = 2(2ao)-3/2(1- 2: Je- rli, 'orre 'tion egale a ~,~~~: (2a:)a/l~ = fG0!4 mc2, 

En ce qui concerne Ie terme en p4, on a : 

l'element de matrice est: 

( 1 1+00 

2 4 1 ( r)2 - 2-"- 1 2 2 2 'l/J2001-1'l/J200) = r dr --- 1- - e 2no = -(ex me ) 
r2 0 (2aO)3 r2 2ao 4e'4 ' 
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"L-) _ 13 4 2 d ou (8m3c2 200 - 128(X me . 

La correction de spin-orbite etant nuUe pour l'etat S, Ie deplacement total de l'etat 
d ( 1 13) 4 2 _ 5 4 2 d' ' . 28 est onc 16 - 128 (X me - -128(X me, ou. 

1 2 ( 50'2) 2 
E22S = - -a 1 + - me 

1/2 8 16 

C'est aussi ce que donne Ie developpement de l'expression (II-20.219) en puissances 
de 0'2 : 

Pour l'etat 2P, il n'y a pas de correction de Darwin; Ie terme en p4 est scalaire et 
a maintenant pour moyenne : 

l'integrale radiale est: 

Avec: 

(R 1
1 I ) 1 1+00 

2d r2 - 2.....L 1 1 21 - R21 = -- r r -e 2"0 - = --
r2 24a5 0 aa r2 12(£6 

t ( p4) _ 1 4 2 ( 3 1 ) _ 7 4 2 on rouve 8m3c2 21m - 20' me - 64 + 12 - 384 a me . 

La correction de spin-orbite n'est pas nuUe pour la variete 2P ; elle s'obtient en 
ecrivant d'abord L.§ = ~(J2 - £2 - §2), et en raisonnant d'emblee avec les etats 

propres de (J2, Jz , £2, §2), que l'on forme selon la methode habitueUe. J prend 
ses valeurs entre L - S et L + S, soit J = ~,~. La composante de l'etat de 

plus haute multipli ite J = ~ est 1 sew vecteur ayant M ~ m + ms = ~, soit 
R21Y'l1 €I I + ~). Toutes les composantes M =-~, .'" +~ dOnnCJlt la m€nne valetu' 

moyenn pOUI' 1 peratetu: calaire £.S, qu ron p ut calculer jllstemcnt avec la­
comp sante M = ~ ci-dessu D defu1itivc la correction d spin-orbite pour Ie 
multiplet J = ~ est: 

1 1 d V - - e'2 1 n2 3 3 1 1 
( 2m2e2 -;'cir L.S )J=3/2 = 2m2e2 (R21Ir3IR21) 2["2("2+1)-1(1+1)-"2("2+1)] 

l'integrale radiale est : 

(R I 1 IR) 1 1+00 
2d r2 -2.....L 1 1 21 - 21 = -- r r -e 2"0 - = --

r3 24a5 0 aa r3 24a5' 

et finalement : 
1 1 dV - - 1 4 2 

(----L.S)J-3/2 = -a me 
2m2e2 r dr - 96 
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L'ensemble des corrections pour l'etat 12P 3/ 2 vaut done ( - 3~4 + g16)a4me2 soit 
1 4 2 d' " t d - 128 a me, ou, a ce or re : 

1 4 2 D.E12p = --a me 
3/2 128 

a
2 

( a
2

) E 12p = -- 1 + - me2 

3/2 8 16 

Pour calculer la correction de spin-orbite pour l'autre multiplet, J = ~, il suffit de 
determiner l'une de ses composantes, par exemple celle ayant M = +~, On peut 
l'obtenir comme Ie vecteur orthogonal a la composante M = ~ du multiplet J =: ~, 
qui s'ecrit immediatement en faisant agir L = L_ + S_ sur R21 Yll 01 + ~) == 1 ~ ~) ; 
on a d'une part: 

1 J3 3 3 3 31 31 LR21 Yn 01 + -) = It -( - + 1) - -( - -1) 1--) = nV3 I--) 
2 2 2 2 2 22 22 

d'autre part : 

. /1 1 1 1 1 ltV 2(2 + 1) - 2(2 -1) R21 Yn 01- 2) 

= n( V2R21 YlO @ 1 +~) + R21 Yn 01- ~)) , 

On en deduit IJ = ~, M = ~) = ~(J2R21YlO 0 1 +~) + R21 Yll 0 1- ~) et, par 

orthogonalite, Ie vecteur 1 J = ~, M = ~) (a une phase pres) : 

11 1 ( 1 1) 1- -) = - V2R21 Y10 0 1 + -) - R21 Yll 01--) 
2' 2 J3 2 2 

La valeur moyenne de l'interaction spin-orbite dans cet etat est: 

e
/2 

1 [( 1 1)] L, § [( 1 1 )] 2m2e2 3" R21 V2Y100(+21-Y1l0(-2 1--;=31 R21 V2Y1001+2)-Y1l01-2) ; 

L'operateur L.§ donne Ie facteur ~2 [H~ + 1) - 1(1 + 1) - H~ + 1)] = -n2
, 

Les termes croises sont nuls par orthogonalite sur les spins, et il reste Ie facteur 
(( v'2)2 + 12) (R21Ir-3IR21) = 3 21ag' Finalement, la correction de spin-or bite 

Pour Ie multiplet J = 1 vaut e
/2 

1 (-n2 ) 3 a 4me2 = - .l..a4 me2 de sorte 
2 2m2c2 3 24ag 48' 

que l'ensemble des corrections relativistes a cet ordre vaut (- 3~4 - 4
1
8 )a4 mc2 soit 

-1~8a4me2, qui se trouve etre strictement egal au deplacement de l'etat 22S1/ 2 , 

En definitive: 

a
2 

( 5a
2

) E 12p = - - 1 + - mc2 
1 /2 8 16 
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n = 2 : 

n = 1 : 
(X2 2 

--me 
2 

16t.E 

Figure 20.1: Corrections relativistes des deux premiers niveaux de l'hydrogene. 6.E 
est l'energie 1~8 a4mc2 ~ 1,132 X 10-5 eV, soit 1~ ~ 9,131 X 10-2 em-I, ou encore 6: ~ 2737 MHz. Les deux fieches vertic ales symbolisent les points d'arrivee des deux 
transitions donnant lieu au doublet Ha (n = 3 ---* n = 2), dont les composantes sont 
separees de 46.E environ, soit 0, 365 em-I . Les deux niveaux 12P 1/ 2 et 12 P 3/ 2 sont aussi 
les points de depart du doublet de Lyman La , dans l'UV, correspondant a la transition 
n = 2 ---* n = 1. Le trait fin au-dessus du couple (2281/ 2 , 12P 1/ 2 ) rappelle que les cor­
rections radiatives levent la degenerescence (voir Tome II, p. 899). 

La figure 20 .1 resume scMmatiquement ces resultats . Rappelons que la degene­
rescence 225 1/ 2 , 12 Pl / 2 est levee par le corredion raclla.tivesprov q uant Ie Lamb 
shift, Ie niveau 2251/ 2 s'elevant au-dessus de 12 P1/ 2 de 1 060 1\lliz environ (voir 
Tome II, p . 899). Par ailleurs, on note 1a. dck roissa.nc toute naturelle des corrections 
quand n augmente. 

20.7 Mesure de l'anomalie magnetique de l'electron 

Le moment magnetique de I'electron (charge e, masse m), [1, est relie a son spin § par: 

(20.15) 

Alors que la theorie de Dirac donne ge = 2, I'experience montre que ge :::: 2 ; pour cette 
raison, on pose ge = 2(1 + a), de sorte que: 

e - -[1=(1+a)-5=')'5, 
m 

(20.16) 

ou ')' est Ie facteur gyromagnetique de I'electron. a est petit devant I'unite, de I'ordre de la 
constante de structure fine a ; plus precisement, on sait que: 
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II s'agit de voir comment I'e~ude de la dynamique de I'electron en presence d'un champ 
magnetique uniforme et statique B parallele a I'axe Oz permet de determiner I'anomalie Q. 

On introduira la pulsation-cyclotron w definie comme : 

eB 
W=­

m 

1. (a) Comment s'exprime la vitesse v de I'electron en fonction de if et A? 
(b) Le Hamiltonien de I'electron est: 

H = _l_(if - eA)2 - ,,(BSz 2m 

Interpreter les differents termes. 

(20.18) 

(20.19) 

(c) r designant Ie rayon-vecteur de I'electron, on choisit Ie potentiel-vecteur comme 
suit: 

(20.20) 

Ecrire les composantes de A. 
(d) Calculer les commutateurs des composantes de la vitesse entre elles, ainsi que Ie 

commutateur [v, v2
]. 

(e) En deduire I'equation de Heisenberg3 pour les trois composantes de v. Montrer 
que I'equation du mouvement de la vitesse v peut se mettre sous la forme: 

dv ~ - ==. (. x B) dt 

Que sont • et .? Decrire Ie mouvement de v. 
(f) Reprendre les points de la question precedente pour Ie spin 5. 
(g) Que serait Ie mouvement conjoint de vet S si a etait nul? 

(20.21) 

2. Les resultats precedents conduisent a s'interesser a la quantite S.v, qui sera it constante 
dans Ie temps si a etait nul. Quelle est, avec a i= 0, I'equation de Heisenberg pour 
5.v? 

3. Cette derniere equation fait apparaltre Ie produit vectoriel S x v. Un calcul simple 
montre que: 

d ~ e ~ ~ ~ ~ ~~ 
-d (S x v) = - [a(S.v) B - (1 + a)(B.v) S + (B.S) v] 

t m 
(20.22) 

En deduire une equation differentielle du second ordre pour 5.v. 
4. En remarquant que Szvz est une constante du mouvement, en deduire que, pour un 

etat initial donne, la valeur moyenne de S.v est donnee par: 

(S.v)(t) = A + C cos(awt + ¢) , (20.23) 
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Figure 20.2: Oscillation de (s.v) en fonction du temps en J-LS (figure extraite de l'article 
de Wilkinson et Crane [31]). 

ou A et C sont des constantes ici sans interet. 

5. La mesure de la quantite (S.v) montre qu'elle oscille a la periode T ~ 3 J-Ls (voir 
la figure 20.2). Calculer numeriquement a pour B = 0,0094 T et com parer avec la 
prevision theorique exprimee par (20.17). 

1. (a) Avec un potentiel scalaire nul, Ie Lagrangien est L = ~mv2 + eXv, donnant 

Ie moment conjugue j! ~ ~~ = mv + eA, d'ou la vitesse v de l'electron 

v = ~ (j! - eA). 

(b) Le terme 2~ (j! - eA)2 est l'energie cinetique ~mv2 ; -,,(BSz est Ie couplage 

magnetique entre Ie champ et Ie moment magnetique intrinseque j1 = -"(S. 
• -+ 1 -+ --I -+ 1 1 

(c) Avec Ie ChOlX A = "2 B x r, on a A = (-"2By, "2Bx, 0). 

(d) On a [vx, vy] = ~2 [p",+~By, py-~Bx] = in~~ ; tous les autres commutateurs 
sont visiblement nuls : 

[ ~2] 2' fM v"', v = I-Vy 
m 

[ ~2] .fM vy , v = -21-Vx m 

(e) Comme suggere dans l'enonce, on sous-entend l'indice H dans la representation 
de Heisenberg des observables. Les equations de Heisenberg pour v sont : 

."dvx [ 1 ~2 BS] .".. ."dvy [ 1 ~2 BS] ." .. In-
d 

= v"" -mv -"( z = lrWJVy ,In-
d 

= vY ' -mv -"( z = -lrWJVx 
t 2 t 2 

3Pour simplifier les notations, on pourra omettre l'indice H dans la notation des observables dans 
I'image (ou point de vue) de Heisenberg. 
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·"dv - [ 1 -2 8S ] - 0 ·t· et enfin IItTt - vz'imv -, z - , SOl . 

I Vx = WVy , 

ce que l'on peut ecrire vectoriellement : 

I dv - - - B e - 8-1 cit = W v x ez = w v x B == ;;.V x 

ou l'on reconnai't la version quantique de m ~f = F. C'est une equation gyro­
scopique: /lvll est une constante ; la derivee de vest perpendiculaire a v et 
B: v precesse autour du champ a la pulsation Iwl. 

(f) L\~quation de Heisenberg pour Ie spin est: 

. dS - 1 -2 -lli-
d 

= [S , -2mv - , 8Sz ] = -,8[S,Sz] , 
t 

d'ou iliSx = -,8 ( -iliSy), iliSy = -,8 (+iliSx ), iliSz = 0, avec, = (1 + a);';" 
, 8 = w(l + a), soit : 

dS - - B e - -
- = w(l + a) S x ez = w(l + a) S x - == (1 + a)-S x 8 
ill 8 m 

(g) Si a etait nul, les deux vecteurs tourneraient "en bloc" autour du champ, 
gardallt notamment entre eux un angl constant. 
On remarque pal' ailleurs que 1 dYl1amiqu s des vecteurs vet S sont decou­
plee J'un d 1 autre, en raison du fait que H t une somme de deux opera­
teurs agi sant chacull exclusivement ·ur 1 un d s deux types de degres de 
ti erte ; la presence d lill champ inhomogene 8(f), ou une masse e.f[: ctive 
d6p · ndant du spiu4 introduirait un couplage xplicite spin - espace. lei, les 
operat ursv ·t (dans l'image de Heisenberg) commutellt done it. out instant, 
ce qui justifie notarrunent d'u1;iliser (sans complications r latives it l'orclre des 
factem ) 1 formulas habitnelles de "analyse vectorielle (comm ceU elu dou­
ble produit vectoriel, voir ci-dessolls). 

2. L'equation de Heisenberg pour S.v est : 

d'ou fts.v = ~f.v + S. ~f = ;';,(1 + a)(S x B) .iJ + ;';,S.(v x B). Comme: 

(S x B).v = S.(B x iJ) = - S.(v x B) = -(S x v).B = -B.(S x v) , 
411 peut s'agir par exemple d'un electron dans une bande d'energie fortement dispersee, en presence 

d'un champ magnetique intense. Un tel electron situe au niveau de Fermi possede une masse effective 
dependant de la valeur i ou 1 de son spin. 
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il vient : 

(20.24) 

3. Compte tenu des equations du mouvement pour S et 71, on a : 

En utilisant la formule (0 x iT) x W = (W.O) iT - (V.W) 0, on obtient la for mule 
donnee dans l'enonce : 

d ~ e ~ ~ ~ ~ ~~ 
dt (S x 71) = m [a(S.71) B - (1 + a)(B.71) S + (B .S) 71l 

Derivant (20.24) membre a membre : 

d2 _ e2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
-d 2 S.71 = --2 aBo [a(S.71) B - (1 + a)(B.71) S + (B.S) 71l , 

t m 

qui donne apres developpement : 

d2 ~ ~ 2 ~ ~ 2 
dt2"S.v = -(aw) S.v + (aw) Szvz 

4. Comme Set 71 ont un mouvement de precession, Ie produit Szvz est une constante 
du mouvement ; l'equation differentielle precedente s'explicite en : 

et donne Sxvx + SyVy = A cos awt + B sin awt, OU A et B sont des operateurs jouant 
Ie r6le de constantes d'integration. Prenant la valeur moyenne sur un etat initial 
quelconque prescrit, on obtient une expression du type: 

I (S.71) = C + A cos(awt + 4» I 

5. On a al~6 T = 2n ; la mesure de la periode T ~ 3 J-Ls permet de calculer nume­
riquement a. Avec B = 0,0094 T, on a : 

a = 2nm ~ 2n x 9 x 10-
31 ~ 1 2 X 10- 3 

lelBT - 1,6 X 10- 19 X 9,4 X 10- 3 X 3 X 10- 6 - , 

valeur qui est assez proche de 2~ ~ 1, 16 X 10-3 . 
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20.8 Transformation de Foldy - Wouthuysen 

La transformation de Foldy - Wouthuysen [32] est une methode systematique pour, partant 
de I'equation de Dirac, engendrer les corrections relativistes sous forme d ' un developpement 
en puissances (entieres) du petit parametre vic. II s 'agit ici simplement de comprendre Ie 
principe de cette approche, et aussi de se familiariser un peu avec I'algebre des matrices 0: et 
(3 de Dirac; pour plus de details, on peut consulter [50], section XX-V. 

Partant de HDlw ) = Elw), ou HD est defini en (11-20 .147), la methode consiste a 
poser Iw') ~ Ulw), ou U est une certaine transformation, pour ecrire I'equation aux vecteurs 
propres sous la forme: 

Hblw') = Elw') I 

1. On choisit : 
n ~ (3a .p 

- 2mc I 

(20.25) 

(20.26) 

ou 0: et (3 sont les operateurs de Dirac, et ou p est Ie moment conjugue. Montrer que 
U est une transformation unitaire. 

2. Montrer que U s'ecrit : 
U = uo(p) 14 + u(p) (3O:.p I (20.27) 

ou uo(p) et u(P) sont des fonctions a determiner (p ~ Ilpll). Utiliser cette forme pour 
verifier que uut = UtU = 14 . 

3 . Montrer que si B et A anticommutent, on a Be-A = eA B. Dans ces condifibns, 
com bien vaut eA B e- A 7 

4. Montrer que (3&p anticommute avec (3mcz + cQ.p. 

5. En deduire que ((3mcz + c&p)' = ezn ((3mcz + c&p). 

6. Ecrire ((3mcz + c&p)' en forme lineaire de (3 et &p. 

7. En utilisant Ie developpement (1-13 .204) (Tome I, p.468), obtenir les trois premiers 

termes de V' ~ UVUt . 

8. En deduire, a cet ordre, Ie Hamiltonien transforme Hb, et y reconnaitre Ie terme de 
Darwin. 

? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . 

1 A U d ef n r. d ef fJiX f! d.H \ (3 ~ ~ 
. vee = e I H = z"';c = /\ a. ,P, on a : 

------- --------- --------------

{Hi ·fi t (~) t ii .p /J /Jfi · fi 
Ut = (e 2me ) = e 2me = e 2"'e = e - 2me I 

la derniere egalite venant de 0:(3 = -(3& L'operateur a. droite est visiblement U- 1 
I 

de sorte que la transformation U est unitaire. 
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En ecrivant les matrices 4 x 4 par blocs 2 x 2, la representation standard est: 

{3 = [ ~2 0 ] a= [~ ~ ] - 12 
, , 

d'ou: 

{3a = [ ~ ] {3a.p= [ B/] 
0 0 

-B , -B.p 

et done: 

({3a.p)2 = [ 
0 ~ ~r [ -~12 0 

] = -p214 . 
(J".p 

-B.p 0 = -p212 

On en deduit ({3a.p)2n = (-1)np2n14 et ({3a.p)2n+l = (_1)np2n {3a.p. En de­

veloppant l'exponentielle e~ et en separant les termes pairs et impairs: 

~ = [~ (_1)n (_1 )2n ~2n] 1 [~( -1)n (_1 )2n+l_2n] a- ~ 
e f::o (2n)! 2me p 4 + f::o (2n + 1)! 2me p fJOI.·p, 

ce que l'on peut ecrire formellement comme : 

U P 1 1. p f.l~­
= cos -2- 4 + - sm -2- fJa.p 

me p me 
(20.28) 

ou p = ..fjf2 == llpll. On a ainsi uo(p) = cos~, u(p) = ~ sin~. Avec cette 
expression : 

uut ( p 1 1 . p a - ~) ( p 1 1 . p ~ ~ a) = cos -- 4 + - sm --fJOI. ·p cos -- 4 + -sm - - a·pfJ 
2me p 2me 2me p 2me 

Dans Ie developpement, les termes croises se compensent puisque {3a + a{3 = O. Les 
termes carres sont : 

cos2 2
P 

14 + ~ sin2 2
P ({3a.p) (a.P/3) 

me p me 

Ie produit d'operateurs vaut : 

et comme {32 = 14, que les au anticommutent et que 01.; = 14 , la somme de droite 
vaut p214, d'ou UUt = cos2 2::'c 14 + ;2 sin2 2::'c p214 = 14. 

3. Si B et A anticommutent, on a : 

- A ( 1 2) 1 2 1 Be = B 1-A+2"A + ... = B-BA+2"BA + ... = B+BA-2"ABA+ ... = 

1 2 A 
B+BA+2"AB+ ... =e B 

Dans ces conditions, eA B e- A = eA eA B = e2A B. 
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4. On a: 

( (./ 2 - -) (./ - - 2 - - - - (./ - - 2 - - - - - - (./ /Jmc + ca.p /Ja.p = mc a.p + ca.p /Ja .p = mc a.p - ca.p a.p /J , 

(3a.'p({3mc2 + ca.'p) = -a.p{3({3mc2 + ca.p) = -mc2a.p- ca.p{3a.p= 

-mc2a.p + ca.pa.p{3 , 

d'ou {{3mc2 + ca.p, {3 a.p} = o. 
5. Ce dernier resultat , et celui etabli en 3, permettent d'ecrire : 

f!.§.1. ((./ 2 _ _) f!.§.1. f!.§.1. ( (./ 2 _ _) e 2",e /Jmc + ca.p e- 2mc = e me /Jmc + ca .p 

6. Compte tenu de ce qui precede et de (20.28) (avec m -> ~), on a : 

f!.§.1. ((./ 2 - -) - f!.§.1. ( p 1 1. p (./ - -) ((./ 2 - -) e 2", c /Jmc + ca.p e 2mc = cos - 4 + - sm - /Ja .p /Jmc + ca.p 
mc p mc 

apres developpement et usage des relations entre {3 et a, on trouve : 

({3mc2 + Ca.p)1 = ( cos 2AP + ~ sin 2AP) {3mc2 + ( cos 2AP - ~ sin 2AP) ca.p 

(20.29) 

avec toujours A = 2';:te ; cette expression donne bien ce qu'il faut dans la limite 
A = 0, qui correspond a U = 14 . 

7. Le potentiel transforme est VI ~ uvut = el1 Ve- l1 ; en utilisant Ie developpement 
el1Ve- l1 = V + [.11, V] + ~ [.11, [.11, V]] + ... , on obtient ; 

VI = V + A[{3a.p, V] + A~ [,Ba.p, [{3a.p, V]] + ... 
2. 

comme {3 commute avec les operateurs purement orbitaux, on a ; 

[,Ba.p, V] = {3[a.p, V] = {3( -in)(VV).a == {3p.aV , 

[[{3a.p, [{3a.p, V]] = [{3a.p, {3a.pV] = {3a.ff{3a.pV - {3a.pV (3a.p= 

-a.p a.pV + a.pV a.p = a.p(V, a.p] = a.p a[V, p] = a( - inV) a( +inVV) , 

soit [[{3a.p, [{3a.p, V]] = n2 b. V 14 . Le developpement de VI commence comme suit : 

I VI = V - inAVV.{3a + ~n2b.V 14 + .. ·1 (20.30) 
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Le Hamiltonien transforme Hb s'obtient en additionnant Ie second membre de 8. 
(20.29) avec I'expression (20.30), so it : 

I ( P P. P)f3 2 ( P me. P) --H = cos- + -sm- me + cos- - -sm- eIY..p+ 
D mc mc mc me p me 

in. _ n.2 

V - -2 -VV.f3ii+ -8 2 2..6.V1 4 + ... 
me m c 

Si l'on s'en tient a cet ordre pour VI, il convient alors de redevelopper la premiere 
ligne avant de la faire agir sur Ie vecteur trans forme a quatre composantes 11J!/) ; 
Ie calcul est quelque peu laborieux, et restitue tres exactement la limite faiblement 
relativiste obtenue par d'autres moyens (voir Tome II, section 20.7). Quoi qu'il en 
soit, on reconnait dans Ie troisieme terme du potentiel transforme ['expression du 
terme de Darwin. 

20.9 Zitter bewegung 

Le terme Zitterbewegung designe un mouvement de tremblement; I'effet est une consequence 
immediate de I'existence des etats d'energie negative de la theorie de Dirac. Interprete his­
toriquement par Schrodinger comme une interference entre les deux classes d'etats d'energies 
positives et negatives, cet effet doit etre considere comme un artefact sans signification 
physique, et comme un symptome de plus des difficultes insurmontables de la theorie tant 
qu'elle est interpretee comme une theorie a une particule. 

Dans la suite, on raisonne avec une particule libre, decrite par I'equation de Dirac: 

in. :t 11J!(r, t)) = HD 11J!(f', t)) , (20.31 ) 

ou HD est defini en (11-20.146). Le cas echeant, on se placera dans la representation standard 
ou les operateurs ii et f3 sont representes par les matrices donnees en (11-20.145). 

1. Soit A une observable quelconque, et soit A(t) sa representation dans Ie point de vue 
de Heisenberg (voir Tome I, sous-section 14.1.2) ; ecrire I'equation de Heisenberg pour 
A(t). 

2. En particulier, montrer que la representation de Heisenberg de la position, f'(t), obeit 
a I'equation : 

d _( ) _ 
d{ t = CIY. . (20.32) 

3. Ecrire de meme I'equation pour ii(t), et la mettre sous la forme : 

d _() 2i (- -H) -IY. t = - CP -IY. D 
dt Ii 

(20.33) 
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4. Integrer cette equation en posant a(t) = cHi/if + a(t). 

5. En deduire I'expression de r(t) ; 

- () _ c
2
if inc ( cfJ -) 1 (1- e- ~HDt) I r t =r+-t+- ---a - " 

HD 2 HD HD 
(20.34) 

qui est aussi ; 
_ _ c2if inc _ ~ 1 
r (t) = r + - t + - [a(t) - a] - . 

HD 2 HD 
(20.35) 

6. Dans toute la suite, on decompose I'etat initial a quatre composantes, IWo(r)), sous 
la forme C+lw+(r)) + C-Iw-(r)), OU les IW ±(r)) sont des vecteurs normalises 
appartenant respectivement aux deux sous-espaces d'energies positives et negatives, 
representant chacun un paquet d'ondes construit sur les etats propres de HD . 

(a) Expliquer pourquoi (w±lifl w=r= ) = O. 

(b) On pose f'o ~ (WoIr' IWo), w ~ (Wol* Iwo) et ; 

(20.36) 

Montrer que la valeur moyenne de la coordonnee est donnee par ; 

(r)(t) = ro + w ct + d(t) . (20.37) 

7. Comment se simplifie I'expression precedente dans Ie cas OU I'etat initial ne contient que 
des etats d'energie positive (resp. negative), soit si C_ = 0 (resp . C+ = 0) ? Analyser 
sommairement ce resultat . 

8. On suppose au contraire que IC+C-I =1= 0 ; expliquer pourquoi la position moyenne 
effectue des oscillations tres rapides autour d'une trajectoire moyenne semblable a celie 
obtenue dans la question precedente - c'est Ie Zitterbewegung, consequence directe de 
I'interference entre les etats d'energie positive et negative. 

9. Dans Ie cas ou les etats /w±) ont des energies (moyennes) voisines de ±mc2 , justifier 
qualitativement que I'on puisse alors ecrire ; . 

(20.38) 

oU AC est la longueur d'onde Compton de la particule ; expliquer pourquoi I'amplitude 
de ces oscillations tres rapides est tres petite devant la largeur 6.r du paquet d'ondes. 
Estimer la frequence II des oscillations de Zitterbewegung. 

1. L'equation de Heisenberg pour A(t) est in ftA(t) = [A(t), HD] ' 
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2. En particulier, pour la position, r(t), on a : 

in :/(t) = [r(t), mc2{3 + c&P] = c&[r(t), PJ , 

avec [u, Pv] = ilic5uv , on trouve : 

d ~( ) ~ dt t = ca 

3. De meme, l'equation de Heisenberg pour a(t) est: 

ili:ta(t) = [a(t), mc2{3+ ca.p] , 

soit: 

Le spin 

ifid~u = [au, mc2,B] + c 2:)au, avpv] = 2mc2 au{3 + c L(1 - c5uv ) 2auavpv = 
v v 

-2puc + 2au(mc2{3 + c L avpv) , 
v 

d'ou: 

d ~() 2i (~ ~H) -a t = - cp-a D 
dt fi 

4. L'equation differentielle pour a est a coefficients constants puisque les operateurs 
pet HD sont des constantes du mouvement ; il convient toutefois de bien respecter 
l'ordre des facteurs contenant des operateurs. 

Posant a(t) = cHn1p+a(t), l'equation pour a(t) est fta(t) = -~?1fID' qui s'integre 
comme avec des fonctions numeriques puisque HD est independant du temps, don­
nant o'(t) = 0,(0) e-~Hot. Avec a(O) = a(O) - cHn1p, on trouve finalement : 

I a(t) = cHn1p+ (a - cHn1p) e-~Hot I 
ou encore: 

~(t) ~- (~ H-l~) ( -"£Hot 1) a -a- a-c D p e" - . 

5. Compte tenu de ce resultat, l'equation pour r(t) se met sous la forme : 

d ~(t) 2H-1 ~+ (~ H-1~) -~Hot dt r = c D P c a - c D p e 

une simple integration membre a membre donne: 

qui s'ecrit aussi : 
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6. (a) (w±iP'iw'f) = 0, puisque P' commute avec HD· 

(b) Suivant la prescription de Heisenberg, la valeur moyenne a l'instant t d'une 
observable s'obtient en calculant la valeur moyenne de son image de Heisenberg 
dans l'etat initial prescrit ; on a donc ici : 

comme P' est purement diagonal vis-a-vis des deux sous-espaces d'energie posi­
tive et negative, il vient : 

(f)(t) = fa + ctw + i~C L C;Ce , (Wei [5(t) - 5] ;D Iwe,) 
c,c' 

Compte tenu de l'expression de 5(t) - 5, on a : 

soit, puis que Iwe ,) est propre de HD : 

5(t) - 5 etant forcement hermitique, tous ses elements diagonaux sont reels; 
l'operateur en sandwich a droite l'est aussi puisque HD et p commutent. 
L'expression ci-dessus, a priori complexe, montre ainsi que les mments dia­
gonaux de 5(t) - 5 sont en fait nuls, et que cet operateur est purement non­
diagonal entre les etats d'energie positive et negative. Des lors, la moyenne 
de la position se simplifie en : 

7. Avec C_ = 0, on a (f)(t) = fa + ctw, decrivant une particule libre de vitesse cwo 

8. On suppose maintenant que IC+C-I -=1= 0, de sorte que l'etat initial est effectivement 
une certaine combinaison lineaire de deux etats d'energies positive et negative. 
Dans ces conditions, la quantite l(t) est: 

Dans cette valeur moyenne apparaissent des termes oscillants aux deux energies 
Eo ; comme pour toute combinaison lineaire d'etats stationnaires, les observables 
qui ne sont pas des constantes du mouvement vont contenir des termes oscillants 
a la frequence de Bohr correspondante - c'est Ie Zitterbewegung, qui apparait bien 
comme une consequence directe de l'interference entre les etats d'energie positive 
et negative. 
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g. Avec Ec '::::' Emc2, il vient: 

d(t) '" 2
i11C 

2 L C;C-c - 1 Ncl [e+ ';tmc2tae+ ';tmc2t - a] Iw -c) = 
me E 

o 

inc L C*C ( + 2;' mc
2

t ) - - - E -0 e" -1 2me2 c 
c 

prenant C;C- c E lR pour simplifier, il vient : 

- 11 ( + 2;< 2t ) d(t) '::::' - C;C- o 'J e Tmc - 1 
me 

Ainsi, dans Ie cas ou les et ats Iw±) ont des energies voisines de ±me2
, et sachant 

que les coefficients sont d 'ordre 1, on a : 

oU AC est la longueur d'onde Compton de la particule. Pour un electron, la 
frequence d 'oscillation est v = 27r 2rr;.c

2 

'::::' 2,5 X 1020 Hz. Comme l'energie de la 
particule est voisine de me2

, sa vitesse est petite devant e, done la dispersion 6.p 
du paquet d 'ondes est forcement tres petite devant me ; il en resulte que sa largeur 
spatiale 6.r '" 11/ 6.p est tres grande devant ":;C '" AC : l'amplitude des oscillations 
de Zitterbewegung est done "noyee" dans la largeur du paquet d'ondes. 

20.10 Puits carre en theorie de Dirac 

Soit a resoudre I'equation de Dirac pour une particule de masse m dans un puits de potentiel 
spherique de profondeur - Vo (Va> 0) et de rayon a. Afin d'eviter les difficultes liees aux 
etats d'energie negative, si problematiques, on s'interesse uniquement aux etats propres (lies) 
d'energie E comprise entre me2 et m e2 - Vo, supposant de surcroit que la profondeur du 
puits est plutot petite devant me2

. On pose: 

E = mc2 cos¢ , V(r ) = m e2v(r) , Vo = me2 Vo , ¢ElR. (20 .39) 

On note F (r) et G(r) les fonctions radiales a determiner (voir Tome II, section 20 .6, et 
notamment (11-20.213)) . Des rappels utiles concernant les fonctions de Bessel sont donnes 
en fin d' enonce, qu' il convient de consulter au fil de I'elaboration de la solution. 

Par ailleurs, q E Z* note toujours la valeur propre de I'operateur Q defini en (11-
20.206) ; il est rappele que q = ± (j + ~) , ou j designe ici un demi-entier posit if, associe a 
la valeur propre de J2 On pourra poser : 

(20.40) 

A quelle grandeur physique connue la quantite A est-elle reliee ? 
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1. En utilisant Ie fait que V(r) est constant par morceaux, eli miner la fonction G(r) POUr 

obtenir une equation differentielle du second ordre n'impliquant que la fonction F(r) . 

2. Ecrire explicitement cette equation dans les deux regions r < a et r > a. 

3. Region interieure 

(a) En posant p = kar, F(r) = F(p), montrer que I'equation pour F(r) se ramene 
a I'equation spherique de Bessel. Identifier Ie parametre ka en fonction de Va et 
de ¢ ; montrer qu'il est reel, et peut donc etre pris positif dans la suite. 

(b) Utiliser la condition aux limites en r = 0 pour montrer que la solution F(r) est 
de la forme Ajlq (p) ou lq E N depend d u signe de q. 

(c) En deduire la fonction G(r). 

(d) Identifier les grandes et les petites composantes. 

4. Region exterieure 

(a) Montrer que I'equation pour F(r) se ramene a I'equation spherique de Bessel en 
posant cette fois p = ikr, F(r) = F(p), avec k > O. 

(b) En deduire que la solution F(r) implique essentiellement la fonction de Bessel 
modifiee K I/ (kr) , ou I'indice v depend du signe de q. 

(c) En deduire la fonction G(r) pour r > a. 

5. Ecrire la condition de raccordement en r = a. 

6. Expliciter cette condition dans Ie cas des etats 5 (l = 0), so it q = 1. 

7. Expliquer comment elle permet de trouver les valeurs de I'energie. 

8. Trouver la valeur minimum de Va qui permet de lier une particule de masse m, et 
comparer au traitement non-relativiste (voir (11-19.106)). 

9. Expliquer comment, partant de ces resultats, on peut tres rapidement obtenir les etats 
spheriques d'une particule libre dans ]R3, equivalents relativistes des etats decrits dans 
la section 19.1.3 du Tome II. 

Rappels sur les fonctions de Bessel 

On a deja rencontre ici et la les fonctions de Bessel (voir notamment chapitre 19). Les 
elements suivants sont utiles pour Ie probleme, certains etant repetes pour la seule commodite, 
ce qui ne dispense pas de consulter un ouvrage traitant plus particulierement de ces fonctions 
et de leurs proprietes - I'ouvrage de Watson [16] est un grand classique. 

1. L'equation spherique de Bessel est ; 

f"(z)+~!'(z)+ [1_1(l~1)]f(z)=0 
z z 

(l EN) . (20.41) 
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Elle possede deux solutions lineairement independantes, Ie plus souvent notees j l (z) et 
YI(Z) , qui sont reliees aux fonctions de Bessel JI/(z) : 

2. La fonction J,Az) admet Ie developpement en serie : 

( Z) 1/ ( - 1) n (Z) 2n 
JI/(z) = 2 L n!f (n + 1 + 1/) 2 ' 

nEJ\! 

ou fest la fonction d'Euler de deuxieme espece. 

3. Les fonctions jl(Z) et Yl(Z ) peuvent s'obtenir a partir des relations suivantes : 

1(1 d) lsinZ j l(Z) = (-z) -- -, 
Z dz Z ( )

1 
l I d cosz 

YI(Z) = -(- z) - - - . 
Z dz Z 

(20.42) 

(20.43) 

(20.44) 

4. Les fonctions de Bessel modifiees apparaissent naturellement quand partant d'un ar­
gument reel x, on est contraint d'introduire des fonctions du genre J I/(ix) ; on definit 
deux classes de fonctions de Bessel modifiees : 

I ( ) ~ ._1/ J (. ) 
1/ X- I I/ IX , (20.45) 

Ces fonctions ont pour comportement a I'infini : 

(x -7 +00) (20.46) 

Quand 1/ = n + ~ (n E N), la fonction KI/ a Ie developpement : 

K () [7r -x ~ (n+k) ! ( )- 1. 
n+! X = V 2; e 20 k!(n _ k)! 2z (20.47) 

5. ZI/(z) designant une fonction de Bessel quelconque, elle satisfait (notamment) la rela-
tion suivante : 

(20 .48) 

Il s'agit de trouver les etats selon Dirac pour un puits de potentiel spMrique 
de profondeur -Va (Va> 0) et de rayon a, d'energie E comprise ent re ±mc2 

j avec 
E = mc2 coscp, l'angle cp est done reel. On pose par ailleurs V(r) = mc2v(r), Va = mc2 Va . 
A ~ ~ est 21 AC, AC etant la longueur d 'onde Compton de la par ticule. me 7r 
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1. Les fonctions radiales F(r) et G(r) it. determiner satisfont : 

liC(-~:rr-~)] [F(r)] =E[ F(r)] 
V(r) - mc2 G(r) G(r) (20.49) 

Dans les notations introduites ci-dessus, ces deux equations coup lees s'ecrivent : 

[ 
. 2 ¢] q + 1 vCr) + 2sm - F(r) - >.G'(r) - >.--G(r) = 0 , 

2 r 

[v(r) - 2cos2 ~]G(1') + >.F'(r) - >. q -1 F(r) = 0 ; 
2 r 

lasecondeequationdonneG(r) = () A 2'" [-F'(r)+9.=lF(r)]. Commev(r) est 
v r -2 cos "2 r 

constant par morceaux, sa derivee est presque partout nulle : en derivant l'egalite 
precedente et en reportant les expressions de G(r) et G'(r) dans l'equation de F(r), 
on trouve I'equation differentielle du second ordre n 'impliquant que la fonction 
F(r) : 

, 2 [q(l - q) 1 ( )] F' (r) + -:;:F'(r) + r2 + >.Z v2(r) - 2v(r) cos¢ - sin2 ¢ F(r) = 0 

(20.50) 

2. Cette equation prend les formes suivantes suivant que r < a et r > a : 
( 

r < a : F" (r) + ~ F' (r) + [q(l r~ q) + :2 (v3 + 2vo cos ¢ - sin2 ¢ ) ] F(r) = 0 

r>a: F//(r)+~F'(r)+ [q(lr~q) - :2sin2¢]F(r)=0 . 

3. Region interieure 

(a) En posant p = kor, F(r) = F(p), on a F'(r) = koF'(p), etc. Pour obtenir une 
equation de Bessel, il faut que Ie terme additif constant du crochet en facteur 
de F(p) soit egal it. 1, ce qui conduit au choix : 

k3= :2 (v3+2vocos ¢-sin2¢) = >.~[(vo+cos¢)2- 1] 

des lors , l'equation pour F(p) prend la forme: 

F//(p) + ~P'(p) + [1- q(q -l)]p(p) = 0 
p p2 

Dans les variables physiques, on a k5 = (n~)2 [(Vo + E)2 - (mc2)2] ; compte 

t enu de I'hypothese mc2 - Vo < E < mc2, k5 est positif ; ko est donc reel, et 
peut etre choisi positif : 

I ko = ~ J(Vo + E)2 - (mC2)2 1 
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(b) On fait maintenant reference a l'equation spMrique de Bessel donnee dans Ie 
texte: 

f"( Z) + ~f'(z) + [1- l(l~ l)]f(Z) = 0 (l EN) . 

Si q ?': 1, l'identification donne q - 1 = 1 : F(p) est donc une combinaison 
lineaire de jq-l(p) et de Yq-l(p) ; si q < 1, q(q -1) = (-q)(-q + 1) , F(p) est 
une combinaison lineaire de j_q(p) et de Y_q(p). Com me q = ±(j + ~), ou5 j 

est Ie nombre quantique assode au moment cinetique total J = L + 5, on peut 
reunir les deux possibilites en ecrivant F(p) sous la forme d'une combinaison 
lineaire, pour l'instant ar·bitraire, de jj_ ~ (p) et de Yj_ ~ (p), ou c ~ sgn q. 

D'apres les indications du texte, jl(z) se comporte comme z i pres de z = 0, 
cependant que dans les memes conditions YI (z) ex: z-(l+l) ; la fonction Yj_ ~ (p) 
se comportant comme p-U- ~ +l), dont l'exposant est toujours negatif, elle 
doit etre ex clue afin de pouvoir satisfaire la condition aux limites pour P(p) 
en r = 0. Il en resulte que, quand r < a, la fonction F(p) se reduit a Ajlq (p) 
ou lq = q - 1 = j - ~ si q > 0, lq = -q = j + ~ si q < 0 ; dans tous les cas, 
lq = j - ~ EN, q = c(j + ~) : 

r<a : F(r)=A}j_~(kor)=AJ k7r JJ,+L~(kor) 
2 2 or 2 2 

ou A est une constante pour l'instant arbitraire. 

(c) Posant de meme G(r) = G(p), on a G(p) = Aka 21. [ - P'(p) + 9..=.!.P(p)], 
-va - 2 cos 2 P 

soit : 

- AkoA [., c(j+~)-l. ] 
G(p) = - 2 2 P. - Jj- ~ (p) + ]j-~(p) ; 

Vo + COS 2 P 

on a: 

soit : 

., ( ) 1 . () . () I + ~ . () . () I + 1 . ( ) Jl Z = --JI Z +JI-1 Z - --JI Z =JI-1 Z - --JI Z 
2z z z 

Le crochet figurant dans l'expression de G(p) vaut ainsi : 

j - f. + 1 c(j + 1. ) - 1 
-}j-L1(p) + 2 }j_ ~(p) + 2 }j_~(p) = 

2 P 2 P 2 

~(c_+_1:..::...)j jj_§. (p) _ jj-~ - l(p) 
P 2 

5Le respect des notations traditionnelles conduit ici a un risque de confusion. On saura distinguer la 
[onction jl du nombre quantique j ... 
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cette derniere expression vaut jj+~ si c = +1, -Jj-~ si c = -1, d'ou, pour 
r<a: 

cAkOA . €AkOA ~ 
G(r) = - + 2 21:. Jj+~(kar) = - + 2 2 ¢ 2k r Jj+~+~(kar) 

Vo cos 2 Va cos 2' a 

(d) Dans la limite non relativiste, ka tend vers zero. La fonction G(r) etant pro­
portionnelle aka, elle apparait bien comme associee aux petites composantes, 
comme il se doit. 

4. Region exterieure 

(a) Dans la region exterieure, Ie terme constant dans l'equation differentielle pour 
F(r) est visiblement negatif. Afin de faire apparaitre Ie signe contraire, on 
pose maintenant p = ikr, F(r) = F(p), on a : 

F'(r) = ikP'(p) , F"(r) = _k2PII(p) , 

d'ou l'equation pour P : 

PII(p) + ~P'(p) + [Sin2 ¢ _ (q -l)q]p(p) = 0 
p k2)...2 p2 

Pour retrouver une equation de Bessel, il faut choisir s~~:f 
exemple: 

I k = ~ = ~J(mc2)2 - E2 1 

auquel cas l'equation pour Fest: 

1, soit par 

La fonction P est done a nouveau une combinaison lineaire arbitraire de jlq (p) 
et de Ylq(p), avec lq = q - 1 = j - ~ si q > 0, lq = -q = j + ~ si q < 0, 
soit lq = j - ~, comme precedemment. S'agissant de la region exterieure, r 
est borne inferieurement et il n'y a pas lieu d'eliminer la fonction Ylq(p). En 
revanche, il faut que la combinaison lineaire tende vers zero a l'infini (etats 
lies, done normalisables). 

(b) Avec les definitions rappelees dans Ie texte, on trouve : 

('k) .j_.!i.+l (7rI (k ) Yj-~ 1 r = 1 2 V 2:k; - (j+~l+~ r 

Chaque fonction 11/ diverge exponentiellement a !'infini j il faut done prendre 
la bonne combinaison lineaire qui tend vers zero quand r -) +00, soit celIe qui 
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construit la fonction Kv . En definitive, les fonctions propres dans la region 
r > a sont de la forme : 

au Best une constante pour l'instant arbitraire. 

(c) Dans la region exterieure, G(r) = --2 -\ '" [ - F'(r) + t:{J+!) - 1 F(r)] ; avec 
cos "2 r 

l'expression ci-dessus de F(r), la derivation donne: 

BA ~[1 , G(r) = - <l -2k -2 KJ+Ldkr) - kK+L~(kr)+ 2 cos2 r r 2 2 J 2 2 
2 

c(j + 1.) - 1 ] 
--.=...2--KJ+L ~ (kr) 

r 2 2 

Apres usage de zZ~(z) + vZv(z) = ZZII-l(Z), on trouve : 

5. Comme l'equation matricielle differentielle est du premier ordre, la seule condition 
de raccordement en r = a consiste a ecrire la continuite des fonctions F(r) et G(r), 
soit : 

A V2k'ir JJ+Ldkaa) = BV 'irk KJ+Ldka) , aa 2 2 2 a 2 2 

cAka A ~ cAkB ff - --I+l+« kaa)=- -K+l+« ka) 
Va + 2 cos2 ~ 2kaa J 2" 2" 2 cos2 ~ 2ka J 2" 2" 

On elimine maintenant les canst antes A et B en faisant Ie rapport membre a mem­
bre: 

2 ¢ JJ+Ldka a) 2 ¢ ka KJ+L~(ka) 
(va + 2 cos -) 2 2 = 2 cos _ _ 2 2 

2 JJ+!+~ (kaa) 2 k KJ+~+~ (ka) 

6. Pour les etats S (j = ~), c = +1 ; l'equation de raccordement est alors : 

( 
21.) J1/ 2(kaa) _ 21. ka Kl/2(ka) 

vo+2cos 2 J
3

/ 2(koa)-2cos 2k K
3

/ 2(ka)' 

au encore: 

k v(E+Vo)L(mc2)2 
avec !"Q.k = .j . En report ant les expressions connues des fonctions de 

(mc2 )2_E2 

Bessel ci-dessus : 

2 sin koa 2 ka e- ka 

(Va + E + me ) . k = (E + me ) -k ( 1) k ' 
~ - cos k a 1 + - e- a 

koa 0 ka 

(20 .51) 
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avec ko = ic VeE + VO)2 - (mc2)2, k = ic J(mc2)2 - E2, et mc2 - Va < E < mc2. 

En definitive, la condition de raccordement pour les etats S peut se mettre sous les 
formes suivantes : 

ou: 

E + Vo + mc2 koa sin koa ----------------= E + Vo - mc2 sin koa - koa cos koa 

mc2 + E ka 
mc2 - E ka+ 1 

(1 + ka) sin koa E + mc2 

~~----~--~~ = ----------~ 
sin koa - koa cos koa E + Vo + mc2 

me a = 20 
n 

~o -2 =0,5 
me 

(20.52) 

Figure 20.3: Illustration graphique de 1' -quati n (20.52) cl rUlant les energies propres 
liees E E [mc2 - Vo, mc2 ], pour deux valeur. du parametr n~a. L'abscisse maximum 
est 1,0, correspondant au seuil d'energie maximum pour 1 s tats lies. 

7. QueUe que soit la forme retenue, la condition de raccordement traduit l'annulation 
d'une certaine fonction de l'energie, cI>(E), puisque k et ko sont des fonctions de 
E. Les seules valeurs possibles de E correspondent donc aux zeros de la fonction 
cI>(E) , suivant Ie scenario habituel de la Mecanique quantique, que I'on soit dans 
un cadre relativiste ou non. 

La figure 20.3 montre les graphes des deux membres de (20.52) pour deux valeurs 
contrastees du parametre X ~ m~a, et pour une valeur donnee de la profondeur 

du puits. A Vo donne, Ie nombre de solutions est d'autant plus eleve que Ie rayon 
du puits a est grand devant la longueur d'onde Compton. 

8. Quand la profondeur du puits decroit, a a donne, Ie nombre de solutions en fait 
aut ant ; toutes les energies se rapprochent par au-dessous de mc2 , les etats excites 
disparaissant les uns apres les autres. Vient un moment ou il n'existe qu'un seul 
etat, qui fin it par disparaitre a son tour pour une certaine valeur Vo<, situation 
ou la valeur mc2 est la seule et unique solution de I'equation donnant les valeurs 
propres ; alors, k = 0 et la forme (20.51) de l'equation fix ant E devient : 

2 sinkoa 2 
(VO + 2mc ) . k = (2mc ) koa , 

8m ad _ COS k a 
koa 0 
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avec ko < = Ii~ JVOd Vo< + 2mc2
), soit : 

La valeur-seuil du parametre ~< ~ ko<a est donc fixee par la plus petite valeur 
satisfaisant l'egalite6 : 

sin~ 2 
(20.53) 

sin~ - ~ cos~ 

En tra<iant Ie graphe des deux membres, on voit que ~< est une fonction monotone 
croissante de m~a' partant de ~ et tendant vel" 1r e i1 en va. rl m ~m pour ko< 
et de Vo <. En presence d'effets relativistes, il faut don un puits plv.. profond pour 
pieger une particule de masse donnee ; a l' llvers : Ie ffcts relativistes peuvent 
depieger une particule faiblement liee. 

La limite non-relativiste correspond a c = 00 et donne ~< = ~, soit Vo< = ;~~~, en 
conformite avec l'inegalite (19.106). A l'autre extremite, m~a = 00, on a ~< = 1f, 

't Vi lie SOl 0 < = 1f -;;:. 

On remarque la commutation des deux limites non-quantique/non-relativiste, puis­
que l'on obtient la me me egalite (20.53) quel que soit l'ordre dans lequel on pose 
It = 0 et c = +00. 

sin~ 

Figure 20.4: Illustration graphique de l'egalite (20.53) fixant la valeur de ~<. Le point 
d'intersection se deplace de Avers B quand m~a varie de 0 (limite nOll relativiste et/ou 
paricule tres massive) a +00 (particule tres legere) . 

9. Pour obtenir les etats spheriques d'une particule libre dans JR3, il faut d'une part 
considerer les etats non-lies, d'autre part faire tendre Va vers zero. On peut ainsi 
poser maintenant E = mc2 cosh </>, ce qui revient a changer ¢ en i¢ dans (20.50), 

6Vo< ~f J(mc2)2 + (¥~d2 . 
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et a y faire v = 0 : 

F"(r ) + ~F'(r) + [q(lr~ q) + ~ sinh2 ¢] F(r) = 0 (20.54) 

Posant p = kr, F(r) = Pep), on a : 

F"() ~F'() [Sinh
2 

¢ _ q(q -l)]p( ) = 0 
p + p p + k2 A 2 p2 P 

Pour retomber sur l'equation spherique de Bessel, il suffit de poser7 : 

Pep) est alors, quel que soit p, une combinai on lineair d · fonctions jq-l et Yq-l 

si q ?: 1, des fonctions j _q et Y_q si q < 1. POUl' les memes raisons qu'auparavant , 
la fonction de type Y ne convient pas ; la [ouction radial F(?') ,t ainsi : 

la fonction G(r) est maintenant : 

C:AkA JE - me2 ffr G(r) = - 2!p' jj+ ,- (kr) = -c:A E 2 -2k Jj+!+dkr) 
2 cosh 2 2 + me r 2 2 

Le doublet [ ~~~j ] est l'equivalent relativiste des etats spheriques d'une particule 

libre dans IR3 , decrits dans la section 19.1.3. 

Comme ici E2 = (me2 )2 + (nke)2, la grande racine carree en facteur de G(r) est 

~(me2)2 +(likC)2-me2 ; dans la limite non relativiste, like « me2 , la fonction G(r) 
(me2)2 +(like)2+me2 

tend bien vers zero (petites composantes). Quant a la fonction F(r), elle restitue 
bien les fonctions spheriques jl obtenues en theorie non-relativiste. 

20.11 Paquet d'ondes gaussien de Dirac 

Partant des solutions en ondes planes pour une particule libre, on forme un paquet d'ondes 
avec les solutions d'energie positive, parametree suivant E = me2 cosh ¢, et d'helicite positive 

I'l/J~)+l(r)), dont I'expression est donnee en (11-20.181) : 

1\lI(f')) = l A(k)I'l/J~)+l(r))dk (20.55) 

7La particule etant maintenant libre, on a E = y'(mc2 )2 + p 2c2 j I'egalite suivante montre que k 
n'est autre que t, OU p est Ie module de I'impulsion p, laquelle est une constante du mouvement. 
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Dans toute la suite, on ne considere que des vecteurs k paralleles a la constante du mouvement 
~ de module p = me sinh ¢ et definisant I'axe Oz : k = Is. p, k E lR ; des lors, on considere 
p, d' d 'd' . I P Ie paquet on es unl Imenslonne : 

[ 

cosh ~ 1 1 eikz 0 
1iJ!(z)) = rn= r A(k) y'cOs'ii'¢ . h ¢ dk 

V 27f Iff{ cosh ¢ sm 2' 
o 

(20.56) 

On choisit une enveloppe A(k) gaussienne : 

(20.57) 

1. Normaliser 1iJ!(r)) en trouvant la constante Ao . 

2. La valeur moyenne d'une observable n, (n), est egale a fJR(iJ!( z)lnIII(z)) dz ; ecrire 
I'expression formelle de ceUe moyenne. 

3. Montrer que la valeur moyenne de la coordonnee est : 

(z) = i 1 A*(k)A'(k) dk (20.58) 

(on utilisera la relation fIR zeikzdz = -2im5'(k)). Com bien vaut (z ) avec I'enveloppe 
gaussienne ? 

4. Etablir I'egalite : 

(20.59) 

5. Trouver les valeurs moyennes dans I'etat 1iJ!(r)) : 

(a) de la matrice a z (I'exprimer en fonction de ¢) en deduire la moyenne de la 
composante suivant Oz de la vitesse v ; 

(b) de I'impulsion p ; 

(c) du carre de I'energie, (E 2 ) . 

6. En deduire I'ecart quadratique de I'impulsion, D..p2. 

7. Quel est I'ecart quadratique D.. z2 de la coordonnee Ie long de Oz ? 

8. Combien vaut Ie produit D.. z D..p ? 

9. Quelle est I'expression formelle de I'etat a I'instant t, 1iJ!(z , t)), quand 1iJ!(z)) est choisi 
comme etat initial? Sans faire de calcul, expliquer pourquoi , dans la limite non­
relativiste, 1iJ!(z, t)) redonne Ie paquet d'ondes gaussien d'une particule de spin +h 2 
se depla<;:ant a la vitesse nko/m et dont la largeur est D..z (t) = D.. z2 + (D..p/m )2t2. 
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10. Toujours sans faire de calcul, confirmer ce dernier resultat en analysant I'expression de 
la densite p(x, t) dans la limite c ~ +00. 

1. La normalisation du paquet d'ondes : 

\Ii z = _1_ dk A k c
ikz 

0 2 

[

CO'h t£. ] 

I ()) v'2iC f. ( ) v'COSli1 s;~. t 

s'ecrit JZEIR(\Ii(z)I\Ii(z)) dz = 1, soit : 

1 1 1 A*(k)A(k') i(k' - k)z 
dz dk dk' e [ cosh ~ 

zEIR kEIR k'EIR 271"y'cosh¢cosh¢' [ 

cosh ~ ] 
o sinh ~ 0] . 0 4>' 

smh"2 
o 

= 1 , 

ou ¢ == ¢(k), ¢' == ¢(k'). L'integrale sur z donne 271"o(k' - k), d'ou : 

[ 

cosh ~ ] 
A*(k)A(k) 1>. 1>. 0 1 dk h ¢ [cosh 2 0 sinh 2 0] . h 1>. 

kElR cos sm 2 

o 
= 1 , 

(k-k )2 

soit JkEIR dk IA(kW = 1 j avec A(k) = Ao e-~ , on obtient : 

lAo = (271"~k2)-1/41 

2. La valeur moyenne d'une observable D, (D), a pour expression: 

dz dk dk' A*(k)A(k')e-
ikz 

[cosh ~ 0 sinh ~ 0] Deik'z 0, . 
[ 

cosh~ ] 

. L.1E.LER 2'';005hfc05h41 Sin~~ 

3. La valeur moyenne de la coordonnee est: 

[ 

cosh ~ ] 
r dk r dk' :*(k~A(k')h ' [ cosh ~ 0 sinh ~ 0] . 0 4>' J(k' - k) J kER J k' EIR 271" cos ¢ cos ¢ smh "2 

o 
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OU J(k) ~ J ZEIR zeikz dz = -itk J zEIR eikz dz = -2i1rJ'(k). Le report dans (z) donne 
une integrale double du genre: 

d'ou: 

-2in r dk r dk' F*(k)F(k')J'(k' - k) = 
} kEIR } k' EIR 

-2in r dk r dk" F*(k)F(k + kl)J'(k") = 2in r dkF*(k)F'(k) 
} kEIR } k" EIR } kEIR 

1 A" (/r) 
(z) = i dk v'CoSIi¢ [ cosh t 0 

kER cos [

cosh f 1 
. I !! 0 8 A(k) 0 
In 1 2 ] 8k Jcosh¢ in61 t 

La derivation en k produit deux termes ; Ie premier est: 

A*(k)A'(k) [ h!! 
cosh¢ cos 2 o sinh ~ 0] . °h 4> = A*(k)A'(k) 

[ 

cosh ~ 1 
sm 2" 

o 

Le second s'ecrit : 

A (k)A(k) (_ sinh¢ [cosh'" '" ~ 0 sinh ~ 0] JCOsfi4i 2 cosh3/ 2 ¢ 2 

1 [ 1!. !!] ---'1/-2 - cosh 2 0 sinh 2 0 
cosh ¢ 

. .. sinh ¢ ! sinh 4> . 
Ie premIer prodUlt scaialre donne - 2 cosh1/ 2 ¢' Ie second est + cosh1/ 2 ¢ , leur somme 
etant nulle, il reste : 

(z) = i L dk A*(k)A'(k) 

expression qui se comprend bien puisque, en representation-p, la coordonnee est 
associee a l'observable +intp et que p = nk. Avec l'enveloppe gaussienne ci-dessus, 
paire en k - ko , la derivee A' est une fonction impaire, entralnant (z) = O. 

4. Le paquet d'ondes analyse s 'ecrit aussi : 
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mettant en evidence que la fonction <I>(p) ~ A(pjl'i) est la representation-p du 
paquet d'ondes. 

La valeur moyenne de x2 peut ainsi s'obtenir comme celle de l'operateur (il'it
p

)2 ; 
apres une integration par parties, on obtient : 

(20.60) 

5. (a) La valeur moyenne de a z est: 

(a
z

) = J dz r dk r dk' A*(k)A(k')ei(k'-k~Z [ cosh ~ 0 sinh ~ 0] >< 
zEIR J kEIR J k/ EIR 27ry/cosh¢cosh¢ 

L'integrale sur z donne 27r8(k' - k), d'ou : 

et : 

(a z ) = 1 dk IA(kh)~ [ cosh ~ 0 sinh ~ 0] °h cf> 

[ 

sinh ~ j 
kEIR cos 'I-' eos "2 

(az ) = r dk IA(kW tanh¢(k) 
Jk EIR 

o 

La vitesse vest la derivee itr, egale a ca, comme Ie montre l'equation de 
Heisenberg pour r ; il vient done : 

(k - k )2 

1 I1kIA(k)j2 c 1 l1ke-~ 
V z = c dk = dk . 

kEIlt j(J1k)2 + (mc)2 .j27rD.k2 kEIR J(I1k)2 + (mc)2 

Cette integrale ne s'exprime pas a l'aide de fonetions elementaires ; si ko et 
D.k sont petits devant "'"he, on a : 

c 1 11k (k-k O/ fiko 
V z ~ ~ - e- 26.k dk = - « c ; 

27r D.k2 kEIR me m 

e'est la limite non-relativiste. Au contraire, si ko » "'"he (cas ultra-relativiste) : 

V z ~ e - 26.k dk = c . c 1 (k - k oj2 

Y/27rD.k2 kEIR 
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(b) La moyenne de l'impulsion p --t -ititz est: 

r dz r dkl dk' A (k)ACk')e-
ih [cosh~ 0 sinh~ 0] x 

lZE'Iit lkE'Iit k'E'Iit 21Tvcoshcp 0 htP' 

[

cosh % 1 
tiki eik' z . 0, ; 

smh~ 
o 

apres integration sur z, il vient : 

1 dk fikIA(k)12 [ cosh P. 0 
kE'Iit cosh tP 2 [ COSh~ 1 

sinh ~ 0] . °h 1!. = 1 fikIA(k)1 2 
dk , 

sm 2 kE'Iit 

o 

qui donne immediatement : 

(c) La moyenne du carre de l'energie, (E2) a pour expression: 

r dz r dk r dk' A*(k)A(k')e-
ikz 

[cosh P. 0 sinh P. 0] X 

l ZE'Iit lkE'Iit lk'ER 21TvcoshtPcoshtP' 2 2 

sinh ~ 0] cosh
2 

tP [ '~'~! 1 = 
smh 2 

o 

(mc2)2 r dkIA(k)12 cosfi2-tP .­
l kE'Iit 

En reportant la forme gaussienne de A(k), on obtient (Xo = ~) : 

d'ou: 
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6. Part ant de (E2) = (p2)C2 + m2c4 , on obtient (p2) 
surprise !) h~cart-type du moment conjugue : 

7. D'apres les resultats precedents, en particulier l'egalite (20.60), l'ecart quadratique 
~Z2 se calcule comme avec un simple paquet d'ondes non-relativiste d'enveloppe 
A(k), qui donne ~Z2 = 4ik2 ' 

8. Le produit ~z ~p vaut done fi~k x 2lk = ~. 

9. Avec Iw(z)) comme etat initial, l'etat a l'instant test: 

1 1 ei(kz-m;;.2tcoSh<!» 
11lF(Z, t)) = tn= dk A(k) ~ 

v 27r IR cosh ¢ [ 

cos; ~ ] 

sinh 1. . 
2 

o 

On sait que la limite non-relativiste correspond a ¢ = 0 ; mettant en facteur la 
phase temporelle correspondant a l'energie propre mc2 , il vient : 

. mc2 t 'k' mc
2

t ( h A. 1) 
e- I -~- 1 e l Ze- ' ---,;- cos '1'-

11lF(Z, t)) =..;?:ff dk A(k) ~ 
27r IR cosh ¢ [

COS; ¥ ] . 
sinh ~ , 

o 
a cette phase inessentielle pres, la limite ¢ ----> 0 donne: 

ceci redonne Ie paquet d'ondes gaussien d'une particule de spin +fi/2 se deplac;ant a 
la vitesse Ma/m et dont la largeur caracteristique est ~z(t) ; = J ~z2 + (~p/m)2t2. 

10. La densite est p(z, t) = (1lF(z, t)lw(z, t)), soit : 

1. 1. 
A*(k)A(k')ei(k' - k)ze-imlt(cOSh¢' - COSh¢) 

dk dk' x 
kEIR k ' EIR 27r vi cosh ¢ cosh ¢' 

[ 

cosh ~ 

[ cosh ¥ 0 sinh ~ 0] . 0 ,/,' 
smh~ 

o 
] 

Le produit des matrices est cosh P~¢' ) d'ou : 

1 1. 1. -i~t(cosh¢'-cosh<!» ¢ + "" 
p(z, t) = - dk dk' A*(k)A(k')ei(k'-k)z e cosh -2-'1-'-

27r kEIR k' EIR vi cosh ¢ cosh ¢' 
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Dans la limite C --t +00, on obtient : 

p</>=o(z, t) = ~ r dk r dk' A*(k)A(k')ei(k'-k)ze- i2:';, (k '2 _k2
)t 

27r JkEilt Jk'Eilt 

qui, en tant que transformee de Fourier d'une gaussienne, est une gaussienne, 
s'elargissant au cours du temps comme indique ci-dessus. 
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corriges du chapitre 21 

Illustration des postuLats 
de La Mecanique quantique 

21.1 Traitement phenomenologique d'un atome it 
trois niveaux 

50it un atome a trois niveaux, Ig), 1m) et Ie) ; Ig) est I'etat fondamental, 1m) un etat excite 
metastable dont la desexcitation radiative vers Ie fondamental a une probabilite tres faible, 
que I'on neglige dans la suite. Ie) est un etat fortement couple au fondamental par echange 
de photons avec I'exterieur ; pour fixer les idees, I'ordre des energies est Eg < Em < Ee. 
La fuite radiative a partir de Ie) vers Ie fonda mental est representee effectivement par une 
partie imaginaire - ififc/2 ajoutee formellement a l'energie de I'etat Ie) (ra > 0) ; 'ie ~ f;l 
est la duree de vie purement radiative de I'etat Ie}. Cette introduction effective est la fa~on 
la plus elementaire d'eliminer les autres degres de liberte et constitue I'image la plus triviale 
de la sommation (trace partielle), dans des situations plus complexes, sur des degres de 
liberte n'agissant plus qu'en coulisse. Dans la suite, on considere done exclusivement les 
deux niveaux 1m} et Ie) , supposes satisfaire les equations suivantes : 

(21.1 ) 

L'atome, initialement dans I'etat 1m}, est perturbe par un champ externe (semi-c1assique) 
harmonique resonnant represente par I'operatl~url V(t) : 

(21.2) 

lLe champ e:xler icur donnanL lieu au coup!age Vet) avec !'atome est resonnant, puisqu' j] oscille 
precisemenl a 1110 pulsation de Bah .. We - W m de !'atome. 
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Le vecteur d'etat dans Ie secteur (1m), Ie)) admet la decomposition : 

IW(t) ) = am (t) e- iwmtlm) + ae(t)e-iwetle) (21.3) 

On peut convenir que la largeur r e est fixee (physiquement, c'est une caracteristique intrit1_ 

seque de I'etat excite) ; n mesurant Ie couplage avec Ie champ exterieur, A ~ n / r e est 
finalement Ie seul para metre du probleme, 

1. Ecrire I'equation de Schrodinger (effective) pour les coefficients am (t ) et ae(t). 

2. Comment varient am(t) et ae(t) au tout debut du mouvement (t « n-l, r ; l). 

3. Que represente la difference 1- (lam(tW + lae(t )12) 'V t ? 

4. Utiliser la transformation de Laplace pour integrer Ie systeme. 

5. Dans la situation de couplage fort (,X, » 1) : 

(a) Ecrire les expressions approchees de am(t ) et ae(t ), et des probabilites Pm (t ) et 
Pe(t ) de trouver respectivement I'atome dans les etats 1m) et Ie) . 

(b) A quelle frequence s'effectue I'oscillation ? 

(c) Combien vaut approximativement la somme lam (t)12 + lae(tW ? Tracer sa varia­
tion en fonction du temps; observer I'existence de petits paliers. 

6. Dans la situation de couplage faible (A « 1) : 

(a) Ecrire les expressions approchees de am(t) et ae(t), et des probabilites Pm (t ) et 
Pe(t). 

(b) Comment varie cette fois la population de I'etat fondamental Ig) ? 

(c) Identifier la duree de vie effective de I'etat 1m). 

7. Quel est Ie sens physique de Teff,m ~ Jo+oo Pm(t) dt? Trouver I'expression de Teff,m, 
et en donner les formes approchees dans les deux cas A « 1 et ,X, » 1. 

======= ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ;, ? ====== ======== 

1. Le vecteur d 'etat dans Ie secteur (1 m), Ie)) admet la decomposition: 

IW(t)) = am(t )e- iwmtl m) + ae (t )e-iwetle) ; 

avec H at 1m) = ll.wm lm), Hat le) = n(we - iIf ) Ie), l'equation de Schrodinger effective 
pour les coefficients s '{~crit : 

(21.4) 

les conditions initiales et ant am(O) = 1, ae(O) = o. r e est clairement l'inverse de la 
duree de vie radiative de l'etat excite Ie) : si n = 0 et si l'atome part de cet etat , 
la probabilite de I'y trouver a l'inst ant t est lae(t )l2, soit e- r et . 
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Ces equations montrent que pour t « n-1, f;l, arn(t) ~ 1-(nt)2 et ae(t) ~ -int: 
2· am(t) s'eloigne relativement lentement de sa valeur initiale. 

3 La difference 1 - (lam (t)i2 + lae(t)i2) est egale a lag (t)i2 : c'est la probabilite de 
. tro llver l'atome au fondamental. 

4. De fa<;on generale, on note F(z ) ~ ftJO 
J(t) dt == £[J](z) la transformation de 

Laplace; on sait que £[f'](z) = zF(z) - J(O). Cela etant, Ie systeme (21.4) se 
transforme en : 

(21.5) 

Le systeme differentiel est devenu un systeme algebrique, qui se resout immedia­
tement: 

in 
Ae (z) = - -z2"'--+-;~"2 -z-+- n-2 

z+~ 
A (z) - 2 

rn - Z2 + !f Z + n2 

L'inversion se fait en decomposant les fractions rationnelles en elements simples et 
en utilisant £-1 z';zo = e- zot ; avec Zo = -~fe ± in, n = (n2 - f;/16)1/2, on 
trouve ainsi : 

Ces expressions sont valides quels que soient n et f e, en considerant (par exemple, 
mais c'est Ie plus naturel !) la branche de la fonction racine carree qui prend des 
valeurs reelles positives sur Ie demi-axe reel positif, et en utilisant sin ix = i sinh x, 
cosix = coshx, etc. 

Bien evidemment, lam (t)i2 + lae (t)i2 ~ 1 \:f t, l'ecart a 1 representant la population 
lae (t) 12 de l'etat fondamental Ig), evacue une fois pour toutes du formalisme. On 
peut convenir que la largeur f e est fixee (physiquement, c'est une caracteristique 
intrinseque de l'etat excite) ; n mesurant Ie couplage avec Ie champ exterieur, 

A ~ n/fe est finalement Ie seul parametre du probleme : la situation de couplage 
faible correspond a A « 1, celle de couplage fort a l'inegalite contraire. 

5. On analyse d'abord la situation de couplage fort A » 1 (fig. 21.1 a gauche). En 
pareil cas, n = n(l - 16\2 ?/2 ~ n(l - 32\2) ~ n . 

(a) Les expressions approcMes de am(t) et ae(t) sont : 

l'atome effectue un va-et-vient sous-amorti de l'etat 1m) a l'etat Ie) a la pul­
sation ~ n. 
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(b) L'oscillation a lieu a la pulsation mesurant l'interaction avec Ie champ (os­
cillation de Rabi, ici am ortie), nullement a l'une des fn§quences propres du 
systeme. En termes de probabilites, on a : 

d 'oll, notamment ftJO Pm(t) dt ~ r ; 1 : Ie ouplag tres fort englobe Ie cl tlx 
etats Ie) et 1m) dans une entite uniqu , dont Ie d :clin radiatif est elltH~r men!; 
dli a l'etat Ie), avec la constant , d temps iJ Lrinsequ de c t etat. 

(c) Dans ces conditions, la somme lam (t)12 + !ae (t)j2 est voisine de c- rot/2 , a des 
ondulations pres, donnant une descente pr' entant d . p tits palien; dus alL"'( 

corrections en 0 (.>. -2). 

1,0 1,0 

0.8 0,8 I 
I A = 31 I A = 0,1 1 

0,6 0,6 

0,4 0,4 

i 
0,2 

j 

j 0,2 

i 
0,0 i 

0,0 1,0 

F igure 21.1: Variation en fonction dt! temp- des populations lam(t) 12 (trait plein), lae(t)12 
(p intilles) et de leur somm quand I'atome part d l'etat 1m} pour deux valeurs du 
couplage entI' etats, '>' = 0.;1\ . T. est Ia duree de vi radiative de l'etat excite Ie) isole. 
Rernarquel' la desc nte par pali.er de la population tot ale du secteur (lam), lae)) quand 
Ie couplage est fort (a gauche), et noter les echelles differentes sur l'axe des temps. 

6. Pour Ie couplage faible, .>. « 1 (fig. 21.1 a droite), on a n ~ i re(1- 8.>.2). 

(a) On a cette fois am(t) ~ e- ±re t [ cosh ~ re(1 - 8.>.2)t + sinh ~re(1- 8.>.2)t] , so it 
e-±ret e+±re(1-8>.2)t = e- 2>.2 r et , et ae(t) = -4i'>'e-±ret sinh ~re(l - 8.>.2)t. 
Les probabilites Pm(t) et Pe(t) sont : 
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(b) La probabilite Pe(t) reste evidemment tres petite a tout instant, de sorte que 
Pg(t) ~ 1 - Pe(t) : 

I Pg(t) ~ 1 - e-4,\2re t = 1 _ e-4~ t I 
(c) La duree de vie effective de l'etat 1m) est visiblement frf.r. Re1ativcmenL 

a l'echelle de temps naturelle Te = r; l, l'atome est presque bI que tres 
longtemps dans l'etat metastable initial et, apres un br fran itoir ' , l'e1a.'(c 
lentement suivant une loi exponentielle. 

7. Teff, m ~ Jo+ oo Pm(t) dt est manifestement la duree de vie effective de l'etat meta­
stable ; son expression est : 

Teff,m = 1+00 

e-!ret (cosnt + ~~ Sinnt)2 dt , 

qui donne apres calcu12 : 

( r; ) _l 
Tm = 1 + 4W re 

soit Tm ~ ~ si n « r e , et Tm ~ r;l si n » r e , en conformite avec les cas-limites 
analyses ci-dessus. 

21.2 Effet Zenon sur un neutron 

Le neutron est un fermion de spin S = 1/2 dont Ie moment magnetique i1 s'exprime a I'aide 
des operateurs de Pauli comme suit: 

~ t.-1S~ - ~ 
J-L = gnJ-LN n = J-LU . (21.6) 

au gn ~ -3,82 ; J-LN ~ 3,1 X 10- 8 eV IT est Ie magneton de Bohr nucleaire. Le neutron 
est soumis a un champ magnetique constant et homogene, de module B detinissant I'axe de 
quantification Oz . Dans toute la suite, on note I±) les etats propres de U z : uzl±) = ±I±). 

1. Quel est Ie Hamiltonien H ? On posera nwc = 21J-LIB. 

2. Quelles sont les energies propres ? 

3. A. I'instant initial, Ie neutron est dans I'etat : 

1 
1111(0)) = )2(1+) + 1-)) (21. 7) 

Quels sont les resultats possibles, et leurs probabilites, d'une mesure de J-Lx effectuee a 
I'instant t = 0+ ? 

2Bien noter que c'est n et non n qui ressort (Ie calcul est un peu laborieux) . 
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4. Soit U(t) I'operateur d'evolution ; quelle est son expression en fonction de H ? 

5. Ecrire U(t) en combinaison lineaire de I'identite 12 et de a z · 

6. En deduire I'etat I\I!(T)) a I'instant T. 

7. On mesure P,x a I'instant T : quelles sont les probabilites P±(T) de trouver les valeurs 

~p, ? 

8. On effectue une suite de mesures de P,x aux instants tn = nT/N (n = 1, 2, ... , N). 
Quelle est la probabilite PN (T) pour que toutes ces mesures donnent Ie meme resultat 

-Iftl ? 

9. Quelle est la limite de PN (T) quand N -+ +00 ? Commentez. 

10. Pour un spin non-isole (en contact avec un reservoir, un thermostat, ... ), les proba­
bilites trouvees en 7 sont affectees d'un facteur exponentiel e-T / T2 representant la 
relaxation transverse des composantes du moment magnetique. Dans ces conditions, 
que devient la probabilite PN(T) trouvee en 9 ? Conclusion. 

Le moment magnetique P du neutron (fermion de spin S = 1/2) s'exprime a 
I'aide des operateurs de Pauli selon (21.6) ou gn ~ -1,91 ; P,N ~ 3,1 X 10-8 eV /T est Ie 
magneton de Bohr nucleaire. 

1. H = -p.E = - p,B a z . 

2. Les energies propres sont ±p,B == ~~fiwe (p, est negatif) ; ]'etat 1+) a pour energie 
+~fiwe et pour moment magnetique +p, = -1p,1. 

3. On remarque que ax(I+) + 1-)) = (+1)(1+) + 1-)) : l'etat initial est propre de ax 
avec la valeur propre +1; une mesure de ax at = 0+ donne done la valeur +1 avec 
certitude. 

4. L'operateur d'evolution se decompose suivant : 

5. On en deduit U(t) = cos ¥ 12 - isin ¥ (Jz. 

6. L'etat I\I!(T)) a }'instant Test I\I!(T)) = ( cos ¥ 12 - isin ¥) ~(I+) + 1-)), soit : 

WeT WeT 
I\I!(T)) = cos -2- 1+)x - isin -2- 1-)x 

7. P(p" T) = cos2 'TT, P( -p" T) = sin2 'TT. 
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La premiere mesure effectuee a ~ donne la valeur -111-1 = 11- avec la probabilite 
8. cos2 'iff. Le systeme repart de l'etat I+)x ; l'etat a l'instant ~ est: 

We 2T T . . We 2T T 
cos 2 ( ]V - N) 1 +) x-I S111 2 ( ]V - N) 1-) x ; 

la mesure a 3J redonne -111-1 avec la probabilite cos2 ~. Au total, partant de 
W(O)) == I+)x, la probabilite de trouver N fois -111-1 est: 

g. Quand N » 1, COS2N ~ ~ [1 - (~)2] N ~ e-;dv(wcT)2 --41, d'ou : 

I N~~OO PN(T) = 11 
La succession rapide des mesures inhibe la dynamique. 

10. La relaxation transverse est due ala perte de coherence induite par des interactions 
aleatoires avec l'environnement. On a maintenant : 

P(I1-, T) = e-T/T2 cos2 ~eT , P(-I1-, T) = e-T/T2 sin2 ~eT . 

L'incidence sur l'effet Zenon depend essentiellement de la valeur du parametre 
WcT2. Si Ie temps de relaxation est tres court (ou si Ie champ magnetique n'est pas 
assez fort), WcT2 « I, c'est l'exponentielle qui pilote Ie declin, et on a maintenant 

PN(T) ~ (e-(T/N)/T2)N = e- T/T2 < 1 ; dans Ie cas contraire, l'effet Zenon persiste. 
C'est lorsque, par son evolution libre, Ie systeme quitte lentement un etat de depart 
que l'effet Zenon peut survenir ; comme on l'a vu en (II-21.15), il faut que ce depart 
so it moins rapide qu'une fonction lineaire du temps, du genre 1 - eta. avec a > 1. 

21.3 A propos de la fonction de Wigner 

1. En utilisant la representation-q de I'operateur B(p), o(q - q')B(-iti;q)' montrer di­

rectement que3 : 

1
+00 1+00 

(B(P)) = -00 dpB(p) -00 dqW(q , p) . (21.8) 

2. Soit une particule libre de masse m initialement dans Ie cas pur construit sur I'etat 
gausslen : 

def 1 -6 i W(q,O) = e 46q e KPOq . (21.9) 
J~D.q 

(a) En utilisant explicitement Ie propagateur de la particule libre4 , montrer que la 

3Pour simplifier, on pourra raisonner avec Ie cas pur construit sur nne fonction qJ(q) . Le n§sultat 
(21.8) a ete obtenu en (II-21.17S) en invoquant Ie theoreme de convolution. 

4Yoir Tome I, eq. (1-14.129). 
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fonction de Wigner a I'instant test don nee par : 

1 1+00 

I P ~ * P ~ W(q, p, t) = ~ eliP(. wo(q - -t - - )wo(q - -t + -) d~. (21.10) 
21r1~ - 00 m 2 m 2 

(b) En deduire I'expression de W(q, p, t) et commenter. 

3. Une particule de masse m et de charge Q est soumise a un champ electrique constant 
et uniforme de module E, et initialement dans Ie cas pur construit sur I'etat (21.9) 
avec Po = 0 (voir probleme 14.6.8 du Tome I, corrige p. 279). Trouver W(q, p, t) , et 
verifier Ie resultat en comparant au cas E = O. 

4. Soit un oscillateur harmonique (m, w). 

(a) L'oscillateur etant initialement dans I'etat : 

(21.11) 

utiliser I'expression de w(q, t) (voir Tome I, eq. (1-16.149)) pour trouver la fonction 
de Wigner du cas pur Iw(t))(w(t)l. 

(b) Trouver W(q, p, t) pour Ie cas pur forme avec I'etat coherent IW",(t)) (voir Tome 
I, eq. (1-16.186)). 

(c) Soit p(x, /3; x') I'operateur densite canonique; en utilisant son expression donnee 
dans Ie Tome I, eq. (16.156), trouver la fonction de Wigner canonique W(q, p, (3). 
En deduire, a vue, les ecarts quadratiques de la coordonnee et de I'impulsion ; 
examiner les limites kBT « nw et nw « kBT. 

1. En representation-q, la valeur moyenne d'une observable B(p) dans l'etat w(q) est 
don nee par: 

(B(p)) = J dqw*(q)B( - in:q)W(q) , 

que l'on peut aussi ecrire : 

(B(p)) = J dq J dq' [B( - in:q)W(q)w*(q')] J(q - q') 

Exprimant w(q)w*(q') en fonction de W(p, q) selon (II-21.176), il vient : 

(B(p)) = J dq J dq' J dp[B( - in :q)ef,,(ql_q)p w(q ~ q', p)] J(q - q') 

Supposons que la fonction B(p) a un developpement en serie entiere 2:nEN bnpn ; 
la derivee presente dans Ie terme d'ordre n produit (formule de Leibniz) : 

592 



Illustration des postulats de la Mecanique quantique 

d 'ou, apres integration sur q' : 

Compte tenu des proprietes de normaiisabilite de W(q, p), seul Ie terme m = 0 
donne une integrale sur q non nulle : 

(B(p)) = L bn(-int J dq J dp (~:rW(q, p) 
nEN 

La serie reconstruit Ia fonction B(p) et on obtient bien: 

1
+00 1+00 

(B(P))= -00 dpB(p) -00 dqW(q,p) 

egalite qui, en outre, met en evidence Ia distribution marginale J~:: W(q, p) dq. 

2. On considere maintenant une particule Iibre de masse m initialement dans Ie cas 
pur construit sur I'etat gaussien (21.9). 

i m(:z: - xo)2 

(a) Le propagateur de Ia particule libre U(x, t; Xo, 0) = J 2i':nt eX 2t per met 
de construire Ia fonction d'onde a I'instant t a partir de Ia fonction d'onde 
initiale suivant I'egalite : 

rrn r ;~ 
\]!(q, t) = V ~ J

R 
e li 2t \]!(q', 0) dq' 

La fonction de Wigner a I'instant test donc : 

\]!(q', 0) \]!*(q", 0) . 

En regroupant Ies termes contenant ~ dans Ies exponentielles, et en effectuant 
J d~, on obtient Ia fonction de Dirac 27rO (* - 2~t (2q - q' - q")) ; compte tenu 
de o(ax) = raro(x), I'integration sur q" donne: 

1 1 i= [( ')2 ( 'E!)2] pt W(q, p, t) = --,;- dq'e 2ht q-q - q-q - = \]!(q', 0) \]!*(2q - q' - 2-,0) 
7rn R m 

posant maintenant q' = q - ;f - ~, on obtient : 
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La particule etant libre, I'impulsion est nne constante du mouvement j c'est 
pourquoi Ia fonction de Wigner it l'instant t s'obtient en substituant simple_ 
ment q - ~ == q( -t) it q dans la definition integrale de Ia fonction de Wignel' 
it l'instant 0, q(t) etant Ia loi horaire de la dynamique classique associee : 

W(q, p, t) = W(q( -t), p, 0) . 

(b) On connait la fonction de Wigner pour un paquet d'ondes gaussien (voir (11-
21.178)) j effectuant la substitution ci-dessus, la fonction de Wigner it l'instant 
t s'en deduit : 

(21.12) 

Dans l'espace des phases (q, p), Ie pic de la distribution de Wigner derive it la 
vitesse constante ;; (particule libre !) et sans s'elargir en coordonnee. 

3. La particule de masse m a une charge Q et est soumise it un champ electrique 
constant et uniforme de module E ; elle est initialement dans Ie cas pur construit 
sur l'etat (21.9) avec Po = O. En reprenant les resultats du probleme 14.8 p. 279, la 
representation-p du paquet d'ondes est, it l'instant t : 

<I>(p, t) = e ii9 (p, t) <I>(p - QEt, 0) , 
1 

B(p, t) = 6mnQE [(p - QEt)3 - p3] 

la representation-q de ce meme paquet d'ondes est done: 

\]i(q, t) = V;7rn 1 e*pq eii9
(p, t) <I>(p - QEt, 0) dp. 

Reportant cette expression dans la definition de la fonction de Wigner, on obtient : 

W(q, p, t) = _1_2 r d~ r dp' r dp" e*lp'(q- ~)-p"(q+ ~)] ei[i9(p',tl-6(p",tl] eiP~x 
(27rn) JJR JJR JR 

<I>(p' - QEt, O)<I>*(P" - QEt, 0) . 

Rassemblant to us les termes contenant ~ et effectuant fIR d~, on trouve la fonction 

de Dirac 27rM ( - p' ~p" + p) = 47rM (p" - (2p - p')) j l'integration sur pit donne : 

W(q, p, t) = :n l dp' e~(p' -plq ei [6(p',tl-i9(2p- p',tl] x 

<I>(p' - QEt, 0)<I>*(2p - p' - QEt, 0) 

rempla<;ant B(p, t) par son expression, on trouve apres simplification: 

1 r 2;'; , W(q, p, t) = 7rn JJR dp' eX(p -p)q e mii (2p-Q£t)(p-p ltx 

<I>(P' - QEt, 0)<1>* (2p - p' - QEt, 0) 
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posant enfin p" = pi - p, on obtient : 

W(q, p, t) = :li l dp" e* (2q - 2P~£'t)pll <I>(p + p" - QEt, O)<I>*(P - p" - QEt, 0) 

(21.13) 
La representation-p du paquet initial est : 

( 0) 1 l d '!" pq 1 - 6 (V2b.q )1/2 _6q2p2/1i2 
<I> p = -- qe lll e 4",q = --- e 

, \hrrlt IR J ~b.q y'7i It 

Ie report dans (21.13) donne: 

1 2 2( )2 _ 1 (_ .l!.t+~ ) 2 W(q, p, t) = -rrn e-~6q p-Q£t e 2",.2 q Tn 2m 

Faire E = 0 dans ce dernier resultat redonne bien l'expression (21.12) pour la 
particule libre, dans Ie cas particulier Po = o. Par ailleurs, on remarque que: 

W(q, p, t) = :n e-~6q2 [p(- tW e - 2t:.' [q ( _t»)2 == W(g( -t), p( -t), 0) 

ou q(t) et pet) designent les lois horaires deduites de l'equation ... de Newton. Ceci 
est reminiscent de la relation classique peg, p, t) = p(g( -t), p( -t), 0) exprimant 
que , dans une dynamique hamiltonienne invariante par renversement du t emps, on 
retrouve en (g , p) a l'instant tIes points representatifs des particules parties du 
point (g( - t), p(-t)) . 

4. (a) L'oscillateur (m, w) etant initialement dans l'etat : 

l'etat a l'instant t est (voir eq. (1-16.149)) : 

1 ..., l+ioc tan wt 2 

W(q,t)=(I/ /4 . e- 2 1+<';-tanw,q 

-rr J cos wt + ~ sinwt 

OU 0 ~ ';~ ; la fonction de Wigner a pour expression : 

W(q, p, t) = (2-rrn)-lb/-rr) 1/2 r dE eil)f e-~ >'(t)(q_~)2 e-:p· (t )(q+~)2 , 

J cos2 wt + 0 - 2 sin2 wt i lR 

ou A(t) ~ l+io tan wt . L'integrale porte sur l'exponentielle : 
1+* tanwt 

, A + A* 2 ~ 2A A* _ A = 2i(o-~)tanwt 
ou = cos2 wt+o 2 sin' wt 1, cos2 wt+o 2 sm' wt 
Avec ces notations, on a : 
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l'integrale gaussienne vaut ~e-(*-)..nq)2/(-Y)..1l d'ou: V ~ , 

comme ~ = cos2 wt + a 2 sin2 wt , ~ = (a - ±) sinwt cos wt, on trouve : 

W( t) 1 - -v(q cos wt-....L. sinwt)2 _ ~l (pcoswt+mwqsinwt)2 q P = -e ' mw e 'Y 

" -rrn 

Les equations classiques du mouvement sont : 

q(t) = qcoswt+Lsinwt, 
mw 

p(t) = pcoswt - mwqsinwt 

p2 

par ailleurs, W(q, p, 0) = :r;e--yq
2 e-~ , ce qui montre que l'on a encore: 

I W(q, p, t) = W(q(-t), p(-t), 0) I 
(voir Ie commentaire a la fin de la question 3 ci-dessus). 

(b) L'etat coherent Iwo:(t)) a pour representation-q (voir (1-16.186) et (1-16.197)) : 

wo: (q, t) = e-i"lj- e*(p)(t)q 'ifJo(q - (q)(t)) , 

ou 'ifJo(q) = (r;~)1 /4 e-~q2 est la fonction propre de l'etat fondamental de 

l'oscillateur, caracterisee par l'ecart quadratique 6.q2 = 2!W' et ou les valeurs 

moyennes sont reliees comrne suit au paramfMe a(t) ~ ae- iwt : 

(q)(t) = '/2~ [a(t) + a*(t)] , (y)(t) = -iJm;; [a(t) - a*(t)] 

La fonction de Wigner est donc ('ifJo est une fonction a valeurs reelles) : 

~ 'ifJo (q + 2 - (q) (t)) , 

soit: 

W(q, p, t) = _1_ (mw) 1/2 e-¥[q-(q)(tW f d~e*[p- (p)(t)]E e-~e 
2-rrn -rrn lIT{ 

L" t' l ' {i;ii (p_(p)( t»2 d ' , 
III egra e gausslenne vaut V mw e- mltw , ou: 

1 _ [q_(q)(,)[2 26q2 [ ()( )]2 
W(q, p, t) = ;n e 26q2 e- /i2 p- p t 
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Disparition de la coherence spatiale pour une 
particule libre 

tant de la fonction de Wigner W(q, p) relative a I'etat quelconque (pur ou mixte) p(q, q') 
par. (11-21180)), on definit sa transformee de Fourier, C(X, P, t) par : (vOir . 

C(X, P, t) ~ ( e-*(px+qP) W(q, p, t) dqdp (21.14) 
JIR2 

ce que I'on peut traduire par les relations symboliques : 

W(q, p, t) ~ C(X, P, t) {=:} 
F- 1 

C(X, P, t) ~ W(q, p, t) (21.15) 

1. Etablir les correspondances suivantes : 

aa: ~ ilt-1 XC . (21.16) 

2. En deduire que, pour une particule libre de masse M, la fonction C(X, P, t) satisfait 
I'equation suivante : 

(21.17) 

3. On definit la coherence globale Ii la distance X [33] comme la fonction C(X) : 

del ( X X 
C(X, t) = JIRP(q- 2' q+ 2' t)dq ; (21.18) 

justifier brievement cette appellation et relier C(X, t) a C(X, P, t) 

4. Soit 'IjJ(q) une fonction bien localisee aut~ur de q = 0, de largeur typique 6.q ; on 

definit les deux fonctions translatees 'IjJ±(q) ~ 'IjJ(q =F ~), avec 6.q «I. Discuter 
qualitativement I'allure de C(X, t) dans les deux cas suivants : 

(a) cas pur construit avec la fonction 5 W(q) ~ ~['IjJ+(q) + 'IjJ_(q)]; 

(b) cas mixte ~ La=± 't/Ja (q)'IjJ; (q'). 

5. So it maintenant a resoudre I'equation pour la fonction C(X, t), dont I'expression initiale 
est designee par Co(X). Montrer que I'on peut ecrire la solution sous la forme: 

C(X, t) = Co(X,\(t))e - n.-
2
DX

2
J.L(t) . (21.19) 

Ecrire les equations differentielles pour les fonctions '\(t) et f1-(t), et les resoudre. 

50n negligera le produit scalaire ('1/1+1'1/1- ). 
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6. II s'agit de discuter physiquement la solution qui vient d'etre obtenue (pour plus de 
details, voir [33]). 

(a) Ecrire I'expression approchee de C(X, t) pour t « ,-I, et interpreter ce resultat 
En supposant que la distance lest suffisamment grande pour que I'on ait a I~ 
fois : 

,t« 1 , (21.20) 

discuter qualitativement Ie cas ou I'etat initial est Ie cas pur (associe a la super_ 
position coherente) defini en 4a ; commenter. 

(b) A I'inverse, ecrire I'expression approchee de C(X, t) aux grands temps tels que 
t »,-1. Quelle est la valeur finale de la valeur moyenne du carre de I'impulsion 
(p2)eq ? 

(c) Supposant Ie bain a I'equilibre thermodynamique a la temperature T, trouver la 
relation entre la constante de diffusion D et Ie coefficient de frottement f-

(d) En deduire I'expression de Ceq (X) ~ C(X, +00), parametree par la longueur 

d'onde thermique de de Broglie AT ~ ../MnkBT. 

W(q, p, t) ayant la dimension d'une action, la fonction C(X, P, t) est sans dimen­
sion, cependant que les variables X et P sont respectivement homogenes a une longueur 
et a un moment conjugue (impulsion, quantite de mouvement). 

1. Derivant membre a membre la definition (21.14), on a : 

air ; 
aXC(X, P, t) = -"h, 1M.2 dqdppe-x(px+qP) W(q, p, t) , 

ou on lit que g~ est la transformee de Fourier de -*pW, et reciproquement : 

On a aussi : 

W 
:F .f,;aC 

p --+ In-
aX 

PC(X, P, t) = r dqdpPe-*(px+qP) W(q, p, t) ; 
1M.2 

en effectuant une integration par parties sur la variable q, Ie second membre est: 

Comme W est integrable dans ]R2, Ie terme tout integre est nul, d'ou : 

PC(X, P, t) = -in. dqdpe-K(px+qP) n-W(q, p, t) 1 ; a 
M.2 uq 
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qui montre que : 

La meme procedure sur la variable p donne: 

PC F~l -iii oW oq 

XC 
F - l ·to 0W 
-t -In-op 

2. pour une particule libre de masse M, la fonction W(q, p, t) satisfait l'equation 
(II-21.186) avec V == 0, soit : 

[
0 p 8 8 82 

] 
8t + M 8q -, 8p p - D 8p2 W(q, p, t) = 0 (21.21) 

par transformation de Fourier, cette equation devient : 

8 1. 8 i i. 8 i)2 2 
8t C + M(11i)8XnPC-'nX(lfi)8XC-D(n X c=o , 

soit : 

(21.22) 

3. La coherence globale a la distance X, C(X), est definie comme : 

dH r ( X X) 
C(X, t) = J)RP q- 2' q+ 2' t dq ; 

c'est une sorte de moyenne spatiale de la coherence entre deux points quelconques 
separes de Ia distance X fixee . 

Reportant la definition de la fonction de Wigner, on a : 

l'integration sur p donne 27rM(~ - X), et celle sur ~ conduit a : 

r - j qP ( X X) C(X,P,t)= J)Rdq e 1i PQ-2,Q+2,t , 

d'ou : 
I C(X, t) = C(X, 0, t) I 

4. (a) Pour Ie cas pur construit avec la fonction \It(q) ~ ~['ljJ+(q)+'ljJ- (Q)J, l'expres­
sion de C(X) est: 
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Figure 2l.2: Deux fonctions jumelles bien localisees et decalees : 6.q« l. 

L 'lll\' ~gral · Ul' tP+ (q-f )1fJ+ (q+ f ) es J produit scalaire d · tP (q - l-t;:'<) avec 
'ifJ (q _ I-./ ) I qlli n est 110 abl ,ment. liff'rent d zero qu i Il+X - (l - X )I ;S 6.q : 
'es~ d nc un 'Otu" n clo'lI d ,) larg UI' 6.q , . nLn~ n X = O. L'integrai 

sur 1P+ (q - f )1fJ- (q+2 ) 't 1 produi 'alai}' d 1/J (q _ l-t;/ ) avec 1P (Q+lJ/) 
s nsibl m nL n D nul ·tll ill nt si Il + X I;S 6.q oi X "" - l et ainsi de suiLe. 
au total, la variation de C(X) a l'allure representee sur la figure 2l.3, a gauche. 

(b) Pour Ie cas mixte ~ LO"=± 1PO"(q)1P~(ql), on a : 

1 r [ l+X * l-X l-X * l+X] 
C(X) = '2 JIR 'l/J(q - -2-)'l/J (q- -2-) +'l/J(q+ -2-)'l/J (q+ -2-) dq 

chacune des integrales n'est sensiblement differente de zero que si IXI ;S 6.q : 
dans ce cas C(X) presente un seul pic central en X = 0, de largeur 6.q (fig. 2l.3, 
a droite) . 

1 e(x) 

_r' 
I cas ffilxtel Icas pur l 

6.q 

6.q 6.q 

21 ---+. X 

Figure 2l.3: Variation de la coherence globale C(X) pour un cas pur et un cas mixte 
construits tous deux sur les deux fonctions bien localisees 'l/J±(q), 

5. On cherche la solution sous la forme6 C(X, t) = Co (X'\(t)) e-Ii- 2DX2!"(t) ou, visi­
blement, '\(0) = 1, ,u(0) = O. Ce choix fait, ona : 

ac = 5-.( )X aco -1i-2DX2!"(t) _ . DX
2 

C(X ) 
at t ax e ,u n2 ,t, 

ac =,\ aco _1i- 2 DX2 !"(t) _ 2 DX C(X ). 
ax ax e ,u n2 ,t, 

~~------------------
6D'une fac;on generale, une equation aux derivees partielles (EDP) comme (21.22) peut se resoudre 

sans devinette par la methode dite des camcUristiques. 

600 



Illustration des postulats de la Mecanique quantique 

reportant cette forme dans (21.22) avec P = 0, il vient : 

. oCo D X 2 oCo / D 2 2 2 
A(t)X oX - jJ,~ Co + /A(t)X oX - 2J.L(t)fi2X Co + ft- DX Co = O. 

On peut faire disparaitre les termes fi en prenant .x. + /A = 0, soit A(t) = e--yt. 
Cela etant, i1 faut prendre jJ, + 2/J.L = 1, soit J.L(t) = 2~ (1 - e- 2'Yt). En definitive, 
l'expression de C(X, t) est: 

(21.23) 

Ceci correspond a un processus tres classique, dit de Ornstein - Uhlenbeck (voir 
[24J par exemple). 

6. (a) 
QX~ t 

our t «/-1 xpre sion appr eM d> C(X, t) C(X, t) ~ Co(X) -I"l"" . 

fLUX temp urt. , la, coherene glol al ,'st Ie . impl produit d la OMT ne 
initiale par un fact W' gaussien d amorti sem nt 1 annuln-nt nr un distane 
'" lot. Si la distan 'e lest sufLlsammenL grand pour qu 1'011 aiL a la fa is ,t « 1 ··t qG- t » 1, 1 s deux pies lateraux caracteristiques du cas pur (associe 
it la . up rp . ition coherent ) d fini en 4a sont effaces rapidement. 

(b) Aux grands temps t » /-1, on a : 

La coherence globale relaxe done vers une gaussienne statique de largeur 1i~'Y. 
Pour I'etat d'equilibre Weq(q, p), I'equation (21.21) donne: 

~ oWeq _ /~ (PWe ) = D 02Weq . 
M oq op q Op2 

On muitiplie membre par p2 et on effectue I'integration fnt2 dpdq : 

1 1 3
0Weq 1 2 0 1 202Weq 

M 
dpdq p -!:l- - / dpdq p n (pWeq ) = D dpdq p ~ 

F ~ F ~ F vp 

la premiere integrale d ubl est nulle, du seul fait de I'integration sur q ; une 
jntegra 'i n par parties n p trail form Ie second terme en / flR2 dpdq 2p pWeq , 
qui est ~gal a. 2/{p2)Cq. Quant au second membre, deux integrations par 
parti s suecessiv ' donnent 2D J~2 dpclq Weq = 2D, d'ou 2/(p2) eq = 2D, soit : 
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21.5 

(c) Supposant Ie bain a l'equilibre thermodynamique a la temP
2
erature T, la valelll: 

moyenne du carre de l'impulsion (p2)eq est telle que (f,n)eq = ~kBT, soit 
(p2)eq = MkBT , d'ou une relation d'Einstein : 

qui relie la diffusion et Ie frottement. C'est une relation de fluctuation-dissi_ 
pation, cas particulier du theoreme universel du me me nom exprimant la soli_ 
darite indefectible entre les fluctuations, la dissipation d'energie et la stabilite 
de l'equilibre thermodynamique. ' 

(d) L'expression de Ceq(X) ~ C(X, +(0) se deduit immediatement des resultats 
precedents : 

C'est une gaussienne d'ecart-type egal a la longueur d'onde thermique de 
de Broglie, AT ~ ";M~BT' qui diverge a temperature nulle : on retrouve 
Ie fait coutumier de la prevalence des effets quantiques a basse temperature. 
Toutefois, sauf a tres haute densite et tres basse temperature, un gaz parfait 
se comporte essentiellement, de ce point de vue, comme un gaz classique : 
pour l'hydrogene, l'atome Ie plus leger, AT=300 K c::: 0,4A, alors que dans les 
conditions normales, la distance (moyenne) entre les atomes du gaz est de 
l'ordre de n - 1/ 3 , n etant la densite du gaz, soit environ 30 A. 

Evolution de la coherence quantique d'un atome 
lors de l'emission spontanee 

1. Retour sur l'operateur densite 

L'operateur densite p fournit une description complete d'un systeme quantique gene­
ralisant celie que pourvoit Ie vecteur d'etat normalise I\II). 

(a) Dans un premier temps (cas dit pur), on definit p comme : 

p ~ I \II) (\III . 

i. Com bien vaut p2 7 Un tel operateur est dit idempotent. 

II. A quoi est egale la trace de p, Tr p ? 

(21.24) 

iii. So it une observable A ; comment s'exprime a I'aide de p la valeur moyenne 
A = (\IlIAI\II) ? 

iv. Soit {Ian)}n la base complete des vecteurs propres de I'observable A, sur 
laquelle I\II) admet la decomposition I\II) = 2::n cnlan). Exprimer les elements 
de matrice (anlplan,) a I'aide des coefficients {cn}n. 
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(b) La generalisation (cas mixte) consiste a definir p sans passer par I'intermediaire 
d'un vecteur d'etat , tout en maintenant pour toute valeur moyenne I'expression 
obtenue en l(a)iii. Ainsi, sur la base propre d'une observable A commutant avec 
p, Ie developpement de p a maintenant la forme7 : 

(21.25) 
n n 

i. Quelle est la signification des Pn ? La preciser quand on raisonne avec un 
ensemble statistique de systemes identiques (mais discernables). 

ii. Dans quel cas a-t-on encore p2 = P ? 

Dans tous les cas, les elements diagonaux de p sur une base donnee sont appeles 
populations, les elements non-diagonaux sont appeles coherences. 

2. Exemple de distinction cas pur/cas mixte : deux paquets d'ondes spatialement se­
pares B 

II s'agit ici d'illustrer la difference fonda menta Ie en termes de coherences entre un cas 
pur et un cas mixte. Dans la suite, 'ljJ(x) designe une fonction bien localisee aut~ur de 
I'origine et ayant une largeur typique 6 x ; on note p I'operateur associe a I'impulsion . 

A partir de 'ljJ(x), on forme les deux fonctions translatees 'ljJ±(x) ~ 'ljJ(x ± a). 

(a) Soit T(±a) = e±j,pa I'operateur de translation de ±a, et ¢(p) la representation-p 
de'ljJ(x) : 

1 1+00 

1 ¢(p) = -- e iiiPX 'ljJ(x) dx 
v27rn - 00 

Quel est I'ordre de grandeur de la largeur 6p de ¢(p) ? 

(b) A quoi est egal p¢(p) ? Et T(±a)¢(p) ? 

(21.26) 

(c) En deduire que les representations-p des etats translates ¢±(P) sont de la forme 
¢±(P) = J±(p) ¢(p) ou J±(p) est un facteur de phase a preciser. 

(d) On forme maintenant la combinaison lineaire 'lI(x) = ~['ljJ+(x) + 'ljJ_(x)], dont 

la representation-p est notee <P(P). Exprimer <p(p) a I'aide de ¢(p) . 

(e) On suppose les deux paquets d'ondes 'ljJ±Cx) bien separes dans I'espace a I'echelle 
a (6 x «a) . En deduire I'allure de la distribution de probabilite de I'impulsion 
associee a <PCp) . 

(f) Soit Ppur = 1'lI)('lI1 ; preciser les valeurs typiques de x et de x' pour lesquelles les 
coherences spatiales (xlppur lx' ) sont sensiblement differentes de zero. 

(g) On considere maintenant Ie melange statistique a poids egaux des deux etats 
translates dont la representation-q est 'ljJ±Cx ) ; dans cette representation, on a : 

Que peut-on dire des coherences spatiales (x IPm, q Ix') ? 

70n suppose qu' il n'y a pas de degenerescence. 
8pour plus de details, voir [33], cours II et III. 
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(h) En representation-p, Ie meme melange est decrit par: 

dont les elements diagonaux en representation-p (pIPm, pip) donnent la densit' 
de probabilite de I'impulsion. Tracer Ie graphe de (PIPm,pIP). Comparer a celu

e 

obtenu en 2e pour I'etat pur alors considere. I 

3. Ce que fait une mesure d'observable 

On effectue une mesure de I'observable A sur unsysteme dans I'etat Iw), et on trouve la 
valeur ana; selon I'interpretation orthodoxe, la reduction du paquet d'ondes se traduit 
par I'evolution non unitaire Iw) --> lana) . 

(a) Soit un ensemble statistique de systemes identiques discernables tous decrits par 
Ie meme vecteur Iw) ; on effectue simultanement la mesure de A sur chacun des 
systemes de I'ensemble. Reprenant les memes notations qu'en l(a)iv, preciser: 

I. I'operateur densite juste avant la mesure, Pjuste avant. 

ii. I'operateur densite juste apres la mesure, Pjuste apres. 

iii. la valeur moyenne des valeurs obtenues pour I'observable A. 

(b) D'une phrase, resumer I'effet d'une mesure ideale sur les coherences quantiques. 

4. Operateur densite reduit 

Pour un systeme donne, considerons deux sortes de degres de liberte, notes respective­
ment {a} et {a}, associes a deux categories d'observables ayant les vecteurs propres 

Ian) ® lal/) == lan, av). 

Tres souvent, on ne s'interesse qu'a une partie des degres de liberte d'un systeme, ceux 
ici notes {a} . La trace partielle sur les autres degres de liberte {a} permet de definir 
un operateur densite reduit p, defini comme : 

p ~ L Ian. al/) (an, avlplan" aV)(anl , avl (21.29) 
1/ 

Meme si I'operateur relatif a tous les ~degres de liberte est idempotel]t, en general 
I'operateur reduit ne I'est pas, comme Ie montre I'exemple suivant. 

(a) Soit deux particules discernables de spin 1/2, notees 1 et 2 si necessaire. On 

designe par IT) et 11) les etats propres de 8 2 et Sz de chaque spin. 

Donner I~expression de I'etat singulet, et celie de I'operateur densite P associe. 

(b) On mesure Ie spin de la particule 1, et on trouve +n/2. Que peut-on en deduire 
sur Ie spin de la particule 2 ? Qu'en pensez-vous ? 

(c) Deduire de 4a la matrice de I'operateur densite reduit p sur la base ou ne figurent 
plus que les degres de liberte de la particule 1 (Ie donner par sa matrice sur la 
base (IT), 11))· Est-ce un cas pur? 

(d) Quelle est la signification physique precise des elements diagonaux de p ? 
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Bvolution d 'un etat discret couple d un continuum 
5. 1 

pour un systeme isole de Hamiltonien H, I'operateur d'evolution est U(t) = e mHt . Si 
{IEn)}n est I'ensemble des vecteurs propres de H, U(t) s'ecrit : 

(21.30) 
n 

(a) On definit la resolvante G(z) par la relation : 

G(z) ~ 1 
zl-H 

(21.31 ) 

Soit I'operateur U+(t) : 

(21.32) 

ou C+ est la droite situee juste au-dessus de I'axe reel parcourue de +00 + it: a 
-00 + it:, ou t: E 1R+. A I'aide du theoreme des residus9, montrer que U+U) est 
egal a U(t) si t> 0, et a 0 sit < O. 

(b) Dans Ie cas ou H se decompose en Ho + V, on peut aussi definir : 

Go(z) ~ 1 
zl- Ho 

(21.33) 

en prenant garde a la non-commutation de Ho et V, etablir I'equation de Dyson 
G(z) = Go(z) + Go(z)VG(z). 

(c) Ho est suppose avoir des etats propres de deux sortes : 

i. un etat Ir), d'energie Er > 0 ; 

ii. des etats IE) dont I'energie E varie continOment de 0 a +00. 

Sur cette base, Vest purement non-diagonal ((ElVIE') = (rlVlr) = 0) ; posant 
(ElVlr) = veE), iterer une fois I'equation de Dyson pour montrer que I'element . .../ 
de matrice (rIG(z)lr) peut se mettre sous la forme: 

(21.34) 

ou la self-energy I:(z) a pour expression: 

I:(z) = roo Iv(E)12 dE 
10 z-E 

(21.35) 

(d) Le systeme etant prepare a t = 0 dans I'etat Ir) , soit Iw(t)) I'etat a I'instant 

t> 0 ; posant z = E + it: (E E lR, t: > 0) et I:+(E) ~ lime-->o I:(E + it:) , ecrire 

I'amplitude A(t) ~ (rlw(t») sous la forme d'une integra Ie reel/e. 

gOn supposera la convergence a l'infini assez r apide pour que Ie lemme de Jordan soit applicable. 
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(e) Dans I'hypothese d'un couplage faible ("V petit"), on remplace desorrnais 1'1 
fonction Q(E + iO) par la resolvante approchee Qap(E) : 

(21.36) 

Exprimer ~+(El') en fonction delO : 

~ ~ /'i-lp r+oo 
Iv(EW dE 

, Jo Er - E ' (21.37) 

(f) Des resultats precedents, deduire I'expression (approchee) de I'amplitude A(t). 

(g) L'etat Iw(t)) peut ainsi s'ecrire : 

Iw(t)) = A(t)lr) + J dE cE(t)eftEt IE) (21.38) 

Ecrire I'equation difFerentielle satisfaite par les coefficients CE(t), et en donner la 
solution. 

(h) En deduire I'expression approchee de Iw(t)) pour t» r - 1 . 

6. Evolution de la coherence d 'un atome lors de l'emission spontanee 

Dans cette section, on considere un atome de masse M a deux etats internes: Ig) 
(fondamental , energie prise comme zero des energies) et Ie) (etat excite, d'energie 
Ee == tiwe ). On designe par IK) les etats propres de P, impulsion du centre de masse 
de I'atome. 

Cet atome est couple au champ de rayonnement dont on n'introduit que deux types 
d'etats: I'etat fondamental Ivide) (zero photon) et les etatsll Ik) a un photon d'im­
pulsion k et d'energie tiw. Cela fait, on introduit la base d'etats : 

IK) ~ Ie} ® IK) ® Ivide) , (21.39) 

Soit H ~ Ho + V Ie Hamiltonien du systeme atome + champ; on note: 

(21.40) 

(a) Quelles sont les expressions des energies (a I'ordre zero en V) des etats IK} et 
Ik, K) 7 

(b) Quelle est la relation entre k, K et K' pour deux etats IK) et Ik, K '} efFective­
ment couples par V 7 

(c) Par reference avec la partie 5, preciser les etats qui vont ici jouer les roles respectifs 
de Ir) et IE}. 

lOOn rappelle que lime~o+ _+1 = p1. - i7r8(x) ; P designe la partie principale de Cauchy. 
11 " x I E X 

Pour slmpllfier, on delaisse la polarisation du photon. 
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(d) On introduit a nouveau des quantites r et b. comme en (21.37), et on suppose 

qu'a t = 0, Ie systeme est dans I'etat IRo). En utilisant Ie resultat obtenu en 5h, 
montrer que pour t » r-1 I'expression approchee du vecteur d'etat 1\[I(t) est de 

la forme : 

avec : 

1\[I(t)) ~ L ,(f, i<o) e- ilw+ r,(i~~A1Q)2 J t II(o - f, f) , 
k 

(f R ) = w(f, Ko ) 
, , 0 . / ll ~ ~ new - Wo + ~r) - M k .Ko 

(21.41 ) 

(21.42) 

ou Wo est une pulsation a preciser. Comment s'appelle I'effet associe au terme 
f.Ko? 

(e) Quand on ne s'interesse qu'au mouvement du centre de masse de I'atome (mouve­
ment externe), il suffit de connaitre I'operateur densite reduit correspondant, note 

Pext. En normalisant to ute onde plane suivant (TIK) ~ L - 3/2 eiK.r, calculer la 
coherence spatia Ie (TIPext(t = O)If') avant emission d'un photon. Commenter. 

(f) En raisonnant dans Ie repere du centre de masse de I'atome avant emission, e­
crire I'expression formelle de I'operateur densite reduit Pext(t) at » r-l, apres 

emission d'un photon fif. Est-ce un cas pur ou un cas mixte ? 

(g) Deduire du resultat precedent I'expression de (TIPext(t » r-1)If') en fonction 

des coefficients ,(f, 15). 

(h) II s'agit maintenant de calculer effectivement la coherence (TIPext(t) lr') pour 
t »r-1 . En raison de la variation resonnante de , pour w rv WO, on ignore 
desormais toute variation en f de I'element de matrice w(f, 15), notant simplement 
w la valeur constante retenue . 

I. Montrer que, apres integration sur les angles, (TIPext If') est proportionnelle 
a I'integrale I : 

I ~ r+oo 
k sin kl dk 

Jo (k - kO)2c2 + ~2 
(l dOf lIT - r'lI ,ko = wo) (21.43) 

c 

II . En estimant I'ordre de grandeur de ~ pour une transition optique typique, 
justifier rapidement que I'on rejette la borne inferieure de I'integrale a -00 ; 

en deduire I'expression de (rIPextlr ' ) == (rIPextlr) C(l) . 
III. Tracer I'allure de la variation de C(l) en fonction de l, et commenter. 

IV. C(l) est essentiellement Ie produit de deux facteurs : 

A. Ie premier est la transformee de Fourier d'une fonction-porte . Expliquer 
pourquoi on peut Ie comprendre comme une consequence du caractere 
aleatoire de la direction d'emission du photon ; 

B. Ie second est une exponentielle. Estimer I'ordre de grandeur de la lon­
gueur caracteristique d' extinction. 
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( i) On en revient a i'etat dont I'expression est donnee en (21.41), avec touJ'o 
- - llrs 

Ko = O. En utilisant la relation de fermeture Lr If') (f l, montrer que I' etat dll 
systeme atome + champ se met sous la forme : 

Iw (t)) = L If) 0 IXr(t)) , 

et donner I'expression de IXr(t)) . 

(j) Expliquer en quoi il existe, apres emission, une correlation entre la position de 
I'atome et I'etat du champ, de meme nature que celie obtenue dans Ie point 4b. 

Quel est i'etat du champ issu d'une mesure de la position de I'atome a I'instant 
t ayant trouve I'atome au point fa 7 

(k) Inversement, on peut considerer I'etat du champ IXr) comme un pointeur ("I'ai_ 
guille de I'amperemetre") donnant la position de I'atome. Si la resolution de Ce 
pointeur etait parfaite, on aurait (Xr, IXr") = 0 si f ' =I f " puisque les deux etats 
If') et f ll ) sont orthogonaux. 

Qu'en est-il? Montrer que Ie champ "mesure" la position de I'atome avec une 
resolution de I'ordre de la longueur d'onde AO = -2 c . 

7fWo 

On rencontrera I' integrale f~: (k-%:;~~<>2 dk, qui se calcule aisement par residus. 

1. Rappels sur l'operateur densite 

Il s'agit ici de passer en revue les resultats de cours ut iles dans la suite de ce 
probleme. 

(a) Pour un cas pur, on definit p ~ Iw)(WI. 

i. On a p2 = Iw)(wlw)(w l. Le produit scalaire central valant 1, il vient 
p2 = Iw)(wl = p : p est idempotent. 

ii. {Im)}m etant une base complete quelconque, I'll) = L m Cmlm), la trace 
de pest Tr p = Tr L mm' CmC;', lm)(m' l ; comme Tr Im)(m' l = 6mm" il 
vient Tr p = L m ICm l2 = 1. 

iii . En injectant deux fois la relation de fermeture L m 1m) (ml = 1, la valeur 
moyenne (wIAIW) de A est : 

L (Wlm)(mIAlm')(m'I W) = L (m' IW)(Wlm)(mIAlm' ) == 
mm' mm' 

L (m'l~m)(mIA lm' ) = L (m' lpAlm' ) == Tr (pA) = Tr (Ap) 
mm' m' 
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(b) pour un cas mixte, et sur la base pro pre d'une observable A commutant avec 

p, Ie developpement spectral de p est12 est P ~ En Ian} Pn (ani , avec Pn ~ 0 
et I:nPn = 1. 

i. La signification des Pn est claire: c'est la probabilite, lors d'une mesure 
de l'observable A, d'obtenir Ie result at an' Si on raisonne avec un ensem­
ble statistique de N >>> 1 systemes identiques mais discernables, c'est la 
fraction de systemes qui, a l'issue de la mesure, se trouvent dans l'(~tat 
Ian). 

ii. On a encore p2 = P dans Ie cas ou 3 no, Pn = 6nno ' 

11 est rappele que, dans to us les cas, les elements diagonaux de p sur une 
base donnee sont appeles populations, les elements non-diagonaux sont appeles 
coMrences, suivant la terminologie introduite par Cohen-Tannoudji. 

2. Exemple de distinction cas pur/cas mixte : deux paquets d'ondes spatialement se­
pares 

'ljJ(x) designe une fonction bien localisee autour de l'origine et ayant une largeur 
typique 6.x ; les deux fonctions 'ljJ±(x) ~ 'ljJ(x ± a) sont les translatees de ±a. 

(a) L'operateur de translation de ±a est T(±a) = e±j,pa ; si c/>(p) est la represen­
tation-p de 'ljJ(x), l'ordre de grandeur de la largeur 6.p de c/>(p) est lx' 

(b) En representation-p, pest la simple multiplication par P, d'ou pc/>(p) = pc/>(p) , 
et T(±a) = e±j,pal. 

(c) Les representations-p des etats translates c/>±(p) sont donc e±j,pac/>(p), d'Oll 
l'identification J±(P) = e±j,pa. 

(d) Pour la combinaison lineaire ll1(x) = ~['ljJ+(x) + 'ljJ_(x)], dont la representa­

tion-p est <I>(P), on a <I>(P) = ~ (erl;:pa + e-rl;:pa)c/>(p), soit : 

I <I>(p) = V2cos ~ c/>(P) I 

c/>(p) etant normalisee, <I>(p) l'est tout autant puisque Ie carre du cosinus in­
troduit un facteur ~. 

(e) Dans l'hypoth6se ou les deux paquets d'ondes 'ljJ±(x) sont bien separes dans 
l'espace a l'echelle a, 6.x « a, on a 6.p » ~ : l'enveloppe de 1c/>(p)12 contient 
donc un tres grand nombre d'oscillations du cosinus (fig. 21.4). 

(f) Avec Ppur = Iw)(wl, les coherences spatiales (xIPpurlx') s~nt, par definition, 
egales a w(x)w*(x'), soit : 

(xIPpurlx') = ~ L 'ljJ(x - ca)'ljJ(x' - c'a) 
c,.,'=±l 

120n suppose qu'il n'y a pas de degem3rescence. 
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n n 
6..P'" - » -

6.. x a 

-+!i+­

a 

p 

Figure 21.4: Allure du module carre de cI>(p) dans Ie cas ou les deux paquets gaussiens 
sont bien separes dans l'espace. La courbe en cloche est 1¢(pW. 

elles sont sensiblement differentes de zero si Ix ± xii :5 Ax et lxi, Ix'l rv a, 
d'ou les quatre pics dans Ie plan (x, x') (fig. 21.5, a gauche). Les deux pies 
centres sur la premiere diagonale representent en realite une coherence tres 
locale puisqu'alors x rv x' . La veritable coherence a distance se tient en fait 
dans les deux autres pics x rv -x', situes sur l'autre diagonale. 

Figure 21.5: A gauche: allure de (xIPpur lx/) dans Ie cas ou les deux paquets gaussiens 
sont bien separes dans l'espace. A droite : allure de (xIPm, qlx/) pour Ie cas mixte (21.45) 
construit avec les memes fonctions. L'origine est au centre du plan. 

(g) Pour Ie melange statistique a poids egaux des deux etats translates dont la 
representation-q est w±(x), on a : ' 

(21.45) 

maintenant, les coherences spatiales (xIPm, qlx/) ne sont sensiblement diffe­
rentes de zero que si x rv x' rv ±a, d'ou les deux pics sur la figure 21.5, a 
droite : seule subsiste la coherence tres locale, la coherence authentique a 
distance a disparu. Les deux pics survivants sont les repliques de ceux du cas 
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pur ; dans to us les cas, la trace de I operateul" den, it' vaut bi n 1 pui 'qu'elle 
est une sommation Ie long de la seul diag nale x = x' . 

(h) Le m~m melang a poW' noyau (pIPrn ,plp') = ~rtP+(p)tP+(P') + 4>- (p)4>:'(P')) 
en r ·pr's IlLation-p. S ' Iem nts diagollaux donn nt la dell ite d pl'obabiHt: 
de I implIl ion ; ils va.] nL ~[l4>+ (p)12 + 14>- (pW) = 14>(J»)1 2 : c' st la ' urb n 
cloche sur la figm > 21.4, qui 11' pre ente aueull s illatioll, par ontrasLe av ' 
Ie cas pur. 

3. Ce que fait une mesure d'observable 

(a) Soit un ensemble statistique de systemes identiques discernables tous decrits 
par Ie meme vecteur 1\]/) ; on effectue simultanement la mesure de A sur chacun 
des systemes de l'ensemble. Dans ces conditions: 

i. l'operateur densite juste avant la mesure, Pjuste avant, est 1\]/)(\]/1 soit : 

Pjuste avant = L enc~, lan) (an' I 
nn' 

ii. Les mesures projettent les system ' lans I'un des 'tat propr d A 
(reduction du paquet d'ondes). Just apr ' la mesure, l'opthat ul'densiLe 
est une somme directe construit · Ill' I s sou - n mbles de syst me. COl'­

respond ants a une valeur donnee a'lO' L'operat W' densit6 juste apr ' la 
mesure, Pjuste apres, est: 

Pjuste apres = L lenI 2 Ian)(anl 
n 

iii. La valeur moyenne (au sens statistique comme au sens d'esperance mathe­
matique) des valeurs obtenues pour l'observable A est L::n icnl 2 lan. 

(b) L'effet d'une mesure ideale est d'annuler les coherences quantiques, rendant 
l'operateur densite diagonal sur la base de l'observable mesuree. 

4. Operateur densite reduit 

(a) Pour deux particules discernables ayant chacune un spin 1/2, notees 1 et 2 si 
necessaire, on designe par Ii) et 11) les etats propres de 8 2 et Sz de chaque 
spin. L'etat singulet de la paire est IS = 0) = ~ (I U) - l!i)) ; l'operateur 

densite associe est P = IS = O)(S = 01, soit HIU) -1!i))((UI- (!iI), dont 
Ie developpement donne : 

P = ~ (IT 1) (T 11 - IT 1) (1 TI - 11 T) (T 11 + 11 T) (1 TI) (21.46) 

(b) Juste apres la mestu' du pin de la parti ule 1 ayant donne +li/2, l'etat issu 
de la reduction du paqu L d'ond e t I Tl) . C'est encore un cas pur, OU la 
particule 2 a un spIn - li/2 av probabili tc 1. Ceci est vrai queUe que soit 
la separati n spatial d deux particules au moment ou la mesure a ete faite 
(EPR). 
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(c) La matrice de l'operateur densite reduit p pour la particule 1 s'obtient en 
prenant la trace partielle sur tous les degres de liberte de la particule 2 ; 
formellement : 

p = ~Tr2(1l!)(l!I-Il!)(HI-IH)(l!1 + IH)(lil) . 

Les deuxieme et troisieme terme sont non-diagonaux vis-a.-vis de 2, et ont 
donc une trace nulle ; ainsi : 

p = ~ (Ii 1) (i 11 + 11 j) (1 il) 

Il s'agit visiblement d'un cas mixte equidistribue. 

(d) Les elements diagonaux de p donnent les probabilites de trouver l'une ou 
l'autre des deux valeurs ±~ lors d'une mesure du spin de la particule 1 ; iei, 
elles sont egales. 

5. Evolution d'un etat discret couple a un continuum 

(a) Compte tenu des definitions rappelees dans Ie texte, et en introduisant la base 
propre de H, l'operateur U+(t) se decompose comme : 

tous les poles (simples) sont sur l'axe reel. Pour pouvoir appliquer Ie theoreme 
des r~sidus, il faut construire un contour ferme, en ajoutant ala droite d'inte­
gration des morceaux dont la contribution se trouve facilement - l'ideal etant 
qu'elles soient nulles. Compte tenu de la presence de i'exponentielle, c'est Ie 
cas sur un demi-cercle a. l'infini, si la fonction a. integrer tend vers zero en 
module uniformement par rapport a. l'angle (l'un des lemmes de Jordan), ce 
que l'on suppose ici. Le choix du demi-cercle depend visiblement du signe de 
t, d'ou Ie choix a. faire illustre sur la figure 21.6. 

Q It> 01 

C3 
I 

En ~ ~ 

It < 01 

Figure 21.6: Fermeture du contour par un arc donnant une contribution nulle dans la 
limite d'un rayon infini. 

Dans Ie cas t < 0, Ie contour ne contient aucun pole: l'integrale est nulle. 
Quand t > 0, les En se trouvent dans Ie contour, et Ie theoreme des residus 
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donne: 

t>O: 

chaque n3sidu au pole simple En s'obtient par limz->En (z - En) X ef,;zt z _lE , 

soit ef,;Ent . En definitive: n 

n 

ou Y(t) = 1 si t > 0, Y(t) = 0 si t < O. U+(t) est Ie propagateur avance. 

(b) Avec H = Ho + V, on a (z 1 - H)G(z) = 1, soit (z1 - Ho - V)G(z) = 1, ou 
encore (G01 (z) - V)G(z) = 1, d'ou l'on deduit G01 (z)G(z) = 1 + VG(z) ; 
par multiplication a gauche par Go(z), il vient : 

I G(z) = Go(z) + Go(z)VG(z) I 
qui est l'equation de Dyson. 

(c) Ho est suppose avoir des etats propres de deux sortes : 

i. un etat Ir), d'energie Er > 0 ; 

ii. des etats IE) dont l'energie E varie contimlment de 0 a +00. 
En iterant une fois l'equation de Dyson, on peut ecrire : 

G = Go + Go V (Go + Go V G) = Go + Go V Go + Go V Go V G 

prenant maintenant l'element de matrice diagonal avec Ir), it vient : 

(rIGlr) = (rIGolr) + (rlGo VGolr) + (rlGo VGo VGlr) . 

Tenant compte du fait que Ir) est propre de Ho, donc de Go, ceci se recrit 
comme suit : 

(rIGlr) = (rIGolr) + (rIGolr)(rlVlr)(rIGolr) + (rIGolr) (rIVGoVGlr) , 

expression qui, compte tenu de (rlVlr) = 0 se simplifie en : 

1 1 
(rIGlr) = (rIGolr) + (rIGolr)(rIVGo VGlr) = z _ Er + z _ Er (rlVGo VGlr) 

Comme Vest purement non-diagonal, et avec (ElVlr) = v(E), l'element de 
matrice a droite est : 

(rlVGo VGlr) = r (rIVIE) (EIGo VGlr) dE = r v* (E) ~E (EIVGlr) dE h JE z-

enfin, (EIVGlr) = (ElVlr)(rIGlr) = v(E)(rIGlr) ; il vient ainsi : 

1 1 1 1 (rIGlr) = -- + -- v*(E)--v(E) dE (rIGlr) , 
z - Er z - Er E Z - E 
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d'ou I'on tire l'eh~ment de matrice (rIG(z)lr) : 

def 1 , 
9(z) = (r IG(z)lr) = ~, 

z - Er - J Z- E' dE 

ce que I'on peut ecrire comme : 

1 
9 (z) = -z ---E-

r 
-_-~-( z-) ~(z) ~ roo Iv(E')I,2 dE' 

Jo z-E 

ou ~(z) est la self energy, par definition. La forme algebrique de ~(z) montre 
que sa partie imaginaire est opposee a celle de z. Par ailleurs, si z est un reel 
negatif, ~(z) est bien definie. Au contraire, quand ~z > 0, on ne trouve Pas 
Ie meme resultat quand on tend vers Ie demi-axe lR+ , selon que I'on vient de 
<;SZ > 0 ou de <;SZ < 0, revelant que, comme attendu, ~(z) a une coupure Ie 
long de 1R+ ; en utilisant : 

1 1 
lim --.- = p- - i1ro(x) , 

<:-+0+ X + Ie: x 

ou P designe la partie principale de Cauchy, il vient : 

~±(E) ~ lim ~(E ± iO) = lim roo Iv(~')12 dE' = 
<:-+0+ <:-+0+ JoE ± Ie: - E' 

P roo Iv(E') I~ dE' =t= i1r lv(EW ~ n!:::..(E) =t= i~r(E) Jo E - E 2 

Cette expression est de fait valide quel que soit E E IR j quand E < 0, la partie 
imaginaire est nulle et la partie principale de Cauchy est superfetatoire. Au 
total, quel que soit E E IR : 

. 1 
9(E ± 10) = I ( ')12 

E - Er - P Jo+
OO ~~EI dE' ± i1rlv(E) 12 

(d) On suppose Ie systeme prepare dans l'etat Ir), et .soit IIJ!(t)) l'etat a l'instant 

t> 0 j l'amplitude est A(t) ~f (rllJ!(t)) = (rIU+(t)IIJ!(O) ) = (rIU+(t)lr) : 

A(t) = (rIU+(t)lr ) = ~ r ej;zt (rIG(z)lr) dz == ~ r ej;zt 9(z) dz 
2m J c+ 2m J c+ 

Par Ie simple changement de variable z = E + ie:, elle s'ecrit : 

e~ 1-00 

1 E A(t) = -. e Tii t 9(E + ie:) dE . 
211r +00 

Le parametre e: peut etre pris quelconque, en particulier infiniment petit posi­
tif j Ie facteur e7t donne 1 a la limite. II reste a elucider : 
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Quel que so it t, l'integrale au denominateur apporte une partie imaginaire 
finie : Ie it du denominateur est done non pertinent. Vne fois prise la limite 
t -t 0, il vient : 

A t = - e lli Et . dE 1 1-00 

1 1 
() 2i7r +00 E - Er -lit.(E) + i~r(E) 

cc== 
o 

• 
E 

Figure 21.7: Deformation du contour initial en un lacet contournant la coupure de Q(z). 

( ) En Lout l'igueur l'integral d Fourier doit Atre eft! tu 'e n prenant en ompt. 
In cou pnr I long de 114, par x mpl n de£orman 1 contour comme in­
clique sur la figure 21.7; ou pellt a.ussi pr01 ng l' allalytiqu ment O(z) dans l ' 
d uxiem feuiJI ·t d ieman afin d tamass r t-s pole: de. n prolongement 
analytiqu . 

n pro cede expeditif plus elementaire est justifiable dans Ie cas d'un couplage 
faibl (v ir Tome II, section 25.3), qui autorise a remplacer t.(E) et r(E) 
par 1 urs 'val Ul'S en E = E r . Ceci revient a utiliser la resolvante approchee 
Qap(E) : 

. 1 
Q(E + 10) f-+ Qap(E) = E _ Er _ ~+(Er) (21.47) 

Notant simplement t. ~ t.(Er), r ~ r(Er), on a ~+(Er) = lit.-i~r, d'ou : 

(f) Vne fois faite la substitution Q(E + iO) -t Qap(E), l'inversion de Fourier est: 

A(t) = - e lliEt dE 1 1-00 

1 1 
2i7r +00 E - Er - lit. + i~r 

l'integration est triviale par residus et donne: 

(g) L'etat Iw(t)) etant ecrit Iw(t)) = A(t)lr) + J dE ce(t)ef,,;Et IE), l'equation de 
Schrodinger est : 
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multipliant a gauche par (EI et utilisant la definition des elements de Inatn 
de Ho et V, on obtient : c'" 

incE e ftEt = A(t)(ElVlr) == A(t)v(E) , 

d'ou, prenant en compte CE(O) = 0 V E puisque l'atome part de l'etat resa 
nant discret : Q, 

soit: 

1 tIE' 1 (E Ii!:")' r, CE(t) = in J
o 

v(E)e- m t e Di ,+ t e- 2t dt' , 

v(E) 1 - e- ft (E-E,-li!:")t e- ~t 

CE(t) = -----w: ~ + rlt(E - Er - nb.) 

(h) Pour t» r-1
, on a a peu pres A(t) ~ 0 et CE(t) ~ vI:) ¥+ft(E~E'-/i,t:,.)' d'oD. 

l'expression de l'etat global aux temps longs, une fois l'emission produite avec 
une probabilite exponentiellement voisine de 1 : 

1+00 v(E) 
Iw(t»r-l)~ rdE 

o E - Er - nb. + in2 

6. Evolution de la coherence d'un atome lors de l'emission spontanee 

On considere maintenant un atome de masse M a. deux etats internes: Ig) (fon­
damental, energie prise comme zero des energies) et Ie) (etat excite, d'energie 
Ee == tuue). Afin de tenir compte du recul de l'atome par emission, il faut aussi 
introduire les etats propres de P, impulsion du centre de masse de l'atome, desigmis 
par IK) : PIK) = nKIK). 
L'atome est couple au champ de rayonnement dont on n'introduit que deux types 
d'etats : l'etat fondamentallvide) (zero photon) et les etats If) a. un photon d'im­
pulsion f et d'energie tuu (pour simplifier les ecritures, on laisse de cote la polari­
sation du photon). Cela admis, une base d'etats pour Ie modele ainsi defini est: 

(21.48) 

Soit H == Ho + V Ie Hamiltonien du systeme atome + champ, Ho etant relatif au 
systeme sans interaction, et on note w(f, K) ~ (f, K - fIVIK). 

(a) Les energies a l'ordre zero en V des etats IK) et If, K) sont respectivement 
~ . . 1i2 K2 !.k 1i2 K2 
Itwe + 2M et Ib C + 2M . 

(b) La conservation de l'impulsion exige K = f + K I. 
(c) Par reference avec la section 5, l'etat IK) joue Ie role de Ir) et les etats If, j{ -k) 

sont les analogues des etats IE) : 
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E 

Ie) 

K' 

If) 

. ure 21.8: A gauche: ~chema des niveaux d'energie de Ho j Ie continuum represente les 
~lgts d'un photon libre. A droite, schema du processus elementail~ conservant l'impulsion 
e
ta
t 

Ie . Ie trait ondule represente un photon emis d'impulsion nk. to a , 

(d) Avec les memes definitions pour r et .6., en utilisant Ie resultat obtenu en 5h, 
et not ant que la somme sur E devient une somme sur f, l'expression approchee 
du vecteur d'etat 11l!(t) pour t » r-1 est: 

~ ~ 1 [ h.(k - Ro)2
j w(k, Ko) eTli liw+ 2M t ~ ~ ~ 

11l!(t)) ~ L 1i2(Ko-k)2 1i2K2 , .lir IKo - k, k) , 
k nw + 2M - nwe - W - It.6. + 1"'2 

soit: 

(21.49) 
2 - 2 

avec nwo = nwe + h.6. - 1i2kt j h.6. est Ie deplacement radiatif de l' etat atomique 
(Lamb shift), Ie dernier terme etant l'energie de recul de I'atome sous l'efIet 
de l'emission d'un photon d'impulsion hf - ces deux termes sont tres petits 
compares a. nwo. Le terme f.Ko represente visiblement l' efIet Doppler. 

(e) Ne s'interessant qu'au mouvement du centre de masse de l'atome (mouvement 
externe), il suffit de connaitre l'operateur densite reduit Pext obtenu en prenant 
la trace sur tous les degres de liberte internes. Avant l'emission, Ie systeme 
atome + champ est dans l'etat IKo) ~ le)0IKo)0Ivide) j la trace sur les autres 
degres de liberte est immediate, et on obtientpext = IKo)(Kol. En normalisant 
l'onde plane comme indique, on a ainsi (rIPextli') = (f1Ko)(Koji'), so it : 

La coherence spatiale est ainsi a portee infinie. 

(f) On se place maintenant dans Ie rep ere du centre de masse de l 'atome avant 
emission, ou Ko = O. L'expression for melle de l'operateur densite reduit Pext(t) 
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at » r - 1 se deduit de l'expression (21.49) adaptee a cette situation: 

l'lt(t)) ~ L w(f, 0) e-i(w+i~)t 1- f, f) == L ,),(k, 0) e-i(w+~e)t 1- k, k) , 
_ n(w - Wo + "2T) _ 
k k 

ou 1- f, f) == Ig) 1811- f) 181 If). L'operateur densite total etant Iw(t))(W(t)l, 
l'operateur densite reduit est: 

Pext(t » r- 1) ~ Tr L ')'(f' O)')'*(k', 0) e-i(kc+ ~e) t e+i(k'c+ ~t2) t X 

k,k' 

1- f, f)(-f', k'i . 
La trace sur les degres de liberte du champ donne un facteur de Kronecker 

bki;', d'ou l'operateur densite reduit apri;s emission d'un photon de vecteur 
d'onde quelconque : 

Pext(t» r-1) ~ L I,),(f, 0)1 2 1_ f)(-fl 
k 

qui decrit manifestement un cas mixte, l'atome pouvant etre trouve avec 
l'impulsion -k avec la probabilite h(k, 0) 12. Noter qu'a ces temps tres tardifs, 
Pext(t) a atteint sa limite et est devenu independant du temps. 

(g) L'expression de WIPext[f") est: 

WIPext[f") ~ L b(k, 6')1 2 
WI - k)(-k[f") 

k 

avec Wlf) = L -3/2 eik.r , on a: 

WIPext(t» r-1)[f") ~ L-3 L b(k, 0)1 2 
eik(r' - f') 

k 

(h) S'agissant de calculer simplement la coherence WIPext(t)[f") pour t » r-1, on 
tire parti de la variation resonnante de ')' pour w '" Wo ; ignorant toute variation 
(inessentielle) en k de l' element de matrice w(f, 0) et not ant simplement w 
la valeur constante retenue, il vient : 

WIPext(t»r-1)[f") ~L-3LI w i 12 eik(r'-f') ; 
_ n(kc - koc + "2T) 
k 

en passant a la limite continue pour f (ce qui revient a rendre une borte de 
confinement infiniment grande) : 

(r IPext[f") ~ lim n-2L-3 r (~)3d3k Iwl
2 

2 eik.f , 
L--->+oo l IR3 271" c2(k c kO)2 + ~ 

avec f~ r' - r. 
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i. Pour effestuer I 'integration sur les angles dans l'espace k, on peut toujours 
prendre 1 Ie long de l'axe Oz de cet espace ; passant en cOOl'donnees 
polaires, d3 k = k2dk sin BdBdq'>, il vient : 

l'integrale de droite vaut 'k7 sin kl, d'ou : 

11. Pour une transition optique typique, la longueur d'onde Ao est de l'ordre 
de 0 6 II. d'ou k c= 21fC '" 21fx3x10

B 
",3 X 1015 S-1 L'inverse de la duree 

'''"' 0 Ao 6000 x 10 10 ' 
de vie, r, vaut typiquement 1012 S-1 « koc ; l'integrand est donc tres 
resonnant autour de koc avec une largeur tres petite devant koc, ce qui 
justifie 1e rejet de la borne inferieure a -00 : 

(-I 1-') Iwl2 1+00 

ksinkl dk 
r Pext r ~ 2(7r1ic)21 -00 (k _ kO)2 + & 

L'integrale est egale a ~ J+OO k e
ikl 

r2 dk et se calcule immediatement 
- 00 (k-ko)2+~ 

par residus : Ie lemme de Jordan est applicable, on ferme par un grand 
demi-cercle dans Ie demi-plan superieur. 11 y a un pole simple en ko +if" 

de sorte que l'integrale est egale a. <S(2i7r k~~f~ ei(ko+if,)l). Au total, on 

trouve pour l'integrale : 

27rc rl (. r ) r e- 2c ko sm kol + 2c cos kol 

de plus, com me r « koc, on ne commet pas d'erreur grave en laissant 
tomber Ie terme en cos kol, de sorte que l'on peut finalement retenir : 

(-I 1-') Iwl2 ko . k I _IT (-I 1-) C(l) r Pext r ~ 7rn2c rz sm 0 e 2c == r Pext r ; 

notant que (rIPextlf') ~ l~l2c~' cette expression s'ecrit aussi : 

(rlpextlf") = (rIPextlf') C(l) (I = I If' - r'll) 

iii. La variation de C(l) en fonction de I est reportee sur la figure 21.9 ; les 
oscillations ont lieu sur une echelle de l'ordre de la longueur d'onde de la 
transition; elles s'amortissent exponentiellement sur une autre echelle de 
longueur, correspondant au temps de vol d'un photon durant la duree de 
vie moyenne de l'etat atomique excite. 

619 



Mecanique quantique 

1,0 

C(l) 

7r 

ko 
c 1 - » -r ko 

Figure 21.9: Allure de la coherence spatiale dans Ie repere du centre de masse de I'atotne 
apres emission d'un photon. 

iv . II ressort bien que C(l) est Ie produit de deux facteurs : 

A. Ie pr mier, 8i~~ol , est (a des constantes pres), la transformee de Fourier 
d'une fonction-port ; il survient en resultat de l'integration sur les 
an 1 . ntl' I ~ direction de k (direction d'emission du photon) et la 
direction f' - f" ; comme cette integration est faite avec un poids 
independant de l'angle, ce facteur traduit bien Ie caractere aleatoire 
de la direction d'emission, aucune direction n'etant privilegiee. Pour 
une direction fixee, l'impulsion de recul de l'atome peut varier es­
sentiellement entre ±ltko, correspondant au module de l'impulsion de 
resonance (optique) . Cette incertitude sur l'impulsion de l'atome se 
repercute sur la portee spatiale de la coherence. 

B. Le second facteur est e-£; ; sa longueur caracteristique d'extinction 
est ¥, pilotee par l'incertitude sur l'instant d'emission du photon. 

(i) II s'agit maintenant, revenant a I'expression donnee en (21.49), d'analyser 
plus precisement la correlation forte entre l'etat ext erne de l'atome et l'etat 
du champ (en se pla<;ant toujours dans Ie centre de masse de l'atome avant 
emission, soit en ayant toujours Ko = 0) ; injectant la relation de fermeture 
L,"" 1T)(rI, il vient : 

Iw(t » f-l)) = L L W)(rl w(k, 0) i e-i(w+~) t 1- k, k) 
k r It(w-wo+"2 f ) 

avec les notations deja introduites, Ie vecteur 1- k, k) de droite est un produit 
tensoriel du type latome) ® I champ) , l'atome ayant ici l'impulsion -Itk. Utili­
sant a nouveau (r Ik) = L -3/2 eik . ." : 

ou Ie symbole ® a ete retabli pour la clarte. De fa<;on plus concise, l'etat du 
systeme couple atome + champ est bien de la forme : ,_ 

LIT) ® IXr(t)) , (21.50) 
r 
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avec: 

(j) L'etat (21.50) est clairement un etat intrique, de meme nature que pour deux 
spins ~ ayant interagi ; il en resulte que d'une mesure sur I'atome seul on peut 
inferer l'etat du champ apres reduction de paquet d'ondes de£inissant l'etat 
global. En particulier, si une mesure de position de I'atome revele que ce 
demier est au point ra, l'etat du champ juste apres cette mesure est Ie vecteur 
IXf'o)' totalement correle au resultat de la mesure effectuee sur l'atome. Il 
s'agit d'un nouvel exemple de non-separabilite. 

(k) Inversement, on peut evidemment considerer que I'etat du champ lXf') joue 
Ie role d'un pointeur ("I'aiguille de l'amperemetre") donnant la position de 
I'atome. Si la resolution de ce pointeur etait parfaite, on aurait (Xf',IXf'II) = 0 
si -P' i= -P" puisque les deux etats If') et -P") sont orthogonaux. 
En fait, on voit que la coherence du champ (r' lx)(xlf") est donnee par 
une integrale proportionnelle a. celIe conduisant a. (r IPext If') , de sorte que 
(r'lx) (xlf") ex: Si~o~ol e- ¥!;, avec ici I = 11f' - r" II . La resolution est done finie, 

de l'ordre de la largeur du sinus cardinal Si~~ol soit typiquement ~: = Ao : 
certes, Ie photon sert d'instrument de mesure, mais la resolution de celui-ci 
est limitee fondamentalement par la longueur d'onde d'emission. On retrouve 
ce fait bien connu qu'une source lumineuse ne saurait etre localisee avec une 
precision arbitrairement grande. 
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corriges du chapitre 22 

Particules identiques 

22.1 Retour sur Ie trou de Fermi 

Soit deux fermions de spin 1/2 dont § designe Ie spin total. 

1. A partir de deux orbitales orthonormees, ¢l et ¢2, former to utes les fonctions d'onde 
possibles, propres de (§2,8z ). On notera a(ms) et (3(ms) les deux fonctions definies 
en (11-20.36) . Que se passe-t-il si ¢l = ¢2 ? 

2. Pour tous les etats obtenus, determiner : 

(a) la den site de probabilite P2(r, rl) de trouver une particule pres de ret I'autre 
pres de rl, quels que soient les spins; 

(b) la den site de probabilite Pl(r) de trouver une particule pres de r. 

Pour deux fermions de spin 1/ 2, Ie spin total § peut prendre les valeurs 8 = 0 
(singulet) et 8 = 1 (triplet) . 

l. Pour trouver les etats du spin total, on procede comme d 'habitude en commenc;ant 
par l'etat de plus haute multiplicite, ici 8 = l. Sa composante Ms = 1 s'obtient 
immediatement puisqu'il existe une seule fonction donnant m s l + m s 2 = 1, c'est 
a(1 )a(2) : 

18 = 1, Ms = +1} ---) a(l)a(2 ) . 
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En appliquant S_ = Sl- + S2- aux deux membres, on en deduit la composant 
IS = 1, Ms = 0), qui ressort d'emblee normalisee : e 

1 IS = 1, Ms = 0) -+ J2[a(1),8(2) + ,8(1)a(2)J . 

Enfin, la composante IS = 1, Ms = -1) est de toute evidence ,8(1),8(2). 

II reste a. tro~ver la seule et unique composante de l'etat sing3let, IS = 0, Ms = 0) ; 
propre de (S2, S z) avec une valeur propre differente pour S2, eUe est orthogonale 
a. tous les vecteurs precedents, en particulier a. IS = 1, Ms = 0), d'ou (a. une phase 
pres) : 

1 IS = 0, Ms = 0) -+ J2[a(1),8(2) - ,8(1)a(2)J . 

Disposant de deux orbitales orthonormees, 1>1 et 1>2, et les fonctions de spin ci-dessus 
etant deja symetrique ou antisymetrique vis-a.-vis du groupe de permutations S2 , 
il faut associer les fonctions triplet a. une fonction d'espace antisymetrique, et la 
fonction singulet a. une fonction symetrique. Au total, les fonctions d'onde de l'etat 
triplet sont : 

La fonction d'onde de l'etat singulet est: 

(Ms = +1) 
(Ms = 0) 

(Ms = -1) 
(22.1 ) 

(22.2) 

Si 1>1 = (P2 (une seule orbitale disponible), l'etat triplet n'existe pas (la fonction 
d'onde complete est identiquement nulle). . 

2. II s'agit de trouver les densites de probabilite, queUe que so it la valeur des spins, ce 
qui revient a. sommer sur ces derniers ; les fonctions de spin etant normalisees a. part, 
cette sommation est immediate (eUe donne 1) et les densites cherchees s'obtiennent 
directement en consider ant la seule partie d'espace. 

(a) La densite de probabilite P2(r, P') de trouver une particule pres de Pet l'autre 

pres de P' est egale a. I jz [1>1 (f')1>2(r') ± 1>2 (r)1>1 (r')JI
2

, soit : 

Triplet : ~ [11>1 (r)¢2 (r') 12 + 11>1 (P')1>2 (r) 12 - 2~1>r (r)1>1 (P')1>2 (r)1>~ (P')] , 

Singulet : ~ [1¢1(r)¢2(P')1
2 + 11>1(P')1>2(r)1

2 +2~1>r(r)1>dP')1>2(r)1>;(P')] 
Pour l'etat triplet, on obtient ainsi : 

I P2 Triplet (P, P' =r) = 0 I 
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(b) 

22.2 

Particules identiques 

qui est la traduction quantitative du trou de Fermi. Si (h = ¢2 = ¢, la densite 
a deux particules de I'etat singulet se simplifie en 2 (¢(f')¢(f")) 2, celle de l'etat 
triplet etant identiquement nulle (en ce cas il n'existe pas de triplet). 

La densite de probabilite PI (f') de trouver une particule pres de f s'obtient 
en sommant P2(f, f') sur f' ; l'orthogonalite de ¢l et de ¢2 fait disparaitre Ie 
double produit et il reste, tant pour Ie triplet que pour Ie singulet : 

L'integrale de PI (f') est bien egale a 1 (c'est Ie carre de la norme de la fonction 
d'onde) . Si ¢1 = ¢2 = ¢, Ie triplet n'existe pas, et on a seulement : 

La densite electronique totale Pe(f) est la moyenne de 2:;:1 o(f - fi), soit ici 
pour N =2, Pe(f') =2pl(f'). 

Etats de spin de trois electrons 

Pour trois electrons: 

1. Quelles sont les valeurs possibles du spin total? 

2. Exprimer a I'aide des fonctions a et {3 to utes les composantes du quadruplet et des 
doublets. 

3. Ecrire to utes les fonctions d'onde, propres de (52, Sz), que I'on peut construire avec 
trois orbitales ¢l, ¢2 et ¢3. 

4. Pour quel(s) etat(s) retrouve-t-on une separation espace - spin apres antisymetrisation ? 

5. Ces etats sont-ils intriques ? 

------------------------------

1. Pour trois electrons, l'espace des etats de spin est de dimension 23 = 8. En combi­
nant deux spins, on trouve SI = 0, 1. En additionnant Ie spin du dernier electron, 
on trouve au total les seules valeurs S = ~, ~, eventuellement plusieurs fois. Les 
multiplicites sont respectivement 2 et 4 : pour arriver a 8, la seule possibilite est 
l'existence de deux doublets distincts ayant tous deux S = ~, et d'un quadruplet 
S = ~ (voir aussi Ie diagramme de branchement dans Ie probleme 18.8 p . 468) . 

Comme on Ie verra ci-dessous, il s'agit du nombre maximum d'etats possibles : 
suivant l'ensemble des orbitales disponibles, Ie Principe d'exclusion, intervenant en 
temps utile, pourra interdire certains etats. 
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2. L'etat de plus haute multiplicite est Ie quadruplet; sa composanteMs = +~ est 
une fonction dont la somme des trois m Si vaut ~ ; il n'y a qu'une seule fonctio l1 
ayant cette propriete, c'est laaa) == 18 = ~, Ms = +~). 
Notant 18, Ms) les etats de spin, on a d'une part: 

8_ 1 ~ +~) = '1./~(~ + 1) - ~(~ -1) I~ +!) 
2 2 V 2 2 2 2 2 ' 2 

soit 8_1~, +~) = nV3I~, ~). Par ailleurs 8_laaa) = (81- + 8 2- + 83_)laaa) 
pour chaque 8 i -, on a 8 i _la) = nljJ), d'on : 

3 1 
nv'3I"2' "2) = l{Jaa) + lajJa) + laa{J) 

et par consequent : 

Comme toujours, la composante cherchee apparait automatiquement normalisee 
(un moyen de signaler une eventuelle erreur de calcul). Pour avoir les deux aut res 
composantes du quadruplet, il suffit d'echanger partout a et jJ. On note deja que 
la partie de spin conserve une symetrie simple vis-a-vis du groupe de permutations 
8 3 ~ {P>-h9:S6, a savoir est totalement symetrique dans les six permutations (les 
trois termes de la combinaison lineaire s'echangent les uns les autres). Ce point 
sera repris dans l'application a trois electrons prop osee a la fin du probleme 22.3 
p.630. 

En ce qui concerne les composantes Ms = +~ des deux doublets, elles sont des com­
binaisons lineaires des trois vecteurs IjJaa), lajJa) et laajJ), et sont orthogonaux a 
I~, ~) ; la forme generale de la composante Ms = +~ est done: 

(22.3) 

et 1c112 + IC212 + IC312 = 1 pour la normalisation. II n'y a a ce stade aucune pres­
cription imposant un choix ou un autre des coefficients. Une possibilite est: 

on peut aussi prendre des combinaisons plus symetriques, par exemple celles fabri­
quees avec les racines cubiques de l'unite : 

(22.4) 

Seule une autre consideration (de symetrie, par exemple), intervenant dans Ie 
probleme precis analyse, pourra eventuellement imposer deux combinaisons lineai­
res specifiques. 
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pour construire les fonctions d'onde, il faut maintenant associer judicieusement 
les etats de spin ci-dessus avec les trois orbitales (h, ¢2, ¢3, en conformite avec Ie 
postulat de symetrisation. 

En ce qui concerne l'etat quadruplet, etat de spin maximum 5 = N /2 avec N = 3 
("ferromagnetique"), c'est tres facile puisque la partie de spin est completement 
symetrique, comme toujours, et ce quel que soit Ms, bien evidemment (5_ com­
mute avec toute permutation). II faut donc simplement la multiplier par la fonction 
d'espace antisymetrique qiA, proportionnelle a YA<P1(1)¢2(2)<P3(3) j supposant tou­
jours les orbitales orthonormalisees, la fonction qiA normalisee est: 

1 
<I> A = v'6 [¢1 (1 )¢2 (2)¢3 (3) -¢1 (2)¢2 (1)¢3 (3) -¢1 (3)¢2 (2)¢3(1) -¢1 (1)¢2 (3)¢3 (2) + 

¢1(2)¢2(3)¢3(1) + ¢1(3)¢2(1)¢3(2)] . 

Cette fonction n'est autre que Ie determinant (dit de Slater) Det[¢1¢2¢3], normalise, 
que l'on note simplement [¢1¢2¢3] dans toute la suite j la fonction d'onde du qua­
druplet est donc : 

ou les I~, Ms), Ms = ±~, ±~, ont ete trouves plus haut. Compte tenu du fait que 
Ie determinant est une fonction multilineaire, les differentes composantes peuvent 
s'ecrire : 

'T,Quadruplet _ [A.. A.. A.. ] '1'3/2 - <P1 a <p2 a <p3 a , 

1]i~~adrUplet = ~ ([¢1,8 ¢2a ¢3a] + [¢la ¢2,8 ¢3a] + [¢la ¢2a ¢3,8]) (22.5) 

Ceci se voit aussi en not ant que S_ = 2::=1 Si et qu'un tel operateur additif produit 
une somme de determinants obtenus en faisant agir 5i sur la spin-orbitale situee 
a la position i dans l'ecriture [7j.>l'l/127j.>3]' Comme precedemment, les compos antes 
Ms = -~, -~ s'obtiennent en echangeant a et ,8. 

Bien sur, si deux orbit ales sont egales entre elles, Ie quadruplet n'existe pas (la 
fonction d'onde est identiquement nulle) , en consequence du Principe d'exclusion 
de Pauli. 

Pour former les composantes des doublets S = ~, il faut appliquer l'antisymetriseur 
YA comme suit : 

I]i£!Sublet = .J3[YA(¢1¢2¢3 ® I~, Ms») , 

aucun des deux facteurs du produit tensoriel n'ayant cette fois la symetrie A ou S. 

On peut aussi les ecrire directement a vue, par orthogonalite, au regard de (22.5) j 

ainsi, pour Ms = +~ : 
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\[I f/
o
2
ub 

let, 
1 = ~([<p1,8<p2a<P3a]- [<PIa <P2,8 <P3 a]) , 

\[If/2ublet,2 = ~ ([<P1,8 <P2 a <P3 a] + [<PIa <P2,B <P3a] - 2 [<PIa <P2a <P3,8]) 

Si deux orbitales cOIncident, par exemple <PI = <P2, Ie determinant de droite ci­
dessus est nul, et les deux premiers sont proportionnels entre eux. 11 n'y a plus des 
lors qu'un seul doublet: 

\[IP?2ublet = [<PIa <P1,8 <P3a] . 

C'est bien Ie seul etat possible: avec <PI = <P2 et <P3 =1= <PI , 2, la seule latitude est Ie 
choix a ou ,8 pour <P3, de sorte que l'espace des etats est de dimension 2, pas plus. 

4. Comme releve au passage ci-dessus, seull'etat de spin maximum reste facto rise en 
espace @ spin apres antisymetrisation. 

5. II s'agit ici d'etudier rapidement l'intrication entre les degres de liberte d'espace et 
ceux de spin, c'est-a-dire d'analyser l'operateur densite reduit obtenu en prenant la 
trace sur les spins ou, de fa<;on equivalente, en sommant sur les variables d'espace. 

De toute evidence, en raison de sa separation des variables de spin et d'espace, Ie 
quadruplet n'est pas intrique spin - espace ; la trace sur les spins produit : 

TrsPjnsl\[l~~adruPlet)(\[I~~adrupletl = 1[<Pl<P2<P3])([<Pl<P2<P3]ITrsPjnsl~, Ms)(~, Msi = 

1 [<PI <P2<P3]) ([<PI <P2<P3] 1 . 

La trace sur les variables d'espace donne: 

Trespace l\[l~~adruPlet)(\[I~~adrupletl = I~ , Ms)(~, Ms 1 Trespace l[<Pl<P2<P3])([<PI <P2<P3] 1 = 

3 3 
12 , MS)(2' Msi 

D'une fa<;on ou d'une autre, la trace partielle donne evidemment un operateur 
densite reduit idempotent. 

11 en va tout autrement pour les etats doublets; la trace sur les variabres spatiales 
de I\[IDoublet) (\[IDoubletl donne' 

1/2 1/2 . 

Trespace l\[l~sublet)(\[I~subletl = (V3!)2Trespace(YAI<P1<P2<P3) @ I~, Ms)x 

1 
(<PI <P2<P3 1 @ (2' MsIYA) 

ou l'hermiticite de YA a ete utilisee. Chacune des permutations introduite par YA 
agit simultanement sur la partie d'espace et celIe de spin. En vertu de l'orthonorma­
lisation des orbitales, parmi les 3!2 = 36 termes venant du developpement du 
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produit des deux projecteurs, seuls les 6 termes "carres", impliquant la meme 
permutation, donnent une trace d'espace non-nulle. Cette trace etant effectuee1 , il 
reste donc2 

: 

6 

Doublet,Ms ~Tr I\liDoublet)(\liDoubletl=~ "p I~ M )(~ M Ipt (226) 
Pspins espace Ms Ms 3! L A 2' s 2' SA· . 

A=l 

L'action de chaque permutation sur I~, Ms) = cll,Baa) + c2Ia,Ba) + c3Iaa,B) se 

calcule aisement ; notant simplement 11) ~ l,Baa), 12) ~ la,Ba), 13) ~ laa,B) 

Pl(Clll) + c212) + c313)) = cdl) + c212) + c313) , 

P2 (Clll) + c212) + c313)) = cll2) + c211) + c313) , 

P3hll) + c212) + CJl3)) = cll3) + c212) + c311) , 

P4 (Clll) + c212) + c313)) = clll) + c213) + c312) , 

P5(Clll) + c212) + c313)) = cll3) + c211) + c312) , 

P6 (Clll) + c212) + c313)) = cll2) + c213) + c311) 

Cela etant, Ie calcul explicite de la somme sur les permutations de (22.6) se fait 
rapidement en depit des apparences (on a vite fait de voir comment cela marche), 
et on obtient : 

Doublet, Ms -t ~ [rl r1 rr 1 
Pspins 

3 r r 1 
~R 

qui n'est visiblement pas idempotente en general: 

[ 

1 + 2r2 
( D~ublet,Ms )2 -t ~ r(2 + r) 
Pspms 9 

r(2 + r) 

r(2 + r) 
1 + 2r2 

r 

r(2 + r) 1 
r(2 + r) 
1 + 2r2 

En comparant R et R2, on voit que l'idempotence n'est realisee que si3 r = 1, mais 
cette valeur est inaccessible. En effet, on peut parametrer les coefficients comme 

1Les signatures des permutations s'efl'aeent en raison du earactere quadratique du produit 1.)(.1. 
2La trace sur les spins de I'expression suivante donne bien 1, en conformite avec Ie fait que la fonction 

d'onde totale est normalisee a. I'unite. 
3Une autre fa<;on de voir que I'idempotence est obtenue pour r = 1 consiste a. trouver Ie spectre de 

la matrice R. Celle-ci s'ecrit ~ (1 - r)13 + rM, ou M a des ~ partout : c'est done un projecteur dont 

une valeur propre vaut 1, les deux autres etant nulles. Le spectre de R est done ~(1- r) (deux fois) et 

~(l- r) + r = ~(l + 2r) : R n'est un projecteur que si r = 1. 
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suit, a une phase glob ale pres: CI = cos ¢ sin 8, C2 = sin ¢ sin 8 ei
l.l (8 et u reels) 

de sorte que r = - sin2 8(1 + sin ¢eos ¢ cos u) la quantite entre parentheses est 
eneadree par 0 et 2, entrainant que -2 :::; r :::; O. 

La trace d'espace fait done perdre l'idempotence, perte qui est la signature habi_ 
tueUe4 de l'intrication, ici spin - espace. Ce phenomene ne saurait se produire aVec 
deux fermions, puis que dans ce cas, les variables d'espace et de spin sont separees 
queUe que soit la valeur 0 ou 1 du spin total. ' 

Par ailleurs, et en dehors de to ute consideration des variables spatiales, il est clair 
que les spins sont eux-memes mutueUement intriques, mais ceci vaudrait tout aut ant 
pour N = 2 (Ie "paradoxe" EPR surgit des deux spins, pourvu que l'on considhe 
la composante Ms = 0 du spin total, qu'il s'agisse d 'un singulet ou d'un triplet). 

22.3 Etude detaillee du groupe des permutations S3 

Soit {P>.h I'ensemble des permutations de trois objets, muni de la loi de composition interne 
(11-22.27) Ie dotant de la structure de groupe5 ; PI note I'element neutre (Ia permutation 
identite). 

1. Dresser la table 6 x 6 de cette loi de composition . 

2. La loi de composition definit une application f de [1, 6] x [1 , 6] dans [1, 6] 

(22.7) 

sachant que v = f(>.., /1», montrer que f(v, a) = f(>.., f(/1>, a)). 

3. On definit une relation d'equivalence R par: 

V P>. E S3, V Pp. E S3 : P>. RPp. ~ 3P" E S3, P>. = p"pp.p;l, (22.8) 

Former les classes d'equivalence. 

4. Soit I'espace vectoriel sur <C, A(S3) ~ {X}, dont les P>. constituent une base: 
X = 2:>. x>.P>., x>. E <C. Grace a la loi de groupe de S3, on peut definir une deuxieme 
loi de composition interne dans A(S3) : 

(22.9) 

Montrer que (X + Y)Z = XZ + YZ, Z(X + Y) = ZX + ZY, (XY)Z = X(YZ), 
Va E C, X(aY) = aXY. A(S3) est alors par definition une algebre associative: 
c'est I'algebre du groupe S3. 

4Sans entrer dans Ie detail, mentionnons toutefois que la definition non-ambigue d'une mesure quan­
titative de J'intrication fait encore l'objet de recherches. 

5ee probleme fait appel, tres intuitivement, a queJques notions de la Theorie de la representation 
lioeaire des groupes, et constitue une incitation a en savoir plus sur cette question. On pourra consulter 
ace sujet l'ouvrage de Bacry [15J. 
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La deuxieme loi interne de I'algebre etant lineaire, on peut ecrire : 
5. 

(22.10) 

A chaque P>. , on peut donc associer une matrice 6 x 6 notee Jo.l(P>.). Montrer que 
cet ensemble de matrices a une structure de groupe quand on choisit comme loi de 
composition interne la multiplication habituelle des matrices . 

6. Montrer que ce groupe de matrices constitue une representation (Iineaire) du groupe 
S3' La representation ainsi definie s 'appelle la representation reguliere , notee rl'eg : 

c'est celie dont I'espace support est I'algebre du groupe. 

7. Determiner les valeurs et vecteurs propres des M (P>.). Montrer que ces matrices ont 
en commun deux vecteurs propres ; en dedu ire I'existence de deux representations 
irreductibles a une dimension rS et rA ; en donner les caracteres, XI(p>.) (I=A etS) . 

8. A un facteur pres , les deux vecteurs propres trouves en 7 sont de la forme : 

(22.11) 

Calculer P>.Yr . En deduire les proprietes de permutation de Yr 7/J (XI, X2, X3) ou 7/J est 
une fonction quelconque. 

9. Les idempotents primitiJs d'une algebre, {e>.}>. , sont definis par les relations: 

e>.e", = 0 'if >. =1= /.L , e~ = e>. 

Trouver les idempotents primitifs associes aux Yr . 

10. Soit : 
X n = PI + j 2 P5 + jP6 , X I 2 = P2 + jP3 + j 2 P4 , 

X 22 = PI + jP5 + j 2 P6 , X2I = P2 + l P3 + jP4 , 

(22.12) 

(22.1 3) 

ou 1, j,? sont les racines cubiques de I'unite. Montrer que Xn et X I 2 d'une part, 
X 2I et X 22 d'autre part, engendrent un espace invariant irreductible. Montrer que les 
deux representations correspondantes sont equivalentes. 

Compte tenu de la forme des matrices des P>. exprimees sur la base Ys , YA , X n , X 12 , 

X 22 et X 21 , on peut ecrire : 

(22.14) 

Ce resultat est general : dans la decomposition de la representation reguliere d'un 
groupe fini , chaque representation irreductible apparait un nombre de fois egal a sa 
dimension . 

11. Trouver les idemptotents primitifs e i i associes aux X ii ; montrer que 

631 



Mecanique quantique 

12. On definit Ie vecte1LT-C(tmcter'e d'une representation comme Ie vecteur dont les cOtl), 

posantes sont egales aux caracteres des operations du groupe dans ceUe representatio 
Montrer que les vecteurs-caracteres des representations irreductibles de S3 sont ortho;~ 
onaux (ce resultat est genera l) . 

13. Application: so it un systeme de trois electrons, et soit O'SM une fonction propre du 
spin total: 

-2 2 S O'SM = Ii S(S + I)O'sM , (22.15) 

Montrer que P)"O'SM est encore fonction propre de 82 , Sz, 't/ P)., E S3. Montrer aussi qUe 
les fonctions quadruplets se transforment suivant r S et les fonctions doublets suivat)t 
r . En deduire que XUO'.!.M et que X 220'.!.M sont deux etats doublets independants 

2 2 • 

Le but de ce probleme est d'une part de traiter Ie cas particulier du groupe des 
permutations de trois objets, d'autre part de decouvrir par soi-meme, intuitivement et 
par I'exemple, des notions importantes de la Theorie de la representation lineaire des 
groupes. 

1. On note: 

PI = ( 
1 2 3 ) , P2 = ( 

1 2 3 ) , P3 = ( 
1 2 3 ) , 1 2 3 2 1 3 3 2 1 

P4 = ( 
1 2 3 ) , P5 = ( 

1 2 3 ) , P6 = ( 
1 2 3 ) 1 3 2 2 3 1 3· 1 2 

PI est l'identite, P2 , P3 et P4 sont les transpositions, P5 et P6 sont les permutations 
circulaires. On verifie immediatement que la multiplication donne a. cet ensemble 
une structure de groupe: Ie produit de deux permutations est une permutation, et 
est visiblement associatif; il existe un element neutre (c'est PI) et chaque element 
a un inverse. 

La table de multiplication se dresse sans difficulte, voir table 22.1. On remarque 
que chaque ligne et colonne contient une fois et une seule chacune des permutations 
du groupe (lemme de rearrangement). 

2. La loi de composition definit visiblement une application f de [I , 6J x [I, 6J dans 
[1 , 6J : 

f (A, p,) -; l/ = f(A, p,) ; 

par exemple, comme P2 P5 = P4 , on a f(2, 5) = 4. Poser v = f(A, p,), c'est traduire 
P/./ = P).,P~L' Maintenant, en vertu de l'associativite : 

PI/Pa = (P)"P!-,)Pa = P)"P!-'Pa = P),,(P!-,Pa) == P)'PfC!-"a) 

En rapprochant les termes extremes de cette suite d'egalites, il vient : 

I f(f(A,f1), 0') = f(A, f(p" 0')) I 
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Table 22.1: Table de multiplication de S3. 

PI PI P2 P3 P4 P5 P6 
P2 P2 PI P6 P5 P4 P3 

P3 P3 P5 PI P6 P2 P4 

P4 P4 P6 P5 PI P3 P2 
P5 P5 P3 P4 P2 P6 PI 
P6 P6 P4 P2 P3 PI P5 

3. La relation d'equivalence nest definie par : 

Les classes d'equivalence se forment aisement en jouant avec la table de multipli­
cation. Par exemple, on choisit P2 et on forme les difl'erents produits P),P2P;:1 : 
on voit ainsi rapidement que I'on obtient toujours P2, P3 ou P4 : c'est la classe 
des transpositions. Faisant la meme suite d'operations avec P5 , on obtient so it 
P5 , soit P6 : c'est la classe des p rmutation cil'cula tl'cs. ans surprise, les permu­
tations d'une meme classe se r embl nl" L'element neutre (PI) forme toujours 
visiblement une classe a lui tout seul ; il y a done !.l'oi 'lasses au total : 

4. 11 est visible que l'ensemble des combinaisons lineaires a coefficients complexes des 
permutations P)" A(S3) ~ {X : X = 2:)' x), P), ,x), E<C} a une structure d'espace 
vectoriel sur <C . La loi de composition interne de S3 induit une deuxieme loi de 
composition interne dans A(S3) selon : 

X = LX)'P)' , Y = LYJJ-PJJ- ,Z ~ XY = LL x),YJJ-P!()"JJ-) , 
), JJ- ), /-' 

d'ou la structure d'algebre. La distributivite se verifie trivialement : 

(X + Y)Z = (L(x), + y),)P),) L zJJ-PJJ- = L x),zJJ-P)'PJJ- + Ly)'z/-,P)'PJJ- , 
), JJ- )"JJ- )"JJ-

les deux sommes a. droite etant X Z et Y Z respectivement. Par ailleurs : 

d 'une part. D'autre part: 
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la loi etant associative, on a f(f(A, p,), v) = f().., f(p" v)), d'ou l'associativite du 
produit dans l'algebre A(S3), qui est alors par definition une algebre associative 
ici c'est l'algebre du groupe S3. ' 

5. La deuxieme loi interne de l'algebre etant lineaire, l'action de P), sur X = LIL X IL ? 
s'ecrit : /J, 

P),(LxILPIL ) = LXJlP),PIL = LXILPf()"IL) 

A chaque P)" on associe la matrice 6 x 6 notee M(P),), dont les elements satisfont 
par definition: 

a a 

d'ou les elements de matrice : 

Le produit de deux matrices a pour elements: 

v v 

d'ou (M(P)')M(PN)tIL = 8a.!()' ,f(N,IL))' Etablir l'homomorphisme entre les ma­
trices et S3, c'est montrer que Ie produit des matrices M(P),)M(PN ) est egal a 
M(Pv) si P),PN = Pv, so it quand v = f().., A'). Comme (M(Pv)t IL == 8a.!(V,IL) , il 
faut etablir l'egalite : 

8 ? 8 <===? f().., f()..', 11.)) ~ f(f().., )..'), 11.) a.!()" f(N, IL)) = a.!(f()" ),'),IL) ... ... 

or c'est justement l'egalite (22.16). L'application P), ----+ M(P),) est donc un ho­
momorphisme. En fait, comme elle est bijective, les deux groupes sont meme 
isomorphes. 

6. Le groupe de matrices constitue de facto une representation (lineaire) du groupe 
S3, appelee representation reguliere, notee peg ; son espace support est A(S3), 
algebre du groupe. 

7. Les matrices d'une meme classe du groupe sont equivalentes et ont donc Ie meme 
spectre de valeurs propres. 

Classe des transpositions Il suffit de considerer l'une d'entre eIles, P2 par 
exemple ; la matrice M(P2 ) s'obtient en faisant agir P2 sur tous les P)" soit en 
calculant P2 P)" et en portant en colonne les composantes du resultat (seule l'une 
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d'entre eUes est non-nulle, et elle vaut 1). On obtient ainsi : 

0 1 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 

M(P2 ) = 
0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 0 

L'equation donnant les valeurs propres se trouve suivant Ie pro cede habituel et 
s'ecrit (X2 - 1)3 = 0 : les valeurs propres sont donc ±1, chacune etant degenen§e 
trois fois. La forme generale des vecteurs propres est la suivante : 

Par les memes moyens, on trouve les vecteurs propres des aut res matrices ; pour 
M(P3) : 

+1 : A(Pe+P4)+P,(P5+P2)+V(Pl +P3) ; -1 : A(Pe-P4)+p,(PS-P2)+V(PI-P3) . 

Enfin, pour M(P4 ) : 

A chaque fois, les coefficients A, p, et v sont quelconques, cet arbitraire traduisant la 
degenerescenee des valeurs propres. L'ecriture resulte aussi d'un parti pris legitime, 
pour la clarte : faire apparaitre PI, P5 et Pe toujours avec Ie signe +, P2, P3 et P4 

avee un signe ±. 

Classe des permutations circulaires La matriee associee a P5 est : 

0 0 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 0 

M(P5 ) = 
() 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 

Les valeurs prop res sont donnees par (X 3 - 1)2 = 0, et sont done egales aux trois 
racines eubiques de l'unite, 1, jet p, chacune degenereedeux fois . La forme generale 
des veeteurs propres est : 

+1 : >-(Pl + P5 + Pe) + p,(P2 + P3 + P4 ) , 

j : A(PI + l P5 + jPe) + p,(P2 + j2P3 + jP4) , 

j2 : >-(Pl + jP5 + j2 Ps) + p,(P2 + jP3 + j2 P4) 

De meme, les valeurs et veeteurs propres de M (Pe) sont : 
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j : A(P1 + jP5 + j2 P6 ) + f1(P2 + jP3 + j2 P4 ) , 

j2 : A(H + l P5 + jP6 ) + f1(P2 + l P3 + jP4 ) . 

Ces deux dernieres matrices ont tous leurs vecteurs propres en commun ; ce n'est 
pas surprenant puisqu'elles s'expriment l'une en fonction de l'autre, comme on le 
voit en notant que P6 = pi et P5 = P€ (voir la table de multiplication) . 

La comparaison attentive de ces vecteurs propres avec ceux de la classe des trans_ 
positions montre que toutes les matrices ont les deux vecteurs propres commUns 
suivants : 

On a tres precisement : 
M(P).,)Ps = +Ps \:j A , 

Par definition, Ps se transforme suivant la representation irreductible r S , P A sui­
vant la representation irreductible rA. Les caracteres, Xl (P).,) , sont les coefficients 
des combinaisons lineaires, d'ou la table de caracteres, voir table 22.2. 

Table 22.2: Table des caracteres pour les representations symetrique et antisymetrique 
du groupe S3. 

Representation PI P2 P3 P4 P5 P6 
r::; 1 1 1 1 1 1 
r A 1 -1 -1 -1 1 1 

8. Les deux vecteurs prop res trouves en 7 sont tels que P)"Ps = +Ps quel que soit A, 
et P)"PA = +PA si A = 1, 5, 6, PAPA = -PA si A = 2,3,4. On a done en general: 

On en deduit immediatement que P)"Ps'I/J = +Ps'I/J \:j A, et que P)"PA'I/J = +PA'I/J, si 
P)., effectue un nombre pair de transpositions, P)., P A'I/J = - PA 'I/J si P)., effectue un 
nombre impair de transpositions. Il s'agit done bien d'operateurs aptes a fournir les 
bonnes fonctions suivant qu'il s'agit de bosons, Ps ex Ys, ou de fermions, PA ex YA. 

9. A l'aide (par exemple) de la table de multiplication6 , on voit immediatement que 
PA Ps = PsP A = 0, ce qui elit, a un facteur pres, ces deux elements comme idem­
potents primitifs . Il suffit juste de les normaliser convenablement ; par le lemme 

6 0U en reprenant ['argument general permettant de demontrer ['equation (1I-22.45). 
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de rearrangement, on voit de suite que pi = 6Pr de sorte (ipr)2 = ipr. Les deux 
idempotents primitifs associes aux PI sont donc : 

I es = :! Ps == Ys 

et on remarque que: 

10. Soit : 
Xu = PI + l P5 + jP6 , X I2 = P2 + jP3 + l P4 , 

X 22 = PI + jPs + l P6 , X 2I = P2 + j2 P3 + jP4 , 

(22.17) 

ou 1, j j2 'ont 1 S I'acin s ubiqu de ['unite ; noter les egaJiLe Xn = X22 L 
X l2 = X 21 , POUl'In utr -r qu Xu t X 12 d'une part X:n t X22 ['autre part 

Jlgencircnt un ·spa· inval'ian~ irreauctibl • it suffit d appUquor toul,cs les p nnu­
tations a cha 'un d ces el6m nl, ' t d' bs rv'1' que Ie resultaL st toujours un 
combinaison des m- mes cl ux el m nt. de l'rugebr . D fait, n utilisant la tabl 
du groupe, on trouve les resultats reportes dans la table 22.3. 

Table 22.3: Resultats de l'action des PA sur les X AW 

PI Xu X I2 X 21 X 22 
P2 X 12 Xu X 22 X 21 
P3 j"X12 jXll j" X 22 jX21 
P4 jX12 j'!Xn jX22 j2 X 21 
P5 jXn j'!X12 jX2I j'!X 22 
P6 j2 X ll jXI2 j2 X 21 jX22 

Chacun des deux sous-espaces est bien invariant (et irreductible : on Ie decrit tout 
entier par l'action des PA ), ce que montrent aussi les matrices des permutations sur 
la base ordonnee {Xu, X 12 , X 21 , X 22 } de leur somme directe : 

M(P,)~ [~ 
0 0 

~] ,M(P,) ~ [ ~ 
1 0 0] [0 j 0 

j~ ] 1 0 0 0 o '2 0 0 
0 1 0 0 ~ ,M(P3)= J~ 0 0 
0 0 0 1 0 

M(P.) = [~ 
j2 0 0] [j 0 0 0] [j, 0 0 

j~ ] 0 0 j~ • M(P5) ~ ~ 
j2 0 ~ ,M(P6)~ ~ j 0 

0 0 0 j2 0 j 
0 ? 0 0 0 0 
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L asp ct. bi c - diagonal de outes es matrice: saut aux'y ux. Pal' ailleul's, i\ est 
manJf<- ·te qu pOW' chaque matrice 4 x 4, les deux bloc 2 x 2 sont equival I.l,L 
(ils ont Ie mem sp etl') qui montre que l'en emblc des blocs 2 x 2 d'un 11 ' lll 
sous-espace ol1stitu un l' PI" entation eq~l,i1Jalente a celie pourvoyee par \ u e 
hom 1 gu ' de l'autr · sous- ·pace. 

des operations d'un group dans uue repr 's ntation s doiv I1t d '<h re 
des invariants. Quand 1a repre.sentati net a plus d ' une limen ion !'invatialll 
natmel est Ia tmc d matxic · r pr's ntallt I operat.ion' du gronpe. J i 1 
deux r pr' entation :quival nt I tOll es d · ux note 5 pour eet rai. on sont d 
dim n iOIl 2 i 1 t l'ac s d >s matrice. donnent ainsi \ s ru:act res /r(P..x) (tal\e 
22.4) - otlvenil' que 1 + .i + l = O. 

Table 22.4: Table des caracteres pour la representation bidimensionnelle r du groupe 8
3

. 

Representation 
r 

Ceci permet de completer la table des caracteres, afin d'obtenir la table complete 
de toutes les representations irreductibles (table 22.5). 

Table 22.5: Table des caracteres de toutes les representations irreductibles du groupe 83 . 

Representation PI P2 P3 P4 P5 P6 

r S 1 1 1 1 1 1 
:fA 1 -1 - 1 -1 1 1 
r 2 0 0 0 -1 -1 

Compte tenu de la forme des matrices des PA exprimees sur la base Ys, YA, Xll, 
X l2 , X 22 et X 2I , on peut ecrire 

I rreg = r S EB rA EB 2r I 
II s'agit d'un resultat general: dans la decomposition de la representation reguliere 
d'un groupe fini, chaque representation irreductible apparait un nombre de fois egal 
a sa dimension (et Ie nombre de representations irreductibles est egal au nombre 
de classes du groupe). 

11. Pour trouver les idemptotents primitifs eAA associes aux Xu, il suffit, tout comme 
avec les PI, de calculer X~A : 
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ou {P", PI-'} est l'anticommutateur P"PI-' + PI-'P'" D'ou' : 

Xfl = PI + jP6 + j2 P5 + 2j2 P5 + 2j P6 + 2PI = 3(PI + l Ps + jP6 ) == 3Xn 

Comme X22 = XiI ' on a tout aut ant X?2 = 3X22 ; des lors, en posant e"" ~ ~ X""' 
on obtient eL = e"". Par ailleurs, on a : 

XnX22 = (PI + l P5 + jP6 )(PI + jP5 + j2 P6 ) = PI + jPs + l P6+ 

j2(P5 + jP6 + j2 Pd + j(P6 + JPI + j2 P5 ) = 

(1 + j + j2)(PI + P5 + P6 ) = 0 

on a ainsi e""el-'I-' = 0,,1-' eu ; ce sont bien les idempotents primitifs associes aux 

X"" : 
I el1 = ~Xl1 

Comme X ll + X 22 = 2PI - Ps - P6 , il vient ell + e22 = ~PI - ~Ps - ~P6 ; avec 
l'egalite (22.17), on en deduit : 

I es + eA + ell + e22 = PI I 

La somme des idempotents primitifs est egal a l'element neutre. 

12. Vne fois dMini Ie vecteur-caractere d'une representation, la table 22.5 montre que 
les vecteurs-caractere sont deux a deux orthogonaux. Ce resultat est general, et 
permet d'ailleurs souvent de reconstruire sans difficulte, par essai et erreur, la table 
des caracteres d'un groupe de petit cardinal. 

13. Pour un systeme de trois electrons, soit a-SM une fonction propre du spin total. 
Toutes les observables, en particulier Ie spin, commutent avec toutes les permuta­
tions : 

11 en resulte en particulier : 

montrant que, quelle que soit la permutation P", P"a-SM est propre de 82 , avec la 
meme valeur propre ; l' argument est Ie meme avec Sz. 

Comme P5 P6 = P6 PS = PI, les cinq operateurs (8 2 , Sz, PI, Ps , P6 ) ont des vec­
teurs prop res communs 7 ; cet ensemble est complet au sens ou on ne peut ajouter 

711 ne s'agit pas d'un ECOC puisque Ps et P6 ne sont pas hermitiques (pJ = P6) ; toutefois, on peut 

definir q ~f P5 + P6 et p ~f i(Ps - P6), qui peuvent prendre la place de P5 et P6, et qui sont hermitiques. 
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les autres permutations , puisqu'elles ne commutent pas avec les operateurs deJ" , a 
regroupes. 

Tou · les (onction d spin ont ~t: It · nues dans 1· probl III 22.2; on y a v' 
3 ct 

(}U I mp ante.'l Iu quadntpl L = 2' . nt t tal 111 nt ym triqu par Sa, et 
s transform nt dOllC , u ivant J~ r -presentation . La form g;n >raJ de In. c lll.­

posaJ t Jill = +! -st donne n (22.3) ; n ptlrticul.i r, onsiderous Ie combinais ns 
sym ~tri lll-' d 'finie ell (22.4) , qui appal'aiss ut maintenant comm Ie n~. ulta. ·, a 
lin pha e pres, d l'a ·ti n d s X )..).. sur l'nn qlt 1 ouque des vecteurs ayan N!:: 1 . 

., I 

par >xempl - : -
l,Baa) + j la,Ba) + j2Iaa,B) == Xd,Baa) . 

Ceci per met de compreudre que les Xu (ou les idempoteuts primitifs e.>..>.) jouent 
un role analogue aux projecteurs Yr, et engendrent automatiquement des fonctions 
de symetrie vonlue. 

Comme Ps ~(I,Baa)+jla,Ba)+j2Iaa,B)) = ~(laa,B)+jl,Baa)+j2Ia,Ba)), ce vecteur 
est propre de Ps avec la valeur propre j. De me me : 

montrant qu'il est aussi vecteur propre de P6 , avec la valeur propre p. Le rap­
prochement avec les matrices M(Ps) et M(P6) revele que ce doublet se transforme 
suivant r ; il en va de meme pour l'autre combinaison symetrique orthogonale 
~(I,Baa) + Pl a,Ba) + jlaa,B) ), propre de Ps et P6 avec respectivement les valeurs 

propres j2 et j. 

Le produit de deux idempotents primitifs etant nul, deux vecteurs obtenus par 
l'action de deux de ceux-ci sont forcement orthogonaux, donc lineairement inde­
pendants. Notamment, X ll 0"1M et X 220" 1M sont deux etats doublets independants. 

2 2 

22.4 N fermions 

Soit {'l/Jkh un ensemble de spin-orbitales orthonormees et YA Ie projecteur antisymetriseur. 
Un etat pour N fermions sans interactions peut etre ecrit : 

N 1 
\lI = CA YA II 'l/Jk == CA N! Det['l/Jl'l/J2 ... 'l/JN] , (22.18) 

k = l 

1. Calculer la constante de normalisation CA. 

2. Montrer que deux tels etats I]i sont orthogonaux s'ils different par au moins une spin­
orbitale. 
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Dans la suite, on suppose que N est pair et que les electrons sont apparies deux par 3. 
deuX; Ie determinant de Slater est donc construit avec N/2 orbitales ¢kCr). 
La densite D(r) de particules au point i dans I'etat West la valeur moyenne de 
I'operateur : 

N 

6(r) ~ 2: J(i - fie) . (22.19) 
k=l 

Calculer D(r) = (WI6Iw). Combien vaut JIR3 D(r) d3 r ? 

4. On note Xk == (fie, ak) I'ensemble des degres de liberte d'un electron, a = ±1 designant 
la projection de son spin. Soit p({xd,{xU) Ie noyau de I'operateur densite construit 
avec Ie cas pur Iw), et soit les deux operateurs densite reduits a une et deux particules : 

')'(Xl, x~) ~ N 2: W(Xl, X2, ... , XN ) w * (x~, X2, ... , XN) (22.20) 
X2, ... XN 

( 
_ -. _ I _ ') dOf N (N - 1) "" ,T, ( - - - _) ,T, * ( _ I _ I _ _) r X l , X2, Xl' X2 = 2 ~ 'I' Xl, X2, X3 .. ·,XN 'I' Xl' X2, X3, ... ,XN . 

X3,···XN 
(22.21 ) 

(a) Quelles sont les traces de ')' et r ? 

(b) Soit Pe(r, i') ~ f:t I:a ')'(r, a, ii, a) . Si I'on interprete Pe comme la matrice 
densite d'un electron dans Ie bain des N -1 autres, s'agit-il d'un cas pur ou d'un 
cas mixte ? 

(c) Quelle est I' entropie de Sha n non - Wiener8 de Pe ? 

5. Le Hamiltonien des fermions sans interaction est de la forme : 

N 

H(Xl, X2, .. . XN) = 2: HI (Xk) ; (22.22) 
k=l 

les etats propres de HI sont supposes connus, Hl 'l/Jn = En'l/Jn ; calculer (wIHl w). 

6. Soit I'interaction aN-corps : 

N k-l 

V(l , 2, .. . N) = 2: 2: v(Xk, Xl) (22.23) 
k=ll=l 

ou vest un terme d'interaction a deux particules. Montrer que (wlVlw) s'exprime 
comme une somme de termes directs et d'echange. 

7. Expliquer comment toutes les valeurs moyennes d'observables du type H et V peuvent 
etre calculees a partir des seuls operateurs reduits definis en 4. 

Notant {'l/Jkh un ensemble de spin-orbitales orthonormees et YA Ie projecteur 
antisymetriseur, l'etat pour N fermions sans interactions s'obtient par Ie produit anti­
symetrise W = CAYA rr~=l 'l/Jk · 

8Yoir Tome II, note 10 p. 923. 
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1. On pose <1> ~ I1~=l 'l/Jk pour simplifier l'ecriture. Le calcul de la constante d 
normalisation CA part de (wlw) = 1, soit ICAI2(YA<1>!YA<1» = 1; Ie produit scalair

e 

s'ecrit successivement : e 

Oll on a utilise sue cssiv m nt I bermitici tc t l'idempotence de YA. Dans Ie develop_ 
pement du ket, s ule 1a permutation identite contribuera au produit scalaire : toute 
permutatjon implique au moins deux variables et les spin-orbitales sont supposees 
orthogonales ( t normali ees). Dr te don 1 = ICAI 2 ,0! (<1>1<1» = ICAI 2 ,0!' d'ou : 

2. Soit deux tels etats Wl et W2 differant par au moins une spin-orbitale. On a: 

alors, meme Ie terme associe a l'identite donne zero, d'ou (wllw2) = o. 
3. Pour une seule particule, la densite au point fest egale a la valeur moyenne de 

l'operateur O(fl-f), soit (wlo(fl-f)lw) = Inp W*(f)o(fl-f)w(f) d3rl = IW(f)12 ; 
pour N particules, l'operateur dont il faut prendre la moyenne est: 

La densite D(f) de particules au point f dans l'etat West ainsi donnee par9 : 

N N 

D(f) = (wi L o(f - fk) lw) = ICAI2(YA <1>1 L o(f - fk)YA I<1» . 
k=l k=l 

L'operateur ~(f; f l , f 2, ... , '0v) est symetrique, et commute avec toutes les permu­
tations, done aussi avec YA . En faisant passer Ie projecteur a droite, et en utilisant 
a nouveau son idempotence, il vient : 0 

N N! N 

D(f) = ICAI2(<1>1 L o(f - f k)YAI<1» = N! ~! L L(<1> lo(f - fk)P>-I<1» 
k=l >-=1 k=l 

L'operateur n'agit que sur une variable a la fois ; comme la plus "petite" permu­
tation implique au moins deux variables, l'orthogonalite des spin-orbitales assure 
que tous les termes sont nuls, sauf celui venant de la permutation identite, d'ou 
simplement D(f) = L~=l (<1>lo(f - f k)I<1». Chaque terme de la somme donne Ie 
module carre d'une spin-orbit ale (celIe de rang k), cependant que toutes les autres 

9La premiere egalite de la ligne suivante montre que lIR3 D(i') d 3r = N, puisque la fonction d'onde 
est normalisee et que son module carre est invariant dans toute permutation. 
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donnent un simple facteur 1 par carre scalaire avec elles-memes. Avec un nombre 
pair d'electrons et N /2 orbitales ¢k appariees deux a deux, il vient finalement : 

1:f. 
2 

D(f) = 2 L l¢k(fW 
k=l 

L'integration dans 1R3 donne 1 pour chacun des q. termes, d'ou au total : 

comme il se doit. 

4. On note Xk == (f'k, (Tk) l'ensemble des degres de liberte d 'un electron, 17 = ±1 desi­
gnant la projection de son spin. Soit p( {xd, {xU) Ie noyau de l'operateur densite 
construit avec Ie cas pur I'll), et soit les deux operateurs densite reduits a une et 
deux particules definis en (22.20) et (22.21). 

(a) La trace de --y est: 

Celle de rest aussi egale a ~N(N - 1), par Ie meme argument. 

(b) Si la fonction d'onde 'lI est construite avec N spin-orbitales , supposees ortho­
normees, on a : 

N 

1> ~ II 'ljJnk (Xk) 
k=l 

Quand on forme Ie produit \II (Xl , X2, ... , XN )'lI* (xi, X2, ... , XN), il apparalt N!2 
termes impliquant deux permutations PA et PI-'" La somme sur tous les Xk>l 
annule tous les termes ). i= /-L, en raison de l'orthogonalite des spin-orbitales. 
Par ailleurs, les (N - I)! termes venant des permutations ne modifiant pas 
l'indice 1 donnent tous Ie meme resultat ; au total, on trouve : 

N 

--Y(Xl'X~) = L'ljJnk(Xl)'ljJ~k(x~) 
k=l 

Soit Pe(f', f") ~ 1:t EO" --y(f, 17, f'/, (7) la densite a une particule sommee sur les 
spins: 

N 

Pe(f', f") = ~ LL'ljJnk(f', U)'ljJ~k(f/, (7) 
0" k=l 
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chaque spin-orbitale est de la forme ¢(f')x(a) ou X = a ou (3 i pour eha 
terme, la trace sur a donne 1, d'ou : qlle 

N 

PeCr, if) = ~ L ¢nk (f')¢~k (if) 
k=l 

(c) Pe(i, f') est une densite de probabilite . 11 truit av o 'quipl'obabiIi te l 

la densite de chaque orbitale i son 'ntl' pi d hannon - Wi nel' e do~~ 
- L: ir log2ir = log2 N , egale ala va.l til' maximal . lairemellt tlUe 

consequence de la symetrisation I' quise pour d . pal'ti id ntiqu s, 'ha. 
cune d'entre elles jouant exactem nt I mem )"01· que n imp rt laquell . de 
toutes les autres, d'ou une "entropi ·" maxim ale. 

5. Le Hamiltonien commute avec toutes les permutations, on a donc : 

(wIHlw) = ICAI2(YA<I>IHIYA<I» = ICAI2(<I>IHIYA<I» = L(-l)">'(<I>IHIPA<I» 
A 

Comme H est une somme d'operateurs n'agissant chacun que sur un seul fermion 
qu'une permutation implique au moins deux variables et que les spin-orbit ales son~ 
orthonormalisees, seulle terme venant de la permutation identite donne une contri­
bution non-nulle : 

N 

(WIHlw) = (<I>I HI<I» = L(<I>IH1 (Xk)I<I» 
k=1 

<I> etant Ie produit des spin-orbit ales 'l/Jn propres de HI, l'element de matrice est 
Enk , si 'l/Jnk est la spin-orbitale de rang k dans <I>. L'energie moyenne est donc la 
simple somme : 

N 

(wIHlw) = L('l/JnkIH11'I/Jnk) (22.24) 
k=1 

Si les spin-orbitales sont des fonctions propres de HI, H11'I/Jnk) = Enkl'I/Jnk)' on a: 
< 

N 

(W IHlw) = L Enk . 
k=1 

6. Toujours pour les memes raisons, la valeur moyenne de Vest: 

1 N N! 

(wlVlw) = ICAI2(<I>IVIYA<I» ="2 L L(<I>lv(Xk, xl)IPA<I» 
k#-l, 1 A=1 

l'operateur v(k, l) agit sur deux variables, donc toute permutation affectant plus 
de deux variables donne un terme nul par orthogonalite : seules comptent la per­
mutation identite 1 et les transpositions Trs : 

N 

(wlVlw) = ~ L (<I>IV(Xk, xz)l(l- LT,·s )<I» 
k#-I,1 r,s 
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Le terme venant de l'identite donne: 

k ,l j k,l 

celui venant des transpositions est : 

k,l j k ,l 

Au total, on obtient : 

La valeur moyenne (wlVlw) s'exprime bien comme une somme de termes directs 
et d'echange. 

7. Soit n l une observable s'ecrivant comme une somme de termes WI n'agissant chacun 
que sur une particule : n l (l , 2, ... , N) = L~=I WI(Xk). Sa valeur moyenne est: 

N 

(wlnIlw) = L L W(XI' X2, ... , XN)WI(Xk)W*(XI, X2, ... ,:EN) . 
k=l Xl,X2, . .. XN 

west antisymerique vis-a.-vis des permutations, mais comme la moyenne est quadra­
tique en W (et que YA est une combinaison lineaire a. coefficients reels), toute per­
mutation ne change pas w*w : les N termes de la somme sur k donnent donc la 
meme contribution, de sorte que l'on peut ecrire : 

(wlnIlw) = N L W(XI, X2, .. ·, XN)WI(Xl)W*(Xl, X2, ... ,XN) 
Xl,X2,..,XN 

On peut effectuer toutes les sommations LXI' l -I- 1, ce qui fait presque apparaJ:tre 
l'operateur densite reduit a. une particule ; pour qu'il en soit vraiment ainsi, on 
distingue provisoirement la variable Xl dans w* avant action de w(xI) ; on fait 
ensuite xi = Xl : 

ou encore: 

(wlnllw) =NL{Wl(Xl) L W(Xl, X2, ... , xN)w*(xi, X2, ... ,XN)}x~=Xl ; 
Xl X2 , . .. XN 

la valeur moyenne d'un operateur tel que n l s'exprime donc a. l'aide de l'operateur 
densite reduit a. un corps : 
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Avec un determinant [ ... ?/ink"·]' ')'(x, x') = L~=I ?/ink(X)?/i~k(x') ; la formule don_ 
nant (wlnIlw) est bien equivalente a. (22.24), recrite avec nl . 

Le meme argument vaut pour une observable n2 qui, tout comme V ci-dessus, est 
une somme de termes a. deux corps ; de la me me fac;on, on trouve : 

Toutes les interactions fondamentales etant a. deux corps (avant toute sorte de 
renormalisation), l'operateur densite reduit a. deux particules a done exactement Ie 
meme pouvoir operationnel que la fonction d'onde a. N corps. 

22.5 N fermions libres 

On reprend Ie probleme 22.4 p. 640 en supposant que les fermions ne sont soumis a aucun 
champ de force et enfermes dans une boTte cubique de cote L. On prend des conditions aux 
limites periodiques, de sorte que les orbitales sont des ondes planes: 

(22.25) 

on fera a chaque fois en temps utile la substitution LX; ~ (2~)3 J d3k. 

1. Soit kF Ie module du vecteur d'onde k associe a la plus haute orbitale occupee 
exprimer kF en fonction de la densite fermionique. 

2. La densite reduite est: 

')'(f', r') = 2 L cPX;(f')cP'j;(f") ; (22.26) 
k<kF 

montrer qu'elle s'exprime a I'aide d'une fonction de Bessel spherique (voir (11-19.83)). 

3. Que represente ')'(f', f') ? 

4. On definit comme suit la fonction de correlation de paire, C(r, r') : 

(22.27) 

ecrire son expression et tracer I'allure de son graphe en fonction de kFr, ou r designe 
la distance Ilr- rill. 

===========----?????????? ---- • l. • l. • l. • l. . l. . l. • l. • l. . l. . 
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1. Avec des conditions aux limit s pth'iodiques, les orbit ales sont des ondes planes 
¢k(i) = L -3/2 eik.r ; en vertu de elkuJJ = 1 (tt =x, y, z), l'extn§mite du vecteur k se 
trouve dans un petit ub de cote Z;; , autour d'un point dont les trois coordonnees 

d 1 f 2?T '71 P h f . l' ' . ( ) clef 1i
2 P 1 sont e a orme nu T' nu E IL". our c aque ermlOn, energle est E k = 2m ; e 

remplissage des etats par ordre d'energie croissante s'effectue jusqu'a epuisement 
du stock des N fermions. L'etat occupe de plus haute energie est caracterise par 
Ie vecteur d'onde kF ; compte tenu de la symetrie spherique de la fonction E(k), 
chacun des etats occupes est defini par un petit cube situe a l'interieur de la sphere 

k L b d . b d (4?T/3)k 3 

de rayon F. e nom re e ces petIts cu es est onc (2?T / L )!i ; comme dans chaque 
etat on peut mettre deux fermions de spins opposes, il vient : 

ou p ~ J;'e est la densite du gaz de fermions . 

2. La densite reduite tracee sur les spins est "'((r, r') = 2 Lk<kF ¢k(i)¢k(r') ; une 

fois effectuee la substitution Lk ----t U;r) 3 J d3 k, l'insertion des ondes planes et 
l'adoption des coordonnees spheriques dans 1R3 , elle prend la forme: 

Pour l'integration, on peut toujours choisir (r-r') Ie long de l'axe Oz dans l'espace 
1R3 pour k ; l'integration sur ¢ donnant juste un facteur 271', il vient : 

(r ~') = _l_lkF k2 dkl?T sinOdOeik11f'-r'llcosl.l "'( ,r 2 2 
71' 0 0 

l'integration sur 0 est elementaire et donne 2 si~I~t';;I'11 , d'ou : 

l'integrale est sinX - X cosX avec X ~ kF11T - r'll d'ou : 

jl(X) ~ s~f - co~x etant une fonction de Bessel spherique. 

3. Un developpement limite pres de X = 0 montre que jl(X) = ~X + XE(X), d'ou 

"'((r, i) = ;:2 : ceci n'est autre que p, densite moyenne homo gene du gaz. 
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4. La fonction de correlation de paire, C(r, f') ~f h(r, fh(f', f') - h(r, f') a 
pour expression : 

ou g(X) ~ 1- ~ (jl r:») 2. Cette fonction vaut ~ en X = 0 et tend vel'S 1, presentant 
des oscillations pilotees par les zeros de j1 (X) ; com me Ie montre la figure 22.1 , 
celles-ci sont en fait tres peu marquees. 

0, 5 

9(X) = 1 -~ (¥)2 

~----------~r--+ X 
10 

Figure 22.1: Variation de la fonction g(X) donnant la fonction de correlation C(r, f') 
d'un gaz de fermions libres. 

L allw' d cett [ouction e L typique d 'un fluide, clas. iqu ' ou quantique, donL 1'00'cll' 
a. ur te portee e manif'e. Le par la stl'uctur de g(X) aux petite distan . La bonn 
. h 11 de distance est ici kr.1 = (31l'2)-1/3p-l/3 ~ O,32p-l/3: C est en gro la cli. tanc 
moy un entre deux fel'mions. L'aspect classique ou quant.ique clu fluide est en grand 
patti , condltionnc par I fait que cett distance est grand u p ti e d 'vant la (bonue) 
longuow: d'ond de de Brogli . 

22.6 Correction quantique a la fonction de partition 
classique d'un gaz parfait 

50it dans ]R3 un gaz parfait de N » 1 particules identiques (fermions ou bosons), de masse 

'In et de spin S. Un etat du gaz se forme a partir d'un produit <I> gg TI::~ '1fJa.. de spin-orbitales 
orthonormalisees, ou ~ note collectivement I' ensemble des nombres quantiques necessaires 
pour specifier completement I'etat d 'une particule. Dans ces conditions, tout etat satisfaisant 
Ie postulat d'antisymetrisation est 1'\[1) = Nll/2 YI<I>}, ou Y est Ie bon projecteur Ys ou YA 
suivant qu'il s 'agit de bosons ou de fermions. 
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1. Montrer que (wlw) = ITa; na;! 

2. L'operation de trace (Tr) consiste a sommer sur tous les etats distincts du gaz ; montrer 
que pour une observable quelconque n, on a : 

(22.28) 

ou chaque sommation se fait independamment des autres. 

3. La fonction de partition canonique est par definition Z ~ Tre- I1H ((3 = k~T)' Quelle 
est ici la forme de H ? 

4. Les orbitales etant des ondes planes, on les normalise dans une bOlte cubique de cote L, 
aussi grand que I'on veut : 1/Jr;,('f) = L -3/ 2 eir..T ; les spin-orbitales sont notees 1/Jr. M' 

avec M = - 8, -8 + 1, .. . , +8, et sont representables par 1/Jr. (f ) 0 1M) OU 1M)' est 
une matrice-colonne 1 x g ayant des zeros partout sauf dans la M e ligne ou I'element 
de matrice vaut 1 (g ~ 28 + 1) . 

En effectuant la sommation sur les vecteurs d'onde O= r. --; U~J3 J d3 k), montrer 
que la fonction de partition Z(T, V, N) est donnee par I'expression (V = L 3 ) : 

( ) _ ~ '" (21rm)3N/2 r rrN 3 ['" -~(Ti -Tj)2] 
ZT,VN - N!~ (3h2 irrpN drn l±~oM;Mj e fJ + ... , 

spms IR n =l '<J 
(22.29) 

ou les signes + et - se referent respectivement aux bosons et aux fermions, et ou les 
... designent des termes venant de permutations de plus de deux objets; ces termes 
sont om is dans toute la suite. 

5. En deduire que la fonction de partition (approchee) a pour expression: 

(22.30) 

ou d ~ (VI N )1/3 est la distance moyenne entre particules et AT ~ .J271'!kBT la lon­
gueur d'onde thermique de de Broglie. 

6. MontrerlO que la limite thermodynamique (N --; +00, V --; +00, ~ = cste ~ p) de 

[Z(T, V N)] liN est: 

Zoo (T, p) ~ lim thermo [Z (T , V N )]l /N = egC~) 3 [1± 25~2g (A;) 3] , (22.31) 

Comparer ce resultat avec I'expression classique, obtenue directement. 

7. Etablir la condit ion sur la densite p exprimant la separation entre les regimes classique 
et quant ique. Fai re les applications numeriques pour un gaz d'hydrogene (atomique) 
et un gaz d'electrons. Qu'en conclure physiquement suivant qu'il s'agit des electrons 
d'un metal ou d'une vapeur atomique dans des conditions normales ? 

lO Utiliser la formule de Stirling, N! c:: v'271'N(tf)N . 
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8. Montrer que I'on peut interpreter la premiere correction quantique comme emanant d'ul1 
potentiel effect if a deux corps, W(llfl - 7'2 11) dependant de la temperature, attractif 
pour les bosons, repulsif pour les fermions. Tracer V\"1(7·) en fonction de r. 

9. Quelle est la correction quantique a I'energie libre de Helmholtz par particule, F? 

10. En deduire que, dans cette approximation et en depit de toute interaction au sel1s 
classique du terme, I'energie du gaz satisfait : 

Ebosons < Efi=o < Efermions (22.32) 

11. Examiner la premiere correction quantique pour quelques grandeurs thermodynamiques. 

Un etat du gaz se forme a partir d'un produit <P ~ I1::1 'l/Jai de spin-orbitales 
orthonormalisees, ai notant l'ensemble des nombres quantiques necessaires pour specifier 
completement l'etat d'une particule. Tout etat de la forme: 

I'll) = N!1/2 YI<p) , (22.33) 

satisfait Ie postulat d'antisymetrisation, Y etant Ie bon projecteur Ys ou YA suivant qu'il 
s'agit de bosons ou de fermions. 

1. On note na, Ie nombre de fois ou une spin-orbit ale donnee 'l/Ja, apparait dans Ie 
produit <P ; pour des bosons, nai E N, pour des fermions nai = 0, 1. Compte 
tenu de yt = Y, et de y2 = Y, on a (wlw) = N!(<pIY<p) = 2::>. E>.(<pIP>.<p), ou 
E>. = 1 \:j A pour les bosons, E>. = (-It''' pour les fermions. Pour ces derniers, et en 
raison de l'orthonormalisation des spin-orbitales du produit <P, toute permutation 
autre que l'identite donne zero, d'ou (Wfermionslwfermion,,) = 1. Pour les bosons, il 
y a I1i na,! permutations P>. qui laissent Ie produit <P invariant: a chaque fois Ie 
produit scalaire (<PIP>' <p) vaut 1, d'ou (WbosonsIWbosons) = I1i nai !. 

Comme 1! = 1, on peut reunir les deux cas dans une seule egalite : 

(WIW) = IT na ,! 
i 

2. La trace d'une observable est la somme de ses elements diagonaux sur une base 
(c'est un invariant) ; avec une base orthogonale {IWi)}, les elements diagonaux 

sont donnes par (fq}i~t~» . Si donc I\[!{a}) est un etat construit comme ci-dessus 
avec une collection {a} == {aI, a2, ... }, la trace de it est: 
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En raison de (22.33), Ie numerateur est N!(<I>{a}ytDYI<I>{a}) = N!(<I>{a}OYI<I>{a} ), 
la somme portant sur taus les etats distincts et orthogonauxll du gaz. 

Une suite {a} etant choisie, il y a n ~L! permutations qui en modifient l'ordonnan­

cement j la suite ainsi permutee repre~ente en fait Ie meme etat physique. Si done 
on effectue la somme sur les etats en sommant les ai independamment les uns des 
autres, on compte plusieurs fois Ie meme etat aN particules. C'est sans importance 
si on divise ces contributions identiques par leur nombre, egal a TI ~L! j compte 

tenu de l'expression trouvee ci-dessus pour Ie carre de la norme (wl~'):on a: 

d'ou, chaque sommation se faisant independamment des autres : 

3. La fonction de partition canonique est Z ~ Tre-,BH j Ie gaz etant suppose parfait, 
il n'y a aucune interaction entre les particules (qui ne se voient qu'a l'occasion des 
collisions), c'est-a..dire que Ie Hamiltonien H est une somme d'operateurs a une 

particule, plus preeisement H = L:!l rk. La fonction de partition canonique est 
la trace de e-,BH, soit d'apres ci-dessus : 

lei, les particules sont supposees libres et sans interaction mutuelle : l'etat de 
chacune d'entre elles peut done etre etiquette par son impulsion !ik et son spin 
ms : ai == (ki , ms;). La fonction de partition est done: 

On effectue la substitution habituelle L:k ---7 (2~) 3 J d3 k, d'ou Ie facteur (2~) 3N, 

qui se simplifie avec [( L -3/2 )2] N venant des N ondes planes L -3/2eik; .f\ apparais­
sant chacune quadratiquement : 

Y II (eikt.rtxmsJ ' 
I 

llCette precision est utile pour rappeler que (1liill1l1lij)/(1liil1lii ) n'est l'element de matrice l1ij que si 
la base est orthogonale. 
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les integrales sur les fi representant Ie produit scalaire habituel des orbitales. Da 
cette ecriture, Xm. est une matrice unicolonne a g ~ 28 + 1 elements ayant dtll3 
zeros partout sauf a la m~ ligne ou il y a un 1. es 

Y est une combinaison lineaire de toutes les permutations (avec Ie facteur de no 
1 ) r. malisation N! ; dans Z, Ie terme venant de l'identite est Zl : 

dM 1 L 1 fIT 3 fIT 3 IT . k - t ) f3 ~ ~ Zl = - --- d k· d r· (e-' j.Tj X e- L-i 2m X 
N! (27r) 3N t t m ' j 

{m. ;} j 

IT (eik1.f"1 Xm.J ; 
I 

on peut effectuer Ie produit scalaire des matrices unicolonnes, qui donne un simple 
facteur 1 a chaque fois, quels que soient les ms· La somme L:{m.

i
} donne Ie 

facteur gN ; il n'y a plus de dependance spatiale dans l'integrand : les N integrales 
J d3ri donnent donc V N , avec V = L3. Enfin, il reste a effectuer les integrales 

(gaussiennes) sur les ki . Rassemblant tous les termes, on obtient : 

1 N N ( m ) 3N /2 _ 1 N N -3N 
Zl = N!g V 27rn2 j3 = N!g V AT . 

Examinons maintenant les termes venant de toutes les transpositions Tin, l < n, 
arrivant avec Ie signe + pour les bosons, Ie signe - pour les fermions. Pour toutes 
les transpositions, l'integrand est : 

Les exponentielles venant des ondes planes se regroupent dans une seule exponen­
tielle, dont l'argument est : 

i Lkj(fj - rr1nj) == i( L kj(fj - fj) + kl(fi -~) + kn(~ - fi)) 
j iil,n 

l'integration sur tous les kj, j i= l, n donne donc (~'2;) 3(N -2)/2 ; les deux integra­

tions restantes, sur kl et kn, donnent chacune (~'2;) 3/2 e -~ (f"n -f"d
2

• Au total, 
~ 3N/2 m (- _ )2 

les integrations sur to us les k j donnent (~;) e - JiI7j Tn -Tl • 

Il reste a effectuer les produits scalaires des fonctions de spin. Pour tous les indices 
non affectes par la transposition Tin, Ie produit scalaire a une particule est egal a 
1 ; pour les deux valeurs m S1 et mSn affectees par Tin , Ie produit scalaire vaut 1 si 
les deux spins echanges cOIncident, et 0 autrement. L'ensemble des t ermes venant 
des transpositions est donc : 
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Ra5Semblant les deux contributions, on obtient : 

(22.34) 
Oll les signes + et - se referent respectivement aux bosons et aux fermions, et ou 
les ,,' designent des termes venant de permutations a plus de deux objets. 

4. En ce qui concerne Ie terme ZT, les integrales spatiales conduisent a : 

V N- 2 J d3rz J d3rne-~(f'n-rd2 = VN-2V(Tr~~)3/2 == VN-l(~AT)3 

La somme sur les spins I:{ms;} donne gN- l en raison du symbole de Kronecker; 

quant ala somme I:Z<n ' elle fournit Ie simple facteur ~N(N - 1), d'Oll : 

Avec N - 1 ~ N et d ~ (VjN)l/3 == p- l / 3 , il vient : 

1 gV N N AT 3 
ZT = ± N! ( A}) 25/ 2g ( d ) 

On voit apparaitre Ie rapport € ~ (~) 3 == pA} qui est Ie parametre essentiel du 
calcul en cours: il est Ie rapport entre Ia longueur d'onde thermique de de Broglie et 
la distance (moyenne) entre les particules ; la premiere correction (quantique) n' a de 
sens que si, in fine, ce terme apporte une petite correction. Il est donc physiquement 
necessaire de supposer € « 1, ce qui impose de ne pas se placer a temperature trop 
basse: comme toujours, les effets quantiques finissent par prevaloir a tres basse 
temperature. Notons que € est une sorte de mesure du recouvrement des fonctions 
d'onde des atomes, dont on sait qu'il est l'une des raisons imposant d'admettre Ie 
postulat de symetrisation pour des particules identiques. 

En oubliant donc les permutations "plus grandes" que les transpositions, on obtient 
la fonction de partition approcbee : 

~ (AT)3 _ \3 
€ - - = PAT 

d 

5. L'energie libre de Helmholtz F = - kBTln Z etant une grandeur extensive, la bonne 
limite a trouver est Zoo ~ limN->+oo Zl / N, soit : 

. V 1 liN ( €) liN 
hm g \ 3 (N') 1 ± N -S-/2 

N->+oo /IT' 2 g 
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En utilisant la formule de Stirling12, Ie prefacteur est tres proche de : 

Quant au grand crochet, de la forme (1 ± NC)l /N, il se developpe en : 

1 1 (N-) 1 1 ( 1 1)(N -)2 1 - 1 -2 E 1 -+ - e + 1- - - e + ... ~ + e + Ie + ... == e ~ + e , 
N 2.N N 2. 

la derni(')re approximation etant justifiee par Ie fait que I'omission des permutations 
au-dela des transpositions a deja delaisse des termes d'ordre superieur en n. On 
obtient ainsi, une fois prise la limite thermodynamique : 

L'expression classique de la fonction de partition est: 

Z(classique) = __ 1_ J II d3 r · J II d3p. e- 2:; :k 
N!h3N • • , 

(22.35) 

ou, comme on Ie sait, Ie prefacteur h! est ajoute "a la main" pour eviter Ie paradoxe 
de Gibbs13 , tout comme I'est Ie facteur h-3N , au moins necessaire pour des raisons 
d'homogeneite. Les integrales spatiales donnent V N, chaque integrale gaussienne 

sur une impulsion produit e/3m ) 3/2 , d 'ou : 

z(classique) = ~(271"m)3N/2 == ~ 
N!h3N {3 N!)"~ 

La limite N -; +00 de (ZCclassique) ) l/N reproduit eCx~)3, soit Ie prefacteur de 
l'expression (22.35), a g pres, forcement absent de tout calcul strictement classique 
ou Ie spin est un degre de liberte inconnu. En definitive, on peut ecrire : 

Zoo (T, p) = g z~lassique) (T, p) ( 1 ± 25~2g P)..f) 

6. La correction quantique ainsi etablie n'a de sens que si elle reste tres petite, ce qui 
impose, pour une temperature donnee, que la densite du gaz soit petite devant une 
densite maximale, Pmax, que I'on peut definir par Pmax )..f ~ 1, soit : 

~ (mkBT)3 /2 
Pmax - 271" n2 . 

12N! ~ V27rN(!:f)N. 
13n est toutefois justifiable par Ie fait que, renon<;ant dans un cadre classique a. donner une description 

purement mecaniste en terme de trajectoires, les particules classiques deviennent de facto indiscernables. 
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Il est commode de recrire une telle expression dans des unites plus adaptees, et en 
introduisant une temperature de reference To ; on a : 

mkBT = mkBTo'!.... = _1_..:::. 2mea5 kBTo 
27rn2 27rn2 To 47ra5 me n2 

On reconnalt ~1t2 ':::' 13,6 e V ; prell-ant To = 300 K, kBTo ':::' 25 me V : 
meaO 

_ a-3(~~ 0,025)3/2 (TK )3/2 
Pmax - 0 47r me 13,6 300 

soit : 

-3':::' 42 X 1O-5 (~)3/2 (TK )3/2 
Pmax, A' me 300 

Pour un gaz d'hydrogene (1e moins massif des atomes ordinaires), on trouve : 

hydrogime ~ 3 3 (TK )3/2 
Pmax,A-3 - , 300 

Dans les conditions normales, la distance moyenne entre deux atomes du gaz est 
de l'ordre de 30A» d::J~rogene : oil. est donc tres loin du seuil d'apparition d'effets 
quantiques notables, et Ie gaz, pour ce qui concerne les degres de liberte externes 
des atomes, peut tout a fait etre traite classiquement. Ceci est encore plus vrai 
pour les aut res gaz, formes d'atomes nettement plus massifs. 

Pour un gaz d'electrons, on a : 

P electro~~ ':::' 4 2 X 10-5 ( TK ) 3/2 
max, A ' 300 

d el~ctrons ':::' 29 (300) 1/2 . 
mm,A TK 

Au contraire, Ie gaz d'electrons dans des conditions normales est ultra-quantique : 
dans un metal ordinaire, on a typiquement quelques electrons par maille elemen­
taire, soit en gros un electron par 10 A 3 , ou encore d ~ 2 A« del~ctArons a l'ambiante. 

mIn, 

7. Il s'agit ici, loin de toute rigueur formelle, de developper un argument permettant 
de donner un contenu physique plausible a la premiere correction obtenue ci-dessus. 
Revenant a l'expression (22.34), qui resulte de l'omission des permutations autres 
que l'identite et toutes les transpositions, on admet que, au meme degre de signifi­
cation, on peut effectuer la substitution: 

1 ± "8 e -~(i:l-f"n)2 + ... -t II [1 ± 8 e -~(f"1-f"n)2] L..J mal mSn mSl mSn 

l<n l<n 

(22.36) 

tout comme avec ci « 1, on peut ecrire au meme ordre 11 (1 +Ci) = 1 + I:i Ci + ... 
Cela etant admis, Ie grand crochet dans (22.36) intervient dans une integrale 
spatiale pour donner la fonction de partition canonique, ce qui donne l'idee de 
l'interpreter comme Ie poids de Boltzmann construit avec une certaine interaction 
effective w(rl' r:,.,) pour la paire (l, n) ; on pose ainsi, par definition: 
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En utilisant la formule de Stirlingl2 , Ie prefacteur est tres proche de : 

quant au grand crochet, de la forme (1 ± Nf)l/N, il se developpe en : 

1 (N-) 1 1 ( 1 )(N-)2 _ 1 -2 £ 1 + N e + I N N - 1 e + .. . ~ 1 + e + Ie + ... == e ~ 1 + f , 2. 2. 

la derni re approximation 'tant justif1ee par Ie fait que l'omission des permutatio 
au-dela d · tnl.llspositi J1 a deja delaisse des termes d'ordre superieur en n. ;8 
obtient ain i lin fois pris la limite thermodynamique : n 

L'expression classique de la fonction de partition est: 

(22.35) 

ou, comme on Ie sait, Ie prefacteur ~! est ajoute "a la main" pour eviter Ie paradoxe 
de Gibbs l3 , tout comme l'est Ie facteur h-3N , au moins necessaire pour des raisons 
d 'homogeneite. Les integrales spatiales donnent V N, chaque integrale gaussienne 
sur une impulsion produit (2~m) 3/2, d'ou : 

zec1assique) = ~(21rm)3N/2 = ~ 
N!h3N fJ - N!A}N 

La limite N -7 +00 de (Zeclassique») l/N reproduit eC.~) 3, soit Ie prefacteur de 
l'expression (22.35), a g pres, forcement absent de tout calcul strictement classique 
ou Ie spin est un degre de liberte inconnu. En definitive, on peut ecrire : 

6. La correction quanti que ainsi etablie n'a de sens que si elle reste tres petite, ce qui 
impose, pour une temperature donnee, que la densite du gaz soit petite devant une 
densite maximale, Pm=., que l'on peut definir par PmaxA} ~ I, so it : 

~ (mkBT)3/2 
Pmax - 21rn2 . 

12N! c:e V27rN(!f)N 
13I! est toutefois justifiable par Ie fait que, renon<;ant dans un cadre classique a donner une description 

purement mecaniste en terme de trajectoires, les particules classiques deviennent de facto indiscernables. 
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II est c 1111l1ode de l'ecl',ire llne telle, e~pres.io.n dan des unites plus adapt 5, t en 
introduisanL \me temperatUl' de referen e To i 00 a : 

mkB T = mkB To I.- = _1_ ~ 21nca8 kl3 '10 
27f/l,2 27l'1i2 To 411"a5 m h2 

On reconnalt ~fi2 ~ 13,6eV; prenant To = 300K, kBTO ~ 25meV: 
ffieao 

_ a-3(~~ 0,025)3/2 (TK )3/2 
Pmax - 0 411" me 13,6 300 

soit : 
-3 ~ 4 2 X 1O-5(~)3/2 (TK )3/2 

Pmax, A' me 300 

pour un gaz d'hydrogene (Ie moins massif des atomes ordinaires), on trouve : 

hydroge~e ~ 3 3 ( TK ) 3/2 
Pmax,A- , 300 

Dans Ie conditions norma.l , la distan . moyenne enLr deux at m · du ga:t; sL 
de l'ordre d 30 A::;p d;~~rogllJl : OD est don' tres loin du seuil d apparition d elIets 
quantiques notabl t Ie gaz pour co qui COIJcerne les degres d Iibcl't: 'xternes 
I s atomes, p ut tou a fait Atre traite classiquement. Ceci sL nCOl" plus vrai 

pour les autr s gaz, form ~s d atomes n ttem n plus massifs. 

Pour un gaz d'electrons, on a : 

p electro~~ ~ 4 2 X 1O-5(Tl( )3/2 
max, A ' 300 

Au contraire, Ie gaz d'electrons dans des conditions n rmaJes est ultl'a-quantiquc : 
dans un metal ordinaire, on a typiquement quelques electron par mai tie elemeu­
taire, soit en gros un electron par 10 A 3, au encore d '" 2 <t:: d 6J~ct~o"s a. I 'ambian e. 

u~un,.ft 

7. 11 s'agit ici, loin de toute rigueul' Ionnelle de d'velopper un argume11t. perm l;tant 
d d nner un cont nu pbysiqu pla.usible a la premiere onectioll obtenue ci-dessus. 
Rev nant a l'expr ·ssion (22.34), qui resulte de l'o.mi .. ion de permutations autres 
que l'i lentite at touLes les transpositions, on adm t que au meme degre de signifi­
Ca ion on p ut effectuer 1a sub t itution : 

1 ± '" 8 e -f,i'2(f'I - f'n)2 + ... -+ II [1 ± 8 e -f,i'2(f'I-f'n)2] L..,.; m Sl ffi sn m St m Sn (22.36) 
l<n l<n 

tout comme av C Ei <t:: 1, on paut eClir a.u O1em ordre I1 J1+e:i) = 1 +Ei. f:i+ .. · 

Gela etant admi , 1 grand crochet dans (22.36) illtervient dans U11e integrale 
spa tiale pOill' donner la fOl1ction de partition canonique, co qui dorme 1 id :· de 
l'interpr'ter comma Ie poids de Boltzmann construiL ave une certaine interacti n 
effec iva w(fi, ~) pOIll' la. pair (l 1'1.) ; on pose ainsi, par definition: 

m (- _)2 
e - ,I3W(f'I,f'n) ~ 1 ± fJ e-~ TI-T n 

1n St m Sn ' 
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soit : 

Il s'agit clairement d'une interaction effective, n n s ,ul m nt par on introdlt • 
tion quelque peu ad hoc mais encore par I faH qu' 11 d'p nd de Ja tempera It 

Elle est negative, donc attractive, pour les bo on po itive clonc I'epulsiv POll' 

les fermions, et s'annule dans tous les cas si. I s deux par icule n 'out I a I m"'.m t 
spin. Sa portee est la longueur d'onde thermique de de Broglie AT qui augment 
quand la temperature decrolt (et aussi quand la mass diminu), nou v ·1I manifes. 
tation de l'emergence des effets quantiques a basse temperature - mais noter qUe 
Ie prefacteur s'annule avec T : toutes choses egales par ailleurs, l'interaction est 
forte mais a tres courte portee a haute temperature, ces deux aspects s'inversant 
a basse temperature. A grande distance, w(r) tend vers zero tres vite, la queue 

mk~T 2 

etant gaussienne : w(r) ~ =fkBTe- Ii r j a courte distance WBosons tend vel'S 
-kBT In 2, alors que WFermions diverge tres faiblement, comme -In r (voir fig. 22.2). 

w(r') 

I--=~~=->' r -kBTln2 l -
I Bosons I 

Figure 22.2: Variation de l'interaction effective entre deux particules de meme spin 
l'interaction est repulsive pour les fermions, attractive pour les bosons, et ne tient que 
pour des particules ayant Ie meme spin S z. 

8. L'energie libre de Helmholtz par particule est F = -kBT In Zoo, soit : 

F(T, p) = -kBT ln [gZ~lassiqUe)(T, p) (1 ± 25j2g 
(~~~~)3/2)] = 

F(classique) (T, p) - kBT In [g (1 ± ~ ( ~ ) 3/2)] 
2g mkBT 

9. L'energie par particule est E = - :(:3 In Zoo, soit (au meme ordre d'approximation) : 

au +1 est pour les bosons, -1 pour les fermions, et avec E(classique) = ~kBT j on 
en deduit : 

I Ebosons < Efi=o < Efermions I 
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Bi·J1 qu 1 parti ul form nL un gaz parfait au D. las. ique (p d'in l'actioll 
IllU\,U Jl ) 10. on-elation induit par I indi rnabilit' r nd I gaz pi tabl " iI 
s'agil d bOSOll5 moins stabl '.i1 S o.gi d hlnl 115. La IT ti u ab olu d 'n rgi . 
vari . rom T - 1 / 2 : ell diverg a. t mperatw' null , (pour un ga2 dan JR3). La 
correction relative est : 

E - E(classique) 1 7rfi2 p2/3 3/2 
E(classique) = =f 2 g ( mkBT ) ; 

cette ecriture montre 10. singularite des limites T -> 0 et fi -> 0 : les resultats sont 
opposes suivant que l'on prend les limites independamment dans un ordre ou dans 
l'ordre contraire. 

10. L'entropie s'obtient par S = -¥r ; on trouve (avec In(1 + X) ~ X si IXI « 1) : 

1 fi2p2/3 / S = S(classique) =f kB_(7r )32 
4g mkBT 

et. : 

I Sbosons < Sn=O < Sfermions I 
La pression est p2 ~~ ; on trouve de meme : 

1 fi2 2/3 
P=P(Classique)[I=f_(7r P )3/2] 

2g mkBT 

avec p(c1assique) = kBTp, d'ou a nouveau Ie meme ordre d'inegalites : 

I Pbosons < Pli= o < Pfermions I 
Toutes ces inegalites se comprennent bien physiquement en raison de l'inclinaison 
des bosons a s'agreger, contrastant avec la tendance contraire pour les fermions . 

• Remarque 

Tous les exposants 3/2 viennent de la dimension D = 3 de l'espace ordinaire. Pour 
un gaz dans IRD , les for mules se recrivent en substituant D a 3 ; par exemple : 

F(T, p) = F(classique) (T, p) _ kBT In [g( 1 ± ;g (7r::;~D )D/2 )] 

avec en particulier : 

D fi2p2/ D / 
E = E(classique) =f -4 (7r )D 2(kBT)1-D/2 ; 

g m 

ainsi, dans 1R2 , la correction absolue d'energie ne diverge pas a temperature nulle comme 
une loi-puissance (l'annulation de l'exposant pour D = 2 permet de suspecter une diver­
gence logarithmique). II est bien connu que les aspects dimensionnels jouent un r61e 
essentiel ; par exemple, et selon l'argument standard, la condensation de Bose d'un gaz 
parfait n'existe que pour D > 2, puisque la temperature critique est une fonction de D 
qui s'annule en D = 2 (eUe est inversement proportionneUe ala fonction de Riemann 
((D - 1)). • 
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22.7 Equations du mouvement pour les operateurs de 
champ 

Le Hamiltonien d'un ensemble de particules identiques (bosons ou fermions) est ecrit sous la 

forme: 

H = L at(kIHoll)al + ~ L at,at(k k'IVIII')alal' 
k,l k,l ,k',l' 

(22.37) 

1. Etablir les relations: 

(22.38) 

2. Ecrire I'equation de Heisenberg pour I'operateur aj(t). 

3. Utiliser la propriete de symetrie (k k'IVIII') = (k' klVll'l ) pour montrer que cette 
equation peut etre mise sous la forme : 

da(t) 
in--it = LUIHoll) al(t) + L at(t)az(t)am(t)UklVlml) 

1 k,Z , m 

(22.39) 

4. On choisit la representation ou I'interaction est diagonale suivant : 

(22.40) 

on note (/;,,(f', t) les operateurs de champ, (J designant la projection du spin. Dans 
I'hypothese ou I'interaction ne depend pas du spin, montrer que ces operateurs ont 
pour equation du mouvement : 

in {)(/;"~:' t) = L J (ro IHolf" (J')(/;", (f", t) d3r' + 
a' 

L J V(f', f")(/;~,(f", t)(/;", (f", t)(/;,,(r, t)d3r'. (22.41) 
,,' 

5. Cette equation est-elle lineaire? Interpreter Ie terme d'interaction en tant que potentiel 
effectif, et suggerer une methode iterative de resolution. 

6. Comme c'est souvent Ie cas, Ie Hamiltonien a une particule Ho est suppose etre une 
fonction des seules position et impulsion; en representation-q, on ecrit alors : 

(22.42) 

en deduire I'equation du mouvement pour (/;,,(f', t), vraie qu'il s'agisse de bosons ou 
de fermions. 

7. Que devient I'equation precedente en I'absence d'interaction entre les particules? Com-
menter. 

) 

===============?L?L?L?L?L?L?L?L?L?=============== 
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1. S'il s'agit de bosons, les relations des operateurs de creation-annihilation impliquent 
des commutateurs ; en utilisant [A, BC] = [A, B]C + B[A, C], on peut ecrire : 

raj, akad = raj, ak]al + atlaj, ad = Okjal , 

d'une part; d'autre part: 

Ie dernier commutateur est nul, d'ou : 

puisque l'ordre du produit atas est sans importance. 

S'il s'agit de fermions , on utilise [A, BC] = {A, B}C - B{A, C} ; il vient ainsi : 

raj, aka!] = {aj , ak}al - ak{aj, at} = Okjal , 

[aj, a~atasat] = {aj, anatasat - aH aj, atasat} = Ojqatasat-

a~ ({ aj, anasat - at{ aj, as at} ) , 

soit [aj, a~atasat] = atasatOjq - a~asatOjr ; cette fois, l'ordre dans Ie produit asat 
est d'importance. Ce dernier resultat se recrit comme : 

on voit que, de fa<{on remarquable, les relations de commutation sont les memes 
pour les bosons ou les fermions : 

2. L'equation de Heisenberg pour l'operateur aj (t) est14 in~ = raj, H], soit : 

in~: = 2:)kIHoll)[aj, akad + ~ L (kk'lVlll')[aj, ak,akalal'] 
k,l k,l,k',l' 

Le premier terme est LlUIHoll)al ; Ie second est: 

~ [L (kjlVlll')akalal' + L U k'lVlll')ak,a1,al] 
k,I,I' l,k',l' 

140n sous-entend !'indice H pour simplifier !'ecriture : aj(t) == ajH(t). 
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3. En jouant avec les noms des indices muets, ces dernieres sommes se recrivent : 

1 
2 L ((k jlVll m)akalam + (j klVlm l)akalam) ; 

k,l,m 

comme (kjlVll m) = (j klVlm l), cette somme vaut juste Lk,I,m(kjlVll m)akala'lt, 
d'ou l'equation de Heisenberg pour aj(t) : 

inda~?) = L (jIHoll) al(t) + L (jklVlml)ak(t)al(t)am(t) 
I kim 

4. Les operateurs de champ s nL 'ljJq(f) ~ Lj 'l/JjO'(r) ajO' et 1/;!(r) ~ Lj Wja(r) aj" 
(voir eq. (II-22.145)) III '1/)30'(1":') sont Ics spin-orbitales. Le couple d'indices (ja) 
etait note ci-dessus par un. simple Icttrc . la precision du spin etant maintenant 
necessaire, l'equation de Heisenberg pour aja(t) est: 

inda~(t) = L (jaIHolla' ) alal(t) + L L (jaka'IVlma"lalll)x 
lUi klm a' (I'll (jll' 

aL, (t)ala ll (t)am(1111 (t) 

On multiplie membre a membre par Wja(r) et on somme sur j ; Ie premier membre 
est alors init1/;a(f, t). Le premier terme au second membre est: 

L L Wja (r)(jaIHo Ilal) alal(t) == L L(ralja) (jaIHolla' ) alal(t) = 
la' j la' j 

L(raIHolla' ) aCal(t) , 
la' 

ou a ete utilisee la relation de fermeture a spin donne. En injectant maintenant 
J d3r l if' al) (rl all = 117/ juste a gauche du ket, il vient : 

L(raIHolla' ) ala,(t) = J dV L(raIHoif'a' ) (rlaillal) aCal(t) == 
117' 117' 

J d3r ' L(raIHoif'a' ) Wlal (fl) alal(t) = L J d3r l (raIHolr'a' ) 1/;171 (rl, t) 
lu' a' 

Le deuxieme terme au second membre s'ecrit : 

@ ~ L L Wja(r)(jaka'IVlmall lalll )aL, (t)al(1111 (t)ama ll (t) 
jklm (J"a"u'" 

Supposons que l'interaction V ne modifie pas Ie spin des particules, ce qui signifie 
que l'element de matrice ci-dessus est proportionnel a 0(1(1110(11(1111 ; il est par ailleurs 
egal a une certaine integrale sur les spin-orbitales, de sorte que : 

@= J d3r' J d3r" L L Wja(r)Wj(1(rl)'l/Jkal(f")V(rl,r")Wma(rl)Wlal(r")x 
jklm 17' 

aL, (t)alal (t)ama(t) 
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on peut maintenant effectuer la somme ur j, qui dOlln oCT (f - r ') . En outre, les 
sommes sur k, I et m peuvent etre effectu' · iudep ndamm TI les unes des aut res 
et reconstituent chacune un operateur de hamp. Fillal men!. : ' 

@= j dV j d3rILo"(r-f')V(f',f")"j;~,(rI,t)"j;,,(f', t),,j;,,'(f", t) 
,,' 

Au total, l'equation du mouvement pour l'operateur de champ est: 

in :t "j;,,(f, t) = L j d3r' (fO"IHolf' 0"') "j;", (1"', t) + 
,,' 

L j d3r'V(f,f')"j;~,(f ', t)"j;", (f',t)"j;,,(f, t) 
,,' 

5. Il est manifeste que cette equation n'est pas lineaire pour l'operateur de champ. Le 
terme d'interaction implique Ie produit "j;~, (1"', t)"j;", (1"', t) que l'on peut interpreter 
comme l'operateur definissant la densite de particules, note p,,' (1"', t), de sorte que 
l'on peut poser Ie potentiel effectif : 

Veff(f, t) ~ L j dV V(f, fl)p", (1"', t) , 
,,' 

ce qui permet de recrire l'equation du mouvement comme suit: 

in:t"j;,,(f, t) = L j d3r ' (fO"IHolf'O"')"j;",(f', t) + Veff(f,t)"j;,,(f,t) 
,,' 

Cette forme fait apparaitre un potentiel effectif dependant explicitement de l'incon­
nue "j;,,(f, t). Tout comme pour les equations de Hartree - Fock, un scMma iter at if 

consiste a partir d'un certain "j;~o), qui permet de calculer effectivement l'operateur 
V~~, avec lequel on construit l'equation du mouvement, donnant la solution "j;~1) ; 
on recommence ensuite avec "j;fj) pour en deduire "j;~2), et ainsi de suite jusqu'a 
convergence (esperee) ... 

6. Ho etant une fonction des seules coordonnees et impulsion, Ie choix de la represent a­
tion-q per met d'ecrire : 

(1"0" IHolf' 0"') = Ho(f, -in'9) o(f - 1"') 0",,' ; 

des lors, l'equation du mouvement pour "j;,,(f, t) prend la forme: 

in :t "j;,,(f, t) = Ho(f, -in'9) "j;,,(f, t) + 2; jd3r l V(f, f')"j;~, (r', t)"j;" , (1"', t)"j;,,(f, t) 

" 
ou encore: 

Cette equation est vraie qu'il s'agisse de bosons ou de fermions. 
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7. En l'absence d 'interaction entre les particules, il vient simplement : 

qui n'est autre que la version, en Seconde quantification, de l'equation de Schrodin_ 
gel'. Elle porte, non sur une fonction d'onde, mais sur l'operateur de champ libre 
(/J,,(i, t) et constitue la version quantique de l'equation de Schrodinger regardee 
comme une equation pour un certain champ classique, c'est-a-dire en considerant 
comme telle la fonction d'onde w(i, t). 
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Corriges du chapitre 23 

Methodes d'approximation 
pour les etats propres 

23.1 Methode variationnelle 

1. Pour decrire I'etat fondamental d'un puits infini a une dimension, on choisit I'ensemble 
de fonctions 'l/JO/(x) : 

(0 < x < a) (23.1) 

ou I'exposant a, suppose positif, est Ie para metre variationnel. Pour les calculs, on 
passera par I'intermediaire de la fonction 1 B(x, y) definie comme : 

B( ) ~ 11 X-1(1 _ )y-1 d = f(x)f(y) 
x, y u U U f( ) ' o x+y 

(23.2) 

ou f designe la fonction Gamma d'Euler, satisfaisant la relation f(x + 1) = xf(x) . 

(a) Tracer qualitativement 'l/JO/(x) en distinguant les deux cas 0 < a < 1 et a > 1. 

(b) Exprimer la constante de normalisation Ca a I'aide de la fonction B. 

(c) Calculer la valeur moyenne de I'energie, E(a), et la mettre sous la forme: 

fi2 
E(a) = -2 Q(a) , 

rna 
(23.3) 

ou Q(a) est une fraction rationnelle. 

(d) Deduire de ce qui precede la valeur optimale de a, aopt, et la valeur corres­
pondante de I'energie, Eopt . Comparer cette derniere a la valeur exacte. 

1 B = fJ majuscule (prononcer "beta"). B(p, q) est la fonction d'Euler de premiere espece. 
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2. Une particule de masse m est confinee dans Ie potentiel quartique V(x) : 

v (x) = Va [2 (:) 4 + 9 ( :) 2] (g E ]R) (23.4) 

(a) Tracer I'allure de V(x) selon que 9 est positif ou negatif. 

(b) 9 etant suppose positif, on choisit pour decrire I'etat fondamental la gaussienne 
normalisee : 

(23.5) 

Ce choix serait-il judicieux dans Ie cas 9 < O? 

(c) On pose gVa = mw2a2 /2. Calculer la valeur moyenne de I'energie E(a). 

(d) Montrer que la meilleure valeur de a, aopt, est donnee par une equation du troi­
sieme degre. Obtenir les developpements de aopt pour 9 « I et 9 » I et en 
deduire ceux de E opt . Tracer qualitativement Eopt en fonction de 9 ; commenter. 

3. Une particule de masse m se deplace dans Ie potentiel : 

V(x) = Va [(:J 2 -If (Va > 0, Xa > 0) (23.6) 

(a) Tracer I'allure de V(x). 

(b) On choisit une fonction d'essai sous la forme: 

(23.7) 

ou les coefficients Ci sont reels et ou 1jJ(x) = (a/7r)1/4e-ax
2
/2. Justifier ce choix 

et exprimer a et a en fonction de Xa et Va (on posera c ~ [8mx6Va/n2p/2). 
(c) Ecrire les equations variationnelles en fonction des integrales : 

(23.8) 

(d) Trouver les energies et les fonctions propres approchees. 

(e) Calculer effectivement les differentes integrales. En deduire la difference d'ener­
gie 6.E entre les deux etats ainsi trouves ; etudier sa variation en fonction de la 
hauteur de la barriere de potentiel. 

4. Pour I'atome d'hydrogene dans ]RD, calculer I'expression E()...) de I'energie pour la 
fonction d' essai Ce->..r/ao. Tracer la variation de I' energie optimisee Eopt en fonction 
de la dimension D. 

5. So it un atome alcalin (Li, Na, K, ... ). La question est de rendre compte des effets 
d'ecran et de la repulsion dus aux electrons internes en modifiant Ie potentiel effectif 
ressenti par I'electron celibataire. 

(a) Un premier choix consiste a prendre I'energie potentielle de I'electron peripherique 
sous la forme : 

Ze/2 A 
V(r) = --+-

r r2 
(23.9) 
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I. Trouver TO OU Vest minimum et exprimer A en fonction de el
, TO et Z . 

II . La fonction variationnelle est choisie comme suit : 

'ljJo; (r ) = GTe-aT/aO . 

Trouver la valeur optimale de Ct , et en deduire I'energie Eopt . 

(b) On choisit maintenant un potentiel de Yukawa 2 : 

(a> 0, Vo > 0) 

(23.10) 

(23.11) 

I. Avec la fonction d'essai 'IjJ{3 (r) = Ge- {3T/ao , trouver I'expression de la valeur 
moyenne de I'energie, et la mettre sous la forme E = IEl lf(,8; C , ao/a ), ou 
C = 2maaOVo/n2

. 

I I. Preciser Ie comportement de lEI pour ,8 « 1 et ,8 » 1. En deduire que si c 
est inferieur a une certaine valeur Ce , il n'existe pas d'etat lie de ce type3 . 

III . Par un processus de limite approprie, retrouver la valeur (exacte) de I'energie 
du fondamental de I'hydrogene. Pourquoi retrouve-t-on de fait I'energie exac­
te ? 

6. On reconsidere Ie double puits de potentiel V(x), exercice 2, eq. (23.4), avec g = -1 
et Vo ---+ 8Vo, pour la commodite. Les minima de potentiel se trouvent aux points 

d'abscisses x = ± xo ~ ±a/2. Preciser la signification physique de Vo . On pose 
Vo = l2 mw2a2 ; quel est Ie sens physique de la pulsation w ? 

(a) Dans toute la suite 'IjJ (x ) designe une fonction positive "en cloche" bien localisee 
au voisinage de x = 0, paire et normalisee a I'unite . On cherche maintenant a 
approcher les etats4 propres du Hamiltonien en choisissant des fonctions d'essai 
de la forme: 

(23.12) 

oU 'ljJg (x ) = 'IjJ (x + a/2), 'ljJd (X) = 'IjJ (x - a/ 2) ; Ie parametre variationnel est ici 
I'angle e. On pose: 

(23 .13) 

nn = - [ :00 'ljJg (X)H'ljJd (X) dx , (23.14) 

Calculer I'expression de I'energie E en fonction de Eo, n, Set e. 
(b) Lorsque la hauteur de la barriere est grande5 par rapport a I'energie de point zero 

au fond de chaque cuvette, Ie parametre nest positif. En deduire par variation 
les energies des deux premiers etats du double puits (fondamental et premier 
etat excite) et I'expression des fonctions propres correspondantes (on negligera Ie 
produit scalaire ('IjJgl'IjJd))' Dessiner celles-ci . 

2Les et at s lies spheriques d 'un t el pot entiel sont t raites exactement dans Ie probleme 19.9. 
3Le calcul detaille de Ec n'est pas necessaire pour une argumentation precise. 
4 A une dimension, les etats lies peuvent toujours etre pris reels. 
5Cette hypothese est necessaire pour que l 'emploi de la methode variationnelle ait ici un sens. 
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(c) On suppose que I'etat initial de la partieule est \Ii(x, t = 0) = 'l/Jd(X). Montrer 
que la valeur moyenne de la eoordonnee a I'instant test: 

a 
(x)(t) = '2 cos2nt 

et en deduire Ie sens physique de n. 
(d) Caleuler explieitement n en prenant : 

'I/J(x) = (;f/4 e-ax2
/ 2 (a = mw/fi) . 

(23.15) 

(23.16) 

Verifier I'affirmation ei-dessus sur Ie signe de n. Supposant fi- 1mwa2 tres grand 
devant 1, montrer que la frequenee-tunnel est approximativement donnee par 

n ~ afi-1 Vo e-b~, ou a et b sont des nombres. 

7. On applique la methode variationnelle dans Ie cas de I'atome d'hydrogene soumis a un 
champ eleetrique { parallele a Oz, en ehoisissant eomme fonetion d'essai : 

'I/J),(r) = C(l + AZ)e-r
/ ao , 

ou C est la eonstante de normalisation et A Ie para metre variationnel. 

(a) Justifier physiquement ee ehoix, et ealculer C. 

(b) Trouver I'expression de I'energie en fonetion de A. 

(c) Que donne la minimisation? Commenter. 

(23.17) 

l. II s'agit de decrire l'etat fondamental d'un puits infini a une dimension avec la 
famille de fonctions 'l/Ja(x) = Ca xa(a - x)a, l'exposant a etant Ie parametre varia­
tionnel. La fonction devant etre normalisable en module carre, il faut 2a > -1 ; 
elle doit s'annuler aux bornes x = 0, a, ce qui impose plus severement a > O. En 
fait, l'existence d'une valeur finie pour l'energie6 exige a > ~ (voir ci-dessous). 

(a) L'allure de 'l/Jn:(x) depend essentiellement de la position de a par rapport l. 
Si a < 1, la pente a l'origine est infinie ; si a > 1, elle est nulle. La figure 23.1 
illustre ceci. 

(b) La constante de normalisation Cn: satisfait C; foa x2a (a - x )2n: dx = 1, soit 

C;a4a+l f~ u 2n:(1 - u)2a du = 1, d'ou : 

Ca = 1 a-(2a+ ~) = Jf(4a + 2) a-(2a+~) 
-v'r:B=C=:=(::::=2a= +===:=1,::::::2:=a=+=107) f (2a + 1) 

6Cette necessite est plus contraignante que celle d'avoir une fonction d'onde dont Ie carre du module 
est toujours localement sommable. 
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",,,(x) 

2, 0 

1, 0 ( 

--'-______ ;-.:r .L.-.o"'--_ _ _ ~_,._. X 

a a 

Figure 23.1: Graphe de la fonction normalisee 1/Jo:(x) pour deux valeurs de a. 

(c) La valeur moyenne de l'energie, E(a), est: 

li
2 1a 

d
2 

E(a) = -- C 2 xa(a - x)O:_xO:(a - x)a dx 
2m a 0 dx2 

une integration par parties redo nne aussi l'expression bien connue pour l'ener­
gie cinetique : 

li
2 1a 

d 2 li
2 11 d 2 E(a) = - C2 (-xa(a -x)o: ) dx = - C2 a4a- 1 (_ua(l_U)O:) du. 

2m 0: 0 dx 2m a 0 du 

Pour que l'integrale soit finie, il faut et suffit que 2(a - 1) > -1, soit a > ~. 
Cela etant suppose dans la suite, l'integrale est : 

2a2 

2a2 [B(2a - 1, 2a + 1) - B(2a, 2a)] = r(4a) [r(2a -1)r(2a + 1) - r2(2a)] ; 

sachant que r(z + 1) = zr(z), on a r(2a - 1) = 20:
1
_1 r(2a), l'integrale vaut 

2a2 r2 (2a) d . 
20:-1 r(40:) , e sorte que . 

E a) _ ~ r(4a + 2) 2a2 r2(2a) = a(4a + 1) li2 

( - 2ma2 r2(2a + 1) 2a - 1 r(4a) 2a - 1 ma2 

La fraction rationnelle Q(a) est donc Q(a) ~ o:~~a~l), avec toujours a > ~ ; 
que cette valeur soit remarquable se retrouve en bout de course par la diver­
gence de l'energie moyenne en ce point. 

(d) La valeur optimale de a, aopt, est celle qui annule ~~, soit un zero du polyn6me 

8a2 - 8a - 1 ; Ie seul zero positif est ~ (1 + I"i), d'ou : 

laop , ~ ~(1 + ~) ~ 1,112ul 
La valeur correspondante de l'energie, Eopt est: 

5 li2 

Eo t = (- + J6) -
p 2 ma2 
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On sait que la valeur exacte de l'energie fondamentale du puits infini est 

E
(exacte) _ 1f2fi2 d'Ol!' 
1 - 2ma2 ' . 

Eopt 1 ( J7;) --,.--'-~ = 2' 5 + 2 v 6 ~ 1, 003 > 1 
E(exacte) 7r 

1 

Comme il se doit, ce rapport est strictement plus grand que 1, mais tres proche. 

La fonction exacte est w\elC8Ct.c) (x) = fia ' iII '"n'" ; Ie rapport des deux fonctions est 

trace sur la figure 23.2, et montI' qu sauf tou pres des bords, l'approximation 
est aussi excellente pour la fonction. 

Figure 23.2: Rapport de la fonction optimisee et de la fonction exacte. 

2. Le potentiel quartique V(x) est defini en (23.4). 

(a) 8i 9 > 0, V(x) n'a qu'un seul extremum, un minimum en x = 0; si 9 < 0, il y 
a un maximum en x = 0 et deux minima en ±xQ = ±..;=g ~ (voir fig. 23.3). 

Vex) 

Figure 23.3: Potentiel V(x) defini en (23.4). 

(b) 9 etant uppose positif, on choisit pour decrir l'etat fondamentalla gaussienne 
normruisee ' rite n (23.5). Dans Ie cas 9 < 0, il est evident phy, iquement que 
l'etat fond am ntal pl"sente un ma.ximum de densite de probabilite au droit 
des deux minima en ±xQ (il en va d'ailleurs de meme pour Yes etats pas trop 
excites) : la gaussienne serait donc particulierement mal venue. 

(c) La valeur moyenne de l'energie E(a) est donnee par: 
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Avec la gaussienne 'I/J(x) = (~)1/4 e-ax2
/(2a

2
), on trouve facilement : 

1 2 2( 3 ) (Epot) = -mw a 1 + -
4a ga 

ou on a pose gVo = mw2a2 /2, d'ou : 

(d) La condition ~~ = 0 conduit a l'equation du troisieme degre : 

I dM 3 6c I P(a) = a - to! - 9 = 0 

(mwa 2)2 2a2 ~ 
ou c = ---w-- == /i,2'/Cma2 ) est Ie rapport entre l'energie de lond de puits et 
l'energie typique de localisation dans un puits d'extension ~ a. 
En suppsant c ~ 1 dans to us les cas, on voit aisement en tra«ant Ie graphe de 
P(a) que Ie zero positif est grand devant 1 si g « 1, ce qui per met alors de 
negliger a devant a 3 et d'obtenir : 

6c 1/3 
g « 1 : aopt ~ ( - ) 

g 

au contraire, si g » 1, aopt ~ Ve, visiblement, avec une correction d'ordre 
g- l . Posant a = Ve(l+~), on arrive a identifier (ce qui montre que l'intuition 

avait raison) et on trouve C = ~ : 

Avec E(a) = 4::':2 [a + ~(1 + g~) ], on obtient : 

1 (6!t4W2) 1/3 1 3!t2 
0< g« 1 : Eopt ~ -4 --2 +O(gl/3) , g» 1 : E(a) ~ -2!tw+-

4 
2 

gma gma 

Lorsque g « 1, V(x) est tres plat, Ie terme en x 2 n'etant important que 
pour Ixl :s a..j9 « a, et est tres raide (compare par exemple a un oscillateur 
harmonique) . c etant toujours suppose d'ordre 1, l' energie est tres grande 
par rapport a ~!tw, energie fondamentale de I'oscillateur harmonique ayant 

meme frequence de fond de puits. A l'inverse, si g » 1, Ie terme en X4 n'est 
pertinent que pour x » a..j9 » a, mais pour I'etat fondamental seuies les 
valeurs x :s a sont import antes : on recupere alors tout naturellement, a 
l'ordre zero, l'energie ~!tw de l'oscillateur harmonique de meme frequence. 
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3. (a) 

(b) 

Le potentiel V(x) = %[(x:)2 _1]2 est un double puits, maximum en x === 0 
V(O) = Vo et presentant deux minima en x = ±xo, ou V(±xo) = 0 ; Vo est 
done la hauteur de la barriere separant les deux puits. Le parametre important 
est 102 ~f 8mn-2x~Vo, qui est essentiellement Ie rapport entre la hauteur de 
la barriere centrale et l'energie de localisation 2==fi? de la particule dans l'un 

mxo 
des deux puits. 

Au voisinagede chaque minimum, on a V(x) ~ ~(x±xO)2 : par identification 
"'0 

avec ~mw2(x±xo)2, on obtient la frequence de fond de puits w = (~)1/2 . 

Le choix 'I/J(x) = cl'I/J(X - a) + c2'I/J(X + a) est dicte par Ie fait que les etats de 
basse energie ont un maximum de densite aux minima de V (x) ; il faut dOllc 
evidemment prendre a = Xo. La forme precise de la gaussienne est par analogie 
avec un oscillateur harmonique, dont sait que Ie fondamental est Ce- ~;;' ",2. 

On prendra donc a = m(~)1/2fi- l ; en definitive: 
mxo 

la = Xo 

Des lors, les parametres variationnels sont les coefficients Ci, supposes reels. 
Noter en fin que ce cadre de travail vaut surtout quand Jes deux puits sont bien 
separes, soit a- l/2 » Xo, c'est-a-dire 10 » l. 

(c) Avec les definitions du texte, on a : 

('l/JIHI'I/J) = (ci + c~)J + 2CIC2K, ('l/JI'I/J) = ci + c~ + 2ClC2S . 

La fonctionnelle a minimiser est F[I'I/J)] ~ ('l/JIHI'I/J) - E('l/JI'I/J), E designant Ie 
parametre de Lagrange. Il vient ainsi : 

Les equations variationnelles sont g~ = 0, i = 1,2, d 'ou Ie systeme : 

(K - ES)Cl + (J - E)C2 = 0 , 

qui n'est autre qu'un systeme equivalent a celui donnant les valeurs propres, 
Det(Hij - El) = 0, la base n'etant pas orthogonale (S ~ ('l/Jll'I/J2) i= 0). 

(d) On trouve immediatement les energies et vecteurs propres : 

J-K 
E_ =--S 

1-

C _ 1 
+ - )2(1 + S) , 

C_ = 1 
)2(1- S) 

I'I/J-) s'annule en x = 0, et ne saurait decrire Ie fondamental, lequel est repre­

sente par I'I/J+). La difference des energies est !1E ~ E_ - E+ = 2 ;~sIf. 
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(e) On a : 

a 1+00 
2 h,z d2 

2 J=(_)1/2 e-~(x-xo) [ ___ +V(x)]e-~(X-Xo) dx 
7r -00 2m dx2 

avec a = ~o Posant x = XXa, Ie terme cinetique est: Xo 

que l'on peut exprimer comme : 

noter que l'integrale J(e) satisfait ~~ = -2~J, de sorte que l'energie cinetique 
est ex: e ; la limite e ----> 0 correspond it des gaussiennes infiniment plates, don­
nant une fonction d'onde reelle constante dans I'espace, pour laquelle l'energie 
cinetique est nulleo Rappelons que, de toute fa<;on, l'approximation en cours 
n'est reellement sensee physiquement que pour les valeurs elevees de eo 

Le terme potentiel est : 

l'integrale est J~: X2(X +2)2e-c:x
2 

dX = ~ -4~~ 0 NoteI' que dans la limite 
e ----> 0, Jpot est fini : Ie potentiel tend certes vers zero, mais les gaussiennes 

s'elargissent correlativement et globalement Jpot ----> 32
31i2 

2 0 mxo 

Au total, apres usage de Va = s==1i
2 

e2 , il vient : mxo 

e: 1/2 !i
2 

[( 2 d ) 1 2 ( d2 d)] J=(-) -- e+e: - +-e --4- J(e) , 
7r 2mx~ de: 4 de2 de 

soit, apres calcul des derivees : 

L'integrale K est : 

avec x = XXa, on obtient : 
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E: 1/2 li
2 10 [ 2 2 d 1 2 ( d

2 
d )] ( (-) -- e- E: - E: + E: - + - E: - + 2- + 1 I E:) , 

1r 2mx8 dE: 4 dE:2 dE: 

soit, apres calcul : 

Tout comme pour J, la contribution cinetique tend vers zero avec E: ; Quant 
a la contribution potentieJle, eUe co'incide avec ceJle de J dans cette limite 
puisque, quand Ie potentiel devient plat , le decalage des deux gaussiennes 
devient invisible, Au total, J et K ont bien la meme limite, finie pour les 
raisons expliquees plus haut a propos de J, 

Enfin, l'integrale de recouvrement S est: 

Noter que S, tout comme K , contient un facteur exponentiel e-cstexo tradui­
sant la tendance usuelle pour un element de matrice impliquant deux fonctions 
localisees sepan§es d'une distance", x o, Les energies sont donc : 

li
2 

1 [ 3 1 ( 2 3) -10] E+ = -- E: + - + - E: - 3E: + - e , 
2mx~ 1 + e- c 16 4 4 

li
2 

1 [ 3 1 ( 2 3) -10] E_ = - - E: + - - - E: - 3E: + - e 
2mx~ 1 - e- c 16 4 4 

on en deduit : 

et E _ = E+ + 0 (E: e- c ) si E: » 1. La difference des energies est: 

avec les comportements aux extremites : 

O :::;E:« l 
E:» 1 

6.E pass , a insi par un maxi mum pour un nombre eo'" 1 (fig,23.4) et chute 
exponentiellement. CODune ouj W'S en pre. enc • d 'une barriere haute t/Oll 
'pa' , la differenc d 'eu rgie des deux 'tats (qui donne la frequence de pas­
age par effet t unn 1) depend expon ntiell men d la hauteur t de 1a 1arg ul' 

de 1a barriere, 
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t::.E 

o~------~~~~ c 
10 

Figure 23.4: Graphe de la difference d'energie 6.E en fonction de E: ; 6.E est exprimee 
't' 31i

2 

en u11l es 8mx2' o 

4. La fonction d'essai etant it symetrie spherique, seul importe l'operateur p: dont 
l'expression est (voir eq. (II-19.21)) : 

2 __ !i2(~ D-1~ (D-1)(D-3)) 
p,. - d 2 + d + 4 2 r r r r 

A vee la fonction radiale R).. (r), normalisee it part1, la fonctionnelle it minimiser est 
E[R)..] : 

r+OO rD-1dr R [ _ .!JZ... (R" + D - l R' + (D-l)(D-3) R ) _ e
/2 R ] 

E[R)..] = Jo ).. 2m).. r ).. 4r2 ).. r ).. 

ft:,a rD-1dr R2).. 

(23.18) 
Avec R).. = Ce-)..r/ao, il vient: 

14 

ou El = - ~~2 • Le numerateur est: 

2 (D - I)! (D - l)(D - 2)! (D - l)(D - 3)(D - 3)! (D - 2)! 
).. (2)..)D -).. (2)..)D-l + 4(2)..)D-2 + 2 (2)..)D-l ' 

soit : 

~~ )..-D~l! [)..(1 - D) + 4(D - 2)] 
1 d ' . t t (D-l)! d' ' e enomma eur es (2)..)D, ou: 

E[R ] = )"[)"(1 - D) + 4(D - 2)] E ~ E()") 
).. (D - 1)(D-2) 1 

Ced s'ecrit aussi : 

7La partie angulaire , constante, absorbe la surface de la sphere unite dans !ltD . 
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La derivee est nulle pour >'opt = 2 E=~, dormant l'energie optimisee en fonction d 
la dimension d'espace : e 

4(D - 2) 
E(>'opd = (D _ 1)2 El 

E(>'opt) 
El 

1 ............... _._ .... ...... ;p . . -:--__ _ 

1 3 D 

Figure 23.5: Variation de l'energie optimisee E(>'opt) en fonction de la dimensionnalite 
spatiale D pour Ie potentiel "Coulombien" ex r-1 \j D. 

Pour D = 3, on retrouve bien >'opt = 1 et E = E 1 , comme il se doit. Par ailleurs, 
l'energie devient positive pour D < 2, symptome de l'instabilite de l'atome en basse 
dimension. De fac;on curieuse et interessante, c'est pour D = 3 que la stabilite est 
maximum, avant de decroltre lentement comme D-1 pour les grandes dimensions. 

Il convient toutefois de noter que Ie calcul a ete fait dans JRD en prenant Ie potentiel 
Coulombien sous la forme ~ quelle que so it la dimension. En realite, et si l'on se 
rMere a l'equation de Poisson, Ie potentiel Coulombien varie en fait comme r2- D 

si D -=J 2 et comme In(r /ro) pour la dimension marginale D = 2. En outre, Ie 
terme potentiel dans JRD contient un facteur additionnel incorporant la surface de 
la sphere de rayon unite dans JRD, soit n(D). En definitive, Ie traitement de champ 
Coulombien dans JRD implique plutOt Ie potentiel : 

12 2 e2 
lR3 : ~ == _e_ ~ JRD 

r 41l'C:or n(D)c:orD-2 ' 

21l'D/2 

n(D) = f(D/2) 

Noter qu'avec cette definition, Ie potentiel decrolt d'autant plus vite que la dimen-
sionnalite est elevee. . 

En gardant la meme definition pour ao = :::,2, ces substitutions entralnent que 
Ie terme en ~ dans l'integrale au numerateur de (23.18) do it etre remplace par 

p 

2 nt,;;) p-(D-2), soit 41l'1-~f(D /2). Cela etant fait, Ie numerateu; de (23.18) vaut : 

>.2 (D - I)! _ >. (D - l)(D - 2)! (D -l)(D - 3)(D - 3)! 21l'1-~f(D/2) 
(2).)D (2).)D- l + 4(2).)D-2 + 2 (2).)2 . 

Le denominateur de la fonctionnelle est inchange ; la valeur moyenne de l'energie 
est maintenant ((D - I)! = r(D)) : 

>.2 D f(D/2) E(>') = ___ + 2D 1-,- >.D-2 
D - 2 1l' f(D) 
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22x - 1 1 
En utilisant la formule de doublement r(2x) = ft r(x)r(x + 2)' il vient : 

A 21r-2- D-2 

[ 

2 3 - D 1 
E(>') = - D _ 2 + r( Dtl) >. El . 

1 

_ [ r( .!2p. ) ] D-4 La valeur optimale de >. est maintenant >'opt - 3 D , et l'energie 
71"-2- (D-2)2 

optimisee est : 

Au contraire de l'autre calcul, il n'y a pas d · diJJlensionnalite inferieure admissible; 
l'energie E(>'opt) vaut 4El pour D = 2, et tend VeL'S 2ft El quand D -+ O. 
En revanche, il y a maintenant une dimensionnalite maximum, D = 4, au-dela 
de laquelle l'imergie devient positive. On peut interpreter ce fait en disant que 
pour D > 4, Ie potentiel etant tres attractif, il n'existe plus d'etat lie de nature 
exponentielle. 

2 

Figure 23.6: Variation de l'energie optimisee E(>'opt) en fonction de la dimensionnalite 
spatiale D pour Ie potentiel Coulombien ex r-(D-2). 

Que Ie calcul soit fait d'une fagon ou d'une autre, il n'est pas vraiment possible de 
tirer des conclusions physiques de ces bizarreries, puisqu'elles sont tributaires du 
choix defini d'une fonction d'onde a stricte variation exponentielle. Par exemple, 
pour D = I, V(x) ex Ixl et les solutions sont des combinaisons de fonctions d'Airy 
tendant vers zero a l'infini et s'y comportant comme x-l/4e-ax3/2. 

Noter enfin que Ie terme complementaire dans p;, -;;: (D-~~(f-3), est de meme 
nature que Ie terme centrifuge ex l(l + 1)r- 2 , effectif pour un etat l -=F O. Ce terme 
est attractif pour D < 1 ou pour D > 3, et repulsif si 1 < D < 3, a l'instar d'un 
atome alcalin (voir point 5a ci-dessous). 

5. Pour un atome alcalin (Li, Na, K, ... ), on peut rendre compte des effets d'ecran et 
de la repulsion dus aux electrons internes en modifiant Ie potentiel effectif ressenti 
par l'electron celibataire. 
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(a) Un premier choix est V(1') = - Z~'2 + f}. Avec A > 0, Ie potentiel est corri . 
aux courtes distances p~r un terme.~sez fortement repulsif divergeant corn~: 
1'-2 : V(1') a donc forcement un mmlmum. 

i. V(r) est minimum en ro = i:2, d'oD. a l'envers A en fonction de el, TO et 
Z et V (r) = - Z e~2 (1 - 'f). 

ii. La fonction d'essai choisie est 'ljJa(1') = Cre- ar/ao. La constante de nOlO 
5 -

malisation satisfait C 2 r+oo 1'2dr 1'2 e-2ar/ao = 1 d'oD. C 2 = ~ Jo '4!ao . 

La valeur moyenne de l'energie cinetique est: 

r,,2 1+00 1 d d r,,2 2 (Ecin) = _C2 _ 1'2d1're-m,/ao __ (1'2_1'e - Olr/ao ) = --~ 
2m 0 r2 d1' d1' 2ma5 3 ' 

celle de l'energie potentielle est : 

2 121+002 1 1'0 2 -201r a e
/2 

a ro (Epot) = -C Ze r d1'-(l--)r e /0 = -Z--(3-2-Q) 
o l' l' ao 6 ao 

La valeur de l'energie est ainsi : 

14 2 Z 
(E)=me [~_~(3_2roQ)] ~E(Q) 

2r,,2 3 3 ao 

La derivee de la fonction E(Q) s'annule pour Q = Qopt = ( 3Z ) , d'ou 
2 1+2Z~ 

la valeur de l'energie optimisee8 : 

Eopt = 
mZ2 e/4 3 

2r,,2 4(1 + 2Z~) 

Tout naturellement, plus 1'0 est grand, plus l'energie de liaison de l'electron 
celibataire est faible. Le module de la fonction d'onde optimisee est maxi­
mum en 1'ruax = ~ = 3

2
Z (ao + 2Z1'o) ; la valeur moyenne de la distance 

O:opt 

au noyau est (r) = ~rmax. 

(b) On choisit maintenant un potentiel de Yukawa9 V(1') = -;Voe-r/a. 

1. Avec la fonction d'essai 'ljJ(3(1') = Ce-(3r/ao, on a C = 2(~)3/2. L'energie 
fi2 8 2 r; 4 (33 

cinetique moyenne est ~, l' energie potentielle est - Vo i a ) 2 ; 
mao ao 2(3+~ 

l'energie E(fJ) est donc : 

8Noter que si Ie potentiel est analogue a celui de l'exercice developpe au point 4 (premier calcul), les 
resultats ne sont pas comparables puisque les fonctions d'essai ne sont pas de meme nature. 

91es etats lies spheriques d'un tel potentiel sont traites exactement dans Ie probleme 19.9. 
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ii. Pour (3« 1, E ':::' (321Ell j si (3)> 1, il en va de me me puisque la fraction 
dans f((3 j c, aD/a) se comporte comme (3 . La fonction f ne peut avoir 
d'extremum que si c est assez grand, autorisant la fraction a jouer un 
role pour les valeurs intermediaires de (3. En outre, comme on cherche 
des etats lies, il faut que J devienne negative, d'ou l'analyse des zeros de 
cette fonction, soit ceux de 1 - ( E(3 ) 2, egaux a : 

!3+* 

(3± = ~ (c - ao ± J c (c - 2 aD) ) 
2 2a a 

Ces zeros sont reels (et positifs) ssi c > 2~ ~ cc : 

13 etat lie exponentiel ~ c > cc = 2~ I 

iii. Pour retrouver Ie potentiel Coulombien nu, il faut faire a -> +00, mais 
aussi faire tendre Va vers zero, avec aVo = cste = e/2 . On obtient ainsi 
E = lEI 1((32 - 2(3), qui est rnlnimum en (3 = 1, donnant l'energie optimisee 
Eopt = -IEll, comme il se doit puisque la famille variationnelle choisie 
contient Ie vrai fondamental exact de l'atome d'hydrogene. 

6. On reconsidere Ie double puits de potentiel V(x), exercice 2, eq. (23.4), avec 9 = -1 
et Va -> 8Vo, pour la commodite. Les minima de potentiel se trouvent aux points 
d'abscisses x = ±xo ~ ±a/2. On a V(O) = 0 et V(±xo) = -Va: avec ce calage 
des parametres, Vo est la hauteur de la barriere separant les deux puits. 

Par ailleurs, V" (±xo) = 32~ j au voisinage de chaque minimum, on a donc : 

OU W = (32~) 1/2 est la pulsation d'oscillation au fond de chaque puits. 

(a) L'expression de l'energie E est : 

(E) = (wIHlw) 
Nlw) 

Eo - !ill. sin 28 

1 + Ssin28 

(b) En negligeant Ie produit scalaire (.,pgl.,pd), l'energie moyenne a l'expression 
simplifiee : 

(E) ':::' Eo - !ill. sin 28 j 

l'extremisation s'ecrit ddO (E) = 0, soit 8 = %, 3;, d'ou les valeurs et fonctions 
propres dans cette approximation (voir fig. 23.7) : 

E+ = Eo - !ill. < Eo , 
1 

.,p+(x) = 12 (.,pg(x) + .,pd(X)) , 

E_ = Eo + Iifl. > Eo , 
1 

.,p_(x) = 12 ( - .,pg(x) + .,pd(X)) 
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Le double puil.s po e 1 donc d \IX etats scpare. en en l'gie de 2/in : 1a pos~ 
sibilite de passag pal' effet tunel 1 ve sym'triquement la degenerescenc des 
deux etats 10 a lis's it droi e et a. ga.uche. L'etat fondamental cst a.bal s' 611 

energie, en consequence du mouvement possible de la particule d'un puits it 
l'autre . Ce phenomene, universel, est l'une des raisons de la stabilite de la 
liaison chimique, comme discute dans Ie chapitre 28. 

a 
2 

a 
+-

2 

Figure 23.7: Allure des deux etats propres obtenus par variation. 

(c) L'etat (approche) a l'instant test: 

Iw(t)) = L eft E~t 11/171) {1/171 Iw(O)) 
71=± 

avec IW(O)) = l1/1d) = 72(11/1+) + 11/1- )) et E71 = Eo - 7]17,0., on obtient : 

Iw(t)) = e ftEot ( cosnt l1/1d) + isinDt l1/1g)) 

La valeur moyenne de la coordonnee a l'instant test (W(t)lxlw(t)) ; notant 
que (1/1glxl1/1d) = a par symetrie, il vient : 

a 
(x)(t) = "2 cos2nt 

Ceci montre que la particule oscille en moyenne entre les deux puits avec la 
pulsation 20. : la periode du passage par effet tunnel est donc Ttunnel = ~. 

(d) L'expression de 0. est: 

Avec 1/1(x) = (~) lj4 e-ax2j2 (a = mw/17,), Ie terme cinetique est egal a: 
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2 

Ie calcul des integrales gaussiennes donne ~nw(1 - ~Qa2) e-a ".,. Le terme 
potentiel est : 

mw
2 (Q)l/y+OO( 4 1 2 2) _.Q«X_,,)2 _.Q«x+!lc)2 d _ 1., .. _( 3 1) _ "' ~ -- - x - -a x e 2 2 e 2 2 X - -I/,W -- - - e 4 

2a2 7r -00 2 4 2aa2 2 . 

Au total, on obtient : 

nest negatif pour 0 < X < Xo ~ ~(1 + y13) ~ 2,30, et positif pour 
X > Xo. La formulation utilisee n'a physiquement de sens que si la barriere 
est haute devant la frequence de fond de puits, soit X » 1 : des lors, raisonner 
physiquement avec n > 0 est legitime. De surcroit, avec X tres grand devant 
1, on a n ~ iwXe--f = 4~ e-8~, d'ou la pulsation tunnel egale a 2n : 

On retiendra la dependance exponentielle typique vis-a-vis du rapport hauteur 
de la barriere/energie de fond de puits. 

12 

7. En presence du champ electrique, Ie potentiel complet est -7 - e£z (e < 0). 

(a) Le choix 'IjJ)..(r) = C(1 + >.z)e-r / ao vise a prendre en compte d'emblee la po­
larisation du nuage electronique par Ie champ applique, qui deforme Ie nuage 
electronique en tirant l'electron du cote des z negatifs : on attend donc une 
valeur negative pour Ie parametre variationnel >.. La constante de normalisa­
tion C est telle que : 

roo r tIT c2 io r2 dr io sinede io d¢(I+>'rcose)2e-
2
: o = 1; 

Ie calcul donne : 
C= _1_ 1 
~ )1 + (>.ao)2 

(b) L' 't -2 h' . t.,2 (8
2 

+ 2 8 ) + P - 2 + l,2 Posant opera eur p en sp enques es -Ib 7'JT2 r 8r rr = Pr 'T2' 
p = L et K = >'ao, on trouve : 

ao 

ll,2 2 2 
p2'IjJ)..(r) = C- [- -1 + K(4 - p - -) cose] e- P 

r ~ p p 

z etant proportionnel a l'harmonique spherique YlO , on a : 
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d'ou: 

p2'ljJ>.(r) = Cfi~ [~ - 1 + K(4 - p) cosO] e-P . 
ao p 

La moyenne de l'energie cinetique est ainsi : 

(Ecin ) = C2~ r (1 + KpeosO)e-P [~ - 1 + K(4 - p) cosO] e-P d3r 
2mao lIR3 p 

l'integrale ei-dessus est: 

1
+00 171" 2 

27fag p2dp sinOdO(1 + Kpeos8)[- - 1 + K(4 - p) eosO]e- 2P ::::: 

o 0 P 

27fag roo dp[2p(2 - p) + ~K2p3(4 - p)] e-2p = 7fag(1 + K2) 
lo 3 ' 

d'ou (Ecin) = 7fa~C2 2==,,2 (1 + K2) = 2==,,2 : en raison de compensations (non 
mao mao 

liees a la symetrie), la valeur moyenne (Ecin) est independante de A. 
La moyenne de l'energie potentielle est: 

2 e121+oo 1" - K2 pe-2P dp sin8d8(1-J.Lp2eos8)(1+Kpeos8)2, 
1 + ao 0 0 

dM ~ d' '(E) 1 e
'2 

( K K2) L avec J.L = 4moQ lei > 0, OU "pot = -1+K2 2ao 2 - 4 J.L + . a valeur 
moyenne de l' energie est done: 

I 1-4KJ.L I (E) = E(K) = 1 + K2 El 

, meJ4 1i2 e /2 

OU El = -~. = -~ = - -2- . 
fl; mao ao 

(C) La derivee s'annule pour [( = i/~ (1 ± ,/1 + 16J.L2); seule la racine negative 
nvi nt omllle cxige physiquem ·nt. L'energie optimisee est alors : 

Comme J.L ~ 1,95 X 10-12£2 « 1 pour tout champ ordinaire, il vient : 
I 

Eopt ~ (1 + 4J.L2) El = El - Smooag£2 ; 

en identifiant la correction avec _~Q£2 ou a est la polarisabilite, on obtient : 

I a = 16mooa5j 

valeur voisinelO de la valeur obtenue par un calcul de perturbation au second 
ordre ne considerant que les etats lies d'ordre zero. 

lOVoir probleme 23.8 p. 698. 
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Champ auto-coherent a une dimension 
fermions en interaction de contact 

deux 

ferrnions identiques de masse m sont en interaction de contact entre eux et avec un 
DeUx (Ie "noyau") de masse infinie [34] . Tout se passant a une dimension, Ie Hamiltonien 
centre 
s'ecrit : 

(23.19) 

II s'agit de traiter I'etat fondamental par la methode SCF. 

1. Expliquer pourquoi il est suffisant de considerer la seule fonction d'espace : 

(23.20) 

2. En ecrivant la stationnarite de la fonctionnelle E[<1'>] ~ (<1'>IHI<1'» - c(<1'>I<1'», montrer 
que I' eq uation SCF 5' ecrit : 

11,2 f)2¢ 2 2 
-- f) 2 - Ze' o(x)¢(x) + e' [¢(X) ]3 = £¢(x) ; 

2m x 
(23.21 ) 

interpreter Ie terme cubique et identifier Ie Hamiltonien HSCF . Dans la suite, on note 
"( = 2me,2/!i2 = 2/ao, A = Z"( et k2 = -2mc/!i2 (k > 0). 

3. Y-a-t-il ici un terme d'echange ? 

4. Montrer que : 

E SCF ~ (<1'>I HI<1'» = 2c - e'2l [¢(x) ]4 dx 

Pourquoi cette valeur moyenne n'est-elle pas simplement egale a 210 ? 

5. Calculer Ie saut de la derivee ¢'(x) en x = O. 

6. Montrer que, par une integration, (23.21) conduit a : 

com bien vaut la constante C ? 

7. En deduire que la fonction ¢(x) est : 

ou A est la constante d'integration . 
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8. Ecrire la relation traduisant Ie resultat obtenu en 5, et en deduire A2. Comment Sa 

situe A par rapport a 1 ? Commenter. 

9. Montrer que k = (Z - ~)/ao. 

10. Quelle est la condition pour qu'il existe une solution liee ? Commenter. 

11. Trouver I'expression de I'energie ESCF en fonction de Z, et commenter sa variation 

Les deux fermions identiques de masse m ~ont en interaction de contact entre eux 
et avec un centre (Ie "noyau") de masse infinie. A une dimension, le Hamitonien s'ecrit : 

H = -~ (~22 + ~22) - ZeI2 [o(xI) +O(X2)] +eI2 o(xl - X2) == HI (1) +Hl(2) + V(l, 2) 
2m uX1 uX2 ' 

et il s'agit de traiter l'etat fondamental par la methode SCF. En d~pit de sa simplicite, Ce 
modele n'est pas soluble exactement. Si l'interaction est nulle, il est trivialement soluble. 
en l'absence du noyau, ill'est egalement. La solution devient hors de portee lorsque le~ 
deux termes sont presents ; en particulier, Ie potentiel du noyau brise la symetrie de 
translation, qui est un element essentiel de la solution sans potentiel exterieur. 

Bien evidemment, le choix de la methode SCF est fort discutable : comme toute 
theorie de champ moyen, elle fonctionne bien en dimension elevee etj ou pour des interac­
tions a longue porteell ; c'est tout Ie contraire dans Ie modele co~sidere, mais il permet 
au moins de voir en detail comment fonctionne cette approximation, et notamment de 
mettre en lumiere le caract ere non-lineaire des equations de Hartree - Fock - un aspect 
fondamental qui peut etre a l'origine de deboires lors de la resolution numerique par 
iteration (par exemple, brisure de la symetrie de spin). 

Ce petit probleme est visiblement tres academique (uneseule dimension spatiale, 
potentiels de contact, ... ) mais il est riche d'enseignements. En outre, et moyennant une 
legere modification (voir Ie Complement en fin de corrige), il se prete a une discussion per­
mettant de rencontrer des aspects interessants, que l'on trouve egalement dans d'autres 
domaines, celui des transitions de phase notamment. 

1. Comme il s'agit de trouver l'etat fondamental de deux fermions, la fonction d'onde 
d'espace est forcement symetrique, et peut donc toujours, dans 1e cadre d'un modele 

11 Dans un tout autre domaine, l'histoire du modele d'Ising est a la fois instructive et revelatrice. A 
D = 1, ce modele est soluble de fa<;on elementaire, et on trouve sans difficulte qu'il n'existe pas de tran­
sition de phase; au contraire, un traitement de champ moyen rustique (analogue ala theorie de Weiss) 
donne un point critique a temperature finie : il s'agit d'un exemple montrant qu'une approximation 
de ce type peut se reveler grossierement - et meme qualitativement fausse. En dimension D = 2, Ie 
meme modele a ete resolu exactement en 1944 par Onsager grace a. un tour de force mathematique ; 
Ie traitement de champ moyen, qui pl'oduit a nouveau un point critique, donne cette fois une l'eponse 

qualitativement correcte (mais quantitativement mediocre) : toutes choses egales par ailleurs, Ie simple 
fait d'augmenter la dimensionnalite per met de donner sa legitimite a une approximation autrement asse2 

desastreuse. 
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a une particule, etre prise comme le simple produit <I>(Xl' X2) ~f ¢(Xl)¢(X2), ou 1 
fonction ¢(x) est a trouver et peut toujours etre supposee reelle. a 

2. La fonctionnelle a minimiser est E[<I>] = (<I>IHI<I» - c(<I>I<I»· Hl etant un terme a 
un corps, sa moyenne sur 1e produit ¢(Xl )¢(X2) est, ecrivant les variables POur 1a 
clarte : 

dans chacun des deux termes de la somme, on peut factoriser l'orbitale qui n'est 
pas concernee par le Hl considere ; par exemple : 

(¢(Xd¢(X2)IHl (Xl, pdl¢(xd¢(X2)) = (¢(xdIHl(Xl, Pl)I¢(Xl))(¢(X2)1¢(X2)) = 

(¢(xdIHl(Xl, pdl¢(Xl)) . 

Hl etant Ie meme pour l'autre fermion, et l'orbitale etant toujours la meme, la 
moyenne de HI (X2' P2) est egale a la precedente. La moyenne de H est donc : 

dont la variation quand I ¢) varie de 10' ¢)) est : 

5(<I>IHI<I» = 2( (O'¢IHll¢)+(¢IHlIO'¢) )+(O'¢¢IVI¢¢)+(¢O'¢IVI¢¢)+(¢¢IVIO'¢¢)+ 

(¢¢1V1¢5¢) ; 

compte tenu de la realite de ¢(x) et de la symetrie de V dans l'echange, il vient 
simplement : 

O'(<I>IHI<I» = 4(O'¢IHll¢) + 4(5¢¢1V1¢¢) . 

De meme, on a O'(<I>I<I» = 4(O'¢I¢). La condition de stationnarite est ainsi : 

'V (O'¢I . 

La parenthese do it donc etre nulle ; avec: 

ceci s'ecrit explicitement : 

sait : 

C'est l'equation SCF du modele; Ie terme cubique provient de l'interaction effective 
et HSCF ~ f: -Ze/2O'(x) + e/2[¢(x)]2. L'equation est visiblement non lineaire. 
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Admettant que l'etat fondamental n'est pas degenere12
, il possede une parite det 

minee puisque Ie Hamiltonien est pair et la fonction ¢(x) est paire. Avec ao =:0 h~l:-
h2 k2 ~, et c = - 2m (k > 0), cette equation se recrit : 

Z 2 
¢//(x) + 2-o(x)¢(x) - _[¢(x)]3 = k2¢(x) 

ao ao (23.25) 

3. Il n'y a pas ici un terme d'echange puis que la fonction d'onde est construite av 
Ie simple produit ¢(XIl¢(X2)' ec 

4. L'energie est ESCF ~ (<I>IHI<I» = 2(¢IHll¢) + e,2 f[¢(x)]4 dx ; par ailleurs 
multipliant membre a membre (23.25) par ¢(x) et en integrant, il vient : ' en 

d'ou : 

(23.26) 

Cette valeur moyenne n'est pas simplement egale a deux fois la valeur propre SCF 
puisque celle-ci compte deja une fois l'interaction entre les deux fermions. Comm~ 
dans toute theorie de champ moyen, faire la somme des energies des particules 
revient a compter deux fois leurs interactions mutuelles. 

5. En integrant membre a membre (23.25) de part et d'autre de x = 0, on trouve : 

6. On multiplie (23.25) membre a membre par ¢'(x), ce qui fait apparaJ:tre des derivees 
tot ales ; une integration donne alors : 

~[¢'(X)]2 + ~o(x)[¢(xW - _1 [¢(xW = ~k2[¢(x)]2 + Cste 

2 ao 2ao 2 

Comme on cherche des etats lies, ¢ et ¢' s'annulent a l'infini ; faisant Ixl = +00 
dans l'egalite precedente, on obtient cste = 0, d'ou l'equation : 

7. La fonction ¢(x) etant paire, il suffit de resoudre cette equation pour x > ° ; it 
une phase pres, on peut decider que ¢(x) > 0, d'ou ¢'(x) < 0, ce qui fixe la racine 
carree a choisir : 

¢'(x) = - ~[¢(x)]4 + k2[¢(x)j2 . 
ao 

120n pourrait etre tente d'invoquer les arguments classiques permettant d'affirmer que tout etat lie 
a une dimension n'est pas degenere (voir Tome I, chapitre 15). En fait, et s'agissant d'une equation 
non-lineaire, ces memes arguments n'ont plus de pertinence. 
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pas ant ¢(x) = ao1
/

2 
f(X = kx), l\~quation pour f(X) est K l' = -y' j2(f2 + K2), 

avec K = kao ; cette equation a variables separees s'integre en : 

soit : 

x _ 2KAe-x 

f( ) - 1 _ A2e-2X 

-k lxl _ 1/2 e 
¢(x) - 2Akao 1- A2 e-2klxl 

au A est une constante d'integration. 

8. 11 faut ¢'(O+) - ¢'(O_) = -2! ¢(O), soit ¢'(O+) = -! ¢(O). De l'expression de 

¢(x) ci-dessus on tire 1>'(0+) = - Jao(t~J22)2¢(0), d'ou: 

Visiblement, A < 1, et heureusement : dans Ie cas contraire, Ia fonction ¢(x) 
divergerait en un certain point ! 

9. 11 reste a normaliser la fonction ¢( x) : 

l'integrale vaut 2k(1~A2)' En reportant l'expression de A2 , on obtient : 

d'ou l'on deduit en retour A2 = 4Z1_1' qui est bien positif puisque Z > ~. Quant 
a l'orbitale ¢(x), sa forme finale est: 

2 1 e-(Z-~)Ixl/ao 
¢(x) - -v'4Z - 1 (Z - -)---~.....,..,..,...-;-:--- y'aO 2 4Z - 1 - e- (2Z- 1llxl/ao 

10. Pour qu'il existe une solution liee, il faut a priori k > 0, soit Z > ~. Toutefois, 
la limite Z ---> ~ est significative: l'exposant k s'annule, ce qui laisse presager un 
changement de comportement. De fait, la limite Z ---> ~ de cette fonction est : 

Comme souvent - tout comme pour un phenomene critique - , la valeur margin ale 
inferieure est caracterisee par un changement de regime, la fonction propre passant 
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d'une forme exponentielle a une forme loi-puissance. Cette mutation est tYPiqu 
de la solution d'une equation non lineaire. e 

D'une fac;on generale, I' xi t on d'UD I orne inferieure pour la charge nucleaire s 
comprend bien : la stabilite lu y t H1 resulte de deux interactions antagonistese 
l'attraction de chaque el tr 11 par 1 noy tI, et la n§pulsion entre eux. Si l'attractio ' 
du noyau est insuffisante, Ie systeme explose. lJ. 

11. L'energie ES CF est don nee en (23.26), avec E = - 2:':5 (Z - ~)2. L'integrale cOUlple_ 
mentaire est : 

1 
Z>-

2 

ESCF est une fonction monotone decroissante de Z : l'atome est d'autant plus stable 
que la charg DlICl 'air est eIevec, lille evicicnc phy iq ue qui est tMoriquement 
etablie par un onseq u nc · d u theoreme de Hellmann. - Feynman (voir la discussion 
dans Ie Complbn nt ci-apres) i qua.nd Z» I , la repulsion est de moins en moins 
visible t d fait I 'n · rgi vade a. p 11 PI' comme 2Z2 EJ soit comme si les deux 
fermions n'interagissaient pas du tout. 

• Complement 

L'effet de la repulsion entre les deux fermions peut etre plus finement analyse en 
introduisant une constante de couplage 9 > 0 devant la repulsion de contact, maintenant 
ecrite ge /2 5(xl - X2). Le Hamiltonien est alors : 

(g > 0) (23.27) 

Notons des a present que Ie tMoreme de Hellmann - Feynman pepnet d'ecrire, pour les 
valeurs propres Hees exactes E(Z, g) du Hamiltonien (23.27) : 

~~ = -e /2 (<I> 15(Xl) + 5(X2)1<I» = -2e /2 ~ 1<I>(x, oW dx < 0 

II s'agit d'in.egalites exactes, qui permettent de vaHder ou non toute solution approchee 
du probleme. 
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En reprenant pas a pas la meme demarche que ci-dessus, on trouve qu 1" , 
f(X) (d I d 'fi ' , l' , "'( ) e equatlOn . la fonction ont a e mtlOn re atIvement a 'I' x est inchangee) e t ' 

pOtlI , s mam-
lfJ.Jl ' . / tel i<!, =- yJ2(J2+K2) , k~g-1/2K 

resu1te que: II en _ 2 1/2 e-k1xl 

¢(x) - .;gAkao 1 _ A2 e- 2klxl 

IJ,veC toujours A2 = ~+~~~, L'ecriture de la condition de normalisation conduit main­

tenant a kao = Z - ~, entrainant A2 = ~, et finalement la fonction propre : 

2 9 e- (Z-1)I~I/«') 
¢(x) = -v'4Z - 9 (Z - -)--------",,...,.....-~,,.-Fo 2 I 4.Z - 9 - ge-(2Z- !l)lxl/a.o 

et l'expression de l'E~nergie : 

Le systeme n'est stable que si E < 0, so it ssi Ie crochet est positif ; les zeros de celui-ci 
sont egaux a : 

9 [ (2 4) 1/2] Z±(g) = 4 2-g± 9 -3g . 

Ces deux courbes (reduite pour Z_(g) a sa partie positive) se rejoignent en 9 = ~, ou 
Z±(4/3) = ~, et donnent lieu au diagramme de phase represente sur la figure 23.8, 

Z 

1 

9 o - -
3 2 

Figure 23.S: Diagramme de phase deduit de la methode SCF ; la zone de stabilite est 
l'exterieur du do maine ombre. La petite poche entre les valeurs 9 = ~, ~ (phase "reen­
trante") est artificielle et ne doit pas etre prise au serieux (voir la discussion) . 

En consequence, si 9 < ~, Ie trinome en Zest toujours positif, et Ie systeme est 
toujours stable. Au contraire, si la repulsion devient forte, plus precisement si 9 > ~, Ie 
systeme n'est stable que si Z > Z+, ou si 0 < Z < Z_ tant que 9 < ~, soit en dehors 
de la zone ombree ; si la premiere condition est claire physiquement (quand la repulsion 
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d vi nt trop forte, it faut qu I a tra tion par 1 . noya.ux soit a z intense), en revanch 
l' xi ten d'unc borne stlperieure p Ul' Z -I, plus 1I1'pl'cnan e. Elle correspond a Ie 
p tit. poche juste a gaLlch · du point d'abscis. {I = 1 p ifiqu , de ce que l'on appelt 
un l)/tase reentrant dans it th orie d . transi -ions de pba' . e 

II s'agit ell fai d un artefa.ct d· la methode sans conl,repal'ti physique' en fl' l 
si l'on se deplace dans la p I,it po h en partant de Z = 0, I n'gi . t un f, n'Lia ' 
croissant de Z alms que S01011 ] un des inegalites dedlli tes d · H ·lJmann - PI yrUl1at:

1 

l' energie exact e tune fonction deer issante de Z - une propri 'te qlli t d aill lll'S L1ll' 

evidence physique. 

II convient donc au mains de corriger a la main 13 Ie diagramme de phase dedUit 
strictement de la methode employee, en rectifiant la zone de stabilite, plus raisonnable. 
ment delimitee par Ie petit segment vertical en pointilles. • 

23.3 La methode de Brillouin - Wigner 

Dans la suite, Iwo) designe I'etat fondamental d'un Hamiltonien Ho, d'energie Eo . "s'agit 
de trouver I'etat fondamental IW) de H ~ Ho + V ; la norme de Iw ) est ajustee de sorte 
que (Wo IW ) = 1. 

1. Montrer que Ie deplacement d'energie dO a Vest donne par : 

E - Eo = (wolV lw) . (23.28) 

2. Soit Ie projecteur P del Iwo) (wol , et son complementaire Q = 1- P. Montrer que : 

(zl - Ho)IW) = (z l - E1 + V)IW) . (23 .29) 

3. En deduire I'egalite : 

IW ) = Iwo) + QGo(z)(zl - E1 + V) lw ) , (23.30) 

ou Go(z) est la resolvante associee a Ho. 

4. En iterant I'egalite precedente, montrer que: 

+00 
IW ) = I)QGo(z)(z l - E1 + V)tlwo) , (23.31) 

n=O 

I3La situation ressemble a celle ou l'on se trouve quand, ayant trace les isothermes de van der Waals 
pour une temperature inferieure a la temperature critique, il apparait des arcs thermodynamiquement 
instables (la compressibilite est negative) ; on rectifie alors l'isotherme en conformite avec la construction 
de Maxwell, donnant Ie palier horizontal de coexistence des deux phases liquide - vapeur. On ne voit 
pas bien ce qui serait ici l'equiva lent de la construction de Maxwell.. . 
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En deduire que i'energie est donnee par : 
5. 

+00 
E:: Eo + L(wolVlQGo(z)(z l - El + V)tlwo) 

n=O 
(23.32) 

6. Ce5 resultats acquis, les formules de Brillouin - Wigner s'obtiennent immediatement en 
choisissant z = E : 

+00 +00 
1\]1 ) = I)QGo(E)V]nl\]lo) , E = Eo + L(WolVlQGo(E)VtIWo) . (23.33) 

n=O n=O 

Commenter. 

7. Comparer ces expressions a leurs equivalents obtenus dans la methode de Rayleigh -
Schrodinger. 

1. 1\]10) etant l'etat fondamental de Ho, d'energie Eo, Holwo ) = EoIWo), d'ou : 

Iw ) etant propre de H , d'energie E : 

(Ho + V)lw) = Elw) ~ (WoIHo + Vlw) = E(wolw) = E . 

H etant hermitique, (WoIHo + Vlw) = (WIHo + Vlwo)* ; comme E E JR, ces deux 
elements de matrice sont en fait egaux ; on en deduit : 

E - Eo = (W IHo + VIWo) - (wIHo IWo) 

d'ou: 
IE - Eo = (WolVl w) I 

2. On a (Ho+ V)lw) = Elw) donc, z etant quelconque, lz- (Ho+ V)ll\]l) = (z-E)lw), 
ou encore: 

I (z - Ho)lw ) = (z - E + V)lw) I 

3. De (23.29), on tire: 

Iw ) = (z - HO)-l(Z - E + V)lw) == Go(z)(z - E + V)lw) 

Par ailleurs, Ie projecteur P ~ Iwo)(wol satisfait PIW) = Iwo)(wolw) IWo), 
QI\]Io) = O. On a aussi p 2 = P et Q2 = Q. 
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Comme P + Q = 1, on a 1\(1 ) = (P + Q)I\[I) = 1\(10) + (1 - P)I\[I ) j reportant 
Ce 

developpement : 

1\(10) + (1- P)I\[I) = Go(z)(z - E + V)I\[I) 

mutipliant a gauche par Q : 

(1- P)I\[I) = QGo(z)(z - E + V)I\[I) 

Le premier membre est (1 -1\(10)(\[101)1\[1) = 1\(1) -1\(10), d 'ou : 

11 \(1) = 1\(10) + QGo(z)(z - E + V)I\[I) I (23.34) 

4. En iterant une fois l'egalite (23.34), on a : 

1\(1) = 1\(10) + QGo(z)(z - E + V) [1\(10) + QGo(z)(z - E + V) 1\(1)] , 

soit : 

1\(1) = 1\(10) + QGo(z)(z - E + V)I\[Io)+ 

QGo(z)(z - E + V)QGo(z)(z - E + V) 1\(1) 

Iterant une fois encore : 

1\(1) = 1\(10) + QGo(z)(z - E + V)I\[Io)+ 

QGo(z)(z - E + V)QGo(z) (z - E + V) [1\(10) + QGo(z)(z - E + V)I\[I)] = 

1\(10) + QGo(z)(z - E + V)I\[Io) + [QGo(z)(z - E + VWI\[Io)+ 

QGo(z)(z - E + V)QGo(z)(z - E + V)QGo(z)(z - E + V)I\[I) 

et ainsi de suite, d'ou : 

+00 
1\(1) = L:)QGo(z)(z - E + V)tl\[lo) 

n=O 

5. Revenant a (23.28), on en deduit : 

+00 
E = Eo + i:(\[IolV[QGo(z)(z - E + V)r'I\[Io) 

n=O 

6. Les formules de Brillouin - Wigner s'obtiennent en choisissant z = E : 

+00 +00 
1\(1) = i:[QGo(E)vr'I\[Io) , E = Eo + i:(\[IolV[QGo(E)v]nl\[lo) . (23.35) 

n=O n=O 

11 est visible sur l'egalite pour l'energie qu'il s'agit d'une equation implicite, l'incon-
nue E figurant aux deux membres. 
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7, Raisonnons avec l'energie, les arguments se transposant immediatement au develop­
pernent du vecteur d'etat. 

Le terme d'ordre 1 en Vest (wolVlwo), et coincide avec la formule correspon­
dante de Rayleigh - Schrodinger (pour un niveau non-degenere, ce qu'est Ie fon­
darnental en general). Le terme d'ordre 2 est (woIVQGo(E)lwo) ; Go(z) admet Ie 
Mveloppement : 

les IE~O)) etant les etats propres de Ho. D'ou, pour la correction du second ordre 

de l'etat Iwo) == IE~O)) d'energie Eo == E~O) == Eo : 

La seule difference avec la formule de Schrodinger est la presence dans Ie denomina­
teur de l'energie exacte E de l'etat perturbe ; la formule de Schrodinger pour Ie 
second ordre est : 

23.4 Exemples simples de perturbations 

Pour chacun des cas suivants, traiter par perturbation au premier ordre les etats degeneres 
et jusqu'au second ordre indus celui qui ne I'est pas: 

[ ~ 0 1] [0 v 0] 1. Ho = 0 V = v 0 v 
0 o v 0 

[& 0 0] [0 v V] 2. Ho = o Eo 0 , V = v 0 0 
o 0 0 v 0 0 

1. Afin de simplifier les ecritures, posons v = gEo ; la matrice a traiter est: 

1 [gOo g~ Oil Eo (Ho + V) = ~M. 
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A l'ordre zero en g, les deux valeurs propres de M sont 0, deux fois degeneree, et 
non degeneree. La methode de perturbation au premier ordre consiste a rempIac~' 
M par Map: t 

M., ~ [~ ~ n 
ou les termes annules sont signal's n gras O. Par construction, Ia mat rice M 
est diagonale par blocs relatifs 11 un a un tiOlls- ·space d'energie donnee. Po ap 

la valeur propre nulle, les corr ctions s'obtienn nt comme les valeurs propres ~: 
[~ ~] , egales a ±g : en cas de degenerescence, un element n?n-diagonal donne 

une correction du premier ordre. 

En ce qui concerne la valeur propre egale a 1 a l'ordre zero, il n'y a pas de correction 
au premier ordre : pour un etat non degenere, tout element non-diagonal donne 
une correction au moins du second ordre. Les valeurs propres de H sont done: 

2 
La formule de la correction au second ordre donne la correction -;;;0 pour la valeur 
propre egale a Eo a l'ordre zero. 

2. Avec les memes notations, on a maintenant : 

~ (Ho + V) = [~ i ~ 1 ~ M ; 
o gOO 

A l'ordre zero, Maune valeur propre nulle non degeneree, et une valeur propre 1 
degeneree deux fois . La meme methode conduit a introduire : 

ou les 0 representent les elements annules de la perturbation, ceux qui couplent 
entre eux deux sous-espaces d'energie differente. 

La valeur propre nulle, non-degeneree, n'a pas de correction au premier ordre ; au 
meme ordre, on trouve les deux valeurs propres 1 ± 9 : 

2 2 

Pour la valeur propre nulle, la correction du second ordre est E~-O = -;;;0' 
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Deux oscillateurs couples 

oscillateurs harmoniques identiques (m, w) sont en interaction par un terme bilineaire 
Deu\CIXZ' Trouver la correction d'energie au second ordre pour I'etat fondamental et les 
grn~ de degenerescence des deux premiers etats excites. Comparer a la solution exacte. 
levees 

-~~~~~========?~?~?~?~?~?~?~?~?~?=============== 
:;::;-

Chaque Xi s'exprime comme Xi = J 2::w(ai + a!), de sorte que Ie couplage est: 

L'action de V sur un etat propre Inl)®lnz) == InlnZ) des deux oscillateurs sans interaction 
s'en Mduit: 

1 
Vlnlnz) = 2gliw(y'nlnzlnl -lnz -1) + ..jnl(nz + l)lnl -lnz + 1)+ 

..j(nl + l)nzlnl + 1nz -1) + ..j(nl + l)(nz + l)lnl + 1nz + 1) 

Le traitement de perturbation au premier ordre exige Ie regroupement des etats d'ordre 
zero par groupes d'etats degeneres ; ici, l'energie des oscillateurs decouples est: 

E~~)n2 == E~~)+n2 = (nl + nz + l)liw ; 

deux etats (nl' n2) et (n~, n~) sont degeneres si nl + n2 = n~ + n~. La somme des ni 
devant etre conservee par l'operateur projete, Yap, on en deduit : 

ce qui revient a ecrire : 
1 

Yap = 2gliw(aIa~ + a!az) ; 

dans Ie contexte de l'interaction champ - matiere, les termes ainsi delaisses sont dits 
antiresonnants. 

Pour l'etat fondamental, d'energie E6°) = liw, non degenere, il n'y a pas de correc­
tion au premier ordre : l'operateur XIXZ a visiblement une moyenne nulle (factorisation 
en un produit de deux integrales, chacune etant nulle puisque portant sur un integrand 
impair en x) ; ceci se voit aussi par Ie fait que (OOlVapIOO) = O. La correction d'energie 
au second ordre est donnee par l'expression : 
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D'apres ci-dessus, on a VIOO) = ~ghwlll), de sorte que la sommation se n§duit a un 
1 2 se~ 
~d" terme, Iiw(1-3)' ou: 

Le premier etat excite correspond a (1,0) ou (0,1) : degenere deux fois, il a POUr 

energie EiO) = 2hw. On applique maintenant la recette de perturbations au prernie 
ordre pour un niveau degenere, en manipulant Vap ; on a : r 

d'ou la matrice de Vap dans Ie sous espace degenere: ~ghw [~ ~], dont les valeurs 

propres sont ±~ghw ; au premier ordre, les energies sont done: 

La perturbation leve symetriquement la degenerescence, des Ie premier ordre. 

Le deuxieme niveau excite est degenere trois fois: (2,0), (1,1), (0,2), son energie 
etant 3hw. On a : 

(a1a~ + ata2)120) = v'2111), (a1a~ + ata2)102) = v'2111) , 

(a1a~ + ala2)lll) = v'2(102) + 120) ) , 

d'ou la matrice de Vap : 

j2 [0 1 0] 
29flw 1 0 1 

010 

Les valeurs propres de la matrice sont 0, ±J2, d'ou une levee de degenerescence complete 
en trois niveaux distincts, l'un des etats ne changeant pas d'energie a cet ordre : 

I E2,o = 3hw + O(l) E2, ± = 3hw (1 ± ~ + O(l)) I 

Comparons maintenant rapidement avec la solution exacte, qui s'obtient immedia­
tement en formant les modes normaux evidents : 

La substitution des Xi par les Xj dans Ie Hamiltonien donne: 

p2 p2 1 1 
H = _1 + _2 + -mw2(1 + g)X2 + +-mw2(1- g)X2 , 

2m 2m 2 1 2 2 
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. eXhibe deux osc.illateurs lineaire. independants de pulsation w(l ± g)1/2 - ce qui 
qUJntre au si que les valeur ±l sont des vaIeurs extremes pour g, ce que l'on retrouvera 
J1l0. 1£1 suite ( Hes sont des points de bmnchement de la fonction E(g) considen~e comme 
pi'\.~ [ollction analytique de la vm iable complexe g). Les energies prop res exactes sont 
lIl'lv ) 
dope ( ; EN : 

J,'energie du fondamental est done Eoo = ~hw(~JI"Tg + ~.J1=9) avec 9 > 0, Ie 
premier etat excite correspond a N1 = 0 et N2 = 1 et a pour energie : 

1 3 
EOl = hw(2JI+g + 2J[=9) , 

puis on trouve ElO = hw(~JI"Tg + ~.J1=9), et ainsi de suite: 

5 1 
E20 = hw (2 vT+.9 + 2 J[=9) , 

1 5 
E02 = hw(2JI+g + 2J[=9) . 

Le point interessant est de developper ces expressions exactes en puissances de la cons­
tante de couplage 9 ; on trouve : 

( 1 12 ) ( 12 ) ( 1 12 ) E20 = 3hw 1+3g- 8g +... , Ell = 3hw 1-8g +... , E02 = 3hw 1-3g- 8g +... . 

Tous ces resultats sont identiques, pour un ordre donne, a ceux deduits de la theorie de 
perturbation. Il en va toujours ainsi pour une perturbation non singuliere, i.e. quand it 
existe effectivement une serie entiere convergente dans un dis que fini autour de 9 = 0, 
ce qui est Ie cas ici : les deux racines carrees .jlTg sont des fonctions analytiques de 
9 E C, 'Ii \g\ < 1 (et se prolongent par continuite dans <C\[-I, +1]1R). 

Notons une difference essentielle entre les systemes classique et quantique. Pour 
Ie systeme classique, on a juste deux frequences propres w.jlTg, pouvant donner lieu 
a des battements si 9 « I, mais rien de plus extraordinaire. Au contraire, Ie systeme 
quantique a une infinite de frequences propres, de la forme (n+JI"Tg + n-.J1=9)w, 
ou les n± sont des entiers : Ie "reseau" des frequences propres dans Ie plan (n+, n_ ) 
n'est plus carre. L'ecart n+vT+9 + n-.J1=9 etant irrationnel, la dynamique des deux 
oscillateurs couples est a priori au plus pseudo-periodique. 

Comme deja remarque, on doit avoir -1 < 9 < +1, faute de quoi l'un des deux 
oscillateurs est instable (anti-puits harmonique). Ceci se retrouve bien dans Ie fait qu'en 
dehors de cet intervalle, la fonction EN1N2 (g) devient complexe, autre symptome de 
l'instabilite du systeme. 
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23.6 Effet anharmonique pour un oscillateur 

Afin de rendre compte de I'asymetrie d'un fond de potentiel pour une particule de masse 
on definit I'approximation anharmonique suivante : rn, 

1 x 
V(x) = -2mw2x2 (1 + 4g-) , 

xo XO=V2~ . (23.36) 

Trouver la correction d'energie pour Ie ne niveau. Que pensez-vous de I'emploi de la method 
perturbative dans ceUe situation? e 

Le terme correctif est 2gmw2 x8 C:J 3 == 9 fu,,; (a + at) 3 . On a : 

(a + at )2 = aat + ata + a2 + at2 = 1 + 2ata + a2 + at2 , 

d'ou (a+at )2In) = (1+2n)ln)+ v(n + l)(n + 2)ln+2) + vn(n -1)ln-2). Maintenant: 

a(a + at)2In) = (1 + 2n)vnln -1) + v(n + l)(n + 2)ln + 1) + In(n - l)(n - 2)ln - 3) , 

at (a+at)2In) = (1+2n)Jn + 1In+1)+v(n + l)(n + 2)(n + 3)ln+3)+vn(n-1)ln-1) . 

En faisant la somme membre a membre, on en deduit l'expression de (a + at )3In): 

(a + at )3In) = 3nvnln - 1) + 3(n + 1) J(n + l)ln + 1) + In(n - l) (n - 2)ln - 3)+ 

l(n + l)(n + 2)(n + 3)ln + 3) . 

La perturbation etant purement non-diagonale, il n'y a pas de correction au premier 
ardre. La correction du second ardre est: 

soit : 

6.E(2) = 2tu..; [9n3 9(n + 1)3 n(n - l)(n - 2) (n + l)(n + 2)(n + 3)] 
n 9 +1 + -1 + +3 + -3 

apres simplification, la premiere correction d'energie pour Ie n e niveau est, a l'ordre Ie 
plus bas non nul : 

En toute rigueur, on ne peut pas utiliser une methode perturbative14 puisque Ie 
Hamiltonien perturbe n'a pas d'etat fondamental : aussi petit soit 9 > 0, Ie potentiel 

14L'objection est la meme que pour un atome en champ electrique. 
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d vel'S - quand:~ --+ t l oscillaLeur, place dans un et at d 'ordre zero, peut 
!e;cha.pp l' par effet Lunl1 I. Le maximum du potentiel est en - ~ et vaut 43~g2 1Y.v : 

alcul ci-de sus till sens pour 1 . n tel que n « 43~ 2, ce qui avec Igl « 1 est 
Ie ~i\ p u contraignanL. D fau au. i qu In. correction reite petite devant l'intervalle 
aSS1'~re d ux niveaux d 'ordre z'ro onse ut.if: , pour que Ie traitement de chaque niveau 
e l d t 1 . 1 AE(2) 1 ". 1· iJlcI6pelldammel . ,OtiS es autres £ It un sens : U n « ,lJ.;} Impose n« V30lgl' qm 

t
Une cont rainte nettement plus severe. 

eS 

23.7 Terme de contact pour l'electron dans l'atome 
d 'hydrogene 

Outre Ie champ coulombien du noyau, on admet que I'electron est soumis au potentiel de 

contact : ,2 

Vc(x) = gW5J(T) , J(T) = 4
1 

2 J(r) , t = ~ (23.37) 
r- nr ~ 

1. pour I'etat fondamental, calculer les corrections d'energie au premier et au second 
ordre, ~E(l) et ~E(2). 

On donne les valeurs a I'origine des fonctions propres s de I'atome d'hydrogene : 

• etats lies : 7/inOO(O) = (na6n3) - 1/2 ; 

• etats non-lies: 7/iEOO (O) = (na6E )-1/2 [1 - e- 7r y'2e/E j-l/2 

2, On utilise maintenant Ie Principe variationnel. 

(a) Si 9 > 0, montrer que El(g) > E1 (0) 

(b) Dans Ie cas 9 < 0, on choisit comme fonction d'essai e- Ar / aO
• Montrer que 

I' energie de I' etat fonda menta In' est pas bornee. 

Outre Ie champ coulombien du noyau, on admet que I'electron est soumis au 
potentiel de contact ecrit en (23.37). 

1. Pour l'etat fondamental, la correction d 'energie au premier ordre est : 

La correction du second ordre a pour expression: 
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La sommation discrete est : 

E ll 1 't l' . tId" n notant que n(n2-1) = (n-l)n - n('l+l' on VOl que a sene vau -z' ou nne 
premiere correction venant des etats lies egale a -(; )210 • 

La contribution des etats non lies est : 

( 3)21+00 l?JilQo(O)?JiEoo(OW dE 2(g)2 1+
00 
lId 

gcao € = - - 10 ( ~ X 
o -z-E 7r 0 xl+2x)1_e-7ry2/ x 

L'integrale converge a l'infini (l'integrand est en X- 3/ 2 ), mai; diverge logarithmique_ 
ment a l'origine : la contribution au second ordre des etats non lies est infinie ! 

2. On utilise maintenant Ie Principe variationnel. 

23.8 

(a) Si 9 > 0, El (g) > E1 (0) puis que Ie terme additionnel est positif. 

(b) Dans le cas 9 < 0, on utilise la methode variationnelle avec la fonction d'essai 

?Ji).. =Ce-)..,-/ao, avec C= [~(:o)3]l/2. Par le theoreme du Viriel et le scaling 

connu (Tome II, section 27.5) , Ia moyenne de Ho avec?Ji).. est 21i22 (>,2 - 2>.) . mao ) 

celIe du terme de contact est (gw5) ~ (a:)3 = ~c. L'energie calculee avec 'if;).. 
est done: 

E(>.) = ~ (>.2 _ 2>' _ 2Igl >.3) 
2ma6 7r 

Le Principe variationneJ l:1.ffirm que l'energie moyenn caleule av c n'importc 
que lIe fonction (norlnalisabl ) ·st toujours snperic1\l" it l'energi exaete' com­
me la fouction E(>.) n'e:t pa bornee inferiem m nt. Ie fondamental exact t 
a E = -00. On peut y voir la consequence d'Ull puits o(r) attractif 'ajolltant 
au potentiel de Coulomb, l'ensemble etant une sorte de trou noir interdisant 
J'existenee de tout etat lie. 
Dans Ie cas contraire (g > 0) , et si El(g) est l'energie du fondamental nor­
malise l?Jil) de H = Ho + \/;;, on a: 

la derniere inegalite venant du Principe variationnel applique a Ho pour 
9 > 0 l'energie pertmbee est bornee inferieurement. 

Effet Stark pour l'hydrogene 

On soumet un atome d'hydrogene a un champ electrique constant et homogene de module &; 
I'axe de quantification Oz est choisi Ie long du champ. Le Hamiltonien est H = Ho + V ou 
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I terme complementaire V = -eEz est traite comme une perturbation. Les etats propres15 

;e Jlo sont notes 11/Inlm) et ont I'energie En. 

1. Estimer I'ordre de grandeur du champ electrostatique intra-atomique. 

2. (a) Montrer que (1/Inlm 1V11/Inl llm/) = 0 si l et [' sont de meme parite. 

(b) En utilisant la reflexion-miroir par rapport a un plan contenant Oz , montrer que 
les deux etats 1/Inl ±m conservent la meme energie en presence du champ. A quelle 
autre symetrie est associee cette degenerescence ? 

(c) Montrer que (1/InlmIV11/Inlllm/) = 0 si m i= m i . 

3. Compte tenu de ce qui precede, il n'y a pas de correction lineaire en champ pour 
I'etat fondamental. Au plus bas ordre d'approximation, on attend donc une variation 
quadratique en E ; traditionnellement, on pose: 

1 2 
!lE100 = -- a E 

2 
(23.38) 

(a) Quel est Ie signe de la grandeur a , appelee polarisabilite? Quelle est sa dimen­
sion ? Quel est son sens physique? 

(b) Ecrire I'expression formelle de a . 

(c) Pour sommer la serie donnant a , on utilise la methode de Dalgarno et Lewis [35]. 
en cherchant un operateur F tel que IF, HoJ 11/1100) = zI1/l100). Exprimer a sous 
la forme d'un element de matrice. 

(d) On suppose que F ne depend que de la coordonnee r. Etablir une equation 
differentielle pour F(i) et en chercher une solution sous la forme : 

F (i) = f (r) Yim(B , ¢) . (23.39) 

Preciser l et m ; verifier qu'il existe une solution polynomiale : 

(23.40) 

et determiner les coefficients Ci. 

(e) Obtenir finalement I'expression de la polarisabilite a en fonction de ao et I'expres­
sion explicite de la fonction d 'onde fonda menta Ie perturbee au premier ordre ; 
interpreter ce resultat . 

4. On s'interesse maintenant aux corrections lineaires pour Ie niveau degenere n = 2. 

(a) Preciser sans calculles elements de matrice (1/I21mIV11/I21'm/) qui sont nuls . 

(b) En deduire que les deux etats 11/121 ±1) ont une correction d'energie nulle au premier 
ordre. 

I5 Les premieres fonctions radiales sont donnees en (II-19.187) et (II-19.188) . 
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(c) En designant par v I'element de matrice ('Ij;2101V1'Ij;200), exprimer en fonction d 
les corrections d'energie et en deduire, a cette approximation, les nouveaux ete 

'U 

propres en presence du champ. <Its 

(d) Trouver I'expression de v sachant que (p = r/ao) : 

1 
'lj;200 = - (2aO)-3/2(2 - p) e-p/ 2 (etat 28) , 

J47f (23.41) 

1 
'lj;210 = r:c cose (2ao)-3/2pe-p/2 (etat 2P, m = 0) . 

v 47r (23.42) 

Calculer v numeriquement pour [; = 104 V /cm. Reprendre ce qui precede pour 
Ie niveau n = 3. 

En presence d'un champ electrique constant et homo gene de module [; oriente 
comme l'axe de quantification Oz, Ie Hamiltonien est H = Ho + V ou V = -e[;z va etre 
traite comme une perturbation (avec toutes les reserves specifiques de cette situation 
voir Tome II, Remarque 1, p.1074). Les etats propres de Ho sont notes l'Ij;nlm) et on~ 
l'energie En. 

1. L'ordre de grandeur du champ electrostatique intra-atomique est ~Iel ,soit envi-
1r£oao 

ron 5 x 109 V / cm, une valeur gigantesque comparee}!. un champ usuel de laboratoire. 

2. (a) ('Ij;nlm IVI'Ij;n111m/) = 0 si l et l' sont de meme parite puisque V est impair. Expli­
citement, en designant par II l'operateur parite, on a "III'Ij;nlm) = (-l)II'lj;nlm) 
et IIzIIt = -z ; on a donc : 

d'une part; d'autre part, en faisant agir II sur Ie bra et Ie ket, on a aussi : 

d'ou l'egalite : 

si l et l' sont de meme parite, l'element de matrice est egal a son oppose: il 
est nul. Dans Ie cas contraire, on ne peut rien dire a ce stade. 

(b) Dans la refiexion-miroir M par rapport a un plan contenant Oz, la longitude ¢ 
devient -¢ (27r) ; comme la dependance de 'lj;nlm (r, e, ¢) en ¢ est exclusivement 
contenue dans Ie facteur eim4> , on a M'Ij;nlm(r,e,¢) = 'lj;nl-m(r,e,¢). Main­
tenant , on utilise l'invariance de V par M : [V, M] = 0, soit MV Mt = V ; 
prenant les elements de matrice, on a d'une part : 
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d'autre part, faisant agir M sur Ie bra et Ie ket, on a aussi : 

d'ou l'egalite : 

H etant insensible au sens de l'axe Oz, deux etats ne differant que par Ie 
signe de mont forcement la meme energie. Cette invariance est aussi assuree 
par la symetrie par renversement du temps, que Ie champ electrique preserve 
puisque Ie couplage ne fait pas intervenir de vitesse. Comme Ie renversement 
du temps se reduit (en l'absence du spin) it la conjugaison complexe, et que 
seule la partie eim¢ est complexe, deux etats m et -m restent degeneres en 
presence du champ electrique. 

(c) De toute evidence [V, LzJ = 0 puisque Lz est Ie generateur des rotations autour 
de Oz, et que la symetrie de revolution autour de cet axe n'est pas brisee par 
Ie champ. Une autre fagon de voir que ce commutateur est nul est de noter 
que Lz = XPy - YPx, operateur qui ne change pas la coordonnee z. Prenant 
les elements de matrice du commutateur nul, on ecrit : 

faisant agir L z , on obtient (m' - m)(WnlmIVIWnlllm/) = 0, qui montre que si 
m i=- m', l'element de matrice est nul. 

3. Il n'y a pas de correction lineaire en champ pour l'etat fondamental, puis que 
l'element de matrice (wlOolVlwlOO) est nul. Un regard sur l'expression theorique de 
la correction du second ordre montre qu'elle est differente de zero. Attendant ainsi 
une variation quadratique en E, on pose16 : 

1 2 .6.ElOo = --0£ 
2 

(23.43) 

(a) On sait que la correction du second ordre pour l'etat fondamental est toujours 
negative : la polarisabilite a, est donc positive. Pour trouver sa dimension, 
on peut noter que l'energie (premier membre) est comme -4 e

2 
,alors qu'au 

7rEoao 

second membre on a une quantite homo gene it [aJ (-4 e
2 2)2, de sorte que: 

KEoao 

I a = nombre x 47rcoa~ I 
Le sens physique de a est clair: la polarisabilite mesure l'aptitude de l'atome 
(du nuage electronique) it se de£ormer sous l'action du champ elect rique ; une 
faible polarisabilite caracterise un systeme relativement "rigide" de ce point 
de vue. 

16Cette forme indique bien qu'il s'agit d'une correction d'energie resultant du couplage d'un moment 
induit proportionnel au champ, la proportionnalite etant precisement fixee par la polarisabilite : 

t::.E= r&(-o£')t:'dt:'=_~Ctt:2. 
Jo 2 
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(b) La correction d'energie au second ordre pour le fondamental est: 

si l'on oublie la contribution des etats non-lies17 , avec E~O) = En - 1 E 
- ~ 1, 

E = _ me
/4 = _ 11.

2 ==_£ 
1 2it2 2ma~ 2ao . 

(c) Pour sommer la serie donnant a, on utilise la methode de Dalgarno et Lewis 
en cherchant un operateur F tel que [F,Ho]l-rPlOO) = ZI-rPlOO). Vne fois trouv~ 
cet operateur, on pourra ecrire : 

report ant cette expression dans Ie deuxieme element de matrice de la serie 
donnant 6.Eg6, il vient : 

d'ou, apres simplification, identification avec -~aE2 et reconnaissance du pro­
duit de deux matrices18 : 

a = -2e2 ~)-rPlOolzl-rPnlm)(-rPnlmlFl-rPlOO) = -2e2(-rPlOOlzFI-rPnlm) (23.44) 
nlm 

(d) L'equation pour l'operateur F(r) , suppose par hypothese de travail ne depen­

dre que de r, est [F, Ho]l-rPlOO) = ZI-rPIOO) ; cela etant, [F, ~: - e~2] = 2~ [F, p2] . 
On a [F(r), Px] = ili~~, puis: 

soit : 

[ 2] [ ] 2
oFo 

2
00F 

F, Px = F, Px]Px + Px[F, Px = +Ii AX ax + Ii ax ax 

2 2 of a 02 F of a 
[F, Px] = Ii (ax ax + ox2 + ax ax) ; 

en faisant la somme des trois commutateurs analogues, il vient ainsi : 

L'equation pour F(r) prend alors la forme explicite : 

17Le seul argument a. l'appui de cette negligence est la petitesse presumee d 'une telle contribution, en 
raison notamment des grands denominateurs d 'energie. 

18Comme ('lJllOo lzl'lJllOO) = 0, on peut delaisser la contrainte n ~ 2. 
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ou seule importe la compos ante %r du gradient importe puisque la fonction 
e- r

/ ao est a symetrie spherique. L'equation differentielle pour F(r) est done: 

n2 n2 of 
--f').F+--=-z 

2p, p,ao or 

Pour l'objectif a atteindre, Ie point n'est evidemment pas de trouver la so­
lution generale, mais de trouver une fonction satisfaisant cette equation. La 
separation visible des variables permet de chercher une solution sous la forme 

F(i") = f(r) Yim(e, ¢). Avec f/2 = p~ + ~:, on obtient : 

n
2 

[ (1/ 2 '()) l(l + 1) () 2 '()] - f¥7r - - f (r) + - f r + 2 f r + - f r Yim = -z = - r -YlO 
2fJ, r r ao 3 

il faut done deja l = 1, m = 0, qui est la fa<.<on la plus simple de traduire la 
polarisation Ie long de Oz de la densite electronique. Par ailleurs, l'inspection 
de l'equation pour f(r) montre qu'il existe clairement une solution particuliere 
polynomiale, et que Ie degre 2 suffit ; posant des lors f(r) = Co + Cl r + C2r2 
et reportant dans l'equation, on trouve sans peine les relations que doivent 
satisfaire les coefficients Ci : 

d'ou f(r) 
soit : 

2 n
2 

C2 = _ f'fi , 
fJ,ao V3 

- jiil!fFJ(2aor + r2) etF(r) = -jiil!fFJ(2ao + r)rylO(e,¢), 

F(i) = -~(2ao + r)z 

(e) Avec l'expression (23.44), on a : 

en raison de la symetrie spherique, (z2 A(r)) = ~(r2 A(r)). Compte tenu de 

ao = J![e 2 /C:7rco)]' il vient a = ~7r co (1f!lOo I (2ao + r)r2 11f!lOo) ; comme : 

(rn) = 4
3
1+00 

r2drrne- 2r/ao = (n + 2)! an 
2n +1 0, ao 0 

on trouve finalement : 

I a = 187rcoa51 
Cette valeur est proche de celle obtenue par la methode variationnelle, voir 
probleme 23.1 p. 663, question 7. Rappelons que Ie calcul perturbatif ci-dessus 
a neglige la contribution du continuum des etats de diffusion, difficile a estimer 
(voir aussi l'exercice 23 .10 p. 710). 
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L'etat fondamental perturbe est, au premier ordre, donne par: 

en utilisant V = -eEz et z = [F, HoJ, on obtient : 

I'ljli;~d) = 1'IjI100) - eE L I'ljlnlm) ('ljlnlmlFl'IjI100) 
n:2:2,I,m 

En ecrivant L:n>21 m I'ljlnlm) ('ljlnlml = l-I'ljllOO)('IjIlOol, ce qui revient encore a 
oublier les etats -nb~ lies , il vient : 

comme l'element de matrice ('IjIlOoIFI'ljllOO) est nul par symetrie (F est impair), 
il reste : 

so it : 

(1) ~ _ [ eE fLao ( r)] 'IjIfond(r) - 1 + ----,r- ao +"2 z 'ljllOO(r) 

expression qui manifeste clairement la deformation axiale de la densite electro­
nique, avec un renforcement19 du cote des z negatifs si Ie champ est dirige dans 
Ie sens des z croissants; Ia figure 23.9 en est l'illustration. 

z 

aD 

Figure 23.9: Deformation de la densite electronique de l'etat fondamental sous l'effet du 
champ electrique (variation Ie long de Oz). 

4. (a) Compte tenu des proprietes de symetrie analysees plus haut, Ie seul element 
de matrice non nul dans Ie sous-espace n = 2 est ('IjI2oolVl'IjI210) ; il est reel et 
c'est lui qui est note v. 

19Se souvenir de la convention adoptee partout : e note la charge negative de J'electron. 
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(b) Dans Ie sous-espace n = 2, les etats etant or donnees suivant 1'l/J200), 1'l/J21O), 
1'l/J21-1), 1'l/J211), la matrice de l'operateur de perturbation projete est : 

8euls les etats 1'l/J200) et 1'l/J210) sont modifies au premier ordre avec une correc­
tion d'energie 6.E± = ±v. A cet ordre, les etats propres sont : 

(c) L'element de matrice v = -eE('l/J2oolzl'I/JlOO) a pour expression: 

eE 1+00 17r 127r v = --4 (2ao)-3 r2drr~(2 - ~)e-r/ao sinede cos2 e d¢ 
1T 0 ao ao a a 

tous calculs faits, on trouve : 

I v = 3eEao I 
qui est donc negatif. Avec E = 104 V / cm, on a v ~ -1,5 x 10-4 e V. La figure 
23.10 recapitule ces resultats. 

n=2 

11fJ-) = ~(128) -12Po») ........ _ ....... ........... JEE 11fJ21±1) == 12P±1) 

1 
128, 2P I 11fJ+) = y'2(128) + 12Po») 

Figure 23.10: Levee de degenerescence par un champ electrique pour la variete n = 2 
de l'hydrogene. NoteI' l'hybridation des etats 28 et 2P, responsable de la contamination 
Stark et de la ruine de la metastabilite de l'etat 28 par un champ elect rique residuel (voir 
Tome II, p.1074). 

Les etats 11fJ±) ont pour representation (p = r/ao) : 

l'etat I'I/J+) a done une accumulation de densite du cote z < 0 (au contraire 
de 17fi-), qui est son symetrique), et il est done normal que ce soit lui qui ait 
l'energie la plus basse. 
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Pour Ie niveau n = 3, l'analyse procede de la meme fac;on ; Ie sous-espace est 
degenere 9 fois ; les arguments de symetrie revelent que les seuls elements d 

. e 
matnce non nuls sont : 

ils sont tous reels. Ordonnant la base comme : 

la matrice de Vap est : 

0 VOl 0 0 0 0 0 0 0 
Val 0 V12 0 0 0 0 0 0 
0 V12 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 VI 0 0 0 0 

Vap = 0 0 0 VI 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 VI 0 0 
0 0 0 0 0 VI 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Cette matrice est elle-meme diagonale par blocs; les deux etats 11/132±2) sont 
isoles. Le bloc 3 x 3 conduit a l'equation caracteristique : 

O ( 2 + 2 )-1/2' ( 2 2 )-1/2 L t n pose cos a = Val Val V I 2 , sm a = V12 Val + V I 2 . e vec eur 

propre associe a t:..E = 0 est 11/100) ~ - sin a11/1300) +cos a 11/1320) : sa correction 
est nulle au remier ordre en consequence du fait que ces deux vecteurs ne sont 
pas couples directement mais par l'intermediaire de 11/1310). Ceux associes a 
±J'V51 + vr2 sont : 

dM 1 
11/10- ) = J2(cosa11/1300) -11/1310) + sinaI1/1320)) 

Pour les deux autres blocs 2 x 2, les corrections sont a chaque fois ±Vl et 

donnent les deux vecteurs propres 11/1l±) ~ ~(11/13lm) ± 11/132m))' 

Les fonctions radiales sont (p = 7,/ ao): 

-3/2 2 2a 2p 2p 
R30 = _0_ (1 - - + -) e- p / 3 

3V3 3 27 ' 
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8 -3/2 
ao ( p) - /3 R31 = --p 1 - - e P 
27V6 6 ' 

4a -3/2 
R = _0_p2 e- p/3 

32 81 V3 

Les premieres harmoniques spheriques sont : 

YlO = [J; cose I Y {[ 
. e ±iq, 1±1 = =f - sm e , 

811' 

{,f 2 Y20 = - (3 cos e - l)e , 
1611' 

Y2±1 = =f (15 sin fJ cos fJ e±iq, Vs; 
L'integration se fait suivant Jo+oo 

r 2 dr Jo
7r 

211' sin fJde puisque la dependance en 

¢ disparait a chaque fois, soit 211'ag Jo+ oo 
p2dp Jo7r sin ede, et avec z = p cos fJ. 

En consequence, on a, omettant pour l'instant Ie facteur -e£ao : 

4J2 1+00 
2p 2p2 P 17r ('l/J3001V1'l/J310) ----> M dpp4(1--+-) (1--) e- 2p

/
3 de sine cos2 e = 

81 v 3 0 3 27 6 0 

4J2 -2187 2 3V3 
-- x -- x - =---
81V3 8 3 4J2 

4v'iO 1+00 

P 17r ('l/J311IVI'l/J321) ----> M dpp6 (1 - - ) e-2p
/

3 de sin3 e cos2 e = 
2187y3 0 6 0 

4v'iO -295245 4 3v'I5 
-~- x x - = --- {==} 
2187 V3 32 15 32J2 

3V15 
VI = + In e£ao 

32y2 

---I'l/Jo-) 

n=3 

Figure 23 .11: Levee de degenerescence par un champ electrique pour la variete n = 3 de 
l'hydrogene. Les notations sont precisees dans Ie texte. 
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23.9 

On en deduit : 

VV51 + vf2 = 3~lelEao = J!t-IV11 , cosa = -4#r , sina = -{l; . 
Tous les elements de matrice etant negatifs , on retrouve bien, tout COUlUle 
pour n = 2, que les combinaisons ± des vecteurs propres correspondent a des 
corrections =f pour l'energie, traduisant l'accumulation de densite du cote des 
z negatifs (voir fig. 23.11) . 

Effet de taille finie du noyau 

Pour un atome lourd, on peut admettre, a une bonne approxi mation, qu'un electron de la 
couche K est soumis essentiellement au seul champ du noyau de charge Ziel. Pour tenir 
compte de I'effet de taille finie du noyau, de rayon 20 ro, on admet que Ie champ du noyau 
est celui d'une distribution de charge positive continue repartie uniformement dans la sphere 
de rayon roo 

1. Trouver I'energie potentielle de I'electron K, V Cr), "ir. 

2. Ve er) designant Ie terme coulombien pur, on pose : 

W (r) = VCr) - Ve er ) , (23 .45) 

et on traite W(r) par perturbation. Ecrire I'expression de W(r) . 

Expliquer Ie mode de calcul au premier ordre pour un niveau n quelconque. Montrer 
que: 

(23 .46) 

3. L'echelle typique de variation de Rnl est nao. En utilisant Ie fait que ro « ao, calculer 
approximativement I'integrale radiale et en deduire la correction d'energie : 

t,. 27r 12 2 1 ( ) 12 Enl = +OlO 5 Z e ro 'l/Jnoo 0 (23 .4 7) 

1. Avec l'hypothese que Ie noyau contient une distribution de charge positive continue 
rep artie uniformement dans la sphere de rayon ro , Ie champ electrostatique qui en 
resulte est a symetrie spherique : E(f ) = E(r)f ; Q(r) etant Ia charge contenue 
dans Ia sphere de rayon r , Ie t heOl'erne de Gauss permet d 'ecrire : 

1 
47rr2 E (r ) = -Q(r) ; 

co 

20 ro est de l'ordre de quelques fermis (1 F = 10-15 m). P ar ailleurs, on rappelle que Yoo = (47r) - 1/2 . 
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la charge etant uniformement repartie, on a Q (r) ex r3, et comme Q (ro) = Z I e I, 
il vient Q(r) = Zlel(!.;Y, d 'ou E(r) = ;,;:~~, Le potentiel U(r) s'en deduit 

par U(r) = - J E(r)dr = - :,!;! ~ + cste 
: c'est un potentiel harmonique, tout 

comme dans Ie modele d'atome en pancake de Thomson (voir Tome I, section 1.4), 
L'energie potentielle de l'electron est alors V(r) = eU(r), soit : 

Ze/2 

V (r) = -2 3 r2 + c 
ro 

La constante C est fixee si on garde la convention usuelle V ( +00) = 0 ; en effet, 
,2 

alors l'energie potentielle de l'electron pour r :2: ro est egale a -~ et la continuite 
exige: 

(
Ze

/2 
) __ r2 +C 

2r8 r=ro ro 
d'ou: 

VCr) ~ { Ze'2 [(L)2 _ 3] 
2ro ro 

_ Ze'2 
r 

3Ze/2 

C=---
2ro 

Vr ~ ro 

Vr :2: ro 

2, Le potentiel W(r) a traiter en perturbation est donc : 

{ 

Zel2 [(L)2 _ 3 + 2!:l1.] 
W(r) = 2ro ro r 

o 
Vr ~ ro 

Vr :2: ro 

Noter que W(r) :2: 0 Vr ~ ro, de sorte que la correction d'energie sera positive, 
Pour un niveau n, qui est degenere n2 fois, il convient de diagonaliser la matrice de 
l'operateur de perturbation projete, donc trouver d'abord les elements de matrice 
(WnlmIW(r)IWnl'm')' avec l = 0,1,2, .. " n - 1 et -l ~ m ~ +l, -l' ~ m ' ~ +l', 
Compte tenu de la factorisation des fonctions propres Wnlm(T) = Rnl (r)Yim ({), </J), 
et du fait que la perturbation ne depend que de r, on a : 

en raison de l'orthonormalisation des harmoniques spheriques, il vient : 

La perturbation est donc completement diagonale ; les elements diagonaux donnent 
les corrections d'energie au premier ordre, 6.En1 = (1/InlmIW(r)IWnlm), evidemment 
independantes de m, 

3, L'echelle typique de variation de Rnl est nao, tres grande devant ro ; dit autrement, 
la fonction radiale est a variation lente dans l'espace, comparee a l'echelle de varia­
tion de W(r) et peut sans dommage etre sortie de l'integrale (de fait, W(r) agit 
comme une fonction de Dirac non normalisee) : 

709 



Mecanique quantique 

Il vient ainsi : 

6.En l = Ze
/2 

R;'l(O) ( 0 [( ~:.f _ 3 + 2 r O
J r

2 dr ; 
2ro io ro r 

l'integrale vaut i d'ou Ia correction 6.En l = 11oZe/2r6R;'l(0), qui est TIlllle pour les 
etats I =1= O. Pour les etats S, Rno (0) = v'41f ?fJnoo (0) d'ou finalement : 

C'est essentiellement Ie produit de 4; rJ l?fJnoo (OW , ordre de grandeur de Ia proba~ 
z 12 

bilite de trouver l'electron a l'interieur du noyau, par rv - _ e _, energie typique de 
TO 

l'electron a une distance rv rD. Connaissant Rno(O) = J 3
4

3' ona aussi : n ao 

Tout naturellement, cette correction decrolt tres vite pour Ies etats excites. Noter 
aussi qu'elle presente une variation isotopique par ro bien silr, mais aussi en raison 
de la dependance de ao par rapport au nombre A de nucleons puisque, en to ute 
rigueur , c'est la masse reduite J-L qui intervient dans l'echelle atomique typique 
representee par ao. En ordre de grandeur , 6ff"nl rv (~) 2 rv 5 x 10-9 . 

23.10 Role du continuum pour la correction du sec­
ond ordre 

En toute rigueur, la formule donnant la correction d'energie au second ordre doit egalement 
contenir une somme sur les etats non- lies, quand ils existent. Cet exercice, fort academique 
comme on pourra en juger, montre explicitement I'erreur qui peut etre com mise quand on 
oublie ce fait [36]. 

1. Pour une particule de masse m, trouver tous les etats, lies et non-lies, d'un puits de 
Dirac attractif -gi5(x) a une dimension (g> 0). 

2. On ajoute ace puits la perturbation V(x) = .M(x), avec 1.\1 «g. 
Calculer les corrections d'energie au premier et second ordre pour I'etat lie. Comparer 
a la solution exacte et commenter. 

La formule donn ant la correction d'energie au second ordre contient une somma­
tion sur tous les etats propres du Hamiltonien non perturbe ; de ce fait, elle doit inclure 
les etats non lies, quand il en existe. Cet exercice, fort academique comme on pourra en 
juger, montre explicitement l'erreur qui peut etre commise quand on oublie ce fait. 
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1. Pour une particule de masse m en presence d'un puits de Dirac attractif21 -gc5(x) 

a une dimension (g > 0), il existe un seul etat lie, d'energie Eb = -'!:J}tr2n
/i,2 == _/i,2k~ 

2m , 

kb = Wi- > 0, la fonction propre etant 'l/Jb(X) = li-1 vmg e-mglxl/n?, 

Les etats non lies sont degeneres deux fois, comme pour tout mouvement sur 1ft 
avec un Hamiltonien invariant par renversement du temps. Pour chaque valeur de 
l'energie E = /i,;;'2 > 0 (k ~ 0), il est commode d'introduire les deux etats propres 
pair 'l/JsE(X) et impair 'l/JaE(X) : 

'l/JaE(X) = As sin kx ; 

en choisissant la normalisation ('l/Js E I'l/Js E') = c5 (k - k') = ('l/Ja E I'l/Ja E' ), on a : 

etant entendu que toute fonction 'l/Js E(X) est orthogonale a 'l/JaE' (x) me me si E' = E. 
Avec cette normalisation, les fonctions propres sont des nombres (sans dimension) 

et, en particulier 'l/JsE(O) = v'1r(k~+k~)' 

2. Si on ajoute ace puits la perturbation V(x) = Ac5(x), avec IAI « g, la correction 
d'energie au premier ordre pour l'etat lie est: 

La correction d'energie au second ordre pour l'etat lie implique seulement les etats 
non lies puisqu'il n'y a qu'un etat lie: la correction du second ordre est uniquement 
due aux etats du continuum 22 ! 

Tous les elements de matrice de la perturbation entre I'l/Jb) et l'l/JaE) sont nuls 
puis que c5(x) sin kx = O. L'expression de la correction du second ordre est done: 

_ 2mA2 r+oo l'l/Jb(OWI'l/JsE(OW dk = _ 2A2m 2g r+oo 
k2 dk 

li2 10 k2 + k~ 7rli4 10 (k2 + k~)2 
l'integrale val ant 4;b' il vient : 

Avec l'hypothese 9 - A> 0, la solution Me exacte est evidemment, : 

- m(g - A)2 
Eb = - 2li2 

21 Voir Tome I, probleme 15.6.5, et son corrige. 
22n en va de meme pour tout autre puits n'ayant qu'un seul etat lie, quelle que soit la perturbation. 
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n voit que le t nne lineair en A dan Eb coi'ncid · n.v la orree ion AE(l ) 

L qu 1 t nne quaciratiqu olncide ave t.').E~2). POtu· lc probleme analy . b 1 ' 
til ~ ri de per tll'baiiol1 limit. ' e au 'econd rdr incius fOIl1'l1it la reponse act 
( 11 fait l'energi · xa te ·st un polynome du s cond d gre par rappor t au fa teu!, 
perturbatif >.) 11l<1.i$ la corr tion du second ordr e -t, exclu ivernen·t dOllne pal' I .• 
continuum des etats non lies. 

23.11 Effet Zeeman en champ assez fort 
de niveaux? 

crOlsements 

II s'agit de traiter en detail I'action d'un champ magnetique sur les premiers niveaux de 
I'atome d'hydrogene et, en particulier, d'examiner I'evolution des niveaux dont les energies 
se rapprochent les unes des autres quand Ie module du champ augmente a partir de zero2a 

On prendra partout ge ~ 2. 

1. En presence d'interaction spin-orbite, Ie Hamiltonien est H = Ho + A(r) f.§ ou : 

j)2 
Ho = - + VCr) , 

2J.t 

e/2 

VCr) = -- , 
r 

(23.48) 

(a) Le moment cinetique total j = L + § est une constante du mouvement (Ie 
verifier). Quelles sont les valeurs possibles de j ? 

(b) En deduire au premier ordre la variation d'energie t.').En ), des etats Injml1 /2} 
resultant du couplage spin-orbite. 

(c) Trouver la structure fine24 du niveau 2P (n = 2,1 = 1). Q designant la constante 
de structure fine et sachant que: 

(23.49) 

calculer en eV et en MHz les deplacements d'energie. 

2. L'atome est maintenant soumis de surcroit a un petit champ magnetique B dirige Ie 
long de Oz. En delaissant les termes diamagnetiques, Ie Hamiltonien est : 

en 
(J.tB = 2J.t < 0) . (23.50) 

Le couplage Zeeman est traite comme une perturbation sur les niveaux de structure 
fine obtenus en 1. A I'aide du theoreme de Wigner - Eckart, exprimer la variation 

23Un autre exemple : les sous-niveaux hyperfins du fondamentale de I'ion Be+ (voir chapitre 21, 
section 21.1, fig. 21 .2. 

24Le calcul effectue ici doit etre compris comme un simple exemple d'application de la theorie des 
perturbations . Le traitement complet de la structure fine do it incorporer d'autres corrections du meme 
ordre de grandeur que celles considerees ici (voir [37], chapitre XII, C.3) 
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d'energie t::..Ezeeman du niveau Inj m 11/2} . Calculer en eV les deplacements Zeeman 
pour J3 = 10-2 T (IJ1.B I ~ 5,8 X 10-5 eV /T) par rapport aux energies en champ nul, 

E2P3/2 et E 2P 1/ 2 . 

3. Lorsque Ie champ magnetique devient plus intense, il n'est plus legitime de negliger Ie 
couplage Zeeman entre les deux types d'etats j = I ± 1/2 ; expliquer pourquoi. 

Dans la suite, on considere exclusivement Ie niveau 2P. Pour simplifier, on note comme 
suit les etats 12jmls} pertinents: 

121/2m11/2}===11/2m} , 123/2mll/2}===13/2m}, 

et on introduit un H' effectif, projection de H' dans Ie sous-espace 2P : 

(a) Identifier les constantes a et b, caracteristiques du sous-espace considere. 

(b) Pn§ciser les elements de matrice de Sz qui sont nuls. 

(23.51 ) 

(23.52) 

(c) En deduire les energies en presence du champ pour m = ±3/2, E2P3/
2
,m=±3/2. 

(d) Ecrire Ie determinant donnant les valeurs propres pour m = ±1/2 et en deduire25 

les valeurs propres E±,m=±1/2' 

(e) Sur un meme graphique, porter la variation des energies en fonction du champ 
magnetique. Com parer a I'approximation utilisee en 2 (effectuer un develop­
pement limite) . Expliquer pourquoi, dans I'approximation consideree, seuls les 
niveaux ayant des m differents ont la possibilite de se croiser. 

Il s'agit d'examiner l'action d'un champ magnetique sur les premiers niveaux de 
l'atome d'hydrogene quand la structure fine est prise en compte et, notamment de discuter 
les eventuels croisements de niveaux quand Ie module du champ augmente. On verra aussi 
qu'en champ intense, l'atome (a un electron!) se comporte comme un quasi-boson au sens 
ou l'on obtient pratiquement un nombre impair de sous-niveaux presque equidistants, et 
un moment cinetique effectif J eff = 2 (voir figure 23.13). 

1. En presence d'interaction spin-orbite, le Hamiltonien est H = Ho + A(r) L.s ou : 

p2 
Ho = 2J1. + V(r) , 

e/2 

V(r) = - - , 
r 

(23.53) 

(a) Pour des raisons de fond, le moment cinetique total J = L+s est une constante 
du mouvement j on le verifie en notant que L et S commutent chacun avec Ho 

250bserver qu'un element non-diagonallineaire en l3 produit une correction du second ordre (quadra­
tique en l3). 
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(Ho est a symetr~e ~pheriq~e et 3e de~end pas du spin) d'ou [£ + 8, Ho] "" 0 . 
quant au terme L .8 = ~(J2 - L2 - 8 2 ), on a : ' 

chacun des commutateurs de droite etant visiblement nul; au total, [J, H] "" 0. 

Les valeurs possibles de j sont II - H I + ~, soit j = j± ~f l ± ~ si 1 ;::: 1 et 
j = ~ pour les etats I = O. 

(1 ) All Pi' m.i l' l'd1', iI fau pr j tel' 18. p 'rtmbation ~nngn '!% (7 ·)L. - dan.s 
'h qu' sou' "spae d 'g ncr6 ngelldr pa.r {l ifI11 Im,) ® 1m.,)} == {Inlmlm,, )} 
0 :5 l ~ n- 1, -l:5m ~+l m~=±~ d dimensionegal a2n2

. offimeLet 
S ne sonL pa d c nstant . ell! mOll v mild H ,e op ~ rat U1' st rcpre nt' 
sur la base {Inlmlm s )} par une matrice non diagonale , qu'il conviendrait de 
diagonaliser apr's ell avoil' calcul6 1el elements. II st b aueol1'p pIn simple de 

, , ~2 - 2 2 
remarquer d emblee que v,nogn commute avec J , Jz L et S , de sort que, 
sur la base {lnjmll/2}} In matrice d cet operateur est dlWI. diag nal . Ses 
elements diagonaux donnent les corrections d'energie au premier ordre, d 'oD. : 

1 ~2 ~2 -2 
!J.Enj = 2(njml1/2IA(r)(J - L - 8 )lnjmll/2) , 

soit : 
h2 3 

/:).Enj = 2 [j(j + 1) -l(l + 1) - 4] (RndA(r)IRnl) . 

Cette correction est nulle pour les etats s (l = 0) puisqu'alors j = s = ~ 

Par ailleurs, compte tenu de la liaison entre I, s = ~ et j, ceci s'explicite en : 

., I 1 
SI; = + 2' 
. , I 1 

SI; = - 2' 
(l ?: 1) 

(c) Pour Ie niveau n = 2, I = 1 (2P) la structure fine26 resulte des deux valeurs 
'bl . 1 3 POSSI es; = 2" 2' : 

26Rappelons que Ie calcul effectue ici doit etre compris comme un simple exemple d'application de la 
theorie des perturbations. Le traitement complet de la structure fine doit incorporer d'autres corrections 
du meme ordre de grandeur que celles considerees ici (voir probleme 20.6). 

Toutefois, cet oubli est sans pertinence pour les questions analysees ici (portant essentiellement sur 
la variete 2P) , puisque I'ensemble des corrections delaissees donne un deplacement en bloc des niveaux 
analyses (de a 4 mc2 /32), en consequence du fait qu'elles ne dependent pas de j. 
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On constate que Lj g/).E2j = 0, en consequenc du fai~ qu , la trl\C de la 
perturbation est nulle (la trace est un invariant, t ell est. visibl rn Ill. nulle 
sur la base {nlmlms)} ). Par ailleurs, la valeur de I eleruellt de matr1c resulte 
de: 

dM 4 2 
Introduisant 6.Eo = ~6 J.Lc , on a finalement : 

I E(2P1j2 ) = E(2P) - 26.Eo E(2P3jZ ) = E(2P) + 6.Eo I 

Numeriquement, on a : 

I6.E2 ~ = -3,02 x 10- 5 eV '::::' -7296 MHz I 

I6.Ez ~ '::::' 1,51 x 1O-5eV'::::'3648MHzl 

Au total, l' ecart entre les deux niveaux de structure fine est'::::' 11944 MHz, 
soit environ 0, 365 cm-1 : quoique des corrections du meme ordre de grandeur 
ont ete negligees, l'ecart est preserve et rend donc bien compte du doublet 
Ho. Dans l'approximation en cours, on a donc : 

QZ QZ 
E 2P = --lIc2 (1 - -) 

3/2 8 r 12' 

et : 
Q4 2 -5 

EZP3 / 2 - E2P 1 / 2 = 32 J.LC '::::' 4,5 x 10 e V 

2. En presence d'un petit champ magnetique B dirige Ie long de Oz, et oubliant les 
termes diamagnetiques, Ie Hamiltonien est : 

A condition que Ie champ soit assez faible, Ie couplage Zeeman peut etre traite 
comme une perturbation sur les niveaux de structure fine obtenus en 1. A l'interieur 
d'un sous-espace de j donne, Ie theoreme de Wigner - Eckart pet'met d'ecrire : 
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L 28 = [~ 8(8+1) - I(I+1)]J 
Z + 2 2 + 2j(j + 1) 2 

on en deduit Ie deplacement d'energie dli au champ: 

[
3 8(8+ 1)-1(1+ 1)] _ 

fj,Ezeemanmj = - 2 + 2j(j + 1) mf.LB B = glsjm lf.LBIB 

ou - j ~ m ~ + j et ou glsj est Ie facteur de Lande. Les deplacements Zeeman POUr 
les deux multiplets en resultent : 

4 
fj,Ezeemanm(2P3/2) = 3m1 f.LBIB , 

2 
fj,Ezeemanm(2Pl/2) = 3m1 f.LBIB , 

1 
m=±-

2 

(23.54) 

(23.55) 

Noter Ie signe de la correction selon Ie signe d m: quand (Jx) = mIL> 0 Ie mo­
ment cinetique est dans la direction du cbamp mais, comm Is. charg de I'electron 
est negative, Ie moment magnetique de l'atome est anti-parallel au champ - et in­
vel'S m nt. Les valeurs m < 0 corresp ndent done it un moment magnetiqu oriente 
comm I champ donc it une ba 'se' rgie. Par aill lU' , I'eclatement Zeeman st 
deux fois moindr pour j = ! qu pour j = ~ : plus 1 moment cinetiqne total t 
cleve plus 1" cart Zeeman est important, pour une valeur donn ' e du champ. 

Avec B = 10- 2 T, on a If.LBIB = 5,8 X 10- 7 eV. L'ecart entre les deux niveaux 
4 

en champ nul est E2P3/2 - E2P
'
/ 2 = ~2 mc2 ~ 4,5 X 10-5 eV : les deplacements 

Zeeman sont, pour ce champ, tres inferieurs au doublet de structure fine , de sorte 
qu I approxima ion utilisee est justifiee: elle traite independamment l'un de l'autre 
1 • deux multiplet 2P1/ 2 et 2P3/ 2 , ce qui est sense si leur difference d'energie reste 
grande pal' rapp rt a.ux deplacements Zeeman. 

I2!iJ 

+3/2 t 4 +1/2 
- 1/2 SIJ.tBIB 
- 3/2 t 

+1/2 1 2 

-1/2 
t Sll.LB I8 

Figure 23 .12: Sous-niveaux Zeeman pour Ie doublet de structure fine issu du terme 
spectral 2P de l'hydrogene. 
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. Comme n vi llt de Ie discut . la de cl'iption prececlente n vaut p ul' p UL' les 
champ faibles ;S 10- 1 T ; au-dela, les ous-niveaux Ze man cIeduits du 'cuema en 
haJTlp tres faible peuvcll en venir a. s croif>er t tOll~ doit etre l'epris, ' 0 tnutant 

c njoiul ment les d ux multip} · ts 2P 1/2 et 2P3/ 2, ce quj revient a. s Iida riser les 
'tats Ii = 1 ± ~ m), etant entendu que m l' st Ull bon nombr quantique. On va 
done POll voir cl:fioil' un Hamiltonien ff ctif ouplan\, les d ux val UL' de j = !, !, 
done toujours se ramener a des probleme. au plus 2 x 2 d6fini ' da,lIs 1 S 'ous-espae ' 
engendres par Ij = ~, m), Ij = ~, m) . 

(a) On introduit maintenant Ie Hamiltonien e£fectif ; 

par identification avec H' = A(r)L.§ - J1.Bn.- 1(Lz + geSz)E avec ge = 2, on 
voit que: 

(b) Sz commute avec Jz mais pas avec J 2 ; on a done a priori : 

(jmISzUm/) = 0 si m i- m' , 

(c) Le sous-espace e£fectif est de dimension 6, engendre par les vecteurs U m) : 

Les deux vecteurs I ~ ± ~) sont completement decouples ; on a : 

3 3 I 3 3 an.2 3 3 1 1 3 
(2 ± 21Heff l2 ± 2) = 2 [2(2 + 1) - 1(1 + 1) - 2(2 + 1)] ± 2M+ 

3 3 3 3 
b(2 ± 21Sz12 ± 2) ; 

Ie demier element de matrice se trouve de suite en not ant que la composante 
maximum m = ±~ est for cement egalement propre de Sz avec la valeur propre 
±~, d'ou: 

3 3 I 3 3 an.2 
(- ± - IH ff l- ± -) = - ± 2M 2 2 e 2 2 2 

et finalement : 

Ces energies sont inchangees par rapport au traitement en champ faible, 
puisque 6.Ezeemanm:3/2(2P3/2) = BIJ1.BIE = 21J1.BIB. 
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(d) Il reste a cliagonalis l ' dans 1 .·ou - pac · (I~m), ~m)) , m = ±~, qui Se 
correspon lent par renverseme.nt du temp: : iJ suffit donc de Ie faire dans l'ul1 
des deux. POIll' ela il (aut cruculer las Truents de matrice UmIH~fflj'm), j 
et j' prenant hacllllle deux valeur ! t~ . On a d'abord : 

a ~2 ~ 2 ~ 2 , ali2 [ 11] 
UmI2(J - L - S ) + bJzlj m) = 2 j(j + 1) - 4 Ojj' + bml'iOjj ,. 

II faut maintenant trouver UmISzlj'm), ce que l'on peut, faire en exprimant 
Ijm) == IJml.) ave·l = 1 · t oS = 1/2 en fonction des vee\. Ul'S pr pl'es Il smlms ). 

II suffit pour la d applique.r Ie chniques deja employ; .' plusi U' reprises 
notamment a propos d > Ill, Somm · 1 deux m:om nts inetiques. On a : ' 

33 1 1 
IJm) == 1

22
) = 11

2
1

2
) == Ilsmlms ) , 

de sorte que : 

33 1 1 31 1 1 1 1 
1-1

22
) = (L_ + S_) 11 212) {::=? 1iV3122 ) = 1iV211202) + 1i1121- 2) , 

d'ou l'on tire IH) = ~(V211~O~) + 11~1-~) puis, par orthogonalite: 

I~~) = ~(-ll~O~) + V211~1-~) 
22 y'3 2 2 2 2 

On en deduit : 

31 31 Ii 11 11 
(22 ISz122) = '6 = -(22 ISz122) , 

puis la matrice a diagonaliser pour m = + ~ : 

6.E [ 1 + 2(3 -V2(3] 
a -V2(3 -2 + (3 , 

(3 ~ ~= IJ.LBIB 
3ali 36.Eo 

Les deux valeurs propres sont )"6.Eo ou ).. est racine de : 

1

1 + 2(3 - ).. -V2(3 1-° 
-V2(3 -2 + (3 -).. - , 

et ont pour expression27 : 

I E±,m=+1/2 = ~ ( - 1 + 3(3 ± 3.)1 + 2(3/3 + (32 ) 6.Eo I 

Pour avoir les valeurs prop res associees au sous-espace m = - ~, il suffit de 
changer (3 en -(3 dans l'expression ci-dessus : 

I E±,m=-1/2 = ~ ( - 1 - 3(3 ± 3)1 - 2(3/3 + (32 ) 6.E o I 

27Retenir qu'un element non-diagonallineaire en B produit une correction du second ordre (quadratique 
en B). 
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(e) La variation des energies en fonction du champ magnetique est rep or tee sur 
la figure 23.13. L 'approximation utilisee en 2 se retrouve en effectuant un 
developpement limite des E±,m=±1/2 pour (3 « 1 j on trouve ainsi : 

2 
E+,m=+l/2 ~ 6.Eo + 31f..lB IB , 

dont la correction Zeeman correspond a (23.55) avec m = +~, et : 

qui correspond a (23.54), toujours avec m = +~. Les solutions E+,m et E_,m 
tendent done respectivement vel'S les composantes m des deux multiplets 2P3/ 2 

et 2P1/ 2 respectivement. 

A l'inverse, en champ tres fort ((3 » 1), on a : 

6. Eo 
E+,m=+l/2 ~ If..lBIB + 21f..lBIB ' 

6.Eo 
E+,m=-1/2 ~ -6.Eo + 21f..lBIB ' 

6. Eo 
E-,m=+l/2 ~ -6.Eo - 21f..lBIB ' 

6.Eo 
E-,m=+1/2 ~ -1f..lBIB - 21f..lBIB ' 

avec toujours, pour les branches extremes: 

m= +3/2 

m = +1/2 

1S::.:::::=~~~:;==~_m = -1/2 
m = +1/2 

m = -1/2 

m = -3/2 

B 

Figure 23.13: Sous-niveaux Zeeman pour Ie doublet de structure fine issu du terme 
spectral 2P de l'hydrogene. 
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23.12 

L s deux branches E -,m=+l/2 L E+.m=- 1/2 tendent donc 1 une vel' I autr a 
fort !tamp. n n tc que p ut 1 hamp iut 115 11 S , l' trouv quasim nt 
avec 1111 rr om 11 in'tiqu eft di( entier J eff = 2 pui qu'i! n' xis plus d fail. 
que 5 branchs pt 'squ equidi. tant , d ~ ll rgie voisin s de 71l.cffllLBIB av 
meff = 0 ±1 ± 2: £ rruion en champ faibl 1 a l.omc devi nt un qua i-b 01\ 

n champ int n . R' alisant qu 1 champ 'cT'(L$e 1 atomc dans 1 plan p l'­

P ndi ulair 1 rend qua. i-bidimell iOfUlel, n p ut souP90nn · r lin li · n avec 
I particulal'ite' phy 'iqu s cl 1a dim 11 ion D = 2 'omme cell bd' v rn. nt 
di. cut'e dans Ie Tom II (s tion 22.2 Remarque 5). Enfin, et s'agissant de 
champ int n il onvienl. d I' V nil' Stir l'oubli des termes diamagnetiques 

~~~ , 
d nnes en ordl' d · grand ut par ~ ; ils deviennent comparables au tenne 
Zeeman pour un champ Be tel que: 

on est loin du compte dans les conditions usuelles du lahoratoire ... 
Dans I'approxim tion ollsici'ree daI1 tt parti 3, seuls 1 niv aux ayant 
d m. different ont la po sibilitc de se crois ·r puisque Ie Ha.miltoni n a tous 
. s l'IO I1ts de matric ·' nuls ntre d ux 'tats ayan des m diffi" nt . Le: 
'ta,ts qui auraient pH lonn·\" Ii t1 a un crois m nt eviLe, I~, +~) et I~ +~) (el. 
de IU ~m pom I ~ - ~) t I ~, - ~)) n sont pas d fai C? situation d devoir 
s'evit r pui qu iJ r sL nt a. distanc J nn d I'autr : I~, -~) fait barrage a 
It,+4} - , qni d ailleurs lui l" nd lapar ille - dan a monte vel'S I~,+~) . 

Atome d 'hydrogene dans deux champs croises 

Un atome d'hydrogene dans I' etat n = 2 est plonge dans deux champs electrique f et ma­
gnet ique B perpendiculaires, tous deux un iformes et constants. On prend la direction de B 
comme axe de quantification Oz, et on notera ge Ie facteur anormal de ('electron . 

1. Former Ie Hamiltonien complet . 

2. Pourquoi est-il possible d'etudier independamment I'un de I'autre les deux sous-espaces 
ffi s = ±~ ? Dans la suite, on ne considere que les etats ayant ffis = +~. 

3. Calculer, au premier ordre, les deplacements d' energie induits par les deux champs dans 
les trois cas suivants : 

(a) couplages electrique et magnetique du meme ordre de grandeur; 

(b) couplage electrique tres petit devant Ie couplage magnet ique ; 

(c) couplage magnetique tres petit devant Ie couplage electrique. 
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1. Prenant f Ie long de Ox, et omettant Ie terme diamagnetique tres petit, Ie Hamil­
tonien est: 

_2 12 

Ho etant Ie Hamiltonien ~J.I - ~, d'etats propres Inlmlms). 

2. Le Hamiltonien H commute avec Sz, de sorte que deux sous-espaces ayant des ms 
differents ne sont pas couples par H : 

quand ms i= m~, on en deduit (nlmlmsIHln'l'm;m~) = 0, ce que l'on peut traduire 
en general par: 

3. Dans la suite, on considere exclusivement la variete degeneree n = 2 reduite a 
ms = +~ j elle est de dimension 4, associee aux termes spectraux 28 et 2P. Il 
convient done de trouver la mat rice de la perturbation projetee dans ce sous­
espace, soit de calculer les elements de mat rice (21mlmslLz + 2SzI21'm;ms) et 
(2lmlmsmslxI2l'm;msms), avec ms = +~ partout. On a : 

(21mlm slLz + 2SzI21'm;ms) = (ml + 2ms)Mll'8m,m; = (ml + 1)Mll'8m,m; 

En ce qui concerne (2lmlmslxI2l'm;ms), on remarque que, x etant impair, l'element 
de matrice est nul si l et l' sont de meme parite : x couple les termes 8 et P, et 
est identiquement nul dans chacun des sous-espaces. Il suffit done de calculer 
(21mlmslxI100ms), sachant que x = rcos¢>sin() s'exprime en fonction des har­
moniques spheriques Yl±l : 

on en deduit : 

Les variables se separent et on obtient Ie produit d'integrales : 

Yoo etant une constante, egale a Jrrr-, l'integrale angulaire est Jrrr-( -8m, 1 +8m, - 1). 

Avec R20 = (2a5) - 1/2(1 - ~)e-p/2, R21 = ! 3/2 pe-p/2, (p = r/ao), l'integrale 
2ao 

radiale est : 
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Avec ces n3sultats, la matrice de la perturbation sur la base 1200~), 1211¥j", 121-12) 
1 

( 
def J eJ 13 def ) 2 , 

1210-) est WL = - V = e[xo : 2 2/~ , 

-v t 

2l'iwL 0 
o 
o 

o 1 o 
o . 

Iiwl,. 

L'etat 1210~) etant decouple, sa correction d'energie au premier ordre est simple_ 
ment fUJJL. 

(a) Quand les couplages electrique et magnetique sont du meme ordre de grandeur 
il faut diagonaliser Ie sous-bloc 3 x 3 de la matrice ci-dessus ; l'equation carac~ 
teristique est : 

dont les racines sont : 

I Eo([, 8) = l'iwL , (23 .56) 

On obtient in fine une levee partielle de degenerescence, Ie niveau deplace de 
l'iwL etant degenere deux fois. 

Ble 
------

Figure 23.14: Eclatement du terme spectra12P de l'hydrogfme dans deux champs croises. 

(b) Si Ie couplage electrique tres petit devant Ie couplage magnetique, Ivl « nwL, 
Ie traitement perturbatif exige de preciser d'abord la degenerescence quand 
v = 0: 1200~) et 1210~) ont la meme energie l'iwL et doivent done etre eonsi­
deres conjointement. Cependant, la matriee de -e[x est identiquement nulle 
dans ce sous-espace ; il n 'y a done pas de correction electrique au premier 
ordre pour ees deux etats : Eo([ , 8) = l'iwL. Les deux autres etats n'etant 
pas degeneres, seuls les elements diagonaux de -e[x sont a considerer , mais 
ils sont nuls par parite : E±([, 8) = l'iwL ± 0([2). 

Au total, dans cette situation, il n'y a pas de correction au premier ordre 
en [, un result at qui se voit sur les expressions "exaetes" (23.56). On note 
a nouveau qu'un element non-diagonal lineaire produit une correction (au 
moins) quadratique. 
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Methodes d'approximation pour les etats propres 

3 =0 

2P <.::~:·_~l...,.....,-_ 
'" u = 01 ..• .., •..• , ! 3lelt:ao 

~ 0(3) 
==t~ 

t 

I 3 petit devant t: I 

Figure 23.15: Eclatement du terme spectral 2P de l'hydrogene dans deux champs croises, 
quand l'un des deu:c est tres petit devant ]'autre ; a gauche, corrections Stark sur les sous­
niveaux Zeeman. A droite, deplacements Zeeman des niveaux Stark. 

(c) Dans Ie cas oppose, couplage magnetique tres petit devant Ie couplage electri­
que, !iwL « lvi, il convient d'abord de diagonaliser Ho - eEx, toujours en se 
restreignant ala variete n = 2, soit de trouver les valeurs et vecteurs propres 

23.13 

de la matrice : 

-v v 0 1 o 0 0 
o 0 0 . 

o 0 0 

Les valeurs prop res s'obtiennent a partir de (23.56) en y faisant WL = 0 : 

Eo(E, 0) = 0 , 

La valeur propre nulle est degeneree deux fois ; Ie sous-espace propre corres­
pondant est engendre par 121O~ ), ~(1211~) + 121 -1~)). Dans ce sous-espace, 

fi - l(Lz + 2Sz) est la matrice identite, de sorte que la correction est la meme 
pour ces deux etats, soit !iwL . 

Les deux valeurs propres a I' ordre zero en B, ± V2 v sont associees aux vecteurs 
propres d'ordre zero IE±(E, 0)) = ~(±V21200~) + 1211~) -121-1~)) ; comme 
elles ne sont pas degenerees, la correction au premier ordre est donnee par 
l'element diagonal (E±(E, 0)1- 2~(Lz+2Sz)BIE±(E, 0)), qui vaut +!iwL quel 
que so it ±. Au total, les trois niveaux sont decales en bloc de !iwL . 

Ces resultats sont evidents sur les expressions (23.56) considerees au premier 
ordre en WL : 

Effet Zeeman sur un atome alcalin 

On sait (voir probleme 19.15 p. 538) qu'une fa<;:on de representer I'effet des electrons internes 
12 

sur I'electron peripherique consiste a completer I'interaction de Coulomb -Z7 par un terme 
variant comme ~. On pose plus precisement : 

e/2 /1,2 
V(r) = -Z- + c-

r 2p.r2 
(23.57) 
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Quel est Ie signe de la constante C ? 

def z2",2 2 I ' . 1. Dans cette partie, on ignore les effets lies au spin ; soit En - ~mc es energies 
de I'atome quand C = o. 

(a) Former I'equation radiale pour la fonction u(r) . 

(b) En ad mettant que u( r) ex rfJ + ... q uand r « ao, trouver I' exposa nt {3 en fonctio n 
de 1 et de C. 

(c) On cherche la fonction radiale sous la forme d'une serie entiere en r. En reprenant 
I'argument standard, trouver les niveaux d'energie Enl . 

(d) Comparer Ie resultat precedent en utilisant la theorie des perturbations au premier 
ord re ; on don ne I' element de matrice28 : 

(23.58) 

2. On introduit maintenant I'interaction spin-orbite liee au moment magnetique de I'elec­
tron j1 = fe5, se traduisant par Ie couplage magnetique Vmagn = A(r)L.5 (voir 
(11-20.20)). 

(a) Quelles sont les observables commutant avec Ie Hamiltonien ainsi complete? 

(b) Quel est I'ordre de grandeur de Vmagn/IEll ? 

(c) Calculer, au premier ordre, la correction d'energie due a Vmagn pour les niveaux 
n = 1 et n = 2. En deduire Ie schema des niveaux d'energie. 

(d) Former les etats propres communs a H, J2, Jz , L2 et 52. 

3. On ajoute maintenant un tres petit champ magnetique de module 8, autorisant a 
traiter chaque multiplet independamment des autres . 

(a) Calculer les ecarts Zeeman. 

(b) Ecrire la condition sur 8, C et Z pour que I'approximation precedente soit valide. 

Une £a<.;on de representer l'effet des electrons internes sur l'electron peripherique 
,2 1 

consiste a completer l'interaction de Coulomb -Z~ par un terme variant comme TI 
,2 Ii? 

(voir probleme 19.15). On pose ainsi V(r) = -Z~ + C 2p.r2' avec C > 0 puisqu'il s'agit 
de traduire la repulsion des electrons internes sur l'electron celibataire. 

1. Dans cette partie, on omet la structure fine . 

28 voir probleme 19.11, eq. (19.28) p.521. 
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(a) L'<~quation radiale pour la fonction u(r) est: 

fl.2 eJ2 fl.2 fl,2 l(l + 1) 
__ uJ/(r) + [ - Z- + C-

2 
2 + 2] u(r) = Eu(r) 

2J-L r J-Lr 2J-Lr 

(b) Ce point a ete aborde dans Ie probleme (19.15), ou on a vu que l'exposant (3 

est egal a : 

(c) Cela etant, l'argument standard donne l'energie sous la forme : 

J-LZ2eJ4 

2 [N + ~ (1 + J(2l + 1)2 + C)] 2 fl,2 
(N E N) 

ou encore: 

(n E W) (23.59) 

, (0) Z2 e'4 

ou En = -TnW' 
(d) Le traitement par la tMorie des perturbations au premier ordre consiste a 

considerer un sous-espace degenere d'ol'dr zero (n fixe) engcndre par les 
n2 etats propres I'l/!nlm) d'energie En = _~J-LC2 . la p rtuJ'bation eLant a. 
symetrie spMrique, eUe commute avec [2 eL L~ : sa matrice sur les IWnlm) est 
done diagonale. Sachant que ('l/!nlml ~I'l/!,tllfL) = n3(21~))C1g pour Z = 1, n a 
('l/!~f~1 r\ I'l/!~f~) = n3(2l+1)(ao/Z)2 ; les elements diagonaux de la perturbation 

C/i2 2Z2 d'" sont 2ji' n 3 (21+1)a5' ou . 

tlE(l) = ~ C = C IE(O)I 
n 2J-Las n3(2l + 1) - n(2l + 1) n 

C'est aussi tres exactement ce que donne l'expression (23 .59) developpee au 
premier ordre en C. La correction est positive: ainsi decrit par Ie terme 
complementaire, l'effet est destabilisant. 

- - Z 12 
2. L'interaction spin-orbite est Vm agn = A(r)L.S, avec A(r) = trJc2 fs et ge ~ 2. 

(a) Maintenant, les constantes du mouvement sont J = £ + 8, £2 et 82. 
d V. Z e'2 () 21 I (b) En ordre de gran eur , magn'" m2c2(ao/Z)3 '" Za E 1 · 
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n= 2 : 

n = 1 : 

Figure 23 .16: Structure fine dans l'approximation en cours ; com me explique, celle-ci est 
peu satisfaisante (comparer avec la figure 20.1). 

(c) Pour I'etat fondamental, la correction de spin-orbite est nulle, tout comme 
, (Za)4 2 clef 

pour l'etat 2S. Pour Ie terme spectra12P, eUe vaut +-gjl MC = fJ.E pour j === 2 
4 2 

et - (Z4~) MC2 pour j = ~ (voir probleme 20.6 p. 550). Le schema des niveaux 
d'energie complet, prenant en compte toutes les corrections relativistes est 
donne sur la figure 20.1 ; dans l'approximation en cours (peu satisfaisante), Ie 
schema est celui indique sur la figure 23.16. 

(d) Les etats propres communs a H, J2, Jz , i2 et 82 , 12, j, m, l, ~) notes sim­
plement Ij, m) ont ete trouves dans Ie probleme 20.6 et s'ecrivent : 

3. On ajoute maintenant un tres petit champ magnetique de module B, autorisant a 
traiter chaque multiplet independamment des autres. 

(a) Les ecarts Zeeman sont ca1cules en utilisant Ie theoreme de Wigner - Eckart, 
comme indique dans Ie probleme 23.11 ; ils sont donnes en (23.54) et (23.55). 
Pour 2S1/ 2 , fJ.Ezeemanm(2S1/2) = 2mIMBIB, m = ±~. 

(b) Compte tenu du schema approximatif suivi, la condition de validite est: 

avec n = 1, 3, soit : 

Exprimant toutes les energies en eV, il faut, en gros : 

5,8 X 1O-5BTesJa« Z4 x 1,5 X 10-5 « 3Z2C« 27Z2 , 

2 6 7 2 1 
Z2 X 10- BTesJa « 5 x 10- Z «10 C « 1 
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Z3.14 Effet Zeeman sur un oscillateur harmonique 
isotrope : traitements perturbatif et exact 

On considere un electron (masse m, charge e) lie dans un puits harmonique isotrope dans 

~3 (pulsation propre wo), soumis de surcroit a un champ magnetique fJ definissant I'axe Oz. 
II s'agit de trouver les deplacements des niveaux d'energie, soit par un traitement exact [38], 
soit par perturbation quand Ie champ est faible . On posera : 

et : 

dOl leiS 
WL = - (pulsation de Larmor) , 

2m 
(23.60) 

(23.61 ) 

1. T'raitement exact 

(a) Ecrire I'expression du Hamiltonien H , en y faisant figurer Ie moment cinetique 
- def 2 2 orbital L ; on pourra noter 7'.L = X + Y . 

(b) Montrer que H se decompose en H = HII + H.L , avec [HII ' H.Ll = 0 ; en deduire 
que les fonctions propres sont de la forme 'I/J (f) = 'l/J II (z)'I/J.L (x, y), et que I' energie 
propre E associee a 'I/J(·P) s'ecrit E = E.L + Ell' 

(c) On resout maintenant successivement les deux problemes decouples. 

i. Mouvement pamllele a Oz 

A. On definit les operateurs de creation et d'annihilation : 

dOl 1 ( i) 
az = v'2 koz + lik

o
P z , 

t ~ ~( __ i_ ) 
az - v'2 koz liko pz (23.62) 

Com bien vaut [a z , all? 
B. Notant nz les valeurs propres de I'operateur N z ~ alaz , en deduire 

EII,n.· 
C. Exprimer l'l/J II ,n.) en fonction de I'etat fondamental 10k fondamental 

II. Mouvement dans le plan xOy 

A. On definit de fa<;:on analogue (u = x, y) : 

(23.63) 

'1' dOfl(') def 1 ( . ) I pUIS es operateurs ar = v'2 ax - Wy , al = v'2 ax + Wy et eurs 

hermitiques conjugues at et ai. Quelles sont les relations de commutation 
entre ces operateurs ? 

BO ' d ' l ' Ndeft N dert 
. n Intro Ult es operateurs r = arar et I = al aI, et on note n r , nl 

leurs valeurs propres. Montrer que H.L s'ecrit : 

(23.64) 
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C. En deduire I'expression de El..,nr nl' et celie de l'ljil..,nrnl) en fonctio n de 
100), fondamental d'un oscillateur harmonique plan . 

2. Traitement par perturbation 

Resoudre Ie meme probleme en traitant Ie couplage magnetique par perturbation au 
premier ordre, en examinant les trois premiers niveaux d'energie de I'oscillateur non_ 
perturbe. 

3. Comparaison des deux traitements 

(a) Afin de preciser les situations extremes (champ faible et champ fort), faire les 
developpements lim ites perti nents des energies exactes. 

(b) En deduire aussi precisement que possible la variation en fonction du champ des 
energies exactes des premiers niveaux, et observer les croisements de niveaux 
persistents. 

(c) Com parer les developpements a petit champ avec Ie traitement perturbatif. 

1. Traitement exact 

(a) En prenant un champ transverse '\7 A = 0, if et 1 commutent et 1e deve1oppe­
ment de (if - e1)2 conduit au Hamiltonien : 

if2 1 2 ~2 e ~ ~ e2 ~2 
H =-+-mw r --A.p+-A 

2m 20 m 2m 

Avec f3 param~le a Oz, on peut rendre 1 = ~f3 x r, de sorte que 12 = tB2rl j 

par ailleurs, A.if= ~(f3 x n:p=. ~(f3,r,if) = ~(r,if,f3) =. ~L.f3. Cela fait, H 
prend 1a forme : 

~2 1 2.2 

H p 2 ~2 e L~ B~ e 7 l.. B~2 = - + -mw r - - . +--
2m 2 0 2m 8m 

(b) Visib1ement, H se decompose en H = HII + Hl.. , ou HII n'agit que sur z et Hl.. 
n'agit que sur x et y (se souvenir que Lz = XPy - YPx) : 

H 
p; 122 

II = 2m + "2 mwoz , 

1 2 2 1 2 2 2 e ~ ~ e2 B2 2 2) 
Hl..= 2m(Px+ PY)+"2mwo(X +y)- 2m L .B + 8m (x +y , 

, l elB. 
ou WL = ~, SOlt : 

1 (2 2) 1 2 2 2) Hl.. = -2 Px +Py + -mw (x +y +wLLz , 
m 2 

2 2 2 W = Wo +wL . 
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HII et H1. agissant sur des variables difterentes, leur commutateur est nul: 
[HII , H1.J = O. Les fonctions propres sont don d simples produits de la forme 
'l/J(f) = 'l/J11(z)'l/J1.(x, y), OU 1 "" ont des fOil' ions propres du Hamiltonien 
correspondant, puisqu'alors : 

(HII(Z) + H1.(x, y))'l/JII (z)'l/J1.(x, y) = 'l/J1.(x, y)HII (z)'l/JII( z)+ 

'l/JII (z)H1.(x, y)'l/J1.(x, y) = 

'l/J1.(x, y)En'l/Jn(z) + 'l/J1.(x, y)E1.(z)'l/Jn(z) = (Ell + E1.)'l/Jn(z)'l/J1.(x, y) 

La derniere forme montre qu'un tel produit est bien propre de H avec pour 
valeur propre la somme des valeurs propres : E = E 1. + Ell' 

(c) Les deux mouvements parallele a Oz et dans le plan xOy etant decouples, on 
peut les resoudre independamment et successivement. 

L Mouvement parallele a Oz 
A A ~ 1 (k + i ) t t ~ 1 (k i) k - Jmwo . vec az - V2 OZ IikoPZ e az - V2 OZ - IikoPZ' 0 - Ii' 

on a: 
t _ 1[ i i]_ [az , azl - 2" koz + fik

o
Pz, ko z - fik

o
Pz - 1 . 

B. Reprenant l'argument standard de l'oscillateur harmonique (Tome I, 
section 16.3), on voit que Hn = (a!a z + ~)nwo et que l'energie est: 

C. a! creant un etat avec une excitation de plus, l'etat 1'l/JII,nJ s'ecrit : 

La constante de normalisation se deduit de a!lnz ) = vnz + 11nz + 1) 
et vaut (n z !)-1/2 ; en definitive: 

La fonction d'onde correspond ante en representation-q est: 

soit : 

mwo 1/42- nz /
2 1 [) n _~z2 

'l/JII n (z) = (-) --(koz - --) z e 2" 
, z 7rn N ko [)z 

729 



Mecanique quantique 

ii. Mouvement dans Ie plan xOy 
A 0 . t t del 1 (k i) k ~ L . n a mam enan au = V2 u + hkPu ,avec = V T' es OPera. 

teurs commutent entre eux si u i- v ; pour u = v, les relations d 
commutation sont identiques a celles d 'un oscillateur lineaire : e 

a r et a\ se deduisant de ax et ay par une transformation unitaire29 
les relations de commutation sont invariantes en forme, et on a : ' 

tous les aut res commutateurs etant nuls. 

B. Dans Hl. , les termes independants du champ magnetique s'ecrivent 
(Nx + ~ + Ny + ~)liwo ; on a aussi N x + Ny = N r + N\. Par ailleurs, 
on verifie sans peine que Lz = n(Nr - N\), de sorte que: 

ou encore: 

C. Chaque nombre d'occupation N r ou N\ a pour spectre les entiers posi­
tifs ou nuls. Les energies du mouvement plan sont donc de la forme : 

Les etats propres s'obtiennent formellement par: 

ou 100) est Ie fondamental d'un oscillateur plan qui, en representation­
q est decrit par la fonction d'onde gaussienne : 

La fonction d'onde 'l/Jl.,nrnJx,y) a pour expression formelle : 

mw 1/22-~(n,+nIl[ . i . ]nr 
'l/Jl.,nrnJX,y)=(~) vn;:Tn;! k(X+IY)-"k(Px+1Py) x 

7rn nr .n\. 11 

29Une transformation du meme genre a et e manipulee dans Ie probleme 18.9, p.469. 
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[k(x - iy) + ~(~ _ i~)] nl e- ';'~ (X 2
+y2) . 

k ax oy 
En definitive, les etats complets de l'oscillateur sont les fonctions 
1/J.l,nrnJx,y)1/Jll,n.(z), d 'energie En,n]n z = E.l,nrn] + EII,n.(z) : 

1 
En,nlnz = nw + nJi(w + WL) + nln(w - WL) + (nz + "2)nwo 

(23.65) 

2. Traitement par perturbation 

On traite maintenant Ie couplage Zeeman par perturbation au premier ordre, ce 
qui eli mine d'emblee Ie terme diamagnetique : la seule perturbation a considerer 
est V = wLLz . Les energies de l'oscillateur non-perturbe sont : 

L'etat fondamental n'est pas degenere, et est Ie produit de trois gaussiennes iden­
tiques : 

u=x,y,z 

La correction au premier ordre est la valeur moyenne de la perturbation 

les integrales se factorisent a chaque fois ; celle portant sur la gaussienne contenant 
Z donne 1, les autres sont nulles par parite : il n'y a pas de correction lineaire en 
B pour Ie fondamental. 

Le premier niveau excite est degenere trois fois : deux des nu sont nuls , Ie troisieme 
vaut 1, l'energie valant ~nwo : 

(0) _ (0) _ (0) _ 5 
E100 - EOlO - EOOI - "2 nwo 

Dans Ie sous-espace correspond ant , V n'a d'element de matrice non nul qu'entre 
1'lfJ100) et 1'lfJ01O) ; l'element de matrice est: 

on connait les matrices de la coordonnee et du moment sur la base propre de 
l'oscillateur harmonique (Tome I, section 16.3), ce qui permet d'obtenir l'egalite : 
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et d'en deduire deux des trois corrections au premier ordre : 

Le troisieme etat degenere, I"pOOl) est isole des deux autres, et l'element de matric 
diagonal de Vest nul par parite sur les gaussiennes fondamentales portant SUr ~ 
et y : la troisieme correction au premier ordre est done nulle : 

hEel) - 0 
L.l 10 - . 

Le deuxieme niveau excite est degenere six fois, la somme des nu etant egale a 2 
l'energie val ant ~nwo : ' 

(0) _ (0) _ (0) _ (0) _ (0) _ (0) _ 7 
E llO - E 200 - E 020 - E l01 - EOll - E002 - '2 nwo 

Sur la base ordonnee comme les energies ci-desus de gauche a droite, la matrice de 
wLLz est: 

0 iV2 - iv2 0 0 0 
-iv2 0 0 0 0 0 

nwL iv2 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 -i 0 
0 0 0 +i 0 0 
0 0 0 0 0 0 

Le premier bloc 3 x 3 donne les corrections 0 et ±2nwL, Ie bloc 2 x 2 donne ±nwL, 
la derniere correction etant nulle. Au total, on obtient trois niveaux equidistants 
corriges par 6.E~;2 = mnwL, m = 0, ±1, ±2, Ie niveau non deplace etant degenere 
deux fois : au premier ordre, Ie champ magnetique ne leve pas toute la degeneres­
cence. 

(002) 

~(OOl) 
7/2 

(020) 
(010) 

5/2 
3/2 

WL 

Wo 

Figure 23.17: Eclatements Zeeman pour un oscillateur isotrope. Chaque branche est 
indexee par Ie triplet (nrnlnz ) (voir (23.65)). 
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3. Comparaison des deux traitements 

(a) En champ faible, l'expression (23.65) donne (b = WL/WO) : 

En,nlnz ~ l1M!o [n r + n] + nz + ~ + (nr - n,)b + ~(nr + n] + nz)b2
] 

A l'inverse, pour Wo «WL : 

(b) La variation en fonction du champ des energies exactes des premiers niveaux, 
est reportee sur la figure 23.17. Les niveaux qui se croisent sont ceux non relies 
par la perturbation, evoluant en fonction du champ sans se voir les uns les 
autres. Un croisement de niveaux ne peut etre evite que grace a l'intervention 
d'un couplage effectif entre les deux niveaux qui se rapprochent, provenant 
par exemple de corrections negligees dans une premiere approche. Meme si les 
corrections qui en resultent restent petites, elles peuvent neanmoins avoir des 
consequences spectaculaires, par exemple lorsqu'elles produisent une super­
position d'etats de symetrie differente, deverrouillant ipso facto certaines regles 
de selection. 

(c) Ne consider ant que les termes lineaires au plus, on voit que les developpements 
a petit champ redonnent tres exactement les resultats du traitement pertur­
batif conduit dans l'approximation du premier ordre. 

23.15 Matrice densite de Bloch 

{1Pn(r)}n etant I'ensemble des fonctions propres d'un Hamiltonien H a une particule, de 
valeurs propres En, on definit la matrice densite de Bloch par I'egalite : 

(23.66) 
n 

l. Montrer que C satisfait I'equation dite de Bloch: 

8C 
8(3 = -HC . (23.67) 

Quelle comparaison pouvez-vous faire avec I'equation de Schrodinger? Ecrire la relation 
precise entre C et Ie propagateur U. 

2. Combien vaut C(r', r, 0) ? 

3. Trouver la solution Co(r', r, (3) de I'equation de Bloch pour une assemblee de fermions 

libres, chacun d'entre eux ayant Ie Hamiltonien Ho ~ frn . Faire Ie lien avec Ie 
propagateur d'une particule libre (voir Tome I, eq . (1-4.129)). 
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4. Pour des fermions sans interaction mutuelle mais soumis a un champ de force I 
Hamiltonien a une particule est H = Ho + V(f'). L'equation de Bloch s'ecrit alor~ : e 

8C 
8{J + HoC = - VC , (23.68) 

5. Montrer que la solution de (23 .68) peut s'ecrire : 

C(f' ,r, {J) = Co(f ' , f , {J) - jd3rl1{3 d{J' CO (f' ,rl , {J - {J' )V(fdC(fl , f, {J') 

(23.69) 

6. A I'ordre Ie plus bas, on a donc : 

C(f' ,r, {J ) ~ Co (f",r, {J ) - j d3rl1 {3 d{J' Co(f' , f l , {J - {J' )V(fl )CO(fl, f, {J' ) 

(23.70) 
50it f (f',r, z) la transformee de Laplace de C(f', f , {J ), celie de Co(f' , f, {J ) etant 

, f (~ ' ~ ) notee 0 r , r, z : 

(23.71) 

Trouver30 f o(f',f, z). 

7. Utiliser Ie theoreme de convolution pour ecrire I'expression integrale de f(f ' , f , z) a 
cet ordre d 'approximation. 

8. En dimension D = l, en deduire f(x', x, z) pour un potentiel de contact V (x )= go(x) . 

9. Pour ce meme potentiel , trouver I'expression exacte de f(x' , x, z ) et comparer au 
resultat precedent. 

10. 5achant que I'inversion de Laplace s'effectue en faisant la chasse aux singularites, quelle 
difference qualitative majeure existe entre Ie resultat approche et Ie resultat exact? 
Discuter tres qualitativement les deux cas g > 0 et g < O. 

1. La definition de la matrice densite de Bloch montre que celle-ci n'est autre que 
la decomposition spectrale de l'operateur e-{3H , d 'ou immediatement l'equation 
differentielle satisfaite par C : 

8C = - HC 
8{J 

300n donne l' integrale fo+ oo x - 3 / 2 e- ax - b/ x dx = Ii e- 2 v'ab. 

734 



Methodes d' approximation pour les etats propres 

on passe de cette equation a l'equation de Schrodinger en faisant la transformation 
(3 --+ -~t : c'est, comme on dit, passer en temps imaginaire. Si U(f, t; f/) est Ie 
propagateur en temps, on a la relation precise: 

I C(f, f/, (3) = U(f, t = -ili(3; f/) I 

2. En faisant (3 = 0 (temperature infinie) dans l'expression de C(f/, f, (3), on obtient 
la relation de fermeture d'ou : 

I CW/, f, 0) = bW - f/) I 

Physiquement, cela signifie qu'a temperature infinie, tous les etats sont egalement 
peuples. Ceci correspond a une entropie maximale, caracteristique d'une situation 
ou to us les etats ont la meme probabilite, quelle que soit leur energie. 

3. Pour une assemblee de fermions libres et sans interaction mutuelle, la matrice de 
Bloch est un simple produit de matrices identiques, chacune etant relative a l'une 
des particules. Pour l'une de celles-ci, l'equation de Bloch s'ecrit (en represent a­
tion-q) : 

aco _li2 

- = -HoCo = --6.Co a(3 2m 
C(f/, f, 0) = b(f - f/) . 

Cette equation est identique a celle satisfaite par Ie noyau31 de l'equation de dif­
fusion classique aa'i = D6.W, donnant la probabilite conditionnelle W(f, t, f/) de 
trouver une particule classique diffusive en fa l'instant t, sachant qu'elle etait avec 
certitude en fl a l'instant de depart, situation traduite par la condition initiale. Ce 
noyau est la gaussienne : 

1 _ (r_{;,)2 
W(f, t, f/) = (4nDI,fl/2 e 4' • 

On peut aussi se rMerer a l'expression du propagateur de la particule libre (voir 
Tome I, section 14.2) et effectuer la substitution obtenue ci-dessus. D'une fagon ou 
d'une autre, on obtient : 

C ( ~I ~ (3) ( m ) 3/2 
or, r, = 2nli2(3 e 

m( f'_r-,)2 

on2 i3 

Tout naturellement, l'echelle caracteristique de la gaussienne est la longueur d'onde 
thermique de de Broglie, nulle a temperature infinie (cas classique), infinie a tempe­
rature nulle (cas ultra-quantique). 

4. Pour des fermions sans interaction mutuelle mais soumis a un champ de force, Ie 
Hamiltonien a une particule est H = Ho + V(f), et l'equation de Bloch s'ecrit 
~~ + HoC = -VC. 

310U fonction de Green. 
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5. Partant de l'expression : 

C(r',r,f3) = Co(r', r, (3) - Jd3rI 1 {Jdf3' Co(r',rl,f3 - f3')V(rdC(rI,r,{3') , 

on a: 
(23.72) 

~~ = aa~o - J d3r l Co(r', rl, O)V(rI)C(rI, r, (3)-

1 {J df3' J d3rI aa~o (r', rl, f3 - f3')V(rdC(rI, r, (3') 

en utilisant l'equation de Bloch pour Co et la condition Co(r', rl, 0) = o(r' - f\) 
il vient : ' 

~~ = -Ho(r')Co(r', r,(3) - J d3rlO(r' - rdV(rdC(rI, r, (3)-

1 {J d{3' J d3rl( -Ho(r')Co(r',rl,f3-f3'))V(rl)C(rlJ r, (3') = 

- Ho(r')Co(r', r, (3) - V(r' )C(r' , r, (3)+ 

Ho(r') 1 {J df3' J d3r ICo(r', rl, f3 - f3')V(rdC(rl, r', f3') 

l'integrale double est egale a. Co(r', r, (3) - C(r', r, (3), de sorte que: 

ac 
- = -HoCo - VC + Ho(Co - C) = -VC - HoC == -HC 
af3 

6. L'ordre Ie plus bas s'obtient en remplac,;ant C par Co dans l'integrale de l'expression 
(23 .69) : 

C(r', r, (3) ~ Co (r', r, (3) - J d3rI 1 (3df3' Co(r', rl, f3 - f3') V(rl)Co (r1, r, f3') . 

(23.73) 

ro(r',r, z) design ant la transformee de Laplace de Co(r',r, (3), on a: 

r (-' - ) ~ (~)3/2 f3- 3 / 2 - 2/i2 {J - z(3 df3 1
+ 00 ",(1'_ 1")2 

or, r, z 2n1;,2 0 e e 

Sachant que Jo+ oo 
X- 3/ 2 e- ax - b/ x dx = VI e- 2v'ab, on obtient : 

(23.74) 

Oll la fonction zl/2 est la branche satisfaisant (z*)1/2 = (ZI/2)*, c'est-a.-dire la 
determination dont la coupure est Ie demi-axe reel negatif. Noter que ro(r',r, z) 
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n'existe que pour liP - pi II =I- 0, comme Ie montre deja son integrale de definition. 
D'une fac;on gEmerale, dans ]R.D, on a : 

l'integrale avec P - P' = 0 n'existe donc que si ~ < 1, soit pour D < 2 : on retrouve 
une fois de plus la marginalite de la dimension 2, et la frontiere entre la Physique 
a 2 dimensions ou plus et en dimension inferieure. 

7. Soit deux fonctions f(t) et g(t) dont les transformees de Laplace sont respective­
ment F(z) et G(z) ; Ie theoreme de convolution affirme que la transformee de 

Laplace de la convolution h ~ f * 9 ~ J~ f(t')g(t - t') dt' est la fonction H(z) 
egale au produit F(z)G(z). Revenant a (23.73), on en deduit l'expression integrale 
de r(p', P, z) a cet ordre d'approximation : 

8. Pour un potentiel de contact en dimension32 D = 1, V(x) = gb(x), la fonction 
r(x', x, z) satisfait : 

r(x', x, z) c:::' ro(x', x, z) - gro(x', 0, z)ro(O, x, z) (23.75) 

, 1/2 mex ' _ x)2 

AD = 1, on a Co(x', x, (3) = (271"r;t2(3) e- 21t2/3 et: 

m 1/21+00 mex' _ x)2 m, r (x' x z) = (--) (3-1/2 e - 2,,2/3 e - (3z d(3 = _ e-klx - xl 
o " 21rn2 0 n2k' 

avec k ~ n-1(2mz)1/2. Au premier ordre (voir (23.75)), on a ainsi : 

9. Pour ce meme potentiel, l'equation de Bloch sous sa forme integrale, (23.69), et 
transformee par Laplace, donne: 

r(x', x, z) = ro(x', x, z) - gro(x', 0, z)r(O, x, z) , 

et donc aussi : 

r(o, x, z) = ro(O, x, z) - 9 ro(O, 0, z)r(O, x, z) , 

320n se met en D = 1 afin d'eviter les complications liees au fait que Ie potentiel de Dirac exige une 
regularisation aD:::: 2 (voir Tome II, Remarque 1, p. 801). lei, l'application brutale introduit des objets 
mal definis, comme par exemple iimf',f" _oC(i, i', (3). 
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d'ou r(O, x, z) = rOl~,*zl et l'expression exacte pour un potentiel de contact . 
" k • 

r(x', x, z) = ro{x' , x, z ) - g ~ ro{x', 0, z)ro(O, x, z) 
1 + Ii k 

so it : 

r(x' x z) = ~ [e - klxl-xl _ fFIt e-kClx/ l+lxll] 
"fi2k 1 + mg ITk 

Redeveloppant au premier ordre en g, on retrouve Ie result at precedent. 

10. On sail; que l'inversion d Laplace ' ffe ·I;u · en faisan t Ia. ellas" aux SiJlgularit· 
Ceci permet de voir la dif))'rellC qualita,tive majeure entre Ie n~s ultat apPl'Oclle fat 
Ie r&;ulta exact, qui differen.t eSS ntiell · InCllt par la pre nce dan d rnier d In 
dcnomin(£tC'lJ.7· SllpplementalL' , a avoir 1 + ~ llS eptible (par x mple par ses 
z~ros), d'apporter d ,s singularites absentes dans l'expression du premier ordre. 
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corriges du chapitre 24 

Theorie des perturbations 
dependant du temps 

24.1 Excitation coulombienne 

Un projectile de masse M et de charge Zle est envoye en direction d'un atome a Z electrons. 
Dans Ie cas ou Ie projectile passe loin de I'atome, on peut traiter son mouvement de fa<;:on 
purement classique en Ie considerant comme une charge ponctuelle reperee par Ie vecteur de­
pendant du temps R(t) ; les electrons de la cible sont, eux, reperes par fi ; m designe la masse 
d'un electron . Initialement (t = -00), I'atome est dans I'etat fondamental d'energie E1 . 

1. Ecrire V(t), operateur d'interaction entre la cible et Ie projectile. 

2. Compte tenu de rj R« 1 Vt , ecrire une expression simplifiee de Vet) ; faire apparaltre 
Ie moment dipolaire de I'atome,l= L~l efi . 

3. Soit b Ie parametre d'impact du projectile, Va sa vitesse initiale ; son angle polaire ¢ 
varie de 7r (pour t = - 00) a e (pour t = +00). Utiliser la conservation du moment 
cinetique pour obtenir une relation entre R, ¢, bet Va. 

4. En designant par IEk) les etats propres de I'atome isole, ecrire au premier ordre 
I'expression de Ak(t), amplitude de transition vers I'etat IEk) a I'instant t sous I'effet 
de la collision . 

5. On se place desormais dans I'hypothese d'une collision de duree tres courte ; exprimer la 
condition correspondante en designant par e la portee de I'interaction cible - projectile. 
En deduire une expression simplifiee de Ak(+oo). 
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6. En ne considerant que la diffusion vers I'avant (8 = 0), trouver I'expression de la valeUr 
moyenne de b.E, energie perdue par Ie projectile lors de la collision . En utilisant I 
relation (voir probleme 12.9 p.238) : a 

Z n2 

L I(Ekl L uilEIW (Ek - Ed = Z 2m (U=x,y,z) , (24.1) 
k i=l 

montrer que la perte d'energie b.E est don nee par: 

Z 2Z 14 
b.E = 2 1 e ( 

m(bvo)2 24.2) 

1. Consider ant Ie projectile comme purement classique, et la cible comme desincarnee 
physiquement, juste representee par Ie potentiel qu'elle cree, l' energie potentielle 
du projectile est: 

Ze Z 1 e 
V(t) - Zle(- + '" - ) 

- 4uoR(t) f=t 471"6 0 li fi - R(t) II ' 

l'origine ayant ete prise sur Ie noyau. 

2. Avec ri/ R « 1 'Vt, on peut amorcer Ie developpement multipolaire classique : 

Ie report dans V(t) fait apparaitre Ie moment dipolaire electrique, d = 2:f=l efi, 
les deux termes en R- 1 se compensant par ailleurs (l'atome est neutre). II vient 
ainsi: 

La diffusion des projectiles induite par cette interaction avec la cible est fort 
differente de la diffusion Rutherford resultant de I'interaction de Coulomb nue 
(Tome I, section 3.3) ; ici, V(t) decroit plus vite avec la distance, en consequence 
du fait que Ie couplage est de nature dipolaire. 

3. Soit b Ie parametre d'impact du projectile, Vo sa vitesse initiale ; prenant l'axe 
polaire parallele a la direction incidente des projectiles et oriente comme leur 
vitesse initiale, l'angle polaire ¢ varie de 71" (pour t = -00) a 8 (pour t = +00), 8 
etant l'angle de deviation (diffusion). La conservation du moment cinetique s'ecrit 
M R2(t) I¢I = Mbvo, M etant la masse du projectile. L'angle polaire etant visible­
ment une fonction decroissante du temps, la relation precise est: 
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La conservation du moment cinetique assure que la trajectoire du projectile est 
plane. 

4. D'apres les resultats de cours, l'expression au premier ordre de a~l) (t), amplitude 
de transition vers l'etat IEk ) a. l'instant t so us l'effet de la collision, est l : 

t --

( _ 1 Zl e j iWkt' IR(t').d
l 

-iWlt' 1 
akof-l t) - '~-4- e (Ek R3( ') E 1 ) e dt, 

In 11"100 -00 t 

OU Wk = fi-l Ek . Notant dx et dy les composantes de d dans Ie plan de la trajectoire, 
!'E~lement de matrice sous l'integrale est ~(Ekl(cos¢dx + sin¢dy)IEl) ; compte 
tenu de I'egalite ci-dessus exprimant Ia constance du moment cinetique, il vient : 

5. S it ~ la POl'Lee d l'int 1':-1. ·ti J1 ibt - proj tile; dire que Ia collision est de 
durec tres court, c'e" dire qu Ie 'emps .L est tres petit devant un autre temps 

110 

caracteristiqu . Dans les eA.-pressions prec'dentes, il n 'y 11 a qu'un, et c'est wk/ ; 
j'hypothese dune collision de dm' \'1"\ courte 'exprime ainsi par la condition: 

Dans ces conditions les temps import ants pour l' integrale (ceux pour lesquels 
I mtera tiOD prond des val urs notables) sont tous p tit· devant wk11, ce qui au­
torise a rempl~er :implement eiwklt' par 1. Des lors, l'integration est immediate 
et donn : 

a~Sl (t) = iZ~~ [(EkldxIE1) sin¢(t')l
t 

- (EkldyIEl) cos¢(tl)l
t 

] 
T 411"co Va -00 - 00 

avec I'axe polaire choisi comme indique ci-dessus, ¢( -00) = 11" : 

(1) iZIe [. ()] akof-I(t) = 47rcafibvo (EkldxIEl)sm¢(t) - (EkldyIE1) cos¢(t) + 1 

enfin, l'instant de collecte des projectiles diffuses est assimilable a. +00, I'angle 
¢( +(0) n'etant alors autre que l'angle de deviation du faisceau, e. En definitive, 
l'amplitude de diffusion s'ecrit : 

On a supprime la restriction k =I- 1 : pour k = I, l'amplitude est nulle (a. cet ordre) 
puisque les operateurs dx et dy sont impairs. 

1 Rappelons qu'avec H(t) =Ho + V(t), on peut factoriser ]'operateur d'evolution en U(t) = UO(t)U, (t) 

et que l'amplitude de la transition l"Ij.>i) ---+ l"Ij.>f) est Ai~f(t) ~r ("Ij.>r!Uo(t)U,(t)I"Ij.>j). Si l"Ij.>r) est propre de 

Ho, on a Ai~f(t) = e- rl;Ert("Ij.>r!U,(t)I"Ij.>j) == e- rl;Ertaj~r(t). Les probabilites de transition se calculent 
avec Ai~f ou aj~r : Pj~f = IAi~f12 = laj ~f I2 . 
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6. L'amplitude de diffusion vers l'avant s'obtient en faisant () = 0 : 

La valeur moyenne d M d I energie p rdu par I· PI' jectile lors de la collisio 
est egale a l'energie (in '1'0 .) moyeuue gague par I ibl (infiniment massive, p~ 
de recuJ), soit (au pl'cmi r ordr ) 6.E = L,k>l(Ek - El)la~~~vant(+ooW. Avec 

e'2 = L il vient : 
411'£ 0 ' 

En utilisant maintenant la regIe de somme (voir probleme 12.9, p. 238) : 

(m est la masse d'un electron), on obtient la perte d'energie moyenne pour Un 
projectile : 

Posant Ee ~ ZZl e;, Ee est l'energie typique de Coulomb du projectile dans Ie 

champ de la cible : pour b de l'ordre de quelques A, Ee rv 5 eV; avec Ecin ~ ~Mv5, 
on voit que la perte relative d'energie du projectile est: 

et vad quadwtiqttement ave 1 rapport d energies cAract 'ristiques dl! probleme. 
Pom un particul · Q: dan. la. mati ·re, et pour 1a difru. ion vel'S Pa.vant, 1e rapPOl't 
k est d' l'Ol'dl' d 10- 5 a 10- 6 : en depit du facteur )\if la p rLe d'enerITie du E eh, ( n\ (. Q 

projectile se faiL par une uccession de tres petites quantite omme on 1 a vu dans 
1 Tome I (chapitl'e 2 t probleme 2.5, p. 31). 

24.2 Collision de deux spins 1/2 

Deux spins 1/ 2 discernables, 81 et 82 , interagissent suivant V(t) = f(t) 8182 ; la fonction 
f(t) =- f1- 1w(t) est scalaire, I'etat initial (t= -00) des deux spins est Iml = - 1/2, m2 =+1/2) . 

l. (a) Montrer que Ie spin total est une constante du mouvement. 
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(b) Quels sont les etats finals possibles? 

(c) Calculer au premier ordre de perturbation la probabilite PAt~(t = +00) de bas­
culement (flip) des spins sous I'effet de la collision . 

(d) En introduisant les etats propres du spin total, calculer exactement PA;~(+oo) et 
comparer a I'expression obtenue en Ie 

2. Les deux spins sont maintenant de surcrolt en interaction avec un champ magnetique 
13 dirige Ie long de Oz ; Ie Hamiltonien statique est Ho = -13 ('YlSlz + 12S2z). 

(a) Donner la nouvelle expression de pJt;(+oo). 
(b) En prenant wet) = Wo e-(t/r)2 , calculer PAt~ (+00) explicitement et commenter 

sa variation en fonction de 13. A quelle condition I'approximation utilisee a-t-elle 
un sens ? 

Les deux spins 1/2 discernables, 81 et 82 , interagissent selon Vet) = J(t) 8182 
au la fonction J(t) == Ii-lw(t) est scalaire ; l'etat initial (t = -00) des deux spins est 
1- 1/2, +1/2) , note simplement 1 - +) dans la suite. La discernabilite des spins peut 
resulter de leurs masses et/ou de leurs charges differentes. 

1. (a) Le spin total est 8 = 81 + 82 ; l'operateur d'interaction est proportionnel a 
81.82 = ~(82 - 8? - 8l) : 8 commute manifestement avec cet operateur, et 
est donc une constante du mouvement. 

(b) En particulier Sz est une constante du mouvement : sa valeur moyenne etant 
nulle au depart, elle l'est aussi a l'arrivee ; les etats finals possibles sont donc 
des combinaisons lineaires de 1 - +) et 1 + -), avec des coefficients mesurant 
l'amplitude de probabilite de transition. 

(c) Au premier ordre, l'amplitude de basculement 1- +) ---4 1 + -) est: 

il n'y a pas de facteur de phase temporel dans l'integrale puis que les deux 
etats 1 ± =r=) ont la meme energie. L'element de matrice se trouve en ecrivant : 

et vaut y, d'ou a(l)(t) = -~ J~CQw(tl)dt'. La probabilite de transition entre 
±oo est, au premier ordre : 
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(d) Les etats propres du spin total sont ISMS1S2 ) == ISM), avec S === 0,1 
M = 0 si S = 0, M = 0, ±1 si S = 1. On a : et 

111) = 1++) , 
1 

110)= J2(I+-)+I-+)), 

et (a. une phase globale pres) : 

1 
100) = -(-I + -) + 1- +)) 

J2 

1- 1 - 1) = 1--) , 

L'action sur ces vecteurs de 81.82 = ~ (82 - 8? - 8i) se calcule aisement : 

L'action est la meme sur les trois composantes puisque 81 .82 est un operateur 
scalaire vis-a.-vis de §. On a aussi : 

~ ~ Ji2 [ 1 1 1 1 1 3 2 Sl,S2100) = - 0(0 + 1) - -( - + 1) - -( - + 1) 111) = --Ji 100) 
2 22 22 4 

Le Hamiltonien a donc la decomposition dyadique : 

V(t) = ~w(t)( - 3100)(001 + L 11M)(lMI) 
M=O,± 1 

visiblement, on a [V(t) , V(t')] = 0 quels que soient t et t', de sorte que 
l'operateur d'evolution est simplement : 

U(t1' to) = eft f,'~ V(t)dt = (e3ia(tl,to)100)(001 + e- ia(t"to) L 11M)(lMI) , 
M=O,±1 

ou a(t1' to) ~ ~ It:' w(t) dt. L'expression exacte de l'amplitude de flip est: 

A(t) = (+ - IU (t, - 00)1- +) ; 

comme 1- +) = )z(110) + 100)) et 1+ -) = )z(110) -100)), il vient d'abord: 

U(t, -00)1- +) = ~(e3iatI00)(001 +e-iQ, L 11M)(lMI)(110) + 100)) = 
M=O,±1 

, dOf (t ) . ou at = a ,-00, pUIS: 
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soit A(t) = -ieia
, sin 2at. La probabilite de bascu1ement est donc exactement 

donnee par Pflip(t ) = IA(tW = sin2 (~J~oow(t)dt), d'ou : 

Pfljp(+OO) = sin2 G [ :00 wet) dt) 

Si IJ~:w(t)dtl « 1, on a Pflip(+OO) ~ iIJ~:w(t)dtI2 == pJJ~(+oo) ; 
tout naturellement, on retrouve a10rs l'expression de 1a probabilite calcu1ee au 
premier ordre dans 1a question 1c. C1airement, 1a condition est, en gros, que 
1a perturbation n'est pas trop intense et/ou ne dure pas trop longtemps. 

2. Les deux spins etant maintenant de surcroit en interaction avec un champ magne­
tique E dirige 1e long de 0 z, 1e Hamiltonien statique est H 0 = - E (/'1 S l z + /'2 S2z). 

(a) On a Hoi =f ±) = ±~Elih1 - /'2) Hol =f ±) ; 1e point important est que, en 
raison des facteurs gyromagnetiques differents, 1es deux etats I ± =f) ne sont 
plus degeneres : leur difference d'energie est Elil/'l - /'21. 
L'amp1itude est au premier ordre : 

1 jt . , 1 . ( , 
all) (t) = :- dt' aCt') (e+~B('Y1-')'2)t )* (+ -1-S1+S2-1- +) e-~B , ' -')'2)t 

Iii -00 2 

soit : 

a(1)(t) = - .2. w(t')e-iB(rl-,Z)t'dt' ' jt 
2 -00 

(b) Avec wet) = woe-(t/T)', on a: 

a(1) (t) = _ i~o [too e- (t' /T)Z e-iB(rl-,2)t' dt' , 

qui s'exprime a. l'aide de la fonction erf. Pour t = +00, l'integrale gaussienne 
se calcule explicitement a. l'aide de fonctions e1ementaires, et on obtient : 

a(1)(t) = - if wOTe- HB(r,-'2)T]Z , 

d'ou: 

pJJ~(+oo) = ~(woT)2e-![B(rl-'Z)TV 

Cett probabilite d6croit oxponentiellemenL viLe avec I'ecart <l'en l'gi> d 5 deux 
Hats I ± =F) d'autant plus grand que 1 . fadelu's gyl.'omagnetiques ont dec:; 
val Ul'S tres diffel'entes et qu 1 champ est int,e1l8. Bien sur si ')'J = ')'2, 

1 s deux etats sont degeneres mem · en PI" nce du champ magnctiqu, t ls. 
probabilite de flip s fait. a energi c n tante indepondarrunent d la valeur 
du champ appliquc. 
Comme ce resu1tat est calcu1e au premier ordre, il faut WOT « 1 : on retrouve 
1a condition habituelle d'une perturbation pas trop forte et/ou de duree pas 
trop grande. 
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24.3 Impurete magnetique en phase solide 

Un atome du genre alcalin (couches satun§es et un electron peripherique s) ~e cornpOrt 

essentiellement, a basse energie, comme un spin 5 = 1/ 2; les etats propres de (5 2, Sz) So e 
notes I±). En presence d'un champ magnetique de module B parallele a Oz, Ie Harniltoni~t 
a la forme (O"z est la matrice de Pauli usuelle) : n 

(WL > 0) . (24.3) 

1. (a) Donner I'expression de la pulsation de Larmor WL en fonction de la masse rn de 
I'electron, de sa charge e, du facteur anormal ge et de B. 

(b) L'atome est soumis, entre 0 et t, a un champ de radio-frequence W (t » w- 1 ) ; 

la perturbation correspondante V(t) est : 

(W > 0, v E JR.) . (24.4) 

Donner I'expression au premier ordre de P , probabilite de transition de I'etat 1-) 
vers I'etat 1+). 

(c) Le champ magnetique etant fi xe, et I'atome etant dans I'etat fondamental, on 
balaie en frequence Ie champ excitateur. Illustrer par un schema la variation de 
I'energie absorbee en fonction de w. Quelle est la pulsation de resonance? 

2. Quand I'atome est insere en phase solide, Ie spectre de resonance des sous-niveaux 
Zeeman est modifie comme indique sur la figure 24.1 ; on obtient maintenant deux 
raies voisines d'intensites differentes, dont il s'agit de comprendre I'origine. 

energie absorbee 

w 

Figure 24.1: Variation de l'energie absorbee en fonction de la frequence du champ alter­
natif (phase solide) 

(a) En phase solide, I'atome peut effectuer de petites vibrations autour de sa position 
d'equilibre, ce que I'on represente par un oscillateur harrnonique a une dirnension, 
de frequence propre Wo > o. Dans ces conditions, Ie nouvel Hamiltonien est Hb : 

(24.5) 
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at et a sont les operateurs de creation et d'annihilation ; on designe par I± , n ) les 
etats propres de Hb. Faire Ie schema des niveaux d'energie de Hb en distinguant 
les trois cas : 

WL « Wo , WL » Wo . (24.6) 

(b) Pour rendre compte de la structure du spectre en phase solide, on introduit un 
couplage entre les vibrations et Ie spin, represente par I'operateur W : 

(n > 0) . (24.7) 

Dans la suite , on se propose de diagonalise r exactement H = Hb + W, en consi­
derant exclusivement Ie sous-espace [; engendre par les trois premiers niveaux de 
Hb, soit l'1h) = 1-,0), 1'1/12) = 1+ 0) et I'l/Ja) = 1-, 1) . Representer la variation 
en fonction de B des energies de ees t rois etats. 

(e) Caiculer explicitement W I'l/Ji) (i = 1, 2, 3) et en deduire que ce sous-espaee est 
stable par H. 

(d) B etant suppose different de zero, quel est I'etat fondamental de H ? 

(e) On eerit les deux autres veeteurs propres de H eontenus dans [; sous la forme: 

1'I/J+)=cosel+, O) + sin e l-, l ), 1'I/J_)=-sine l+, O) + cos e l-, l ) . (24.8) 

Les energies propres associees a ux I'I/J± ) sont notees E±. Don ner les expressions 
de ces dernieres (poser 0 = (WL - wo)/2) et tracer la variation des trois energies 
propres de H en fonction de B. Exprimer t an 9 a I'aide de n et de o. 

(f) Montrer que la perturbation definie par I' equation (24.4) peut induire maintenant 
deux transitions distinetes et done, quand WL ~ wo , expliquer qualitativement Ie 
spectre de la figure 24.1. 

(g) Expliquer comment la constante de couplage n peut etre deduite de la comparai­
son des intensites des deux raies. 

1. (a) L 'int er action est de type dipolaire m agnet ique : 

soit : 

(b) Le couplage Vet) ouvre la possibilite de transitions de type dipolaire magne­
t ique Ml (basculement du spin) induites par Ie champ de radio-frequence. 
L'expression au premier ordre de l'amplitude de p robabilite a(l)(t) est: 

1 rt 
a(1)(t ) = irdo dt' (+ IVr (t' ) I-) , 
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ou Vi(t' ) est la representation interaction de V(t) Vi(t) ~ UJ (t)V(t)Uo(t), 
avec Uo(t) = etn Hot = e-~wLtC1z. 11 en resulte : 

La probabilite p(1) (t) de transition de l'etat 1-) vers l'etat 1+) s'en deduit 
suivant p(l ) (t) = la(1) (tW, soit : 

2 . 2 1 ( )t 
(1) ) _ ~ sm 2" W - WL 

P (t - fi2 [~(W - wLlJ2 

(c) La probabilite de transition est pratiquement nulle sauf si W rv WL : Ie champ 
magnetique etant fixe, et l' atome etant dans l'etat fondamental, Ie balayage 
en frequence du champ excitateur provo que une n!.sonance pour W = WL. 

2. On observe que l'atome insere dans une matrice cristalline exhibe un spectre de 
resonance comme indique sur la figure 24.1 ; la question est de comprendre l'origine 
des deux raies voisines, ayant d 'ailleurs des intensites differentes. 

(a) Dne fois dissous en phase solide, l'atome occupe une certaine position d'equi­
libre, mais peut effectuer de petites vibrations, decrites dans l'approximation 
harmonique et caracterisees par la pulsation propre Wo > O. Dans ces condi­
tions, Ie Hamiltonien de l'atome est H6 = ~az + fiwo(ata +~) ; at et a 
sont les operateurs de creation et d'annihilation, qui commutent avec a z , de 
sorte que les etats propres de H6 sont les etats communs it ata et a z , et c'est 
pourquoi on peut les noter I±, n) 

H~I±,n) = E±,nl±,n) , 
1 1 

E± n = ±-fiwL + fiwo(n + -) , 2 2 

S'en tenant toujours exclusivement aux transitions dipolaires magnetiques 
(Ml), ce spectre d'energie, represente it gauche sur la figure 24.2, ne per­
met pas de rendre compte du doublet observe: pour une valeur donnee de 8, 
les transitions Ml donnent lieu, au premier ordre, it une resonance unique en 
WL correspondant it toutes les transitions (degenerees) 1-, n) ---7 1+, n). 

(b) Comme on va Ie voir, on peut rendre compte de la structure du spectre 
en phase solide en introduisant un couplage entre les vibrations et Ie spin 
resultant, par exemple, de la presence dans Ie solide d'ions paramagnetiques. 
La modelisation retenue pour decrire cette interaction est la plus simple qui 
soit, et couple un etat I±, n) it l'etat 1'1=, n ± I). 
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I Wo« WL I 1+ , 1) 

. 1 liwL 1+, 3) 
liwo 1 3 

2liwo 1+ , 0) 

Tl~ 3 :1 1-,3) Ilwo + t { I+),n}n 
1+, 2) 

"",2 1-,2) ~liwo 1-, 1) 

1+,1) 2 

n ~ 1 : I nwo 1-,1) 
liwL B 

{ I-),n}n 1+,0) 
,,== 0 1- ,0) 1-, 0) 

figure 24.2: A gauche: schema des niveaux d 'energie dans les deux cas extreme~ WL « Wo 
et Wo « WL. Quand Wo "-' WL, les deux categories d'etats sont enchevetres. A droite : 
variation en fonction du champ de l'energie des premiers niveaux en champ nul, ne per­
J1lettant de prevoir qu'une resonance unique aWL. Noter le(s) croisement(s) de niveaux 
1+, n) <-t 1-, n + 1) dans cette approximation. 

Dans la suite, on considere exclusivement Ie sous-espace £ engendre par les 
trois premiers niveaux de H6, so it 11/'1) = 1- , 0), 11/'2) = 1+,0) et 11/'3) = 1-, 1). 
Les energies de ces trois etats sont ~11(wo - WL), ~11(wo +wd et ~11(3wo - WL) ; 

elles varient en fonction du champ comme indique sur la fig. 24.2, a droite. 

(c) L'action de W sur les I'l/Ji) s'obtient aisement : 

WI1/'l) = I1D(at (J_ + M+)I-, 0) = I1Da(J+I-, 0) = I1Dal+, 0) = 0 , 

WI1/'2) = I1D(at (J_ + a(J+)I+, 0) = I1Dat (J_I+, 0) = I1Da t l- , 0) = I1DI-, 1) , 

WI1/'3) = !lD(at(J_ + a(J+)I- , 1) = I1Da(J+ I-, 1) = I1Dal+,l) = I1DI+,O) , 

soit WI1/'2) = I1DI1/'3) et WI1/'3) = I1DI1/'2) : Ie sous-espace retenu est bien stable 
par W (il n'y a donc a ce stade aucune approximation). 

(d) L'etat fondamental de H reste 11/'1), meme en champ non nul. La diagonalisa­
tion ulterieure se fait dans Ie sous-espace 2 x 2 de £ engendre par 11/'2) et 11/'3)' 

(e) La sous-matrice de H dans ce sous-espace est: 

soit Hef£ = Ilwolz + l1(o(Jz + D(Jx) , 0 ~f ~(WL - wo), les (Jtl etant les matrices 
de Pauli habituelles . 

Ecrivant les deux autres vecteurs propres de H contenus dans £ sous la forme 
11/'+) = cos 01+,0) +sinO 1- , 1) et 11/'-) = - sinO 1+,0) +cosO 1-, I), l'equation 
aux vecteurs propres pour 11/'+) prend la forme matricielle : 
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II faut donc >.2 = 52 + 0 2, d'ou >. = ±J52 + 0 2 == >'±, et les deux valeu rs 
propres de H dans E : 

La variation des trois energies propres de H en fonction de B est reportee SUr 

la figure 24.3. Par ailleurs, tane est donne par: 

tan e est une mesure de l'hybridation des etats 1+ , 0) et 1-,1) par la perturba_ 
tion : e c::::: 0 correspond a I'¢I+) c::::: 1+,0) et I'¢I- ) c::::: 1-,1), soit WL »wo : c'est 
la situation de champ tres intense. Au contraire, e c::::: ~ donne I'¢I+) c::::: 1-,1) 
et 11/!-) c::::: -1+,0) (champ faible). L'hybridation est maximum pour e ==0 7I 

4' 
soit pour WL = Wo0 

(f) Toujours dans l'hypothese de transitions dipolaires magnetiques, les seuls 
elements de matrice non nuls sont entre 1-, 0) et 1+,0). II en resulte que 
l'amplitude de la transition de 1-,0) ......... I'¢I+) a l'energie nw~ = E+ - E_ ,Q 
contient Ie facteur cose, et que l' amplitude pour 1-,0) -+ 11/!-) a l'energie 
nw~ = E_ - E_ ,o est proportionnelle a sin e. Au voisinage du croisement 
evite (B rv ~), ces deux lignes trigonometriques sont du meme ordre de , 
grandeur: les deux composantes du doublet (wL wD ont donc des intensites 
comparables, d'ou Ie spectre observe. 

D'une fac;on generale, pour un couplage 0 donne, l'evolution du spectre en 
fonction du champ B est Ie suivant. A tres petit champ (e c::::: ~), on ob­
serve pratiquement une seule raie a wl c::::: WL ; quand Ie champ augmente, 
l'intensite de celle-ci decroit cependant que la raie "haute frequence" w~ prend 
de 1 'importance et que Ie splitting decroit. Pour B = Bo (e = ~), les deux raies 
ont la meme intensite et l'intervalle entre les deux composantes est mini­
mum. Le champ continuant d'augmenter, la raie basse frequence diminue 
d'intensite, l'autre prenant de l'importance, tout comme leur ecart. A champ 
intense (ec:::::O), la raie basse frequence a pratiquement completement disparu 
et W~C:::::WL' 

(g) Le champ B etant fixe, Ie rapport des intensites donne tan2 e, d'ou l'on deduit 
facilement la constante de couplage O. 
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I n = 0, 03 1 Wo I n = 0,21 
Wo 

1-, 1) 

I±,O) 

- ---+1 B 

Figure 24.3: Variation de l'energie des trois premiers niveaux en {onction du champ 
lllagnetique, pour deux valeurs de ,.% ; les energies en champ nul sont n(wo±y'w5/4 + 0 2 ), 

tres voisines de ~nwo et ~nwo. Les extrema de E± sont en Eo = ,-lwO , abscisse du 
croisement de niveaux en l'absence de couplage spin - vibrations. Pour une valeur de E, 
deuX transitions Ml distinctes sont possibles a partir de 11/;1), representees par les deux 
fleches (decalees pour la lisibilite). 

24.4 Transitions a deux photons 

Un atome est represente par un systeme a trois niveaux2 (voir fig . 24.4, wo -I- wo). A partir 
de t = 0, il est soumis a un champ variable V(t) = v(t) + vt(t), ou : 

v(t) = neiwt (011) (21 + 0'12)(31) (0,0' E JR) (24.9) 

I 13) f'u.,;' 

1
0 12) 

f'u.,;o 

11) 

Figure 24.4: Systeme a trois niveaux. 

1. Calculer au premier ordre P12(t), probabilite de la transition 11) -+ 12). Montrer que 

2Cette situation se rencontre pour l'atome d'hydrogene, dont le fondamental est 281/ 2, La degeneres­
cence des deux premiers etats excites 2P1/2 et 28~/2 est levee par les corrections radiatives (voir Tome II , 

P.808). La transition 28;:/2 ---> 28 1/ 2 est une transition a deux photons, ce qui explique la duree de vie 

tres longue (de l'ordre de 1/7" de second e) de l'etat 28;: /2' Au contraire, La transition 2P 1/ 2 ---> 28 1/ 2 
est la raie La de Lyman, la duree de vie de 2P 1/ 2 etant de l'ordre de 10-9 s (voir aussi les comment aires 
Tome II , p. 1074 a propos de !'effet 8tark). 
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pour t » Iwo - wbl-1
, P12(t) n'est non nulle que si w ~ Wo (resonance). Corn bien 

vaut a cet ordre la probabilite P 13 ? 

2. Calculer P13 au plus bas ordre non-nul. 

3. En deduire I'allure schematique du spectre d'absorption quand I'atome est initialem 
dans I'etat fondamental. ent 

1. Notant En = fiJ..vn, n = 1,2,3, ]'amplitude de probabilite 11) -+ 12) est donnee au 
premier ordre par : 

l'integration est immediate et donne ai~2(t) = wo~w [1- ei(wo-w)t]. La probabilite 
est donnee par Ie module carre de cette amplitude, d'ou : 

C ) 
dCf 2 . wt f w, t = - sm -

w 2 (24.10) 

La fonction few, t) filtre u fl'equ ue : U vaul. t pour w = 0 L s'annule p ur 
la premiere fois pour Iwl = 2;: a Ia.rg W' esL do lie d ordr t. Ell con equenee, 
si Iwo - wblt » 1, la Iargeur du filtr> I. tr~s petiL Govan I ccal't en fr'qu nee 
Iwo - wbl et Ia probabilite est praLiqu1l1 n null · a If nu \loi inage de Wo d'Oll la 
resonance. Explicitement, on a : 

A cet ordre, la probabilite P13 est nulle puisque (1IVCt)13) = O. 

2. Pour avail' P13 f= 0, il faut visiblement allel' au second ordre, Ie mecanisme elemen­
taire etant la sequence 11 ) -+ 12) -+ 13). On a ainsi : 

al->3 ~ ai~3 = (in) - 2fo
t 

dh fo tl 

dt2(3IU6Ctl)VCtdUo(tl) x 

UJc t 2)V(t2)Uo(t2)ll) = 
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l'integration sur t2 conduit a : 

1e module carre de ai~3 donne deux termes carres, f(wo+wb - 2w, t) et f(wb-w, t) 
(la fonction f etant definie en (24.10)), et un terme croise. Si test beaucoup plus 
grand que Iwb - ~ (wo + wb) I, les deux termes resonnants sont disjoints et leur 
recouvrement peut etre neglige. Avec cette hypothese, on a donc : 

(2) (nn') 2 [( , ) 2 (' ) 2] P l->3 ~ -- f(wo + Wo - 2w, t) + f(wo - w, t) 
Wo -w 

(t» Iwo - wbl- 1
) 

11) ...., 12) CD 

EB o~o 1 Wo = zwo 

11) ...., 13) 11) -? 13) 
@ @ 

W ,-
Wo +wb 

W 
3 Wo Wi 

0 Wo 
2 2 2 

Figure 24.5: A gauche: Resonances au second ordre de la transition 11) ~ 13), dans Ie 
cas ou wb = ~wo. A droite : allure scMmatique du spectre d 'absorption quand l'atome 
est initialement au fondamental, montrant les resonances en Wo (transition a un photon) 
et en wb et ~(wo + wb) (transitions a deux photons). Le nombre cercle indique l'ordre 
perturbatif de la raie d'absorption. 

3. L'allure scMmatique du spectre d'absorption quand l'atome est initialement dans 
l'etat fondamental est trace sur la fig. 24.5, a droite. Notamment, la resonance a 
~(wo + wb) evoque l'association de deux photons de meme frequence se faisant la 
courte echelle pour hisser l'atome du fondamental vel'S Ie deuxieme etat excite. 

24.5 Retournement d'un spin par un champ 
magnetique ephemere 

Un spin 1/2, de facteur gyromagnetique positif, est initialement dans I'etat 1+ 1/2), propre 
de Sz. Entre t = 0 et t = T, il est soumis a un champ magnetique de module B dirige Ie 
long de Ox. 

1. Trouver, au premier ordre, at > T, la probabilite de transition vers I'etat 1- 1/ 2). 
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2. Resoudre Ie meme probleme exactement ; pn§ciser la condition permettant de se bar 
, I I . d ner a un ca cu au premier or reo 

1. Le Hamiltonien se reduit a la seule perturbation: 

1 
V(t) = -,BS x 0(t)0(T - t) == -"2liwV}"x0(t)0(T - t) , 

0(t) etant la fonction echelon - unite. Designant par I±) les etats propres de S 
l'amplitude de transition 1+) -) 1-) au premier ordre at> Test: " 

1 rt 1 rt i 
a~~_(t) = ifi Jo dt'(-IVr(t')I+) = ifi J

o 
dt'(-IV(t')I+) = "2 wLT , 

d'ou: 

(1) () _ 1 ( )2 P+->- t - 4 wLT (t ~ T) 

Le comportement quadratique en temps est typique pour une transition entre etats 
discrets bien separes ; en pareil cas, il n'existe pas de probabilite de transition par 
unite de temps independante du temps. 

2. Le propagateur exact est egal a 12 si t < 0 ou si t > T ; dans l'intervalle [0, T], il 
vaut e~wLtax = cos ~WLt 12 + isin ~wLt(Jx. L'amplitude de retournement du spin 
est donc, pour t ~ T , a+->_(t) = (-lcos~wLT12 +isin~wLT(Jxl+) = isin ~wLT, 
d 'ou la probabilite correspondante : 

La condition permettant de se borner a un caleul au premier ordre est evidemment 
wLT « 1. 

24.6 Retour sur l'oscillation de Rabi 

Soit un systeme a deux niveaux 11) et 12) separes en energie de liwo (voir fig. 18.S p. 476) ; 
Ie Hamiltonien est : 

Ho = ~o (-1 1)(11 + 12)(21) . (24.11) 

A partir de t = 0, OU Ie systeme est dans I'etat fondamental, on applique une perturbation 
V (t) monochromatique donnee par: 

V(t) = v(e iwt 11)(21 + e - iwt 12)(11) (v = fiO E JR) . (24.12) 
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1. (a) Exprimer H(t) = Ho + V(t) a I'aide des matrices de Pauli . 

(b) Calculer la probabilite de transition P12(t) au premier puis au second ordre. Com­
ment s'ecrit la contribution d'ordre n a I'amplitude A12(t) ? 

2. Comparer ces resultats approches au traitement exact (voir probleme 18.11, p. 475). 

Le Hamiltonien du systeme est Ho = ~ (-1 1)(11 + 12)(21) = -~O'z (voir 
fig. 18.5, p. 476). Partant de l'etat fondamental, Ie systeme est soumis, it partir de t = 0, it 
la perturbation V(t) monochromatique V(t) = v (e lwt 11) (21 + e - lwt 12) (11) (v = lin E lR). 

1. (a) Sur Ia base {II), 12)}, Ia matrice de H est: 

[ 
-~nwo v(coswt + isinwt) ] 

v(coswt - isinwt) +~liwo ' 

matrice egale it -~nwoO'z +v(coswtO'x -sinwtO'y). 

(b) L'amplitude de transition al->2(t) au premier ordre est: 

ai~2(t) = i~ lot dt' e~wot' (21(coswt' O'x - sinwt' O'y)ll) e~wot' , 

soit a(l) (t) = .!!. r' dt' e1(wo-w)t' d' t'l p(l) (t) - v'l If(w - wo t)J2 f "(ant 
1- 2 lit Jo '1 ..... 2 - ii'i ' 

toujours la fonction definie en (24.10), soit explicitement : 

pCl) (t) _ 4v2 . 2 (w - wo)t 
1->2 - li2(w _ woF sm 2 

Noter que si w ~ wo (resonance), on obtient : 

2tZ 
p(l),res(t) = ~ 

1->2 li2 

La contribution du second ordre it I'amplitude est: 

1 1 
v2 (21( coswtl O'x - sinwtr O'y)[ cos 2WO(tl - t2)12 + i sin 2WO(tl - tz) 0' z] X 

(24.13) 

(24.14) 

(cos wt2 0' x - sin wt2 0' y ) 11) , 
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soit : 

(2!V(tde+!wo(tl-t2)azV(tz)ll) = (21 cos[(w - WO)(tl - t2)]12+ 

i sin[(w - WO)(tl - tz)] O"zll) , 

d'ou a~~z(t) = O. D'une fa~on generale, on a, quel que soit n EN: 

(24.15) 

En effet, on remarque que l'operateur de perturbation est Ie transforme de 
vo"x par la rotation de -wt autour de Oz, so it V(t) = v ei"!f-CTz O"x e-i¥CTz , de 
sorte que: 

qui montre que VI(tl)ll) oc 12). On a aussi : 

cette expression montre clairement que (2IVr(tdVI(tz)ll) = 0 puis que 11) et 
12) sont propres de o"z, autrement dit : 

comme au contraire VI(t) est purement non-diagonal sur cette meme base: 

d'ou Ie resultat (24.15). 

2. Ce systeme a ete traite exactement dans Ie probleme 18.11, ou on a trouve : 

La comparaison avec l'expression (24.13) montre que cette derniere est correcte a 
condition que Ivl « nlw - wol, ce qui exclut de traiter par perturbation au premier 
ordre Ie probleme a la resonance w = Wo, ou se pl'oduit justement Ie pMnomene 
remal'quable de l'oscillation de Rabi. Comme on l'a note dans Ie probleme 18.11, 
la description (et la mise en evidence) de ce pMnomene est hoI'S de portee d'une 
tMorie de perturbation trollque · a un ol'dr dill". NoteI' aussi que Ie resultat 
(24.13) aux temps courts t «Iw~wol '6crit PI(22(t) ~ v~~2 ; a la resonance, la 
contrainte s'evanouit, mais Is. mparaison av c 1 expression exa.cte montre alors 
que l'on doit avoir 7f « 1, comme d'habitude. 
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4 7 Perturbations constante et gaussienne 2 . 

On designe par U(t) I'operateur d'evolution permettant de construire Ie vecteur d'etat liJi(t)) 
a partir de I'etat initial 11lJ(0)) : IIlJ(t)) = U(t)IIlJ(O)). 

1. Quelle est I'equation satisfaite par U(t) ? Que vaut U(O) ? 

2. pour un Hamiltonien H independant du temps, quelle est I'expression de U(t) ? 

3. Avec H = Ho + V(t), Ho etant independant du temps et V(t) une perturbation non­
nulle at> 0, on pose U(t) = UO(t)UI(t), ou Uo est I'operateur d'evolution associe a 
Ho. Quelle est I'equation satisfaite par UI(t) ? Que vaut UI(O) ? 

4. Expliquer comment on peut engendrer un developpement de Ul(t) en puissances de la 
perturbation V(t). 

5. Dans toute la suite, on arrete ce developpement apres I'ordre 1 en V. Donner I'expres­
sion approchee de UI qui en resulte. 

6. Soit 11M et 17/1£) deux etats propres quelconques de H o, d'energies Ei et Ef respective­
ment . Donner I'expression au premier ordre de Ai-->f, amplitude de transition de I'etat 
l7/li) a I'etat l7/lf) sous I'effet de la perturbation V(t) . 

7. On considere les transitions d'un etat l7/li) donne vers des etats propres l7/lm) #- l7/li) de 
Ho, d'energies Em. Les elements de matrice de V(t) sont de la forme: 

(24.16) 

oU B(t) est la fonction echelon-unite (B(t < 0) = 0, B(t > 0) = 1). Montrer que la 
probabilite de transition P;.--+m est de la forme F(t ) /VmI 2 , ou F(t) est une certaine 
fonction a preciser. 

8. On pose (Em - E i ) = mvmi. Deduire de ce qui precede la fonction F(t) dans les deux 
cas suivants : 

(a) f(t) = cste = fo . Pour une duree T donnee de la perturbation , quelle est la 
largeur en pulsation de la bande d'etats accessibles sous I'effet V(t) ? 

(t - 'gl2 
(b) f(t) = foe - 2r . Donner I'expression approchee de F(t) quand t» to» T. 

Quelle est I'energie des etats accessibles par V(t) ? 

On designe par U(t) l'operateur d'evolution permettant de construire Ie vecteur 
d'etat liJi(t)) a partir de l'etat initiall'lr(O)) : IIlJ(t) ) = U(t)IIlJ(O)). 

1. On a vu dans Ie cours que U(t) satisfait l'equation i!t~~ = HU(t), avec l'evidente 
condition initiale U(O) = 1. 
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2. Pour un Hamiltonien H independant du temps, l'expression de U(t) est erl,lit 

3. Avec H = Ho + V(t), Ho etant independant du temps et V(t) une perturbatio 

non-nulle at > 0, l'operateur Ul(t) ~ U01(t)U(t) satisfait l'equation deduit
ll 

immediatement de %t(UOU1) = (Ho + V(t)) (UOU1) avec !!fJf = HoUo : e 

Vr(t) est par definition la representation - interaction de la perturbation V(t). De 
toute evidence, la condition initiale est U1 (0) = l. 

4. On peut engendrer Ie developpement de Ul(t) en puissances de la perturbation 
V(t) en integrant formellement l'equation dynamique pour U1 (t) entre 0 et t, ce 
qui donne, compte tenu de la condition initiale : 

puis en iterant la substitution : 

1 tIt ( tl 
1 + in J

o 
dtl Vr(tl) + (ili)2 J

o 
dtl J

o 
dt 2 Vr(tl)Vr(t2)U1(t2) 

rempla<;ant U1(t2) par 1 + ik J~2 dt3 Vr(t3)U1(t3), on voit s'amorcer Ie developpe­
ment: 

5. Si on arrete ce developpement apres l'ordre 1, l 'expression approchee de U1(t) est: 

1 (t 
U1(t) ~ 1 + in J

o 
Vr(t') dt' 

6. L'expression au premier ordre de ai->f, amplitude de transition de l'etat !1f;i) a l'etat 
!1f;f) sous l'effet de la perturbation V(t) est : 

supposant i =1= f, il vient : 
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Pasant Em = ru.vm, l'amplitude au premier ordre est, at> 0 : 7. 

af~m = ~:' t dt' ei(wm-w;)t' f(t') = ~:' r t dt' ei(wm-w;)t' e(t')f(t') 
1/1 Jo In Jo 

La probabilite de t ransition eorrespondante, Pi --+m , est, au premier ordre : 

v: 2 r t 2 
~~m = I ; II J

o 
dt' ei(wm-w;)t' f(t')1 ' 

sait: 

8. (a) Avee (Em - E i ) = ru.vmi et f(t) = cste = fa, il vient : 

lit , 12 41,2 W ·t 
F(t) = n-2 fg eiwm;t dt' = n2w~. sin2 ;1 

a mJ 

Pour une perturbation eonstante d'amplitude fa de duree T, la probabilite de 
transition est done: 

p(1) (T) = 1,2 4IVml 2 
. 2 wmiT 

I --+m a "2 2. sm 2 
n wml 

L'etat de depart etant donne, la probabilite n'est sensiblement differente de 
zero que si IWmi I :s ~ : les etats aeeessibles par une perturbation eonstante de 
duree T sont done situes essentiellement dans une bande d'energie de largeur 
6.E rv ~ autour de l'energie Ei de l'etat de depart. 

<' - '0)2 
(b) La gaussienne f(t) = fa e- ----,::;r- modelise une perturbation transitoire de 

duree d'ordre T et passant a son maximum a l'instant to. Avee ee ehoix, 
on a: 

F(t) = n-2fg ll t 
e i (w= - w;)t'e- <";T,?)2 dtf ; 

l'integrale s'exprime a l'aide de la fonction erf (aussi appelee fonction erreur). 
Si l'intervalle [0, tJ englobe tres largement l'enveloppe gaussienne, on peut 
rejeter les bornes a ±oo ; des lors, avec: 

il vient : 
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24.8 

Physiquement cette approximation signifi que l'on se place tres longtel11 

apres l'extinction en pratiq I d 18. P r url ation transitoire ; sans surprise ~s 
probabilite est alors d venu indep . ndant du temps. ' a 

l' pI' babUit' chutan a z'1'o comme un gaussi on , les 'tats a ceSSibl .. 
pal' Vet) sont datlS une band d"nergie bien determine de lal'geul' D.E '" Ii 
aul;oul'd Ei'''' 'tan visiblem nt I'ordl' de grandeur d la dul" effi· tiv cl I~ 
perturbs. ion II ~'etrouv> tU1 re ul at d m~me natlU'e qu'ave'1 P'l' urbatiol\ 
strictement constante de duree finie. 

Ces deux results. s conUl'ment qu'avec un p rturha.tioTl variant lentement 
plus celle-ci dm longtmps pillS la bande d 'tats finals c t etroite ; a l~ 
limite, les transitions ne s nt po ibl s qu'a energic constant'. 

Perturbation d'un oscillateur isotrope 

Une particule de masse m et de charge q est liee harmoniquement dans ~3, sa pulsation 
propre etant w. Au depart (t = -00), la particule est dans son etat fondamental. 

On applique un champ electrique t(t) dirige suivant un axe appele Oz, dont Ie module 
varie comme suit: 

(24.17) 

Trouver, au premier ordre, la probabilite de transition vers un etat excite quelconque. 

====----===== ? l. ? l. ? i. ? l. ? l. ? l. ? l. ? l. ? 1. ? =============== 

Le Hamiltonien total est H(t) = ~ + ~mw2r2 - qt(t).r , sait H(t) = Ho + V(t) 
avec V(t) = -q£(t)z et £(t) = £oe-(t/-r)2. 

Si on traite Ie probleme en coordonnees cartesiennes, les etats propres sont de la 
forme 1/1n", (x )1/1ny (y)1/1n, (z), ou chaque 1/1n u est relatif a un oscillateur lineaire Ie long de la 
direction Ou ; l'etat initial est par hypothese 1/1o(x)1/1o(Y)1/1o(z), ou 1/1o(u) est la gaussienne 
bien COlllme (~) 1 /4e-au2/2, avec a = 7. 

La perturbation ne depend que de la coordonnee z : eUe ne peut done modifier 
que la dynamique selon Oz. L'etat a l'instant t est done de la forme: 

2 

Uz(t) etant Ie propagateur relatif a f;. + ~mw2 z2 - q£(t)z. Les seuls etats excites acces-
sibles sont done de la forme 1/10 (x)1/1o (Y)1/1n.{z). L'amplitude de probabilite de transition 
vers un tel etat est : 
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Ecrivant UAt) = UzO(t)Uz1(t), on a au premier ordre : 

I/amplitude de probabilite de transition vers un etat excite est, au meme ordre : 

e-inzwtbnzO + ~qe-inzwt[o('ljJnzlzl'ljJo) [ too e-(t' IT)2 eiwt ' dt' 

z n'ayant d'element de mat rice non nul qu'entre deux etats differant d'un quantum, Ie 
seul etat accessible a partir du fondamental est l'etat n z = 1. Uamplitude cherchee est: 

l'eh~ment de mat rice vaut 1, d'ou la probabilite : 

En particulier, la probabilite de transition apres la fin de la perturbation est: 

q2£2 1/+00 12 p~!)(+oo) = 2m~ -00 e-(t'IT)2 e
iwt

' dt' bnzl 

l'integrale vaut y7T T e- HWT)2 d'ou : 

La probabilite d'excitation tend vers zero si la perturbation dure tres longtemps : on 
retrouve l'aspect iso-energetique des transitions possibles avec une perturbation variant 
lentement. D'un autre cote, la probabilite tend aussi vers zero si la duree effective de 
la perturbation est trop courte, ce qui se cOll{;oit fort bien. Finalement, il existe une 
duree optimale, qui correspond a T rv T, ou Test la periode propre de l'oscillateur (voir 
fig. 24.6). 

p~~)(+oo) s'ecrit aussi P~:)(+oo) = 7f~ (wT)2e-~(WT)2 bnzl' ou Zo ~f ;;";:2 serait 
la position d'equilibre deplacee de l'oscillateur soumis a un champ constant de module 
£0, et ou 6.z2 = 2:'w est l'ecart quadratique de la position dans l'etat fondamental. Pour 
viser la probabilite maximale, tout en respect ant la condition de validite de la theorie 
au premier ordre (qui doit - au moins - se traduire par une probabilite to ute petite I), il 

2 

faut donc ~ « 1, c'est-a-dire un petit champ - pas de surprise. 
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WT 

F igure 24.6: Variation de la probabilite d'excitation en fonction du parametre T caracte_ 
risant la duree effective de la perturbation. 

24.9 Oscillateur en champ alternatif: traitements ap­
proche et exact 

Un oscillateur harmonique lineaire, (masse m , charge q, pulsation propre wo ) est soumis a un 

petit3 champ electromagnetique derivant du potentiel vecteur A, dont la seule composante 
non nulle (ecrite d'emblee dans I'approximation dipolaire electrique) est : 

A(t) = Ao coswt . (24. 18) 

Le Hamiltonien H est: 

(24.19) 

II s'agit de montrer que, moyennant des transformations unitaires judicieusement choisies, il 
est possible de se ramener a un probleme independant du temps. 

l. (a) On pose Xo = q
E

02 avec Eo = wAo. Quelle est la dimension de Xo ? Quelle est 
mwo 

sa signification physique? 

(b) Fabriquer une longueur, notee 6.x, avec les trois grandeurs n, m et wo o 

(c) Utiliser ces derniers resultats pour enoncer la condition entre Ao, q, m, Wo et w 

exprimant que I'on se trouve dans une situation de champ faible, a toute frequence 
raisonnable . 

2. (a) Expliquer I'origine des differents termes apparaissant dans H. 

(b) $oit \Ii (x, t) une fonction d'onde. On pose : 

\Ii (x, t) = eiQ(t) Up(a) Ux(k) <I>(x, t) == U(a, k, a) <I> (x, t) , (24.20) 

ou U (a) ~ e(i/Ii)a(t)p et U (k) ~ eik(t)x . a a et k sont des scalaires fonctions p x I , , 

de la seule variable temps. A quelles conditions les deux transformations Ux et 
Up sont-elles unitaires ? Que faut- il de plus pour que U Ie soit aussi4 ? 

3La signiftcation de ce qua liftcatif sera pl'E\cisee ulterieurement. On rappelle que Ie champ electrique 

t se deduit du potentiel vecteur A par t = - ~~. 
4Toutes ces conditions sont supposees realisees dans la suite. 
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(c) Montrer que <!?(x, t ) satisfait une equation de la forme : 

8<!? -
ili- = H<!? 

8t (24.21) 

ou iI est un operateur dont on donnera I'expression formelle a I'aide de U, 8t U 
et H . 

(d) Demontrer les relations suivantes, en preeisant les deux fonetions f et 9 qui y 
apparaissent : 

ul p U x = P + 9 (k) , 

UJ x Up = x + f(a) , 

ul x Ux = x , 

UJpUp = P 

(24.22) 

(24.23) 

(e) En utilisant les resultats de la question 2d, explieiter Ie terme de iI qui eontient 
la derivee partielle de U. 

(f) De meme, explieiter I'autre terme apparaissant dans iI. 
(g) Eerire les equations que doivent satisfaire les sealaires a, k et a pour que tous les 

termes lineaires en x et en p de if s'annulent identiquement, ainsi que Ie terme 
ne dependant que du temps. 

(h) Les equations obtenues en 2g etant satisfaites, exprimer <!?(x, t) en fonction de 
wn(x, t), etat stationnaire normalise d 'un oseillateur harmonique ordinaire. 

(i) Soit F(x) une fonction infiniment derivable. Combien vaut Up(a) F(x) ? 

(j) En deduire que les solutions de I'equation de Schrodinger de I'oscillateur soumis 
au champ se deduisent to utes de fonetions de la forme : 

W(x, t) = eia(t) <T>(x, t) , 

ou <I>(x, t) est une fonction s'exprimant simplement a I'aide de wn(x, t). 

(k) Trouver5 k(t), puis a(t) (faire apparaltre Xo dans I'expression de a). 

(24.24) 

3. (a) Sans faire aucun ealcul, mais en justifiant Ie resultat, donner la valeur moyenne 
de la eoordonnee (x)n(t) dans I'etat du type (24.24) eonstruit avec wn(x, t). 

(b) Quelle est la valeur moyenne de I'impulsion, (P) n(t), dans Ie meme etat ? 

(c) Donner I'expression simplifiee de a(t) dans les deux cas w « Wo et w » woo 
Decrire Ie mouvement de I'oscillateur dans ees cas extremes. 

(d) Que se passe-t-il lorsque w -t Wo ? 

4. Reprendre brievement les questions precedentes en traitant Ie champ electrique comme 
une perturbation. 

50n ne cherchera pas a ecril'e la solution la plus generale des equations obtenues en 2g ; pour Ie 
probleme pose, it suffit d'obtenir une solution particuliere. 
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Pour un oscillateur harmonique lineaire, (masse m, charge q, pulsation wo) sOUIll' 
a un champ electromagnetique derivant du potentiel vecteur X, Ie Hamiltonien H est ;8 

1 1 
H = -[p - qA(t)]2 + -mw6x2 . 

2m 2 

La seule composante non nulle (ecrite d'emblee dans l'approximation dipolaire elect rique) 
est A(t) = Ao coswt. II s'agit de montrer que, moyennant des transformations unitaires 
judicieu ·ment choisies, iI cst pos ille de S8 ramener a tin probleme independant du 
temps et d · 1e 1'6 oudl: ans au tUle approxin'lation. A la resonance, W = Wo, la solution 
xacte ainsi obtenu S8 cI 'marque nettement dl! trait ·ment perturbatif. 

l. (a) Eo = wAo est Ie module du champ electrique de l'onde ; xo ~ ~,homogi:)Ue 
mwo 

a une longueur, vient de l'egalite mw2xo = qEo : ce serait donc la position 
d 'equilibre decah~e d'un oscillateur soumis a un champ elect rique statique de 
module Eo. 

(b) Avec les trois grandeurs ti, m et Wo, on peut former d'une part l'energie fiwo, 
d'autre part une energie mW5 x longueur2 

: Ie rapport est donc un simple 

nombre ; notant D.x cette longueur, il vient D.x = J Ii ,qui est l'ordre de 
mwo 

grandeur de l'ecart quadratique de la position dans l'etat fondamental. 

(c) La condition de champ faible, a toute frequence raisonnable, est ~ « 1, soit 

~ «J Fi, c'est-a-dire: 
mwo mwo' 

wAo {£ --« --
mW5 mwo 

Eo = wAo « JmfiwJ 

2. (a) Le terme en p-qA est Ie terme cinetique en presence d'un champ magnetique; 
Ie second terme est l'energie potentielle harmonique. 

(b) Soit w(x, t ) une fOD.ction d onde ; on pose 16gaJite (24.20) , avec les definitions 
Up(a) ~ e(i /1I.)o.(L)J) ct Ua;(k) ~ eik(t)x ; ex, a et k sont des calaires, fonctions 
de la seule varia] 1e temps. Les deux transformations Ux et Up sont unit aires 
si a et k sont des quantites reelles ; pour que U Ie soit aussi, il faut ex E lR. 
Toutes ces conditions sont supposees realisees dans la suite. 

(c) La fonction d'onde satisfait ifi~~ = Hw, de sorte que: 

d 'ou: 

if ~ -itiUt ~~ + ut HU I 
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(d) On a : 

u1pux = e-ikxpeikx = (l - ikx + ... )p(l+ikx+ ... ) = p-ik[x , pJ+O = p+fik , 

t . a . a a 
U xUp = e- 11IPxe l "p = x - i-(P xl + 0 = x - a 

P fi ' , 

soit : 
I f(a) = -a 

Les deux autres egalites ul x Ux = x et UJ p Up = P sont evidentes. 

(e) Avec ~~ = ieia (nUpUx + ¥UpUx + Upkxux) , il vient : 

UtOU -utut -ia [. i"' ( 'U U ap
U u Uk' U)]­at - x P e Ie a p x + ft P x + l' X x -

at' a . i(n + -nYxPUx + kx) = i(n + -n(p + fik) + kx) 

(f) On a aussi : 

1 1 ut HU = uluJ [2m (p - qA? + 2mw5x2] UpUx = 

_1_ (p + fik _ qA)2 + ~mw5(x _ a)2 
2m 2 

(g) En reconstituant H selon sa definition ci-dessus, on trouve que Ie coefficient 
de x est fik - mW5a ; de meme, Ie coefficient de p est a + ~(fik - qA). Pour 
faire disparaitre les termes lineaires en x et p dans H, il faut donc : 

(24.25) 

Par ailleurs, l'annulation du terme ne dependant que du temps donne: 

fin + fika + ~ (fik - qA)2 + ~mw5a2 = 0 , 
2m 2 

equation qui per met de trouver la phase a(t) par integration, une fois deter­
min :es les fonctions a(t) et k(t). Compte tenu de l' equation differentielle 
ci-dessus a droit, cette derniere equation s'ecrit aussi : 

(h) Quand toutes les equatioIJS eCl'ites n 2g on satisfaites, 1 Hamiltonien II se 

r • d ui t it ~ + 4mw3x2 , simple Hamil tonien harmoniq nG. De lors, Lcs sol u Lion 
parti ulieres iP (x, t) de I'equation d Scbl'odinger sont les etats statiollnaires 
d 'oscillateur harmoniquc, s i t ID(x t) = wn(xt) ~ !"Rn'Wn(:l;), Oll ~f;" (x) 
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est une fonction propre de cet oscillateur (produit d'une gaussienne par 
polynome de Hermite). On en deduit : un 

(i) Si F(x) une fonction infiniment derivable, on : 

Ie developpement a droite est la serie de Taylor de somme est egale a F(x+a) : 

I Up(a) F(x) = F(x + a) I 

(j) Les solutions de l'equation de Schr6dinger de l'oscillateur soumis au champ 
sont de la forme : 

(k) 

soit w(x, t) = eia(t) <l>(x, t), avec: 

I <l>(x, t) = eik[x+a(t) ] wn(x + a(t), t) I 

Il ne s'agit pas de trouver la solution la plus generale des equations (24.25) : 
pour Ie probleme pose, il suffit d'en obtenir une solution particuliere. Dne 

.. 2 2 

derivation supplementaire donne k = m~oa = 7f-(qA - /tk), d'ou I'equation 
pour k(t) : 

c'est l'equation classique d'un oscillateur excite par une source harmonique ; 
on sait bien qu'il existe une solution particuliere representant Ie regime force, 
de la forme ko coswt. La constante ko est obtenue par report dans l'equation ; 

on trouve ainsi6 ko = q'2-o ~. a(t) se trouve en utilisant a(t) = ~k(t) ; 
11, wo-w mwo 

finalement : 

qAo w5 _ q w5 . 
k(t) = ~ 2 2 coswt = -Ii 2 2 A(t) , 

n Wo - W wo-w 

qAo w. q 1 
a(t) = -- 2 2 smwt == -- 2 2 E(t) , 

m Wo -W mwO-w 

60n reconnaltra au passage la susceptibilite xCw) d'un oscillateur non-amorti. 
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2 

ou, eliminant Ao au profit de Xo suivant Ao = m~~xo 

mW6xo 
k(t) = lU.;(w5 _ w2 ) coswt 

2 

a(t) = - ~oxo 2 sinwt 
Wo -w 

Reportant ces expressions dans l'equation pour la phase a(t) et l'integrant, 
on trouve : 

Noter que la phase est un scalaire ne dependant que du temps et disparait de 
toutes les valeurs moyennes d'observables. 

A titre d'application, supposons l'oscillateur dans l'etat fondamental 1/Jo(x) 
au moment ou arrive la perturbation (t = 0), supposee coupee plus tard a 
l'instant T. L'etat aT + 0 est: 

la probabilite de trouver l'oscillateur dans Ie fondamental a l'issue de la per­
turbation est donc : 

Ie produit scalaire est: 

(
mwO)1/21 _~X2 -~[x+a(T)12 d _~a2(T) -- e 21i e 21i x = e Oli 

7rn IR 

En particulier, si Ie champ est coupe juste apres un nombre entier de periodes, 
l'oscillateur est a coup sur laisse dans l'etat fondamental. A l'inverse, si Ie 
champ est eteint apres un nombre impair de demi-periodes, la probabilite 
Po--->o (t ;:::: T) prend sa plus petite valeur. Au total, on a : 

Bien evidemment, la borne inferieure est d'autant plus petite que Ie champ 
est fort. En outre, elle est Dulle a la resonance, aussi petit soit Ie champ, 
symptome de la divergence de la susceptibilite de l'oscillateur. 

3. (a) Dans l'etat eia(t) eik(x+a) Wn(x + a, t), la valeur moyenne de la coordonnee 
s'ecrit (X)n(t) == (x + a)n(t) - a = 0 - a, d'ou : 

q 1 
(x)n(t) = -a(t) = - 2 2 E(t) 

mwo -w 
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(b) La valeur moyenne de l'impulsion, (P)n(t), dans Ie meme etat est: 

(UpUxwnlpIUpUxwn) = (WnIU1UJpUpUxIWn) = (wnIUlpUx lwn) = 

(Wnl(p + nk)lwn) = nk 

(c) Si w « wo, (x)n(t) ~ Xo sinwt : Ie mouvement s'effectue autour du point 
d'equilibre d'abscisse Xo sin wt, qui oscille lentement en phase avec Ie champ 
electrique. Le mouvement du point d'equilibre a une amplitude proportion_ 
neUe a celle du champ: celui-ci variant assez lentement, Ie point d'equilibre a 
Ie temps de "suivre Ie mouvement" induit par l'excitation. Tout ceci evoque 
une approximation de type adiabatique, donnant un mouvement libre rapide 
autour d'un point lentement variable. 

Si w» wo, (x)n(t) ~ -xo(~)2sinwt. Cette fois, Ie point d'equilibre oscille 
tres vite avec une tres faible amplitude en raison de la grande rapidite de 
variation du champ: partant d'un cote, Ie champ Ie tire rapidement en sens 
inverse, et ainsi de suite, d'ou une faible et rapide oscillation, en opposition 
de phase avec Ie champ electrique. 

(d) Lorsque w -> Wo, les ecarts divergent, comme toujours quand l'oscillateur 
non-amorti est conduit a la resonance. Quantiquement, la divergence de la 
reponse de l'oscillateur se comprend bien: tous les niveaux sont equidistants 
et en nombre infini, de sorte que l'oscillateur resonne et peut escalader ses 
niveaux les uns apres les autres. 

II y a de ce point de vue une difference majeure entre un tel oscillateur (qui 
est un systeme fondamentalement lineaire) et un systeme a deux niveaux: 
ce dernier peut saturer (egalite des populations), caractetistique d 'une forte 
non-linearite, alors qu'un oscillateur peut toujours gagner arbitrairement de 
l'energie, en raison de l'existence d'une infinite de couples de niveaux tous 
resonnants a la meme frequence woo Plus generalement, et toute dissipation 
mise a part, c'est la variation de l'ecart entre deux niveaux consecutifs du spec­
tre d'un systeme plus complexe qui interdit la divergence de la susceptihilite. 
C'est eUe aussi qui autorise a singulariser un couple de niveaux parmi tous les 
autres, ceux qui precisement sont a peu pres en resonance avec l 'excitation, et 
de traiter - avec toutefois les precautions requises - un systeme complexe (un 
atome par exemple) comme un systeme a deux niveaux. 

4. Tous les resultats precedents peuvent etre analyses dans la limite Ao -> 0, en 
effectuant des developpements Ii mites arretes a un ordre donne. aCt) et k(t) etant 
lineaires par rapport a Ao, l'expression de <l> (x, t) est, au premier ordre : 

<l>(X, t) = [l+ik(x+a)+ ... ]Wn(x+a, t) = Wn(x, t)+a O!n +ikxwn(x , t)+O(A~) == 

Wn(x, t) - ~~ Wn(x, t) + ikxWn( x, t) + O(A~) , 

768 



Theorie des perturbations dependant du temps 

soit; 

- [ap ] <J?(x, t) = 1 - in + ikx + O(A~) Wn(x, t) = 

= [1 +.~ 2 Ao 2 (WP sinwt - w5x coswt) + O(A5)] Wn(x, t) 
1nWo - W m 

Comme la phase a(t) est d 'ordre 2 en Ao, cette expression est aussi celle de W(x, t), 
au me me ordre. 

Si l'etat initiall1Pi) est l'etat propre l1Pn) de l'oscillateur, l'amplitude de probabilite 
de transition vers l'etat l1Pr) linearisee au premier ordre est (1Pfl~(t)) ; 

Comme les operateurs x et p n 'ont d'elements de matrice non-nuls qu'entre deux 
etats differ ant d'un quantum, on a ; 

Cl)lin ·C +') t[ q Ao (wp 2 Ai ..... ;. (t)=e-1n ,Wo 8fi+. to 2 2 n+11-sinwt-woxcoswtln)8mn+l+ 
1nWo -w m 

q Ao wp . 2 ] 
.to 2 2 (n - 11- smwt - wox coswtln)8mn- 1 ; 
1nWo - W m 

Ce sont donc les seules transitions possibles, comme avec un calcul perturbatif au 

premier ordre. Plus precisement, avec x = J 2':wo (a+at ) et p = -iJm~wo (a-at), 
on obtient pour la transition n ---; n + 1 ; 

ACI) lin () . «£0 AoVn + 1 -iCn+l)w t( . . ) , t = lq -- e 2 0 Wo COS wt - lW sm wt . 
n->n+l 2mn W5 - W2 

(24.26) 

Tout comme l'amplitude exacte, cette approximation diverge a la resonance, cette 
pathologie etant intrinseque a l'oscillateur non-amorti. 

Le traitement par la theorie de perturbation au premier ordre dissimule cette 
anomalie, pourtant inscrite dans la modelisation supposant l'oscillateur parfait -
idealisation qui est d'ailleurs une pure vue de l'esprit. En effet, avec la perturbation 
V(t) ~ -';'A(t)p, l'amplitude pour la transition n ---; n+ 1 est, au premier ordre: 

A~I2;~~i(t) = -} Aoe-i(n+ ~ )wot (eiwot' (n + 1lpln) coswt' dt' 
Inm 10 

apres integration, on trouve ; 

On retrouve les deux fonctions du temps habituelles, Ie module carre de chacune 
d'entre elles etant la fonction [f(w ± wo, t)j2 rencontree a plusieurs reprises (voir 
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(24.10)). D'un autre cote, des operations element aires sur Ie grand crochet, tel q ,. 
est, donnent I'expression suivante : 11 11 

(1) pert ft£o Aovn+l .( +1) t( . . . A' (t)= iq -- e- 1n ,wo wocoswt- lwsmwt-woe-II.<lot) 
n~n+I 2mli. w6 - w 2 . 

La comparaison avec l'expression exacte linearisee (24.26) montre I'existence d'l1 
terme supplementaire... qui a la vertu de ne pas faire diverger l' amplitude d

n 

probabilite a la resonance, laquelle est finie et vaut : e 

A(I),pert(t) = iq _o_A ";n+1e-i(n+~)wot( - +it). ft£ e2iwot 1 

n~n+I 2mli. ° 2wo 

Ce resultat fini doit etre considere comme un heureux (!7) artefact de la theorie 
de per turbation, dont on doit douter qu'eUe soit applicable a la resonance, puisque 
la reponse du systeme est divergente. II y a tout lieu de penser que la serie a un 
rayon de convergence nul et que Ie terme fini ci-dessus n'est que Ie tout premier 
d'un developpement asymptotique dont il conviendrait d'etudier soigneusement les 
suivants. 

24.10 Deux spins en interaction 

Soit deux spins 1/2 de facteurs gyromagnetiques 11 et 12 soumis a un champ magnetique 
statique B et en interaction mutuelle par V(t) ~ 1i.- 1W(t)SI.S2 ' L'etat initial des deux spins 
est 1 - ~,+~) . On posera : 

de[ ( ) WL = Ii. 11 - 12 B . (24.27) 

1. Expliquer pourquoi Ie systeme se promene exclusivement dans Ie sous-espace engendre 
par les deux vecteurs 1- ~,+~) , 1 + ~,-~). 

2. On pose \l!(t) ) = a(t)1 + ~,-~) + b(t)1 - ~,+~). Ecrire les equations differentielles 
pour les coefficients a(t) et b(t) . 

3. On introduit les fonctions auxiliaires A(t) et B(t) telles que: 

a(t) = e± J~oo wet') dt' A(t) , b(t) = et J~ oo wet') dt' B(t) (24.28) 

Ecrire les equations satisfaites par A(t) et B(t), et en deduire I'equation differentielle 

I f . ( ) dOf A(t) pour a onctlon r t = B(t) . 

4. On choisit une perturbation carree agissant pendant la duree T : 

(24.29) 

Le Hamiltonien etant statique, on sait resoudre directement ce probleme pour a et b ; 
une autre methode consiste a resoudre I'equation pour la fonction r(t) : trouver r(T). 
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5 En deduire la probabilite P ilip pour que Ie systeme soit trouve dans I'etat 1+ 1 _1 ) 
. 2' 2 

apres la perturbation . 

6. Dans un gaz de spins, on peut modeliser les collisions entre spins par un terme du genre 
V(t), avec w(t) comme en (24.29) . La duree des collisions, T, est supposee aleatoire, 
distribuee suivant la loi norma Ie : 

(f:::.T « T) (24.30) 

Trouver la probabilite moyenne Pilip pour que deux spins se retournent par collision . 

Pour deux spins 1/2 de facteurs gyromagnetiques /1 et /2 soumis a. un champ 
rnagnetique st atique 8 parallele a. Oz et en interaction mutuelle par V(t) ~ n-1w(t)51 .52 , 

Ie Hamiltonien est: 

L'etat initial des deux spins est 1- !, +!), et on pose WL ~ nbl -/2)8. 

1. La perturbation V(t) etant scalaire vis-a.-vis du spin total 5 = 51 +52 , elle commute 
notamment avec Sz, et ne peut done modifier la valeur de M , valeur propre de Sz. 
Le systeme partant de l'etat 1- ! ,+!), il ne peut que transiter vers I+!, -~ ) et, 
de la, revenir dans son etat initial. Au total, Ie systeme se promene exclusivement 
dans Ie sous-espace engendre par I - !, +!) et I + !, -!). 

2. La matrice de H se trouve facilement en faisant agir H sur chacun des deux vecteurs 
de base, apres avoir ecrit 51 .52 = Sl zSl z + ~(Sl+S2- + SI-S2+) : 

11 n 111 11 n 11 
HI + 2' -2) = -bl -/2)281 + 2' -2) - 4 fiw (t ) I + 2' -2) + 2 w(t)l- 2' +2) , 

11 n 111 11 n 11 
HI - 2' + 2) = - ( -/1 + /2) 281 - 2' + 2) - 4 fiw (t) I - 2' + 2) + 2w (t) I + 2' - 2) , 
d'oD. la matrice de H : 

Le syst eme different iel pour les coefficients a(t) et b(t) est done : 

{ 

i ~ = - [iw(t) + ~WL] a(t) + ~w(t)b(t) 
ib = !w(t)a(t) - [iw(t) - ~wL]b(t) 
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3. Pour les fonctions auxiliaires A(t) et B(t) : 

a(t) = eU~oow(t')dt' A(t) , b(t) = e* J~ oo wet') dt' B(t) , 

on trouve Ie systeme : 

{ 
i~ = -~wLA(t) + ~w(t)B(t) 
i B = ~w(t)A(t) + ~wLB(t) 

Formant maintenant la combinaison ABi2AB, on en deduit l'equation differentiell
e 

non-lineaire pour la fonction r(t) ~ mB : 

I r = iWLr + ~W(t) (r2 - 1) I 

4. La perturbation est carnie et agit pendant la duree T : w(t) = gwLe(t+ 'f)e(t- I). 
Comme Ie Hamiltonien est statique par morceaux, Ie propagateur est : 2 

T T T T T T 
U(t> 2,to < -2) = Uo(t'2)U(+2'-2)Uo(-2,to) , 

ou UO(tl, to) = ej,HO(t1 - tO), U(+'f, -'f) = ej,(Ho+9n-
1

W L S1 ,S2 )T, d'ou a(t) et b(t). 

Une autre methode consiste a n3soudre l'equation pour la fonction r(t) ; POur 
t E [- T/2, +T/2]' eUe s'ecrit r = iWLr + ~WL (r2 - 1). Il s'agit d'une equation it 

variables separees qui, posant x ~ wLt, r(t) ~ f(x), prend la forme: 

-:-::-----;;d f~ = ig dx 
j2+~f '-l 2 

9 

Il est commode de parametrer en posant sinh A ~ ~ ; la decomposition en elements 
simples du premier membre permet de recrire : 

1 (_1 __ _ l_)df = i dx 
2 cosh A f - f+ f - 1- 2 sinh A 

J± = ±e'fA 
; 

1,· t' t' c 't 1 1 I-It +c - ix A' t - T 0 't - 1 T III egra IOn lourm 2coshA n 1-1- - 2sinhA' - -'2 - ,SOl X - -2'WL , 
Ie systeme est dans l' etat I - ~,+ ~ ), d' ou r = 0 = 1 a cet instant ; Ie calage sur 

cette condition initiale donne 2 co~h A In j ~ + c = - ~~~~j; , d' ou, faisant la difference 
membre it membre pour eliminer 1a constante C : 

(f-f+)I-. (1) 
In (f-I-)1+ =lcothA X+ 2WLT ; 

Ie 10garithme comp1exe est l'une quelconque des determinations, choisie une fois 
pour toutes. On en deduit, en particulier, 1a valeur de rat = +'f : 

T 1- eiQ 

r ( + -) = e - A ----,::-;--,,-
2 1 + e-2A+io ( 

dM ) a = wLTcothA 

772 



Theorie des perturbations dependant du temps 

Figure 24.7: Variation, a champ magnetique fixe, de la probabilite de flip PAjp(WLT, g) 
ell fonction de la constante de couplage et de la duree de la perturbation. 

5. La probabilite P pour que Ie systeme soit trouve dans l'etat I + ~, - ~) apres la 

perturbation est la(T /2W, soit l tIS~f~~;12 ; apres calcul, on trouve : 

(24.31) 

La probabilite est donc maximum pour wLT = (2~, Ie maximum etant egal a yl+g2 
2 

1!g2 J d'autant plus proche de 1 que g est grand (voir fig. 24.7). 

La parametrisation adoptee jusqu'ici per met aussi d'analyser Ie cas ou les deux 
spins ont Ie meme facteur gyromagnetique (WL = 0) en prenant la limite WL --> 0, 
g --> 00, gWL = cste = fI. ; il vient alors : 

Pfljp(wLT, g) --> Pflip(fl.T) = sin2 ~fl.T , 

exactement comme pour l'oscillation de Rabi a la resonance (voir probleme 18.11 
p.475). 

Vne fois la perturbation eteinte at = ~, on a : 

A(t) = A(T/2) e~wdt-f) , 

soit aCt) = e±gwLtA(T/2)e~wdt- f), bet) = etgWLtB(T/2)e-~wdt-f), de sorte que 
l' etat at ;::: ~ est : 

Iw(t)) = C[e- A(l- eiWLTcothA )I~, -~) + (1 + e-2A+iWLT cothA )I _ ~, +~)] , 

ou C est une constante. 

6. Dans Ie gaz parfait de spins, on modelise les collisions par un terme du genre Vet), 
avec wet) comme en (24.29), la duree des collisions T etant aleatoire. La sup­

(T-rt 
posant distribuee suivant la loi normale peT) = vd'll.Te- 2L'.T , la moyenne de la 
probabilite Pflip pour que deux spins se retournent par collision a pour expression : 

g2 /+00 (T_r)2 1 
(PAiP) = ,;2ir e -"""2AT2 sin2 

( - VI + g2 wLT) dT 
27rb.T (1 + g2) -00 2 
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2 . &2 

L'integrale est gaussienne et se calcule avec fIR e-ax +lbx dx = ..J! e-.-a: ; on trouve : 

On v 'rifle que si /:::"T - 0 ( l1i iOll d' dlU'i non aleatoire), (Pftip) se confond avec 
\' ·'xpr ssion (2 /.1,.31) . Au contrair , . i ia dUl'ee est tres distribuee, /:::"T » wL1 , la 
proba,bilite moyenne est pratiquoment independante de WL (donc, par exemple du 

2 ' 
champ applique) et vaut a pou pres 2(1;'U'') : a fort couplage, une collision de duree 
gaussienne mais large donne un flip dans pres de 50% des cas. 

Le choix de la distribution des temps de collision aff'ecte evidemment la forme 
finale de Ie. probabilite moyenn de retournement des spins. Si la gaussienne peut 
s'imposor en rais n d son cal'actere universellie a l'existence du Theoreme limite 
contnti iJ est utile d xamlner un cas ou au contraire, les temps de collision sont 
distribl1(~S suivant un loi la.rge d'nllee par nature de moments d'ordre peu eleve, 
corom W10 loi-pujssance. A. titre d'exemple, supposons que les durees de collision 
. ui" nt une loi de Call hy ! { T)2 :1 (Ie prototype de la loi large) : la moyenne 

1T T - +T 
des dun~es est egale a T, mais si T donne une estimation de la fluctuation de ces 
durees, il ne s'agit nullement de leur ecart-type, puisqu'il est ici infini. Avec cette 
distribution, la probabilite moyenne est: 

. _ g2T 1+00 
1 . 2 ~ 2 

(Pft1p ) - ( 2) ( )2 2 sm ( ..ji+g2 WLT) dT 
1[' 1 + 9 -00 T - T + T 2 

l'integration est immediate par residus et donne : 

L'intel'pretation physiqu de cotte expression est e senti l1ement la meme qu P0'lU: 
la distribu ingalls ienne, 1a nature de celle-ci n iniluant que Ja forme du prefacte'W' 
du termc incorporant exclu ivement la moyenne T de. oliisions. On note tout foj 
que la dependanc de celui-ci vis-a-vis du champ magnetique Bet modifiee, t 
p lus faible que precedemm nt passant d'un comport ment en -C13

2 a e-c'l3 : In 
gl'M 1 fl uctuation des temps I collision biaise sensibleroent plu Ie jude pile ou 
fa.ce, m me a champ relativemcnt. int;cn '. 

24.11 Reponse lineaire d 'un systeme dans un etat 
pur : susceptibilite 

On s'interesse a une observable D d ' un systeme perturbe par un certain operateur V(t), 
applique a partir d'un certain instant to ou I'etat du systeme est Iw(to)). La valeur moyenne 
de D en presence de V(t) est notee (D)v(t). 
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1. En utilisant la representation-interaction, montrer que I'ecart 

J0 (t) ~ (0 )v (t ) - (0 )0(t) (24.32) 

est donne par : 

J0 (t ) = .: i t (wo(t' )1 [01 (t - t'), V (t')] Iw o(t'» dt' + O(V2) , 
li t to 

(24.33) 

oll Iwo(t» sera it I'etat du systeme a I' instant t si la perturbation n'avait pas ete 
appliquee. 

2. Dans Ie cas oll V (t) = v(t)V, v(t) etant un scalaire, on ecrit la rt§ponse J0 (t ) sous la 
forme : 

1
+00 

J0 (t) = xnv(t - t' )v(t') dt' + O(V 2) , 
to 

(24.34) 

Oll xnv(t) est par definition la susceptibilite pour 0 quand Ie systeme est perturbe 
par V . Comment se simplifie I'expression de xnv (t ) quand Iw (to» est I'un des etats 
propres du systeme ? 

3. La transformee de Fourier de Xnv(t) est xnv(w) ~ r~:: eiwtxnv(t ) dt. Pouvez­
vous expl iquer I'affirmation : la fonction xnv(z) est analytique dans Ie demi-plan 
complexe superieur 8'z ~ 0 ? 

On s'interesse a une observable 0 d 'un systeme perturbe par un cert ain operat eur 
V (t ), applique a partir d'un cert ain instant to Oll l'eta t du systeme est Iw (to ». La valeur 
moyenne de 0 en presence de V(t) est notee (0 )v(t ). 

1. La valeur moyenne de 0 est (0 )v == (W(t) 10Iw(t», avec Iw (t» = U(t , to) lw (to». 
En posant Iw (t» = UO(t )IWI(t», on voit que IWI (t» satisfait I'equation : 

iii :t 1 Wr(t» = Vi (t) IWI (t» , 

ou Vi (t ) = UJ (t )V (t )Uo(t). Par une int egration formelle membre a membre, on en 
deduit : 

IWr (t » - IWI(tO» = .: i t Vi (t') lwI (t'» dt' , 
In to 

de sort e que, au premier ordre indus en V , Ie vecteur d 'etat est : 

Des lors , la valeur moyenne de 0 a pour expression : 

1 it 1 it ( [1 + ." Vi (t' )dt' ] Wr (to) IUo(t) t0Uo(t )1 [1 + ." Vi(t' )dt' ] IWr (to» + O(V2) , 
In to li t to 
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expression qui, limitee au premier ordre, donne : 

Le premier terme est : 

c'est tout naturellement la valeur moyenne de 0 en l'absence de perturbation, notee 
(O)o(t). 

Le terme du premier ordre contient deux contributions; la premiere est l'integrale 
de (wI(to)IOI(t)Vr(t')lwI(tO)), so it : 

(w (to) I Uo (to)UJ (t)OUo(t)UJ (t')V (t')Uo (t')UJ (to) Iw (to)) = 

(w(to)1 (uo(t - t')Uo(t' - to)) t OUo(t - t')V(t')Uo(t' - to)lw(to)) = 

(wo(t')IUJ(t - t')OUo(t - t')V(t')lwo(t')) = (wo(t')IOr(t - t')V(t')lwo(t')) . 

Le deuxieme terme sous l'integrale est (wI(to)IVr(t')Or(t)lwI(tO)) et se manipule de 
la meme fa<;on : 

(w(to) IUo(to)UJ (t')V (t')Uo (t')UJ (t)OUo(t)UJ (to) I w(to)) = 

(w(to)IUJ (t' - to)V(t')Uo(t' - t)OUo(t - to)lw(to)) = 

(wo(t')IV(t')UJ(t' - t)Olwo(t)) = (wo(t')IV(t')UJ(t' - t)OUo(t' - t)lwo(t')) = 

(wo(t')IV(t')OI(t - t')lwo(t')) . 

Rassemblant ces resultats, on obtient pour la difference des valeurs moyennes 
representant l'ecart1 induit par la perturbation: 

lit JO(t) = ." (wo(t')I[Or(t - t'), V(t')llwo(t')) dt' + O(V2) 
In to 

2. On suppose la perturbation de la forme Vet) = v(t)V, vet) etant un scalaire reel; 
des lors : 

JO(t) = .: it (wo(t')I[Or(t - t') , VlIwo(t')) v(t') dt' + O(V2) , 
In to 

d'oD par identification avec JO(t) = ft: oo xnv(t - t')v(t') dt', la susceptibilite 
xnv(t, t') : 

xnv(t , t') = i~ (wo(t')I[Or(t - t'), Vllwo(t')) B(t - t') 

7 C'est la reponse du systeme en ce qui concerne l'observable n. 
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ou B(t) est la fonction echelon-unite, exprimant Ie Principe de causalite. 

Usuellement, Ie systeme est dans l'un de ses etats stationnaires lorsque la pertur­
bation demarre ; dans ces conditions, on a IWo(t')) = eftEjt 'llJIi(t)) ou 11JIi(t)) est 
l'etat propre de Ho d'energie E i . Les facteurs de phase se compensent et il reste : 

Avec une telle condition initiale, tres physique, la susceptibilite est stationnaire : 
elle ne depend que de la difference des temps (elle est invariante par translation 
dans Ie temps), et la reponse en 0 du systeme est donnee, au premier ordre, par 
l'egalite fondamentale : 

1
+00 

c50(t) = Xst(t - t')v(t') dt' 
to 

sur laquelle se construit la Theorie de la reponse lineaire, que ce soit dans un cadre 
classique ou quantique, d'ailleurs. 

Physiquement, il y a toujours for cement un regime tmnsitoire au moment ou on 
branche la perturbation; la suceptibilite stationnaire decrit la reponse permanente 
du systeme, qui ne depend tout naturellement que de la duree ecoulee depuis Ie 
debut de l'observation: pour un systeme qui n'a pas Ie temps de vieillir - qui vieillit 
tres lentement - une experience bien definie a toujours Ie meme resultat, qu'elle 
doit demarree a midi ou a l'heure du gouter ! C'est pourquoi, une fois Ie transitoire 
eteint, il est justifie de rejeter eventuellement pour la commodite l'instant to a -00. 

Le facteur imaginaire pur est bien necessaire : v(t) est reel puisque V(t) est her­
mitique ; Or(t) l'est aussi. Le commutateur de deux operateurs hermitiques est 
anti-hermitique, donc Ie meme commutateur multiplie par i est hermitique : la 
susceptibilite est bien une fonction a valeurs reelles. 

3. Definissant la transformee de Fourier de xnv(t) par xnv(w) ~ J~::e+iwtxnv(t) dt, 
la transformation inverse prend la forme precise : 

(t) 1 1+00 

A () -iwt d Xnv = 21(" -00 Xnv w e w 

En admettant que la fonction Xnv(z) est telle que Ixnv(z)1 -t 0 si Izl -t 00, on 
peut utiliser Ie lemme de Jordan, puis Ie them·eme des residus en refermant la droite 
reelle d'integration sur w avec un demi-cercle a l'infini dans <C. 8i t > 0, Ie "bon" 
demi-cercle est Ie demi-cercle inferieur, et on ramasse les residus aux singularites de 
la fonction Xnv(z). Au contraire, si t < 0, on refer me par en-haut ; la susceptibilite 
etant nulle (causalite), il ne doit s'y trouver aucune singularite : Xnv(z) est bien 
analytique (holomorphe) dans tout Ie demi-plan superieur. 
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24.12 Reponse lineaire d 'un systeme dans un etat Inix .. 
te : susceptibilite, fonctions de correlation et 
relaxation 

Un systeme est dE:krit par Ie Hamiltonien Ho, d'etats propres notes In) : Holn) = nwnl n) 
Dans I'etat d 'equllibre canoniq ue, I'operateur densite est p(fJ) = Z- l e-{3Ho ou Z design~ 
la trace Tr e-t3H o. Dans ce qui suit, oli etud ie la reponse lineaire de ce systeme lorsque 
situe dans I'etat ,cl'equ ilibre a t = - ' . il est soumis a une petite perturbation de la forrn~ 
V(t) ~ v(t)V . v(t ) est une fonct ion scalai re. V un operateur statique purement non-diago_ 
nal, (nlVln) = 0 quel que soit n, 

deF ()deF 'Ht deF deF(11 On note H(t) = Ho + V(t), Uo t = eTli 0 , Wnm = Wn - W m , Pn = n P n). Par 
ailleurs, Ie symbole ( ... )eq designe une valeur moyenne calculee avec I'etat d'equilibre defini 
par p(fJ) , 

1. So it 0 une observable independante du temps dans la representation de Schrodinger ; 
en I'absence de perturbation, la valeur moyenne (O)eq de 0 est constante (expliquer 
pourquoi) ; en presence de la sonde V(t), cette valeur moyenne evolue dans Ie temps 

et on pose: 80(t) ~ (O)(t) - (O)eq' 

(a) En partant de I'equation de Liouville, calculer I'ecart 80(t) au premier ordre en V, 
et I'exprimer a I'aide de la susceptibilite xov precisement definie comme : 

xov(t - t') ~ ~8(t - t')([OI(t), Vr(t')])eq ; (24.35) 

8(t) est la fonction echelon-unite, I'indice I designe la representation interaction 
des operateurs, 

(b) Montrer que xov ne depend bien que de la difference des temps; s'assurer que 
80 est une quantite reelle et que la reponse lineaire est nulle pour une observable 
commutant avec Ho. 

(c) On note Onm = (nIOlm), Vnm = (nlVlm) ; montrer que la susceptibilite s'ecrit 
aussl : 

xov(t - t') = ~ r e-izt Gov(z) dz , 
27r Jc 

(24.36) 

OU C est une droite allant de -00 a +00 juste au-dessus de I'axe reel, et ou 
Gov (z) est la fonction : 

( ) deF -1 """"() 1 Gov z = n ~ Pn - Pm OnmVmn ---
Wmn -z n,m 

(24.37) 

2. Sous I'effet de la perturbation, Ie systeme transite entre ses etats propres et echange 

de I'energie avec I'exterieur, son energie moyenne E(t) ~ Tr(Hp) variant au cours du 
temps, 
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(a) Montrer que, au plus bas ordre : 

dE dv 1+00 ( ') (') , - = - - Xvv t - t v t dt 
dt dt_ oo 

(24.38) 

(b) On choisit vet) = voe- ,t eoswot h > 0), et on mesure la variation de I'energie 
du systeme pendant un intervalle de temps 6.t »wo 1

. Montrer que la puissance 
pet) ainsi mesuree est, dans la limite, -7 0, egale a : 

1 
pet) = 4i v5wo [xvv(wo) - Xvv( -wa)] , (24.39) 

ou Xvv(w) est la transformee de Fourier Xvv(w) ~ J~: Xvv(t) eiwt dt. 

(c) Etudier la symetrie de Xvv(w) et en deduire une forme simplifiee de pet). 

(d) Etablir une relation simple entre Xvv(w) et Gvv(z). 

(e) Montrer que pour un systeme a I'equilibre, il ya toujours absorption nette d'ener­
gie. 

3. Soit la fonction de correlation d'equilibre symetrisee : 

Cov(t, t') ~ ~ [(D1(t)Vr(t') + Vr(t')D1(t)])eq (24.40) 

montrer que sa transformee de Fourier est egale a neoth i3~w 8'[xov(w)] quand D et 
V admettent une representation reelle ou quand D = V. 

4. La fonction Gov introduite plus haut permet aussi de decrire la dynamique de relaxation 
a partir d'un etat faiblement hors d'equilibre. Pour etablir ceci, on choisit maintenant 
vet) = va8( -t) el t h > 0). 

(a) Montrer que, quel que so it t, I'ecart a I'equilibre est donne par: 

Vol ·t 1 8D(t) = i-
2 

e- 1Z 
--. Gov(z) dz , 

7r c Z-l[ 
(24.41 ) 

et en deduire que I'on a 8D(t) = -vaeltC(h) si t < 0, et pour t > 0 : 

(D)(t) - (D)(O) = Vo t dt'l e-izt'_z_. Gov(z) dz . 
27r 10 C Z - I, 

(24.42) 

(b) Examiner la limite, -7 0, correspondant a une montee adiabatique de la per­
turbation. En particulier, exprimer la relaxation de I'observable D a I'aide de la 
fonction de Kubo definie comme : 

(24.43) 
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5. Application: Soit un gaz parfait de spins discernables Si = 1/ 2 ; en presence d' 

champ magnetique statique i3 parallele a Oz, Ie Hamiltonien est Ho = -WL 2:
i 

S'" LJ~ 
WL est la pulsation de Larmor, gui est proportionnelle a l3. La perturbation est un ~e~'U 
h ' . b() I '" 0 It camp magnetlque transverse t po arise sUlvant x. 

(a) 

(b) 

Calculer Xux (u = x, y, z), reponse lineaire associee a la valeur moyenne de S 
u· 

Trouver la puissance P(t) pour un petit champ oscillant a la pulsation wo, et 
expliquer sa variation en temperature. 

(c) Donner la dynamique at > 0 de la petite composante transverse creee a t ~ 0 
Examiner Ie cas limite de la montee adiabatique. . 

6. Commenter les variations des fonctions de correlation Cux(t). 

7. Determiner la fonction de Kubo, et examiner la limite classique. 

1. Pour un systeme purement mecanique, qui suit l 'equation de Liouville, l'integration 
de celle-ci donne p(t) = e~Hotp(O)e-~Hot, d'ou la valeur moyenne a l'instant t : 

pour une constante du mouvement, caracterisee par [n , Hol = 0, la derniere ex­
pression se transforme en Tr (np(O)) == (n)(O), et l'on retrouve l'invariance tem­
pOl'elle de la moyenne de toute constante du mouvement. Si [n, Hol =I- 0, la valeur 
moyenne depend a priori du temp. : tout>fois, i p(O) est l 'etat d'equilibre Peq, 
alors Tr (nerltHotp(O)e-~Hot) = Tl.' (nPeq) qui ne depend pas du temps. Pour un 
systeme a l'equilibre thermodynamique, aucune ll10yenne a un temps ne depend du 
t emps8. Dne telle valeur moyenne se m tit evoluer (en general) si l'on applique 
une perturbation au systeme. 

(a) L'equation de Liouville est i/j}ii = [Ho + V(t) , p(t)l ; posant : 

p(t) ~ Uo(t)pr(t)UJ (t) , 

on obtient : 

Dtilisant ilt'2fjf = HoUo, les premier et troisieme termes du premier membre 

se compensent avec [Ho, pl au second; multipliant a gauche par UJ et a droite 
par Uo, il vient : 

iltt = v(t) [l'I(t), pr(t)] 

8En ce qui concerne les fonctions de corn3lation d'equilibre a deux temps, eUes ne dependent que de 
la difference des temps. 
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ou Vi ~ UJ(t)VUo(t). Cette equation s'integre formellement en: 

1 jt 
pr(t) = Pr(-oo) + in - 00 dtl v(h)[Vi(h), p(td] 

et, iterant une fois de plus: 

La reponse de l'operateur densite au premier ordre est donc : 

1jt 
pr(t) ~ pr(-oo) + ifi -00 dtl v(td[Vi(tl), pr(-oo)] 

Si l'etat initial est l'etat d'equilibre canonique p((3) ~ Z- le-(3Ho , ceci s'ecrit : 

et la valeur moyenne de l'observable 0 est, a cet ordre : 

(0) = Tr(Op(t)) = Tr(Or(t)pr(t)) = 

Le premier terme est : 

Tr (UJ(t)OUo(t)p((3)) = Tr (~Uo (t)p((3)UJ (t)) = Tr (Op((3)) , 

la derniere egalite venant de [p((3), HoJ = O. Ce premier terme n'est autre que 
la valeur moyenne de 0 dans l'etat d'equilibre en-dehors de toute perturbation. 
Le second terme est : 

1 jt in - 00 dtl v(tl)Tr (Or(t) [Vi(h), p((3)]) ; 

par permutation dans la trace, la moyenne sous l'integrale s'ecrit : 

Tr(OJ (t) Vi (tl)p((3) - Or (t)p((3) Vi (h)) = Tr(OT (t) Vi (h)p((3) - Or (t)Vi (tl)P((3)) = 

([Or(t), Vi(h)]) eq . 

En definitive, l'ecart bO(t) au premier ordre en V so us l'effet de la perturbation 
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v(t)V est9 : 

H(t) ~ Ho + v(t)V => JD(t) = - £:00 v(t')xnv (t - t') dt' , (24.4
4
) 

avec xnv(t - t') ~ *B(t - t')([Dr(t), Vr(t')])eq, Vr(t) = UJ(t)VUo(t). 

(b) xnv implique des produits d'operateurs en representation - interaction. D'une 
far;on generale, on a : 

en utilisant l'invariance de la trace par permutation circulaire et Ie fait que 
p({3) commute avec Ho, done avec Uo, on peut ecrire : 

egalite qui montre que Xnv ne depend que de la difference des temps, et s'ecrit 
finalement en prenant t' = 0 et avec Vr(O) == V : 

JD est bien une quantite reelle puisque Ie commutateur de deux operateurs 
hermitiques est antihermitique : sa valeur moyenne est donc imaginaire pure; 
Ie i en facteur dans xnv assure que JD(t) est reel. 

Pour une observable C commutant avec Ho, on a Cr(t) = C, d'ou : 

([Cr(t), V])eq = ([C, V]) eq ; 

la moyenne du commutateur est (permutations circulaires sous la trace) : 

n·(cv p({3) - VCp({3)) = Tr(p({3)CV - p({3)VC) = Tr(V p({3)C - VCp({3)) 

comme C est une constante du mouvement, C commute avec Ha , et aussi 
avec p({3) qui est une fonction de Ho. La derniere expression est done egale a 
Tr(VCp({3) - VCp({3)) = 0, d'ou Ie resultat : 

C commute avec Ho ===} la reponse lineaire de C est nulle 

9La definition adoptee de la susceptibilite releve de conventions; comme il est frequent que Ie couplage 
avec la sonde apparaisse spontanement avec Ie signe - (exemples : - (i.t, -{i..B, :,,), on ecrit souvent la 
perturbation sous la forme -a(t)V, auquel cas la reponse est: 

H(t) ~f Ho - a(t)V 1
+00 

.sn(t) = -00 a(t')xnv(t - t') dt' , 

avec la meme definition de la susceptibilite que ci-dessus - laquelle est parfois detinie avec Ie signe 
contraire, en laissant H(t) sous la forme Ho + v(t)V (c'est d'ailleurs la convention utilisee dans Ie 
probleme 24.11 p. 774) , ce qui fait disparaitre Ie signe devant I'integrale donnant la f!\ponse .sn(t) : d'un 
ouvrage a. l'autre, on verifiera la convention precise adoptee. 
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(c) On note In) les etats propres de Ho d'energie,s ~n. == '/7;.;Jm, ~n~ = (nISllm), 
Vnm = (nlVlm) et Wnm = Wn - Wm ; avec la defimtlOn adoptee cl-dessus POur 
la susceptibilite, on a : 

xnv(t) = ~B(t) L)nl (D1(t)V - VDI(t)ln)Pn(,6) 
n 

la somme se manipule comme suit : 

L ((nIDI(t)lm)(mlVln) - (nlVlm) (mIDI(t)ln)Pn(/3)) = 
n,m 

n,m n,m 

echangeant les indices muets de la deuxieme somme, on peut finalement ecrire : 

xnv(t) = ~B(t) L eiwnmtDnm Vmn(Pn - Pm) 
n,m 

Cette expression montre bien que la susceptibilite est nuUe si D est diagonal 
en meme temps que Ho. 
La susceptibilite s'ecrit egalement comme : 

() 1 1 -izt~( ) DnmVmn d 1 1 - izta ()d Xnv t = ----,;; e ~ Pn - Pm Z == -2 e nv z Z, 
27rn C Wmn - Z 7r C n,m 

(24.45) 
ou C est une droite (ou n'importe queUe ligne homo tope avec les memes extre­
mites) aUant de -00 a +00 juste au-dessus de l'axe reel. En effet, avec t > 0, 
on refer me avec un demi-cercle a l'infini dans Ie demi-plan inferieur ; par 
Ie theoreme des residus , chaque terme e- ;~ donne (-2i7r)( _e-iwrrmt), soit 

Wm.n Z 

2i7reiwnmt. 

Pour t < 0, on referme par en-haut ; i1 n'y a pas de singularites, donc pas de 
residus : l'expression integrale de xnv(t) contient bien Ie fait que la suscepti­
bilite est identiquement nulle pourt < O. 

2. La perturbation force Ie systeme a se promener parmi ses etats propres, d'ou un 
echange d'energie avec l'exterieur ; l'energie moyenne E(t) ~ Tr(Hp) varie donc 
au cours du temps. Avec H = Ho + v(t)V, on a precisement : 

Ie terme de droite est nul, comme on Ie voit en effectuant des permutations dans la 
trace, d'ou la puissance moyenne instantanee : 

dE cit = v(t)Tr(V p(t)) 
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(a) Au plus bas ordre, on a: 

(V)(t) ~ Tr(V p(t)) = 'fi' (Vi(t)PI(t)) = Tr [Vi (p(,B) + p~1) (t))] 

Ie premier terme es~ nul puisque Vest suppose denue lO d'elements diagonau 
sur la base propl' d Ho, mme (\1) q = 0, 'fi'(V p(t)) est de fait la valeu~ 
m y nn d'un · qnantiLe du g ' lIr 60(£) avec S1 == V; on peut donc introduire 
line autI' · susceptibilit' vv (, lie qu ,': 

1
+00 

c5V(t) = - - 00 xvvCt - t')v(t') dt' , 

et donc don nee par : 

xvv(t, t') = ~B(t - t')([Vi(t), Vi(t')]) eq 

CeUe fonction ne depend que de la difference des temps, toujours pour les 
memes raisons, et s'ecrit plus simplement Xvv(t) = kB(t)([Vi(t), V])eq, d'oD. 
l'on deduit : 

dM dE dv 1+00 

( ') (') , pet) = - = -- Xvv t - t v t dt 
dt dt_oo 

(b) La reponse lineaire apparait sous la forme d'une convolution; en particulier, 
la puissance moyenne instantaneell est donnee par : 

dE dv 
- = -- (Xvv * v)(t) . 
dt dt ' 

en definissant la transformation de Fourier comme : 

J(t) -> Jew) = 1+00 

J(t)eiwtdt {==} Jew) -> J(t) = ~ 1+00 

](w)e-iwtdw , 
-00 271' - 00 

(24.46) 
la transformee de Fourier de la convolution xvv *v est Xvv(w)v(w), de sorte 
que la formule d'inversion de Fourier donne: 

dE dv 1 1+00 
()_() iwt - = - - - Xvv w v w e- dw 

dt dt 27r -00 

A (t) -,t t 'I ' t -( ) l V o l V o d I vec v = voe cosWo, 1 vlen v w = (w+WO)2+,2 + (w-wO)2+,2; ans a 
limite, -> 0, chaque terme se comporte comme 7rvoc5(w ± wo) ; par ailleurs 
vet) = -VoWo sinwot + Ob)· 

lOCette hypothese n'est pas restrictive: si t el n'est pas Ie cas, on redefinit les valeurs propres d 'un 
Hamiltonien "non perturbe" iro d'elements diagonaux En + (nlVln). 

llC'est la variation par unite de temps de I'energie moyenne (au sens quanti que) de l'energie re<;ue 
par Ie systeme en consequence de son interaction avec la sonde externe modelisee par v(t)V. 
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11 vient done, dans les conditions de mesure precisees dans l'enonce : 

dE = ~v6wo sinwot j+oo Xvv(w) [o(w-wo)+o(w+wo)] e- iwt dw = 
dt 2 -00 

~V5WO sinwot [xvv(wo) e- iwot + Xvv( -wo) e+iwot ] 

La puissance moyenne entre deux instants t et t + 6.t est: 

1 1 I t+6t dE (t') 
p et) = 6.t [E(t + 6.t ) - E(t)] = 6.t t dt'dt' , 

soit : 

2 I t+6 t 
P(t) = ~o~~ t sinwot' [xvv(wo) e-iwot' +xvv(-wo) e+iwot' ]dt' 

Les conditions W0
1 « 6.t « ,),-1 signifient d'une part que la mesure d'energie 

se fait comme si la sonde etait presque monochromatique, d' autre part que Ie 
systeme est dans un regime tres sous-amorti (il a Ie temps de compteI' un tres 
grand nombre de periodes de I'excitation avant l'extinction de celle-ci). Dans 
l'integrale ci-dessus sell I important alors les termes constants dans Ie temps. 
On obtient alors Ie l'esultat tres important: 

P = ~V5wo[xvv (wo) - Xvv(- wo)] (24.47) 

Dans ces conditions experimentales, la puissance moyenne mesuree est inde­
pendante du temps. 

(c) La susceptibilite xvv(t) etant une fonction a valeurs reelles, sa transformee 
de Fourier possede la symetrie xvv(-w) = Xvv(w), d'ou la forme simplifiee 
de P : 

La puissance est proportionnelle a ~V5, qui mesure l'intensite de l'excitation, 
et a Wo : plus l' ecart d'energie nwo est grand, plus l'absorption est forte, toutes 
choses egales par ailleurs . Le point Ie plus important est Ie lien etroit entre 
puissance et partie imaginaire de la susceptibilite, Iaquelle est donc deductible 
directement des mesures d'absorption d'energie par Ie systeme, relativement 
aisees en general. 

(d) La comparaison entre Ia relation (24.45) et la for mule de Fourier inverse (24.46) 

montre que Xvv(w) = limc: -->o+ Gvv(z = w + ic:) '!% G\:J(w). Revenant ala 
definition de Gvv(z) et utilisant limc:-->o+ x2ic: = P~ + i1rO(x) , on en deduit : 

'Sxvv(wo) = ~ I:(Pn - p'm)\Vnm I2o(wmn - wo) , 
n,m 
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d'ou: 

p = ;n v~wo ~(Pn - Pm) IVnm 1

28(wmn - wo) 
n,m 

(e) On peut toujours convenir de d€dinir Wo > 0 ; avec cette convention (I'aut 
donne la m~me concll~sion physique I), on voit que .les. transit~ons In) ---., I~) 
ne se prodUlsent que SI 0 < Wo = Wmn == Wm -Wn, SOlt slle systeme passe d'u 
etat d'energie En a un etat d 'energie Em avec En < Em ; avec cette inegalit: 
on a Pn > Pm a toute temperature finie : il y a donc toujours absorptio ' 
nette d'energie. En revanche, a saturation (temperature "infinie"), Pn ::::: p n 
et aucune absorption d'energie n'est possible. 17t 

D 'un autre cote, s'il est possible d'inverser les populations, ce qui corres_ 
pond formellement a une temperature negative (seulement possible pour un 
systeme ayant un nombre fini d'etats), et si Ie cadre de travail garde sa per­
tinence dans ces conditions exotiques, Ie gaz cede de l'energie a la sonde ex­
terne venue Ie perturber - c'est pourquoi il est usuel de dire qu'un systeme it 
temperature negative est plus "chaud" qu'un systeme a temperature positive 
(d'ou l'affirmation commune: "une temperature negative est plus qu'infiniment 
chaude" ). 

3. La fonction de correlation d'equilibre symetrisee est definie comme : 

en utilisant l'invariance de la trace par permutation circulaire, on voit aisement que 
Cnv(t, t') est une fonction de la seule variable t - t' ; c'est aussi visiblement une 
fonction paire : 

Cnv(t, t') == Cnv(t - t') = Cnv(t' - t) 

L'expression explicite de Cnv(t) est: 

n,m 

En ecrivant Pn(f3) + Pm ((3) = [PnCB) - Pm ({3)] ;:i~i~;:i~i et en utilisant12 

Pn(!3) + Pm ((3) = e - {3E
n + e-{3E

m = coth(3hwmn 

Pn ((3) - Pm ((3) e - {3En - e-{3Em 2' 

l'expression de la fonction de correlation devient : 

Cnv(t) = ~ ~[Pn(j3) - Pm((3)] coth(3hw;n eiwnmt Dnm Vmn 
n,m 

12Les elements diagonaux sont Pn = C e-(3En ; la con stante C disparait dans la fraction. 
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Ceci est aussi egal a : 

dans Ie cas ou D et V admettent une representation reelle, ou si D == V, on obtient : 

Cnv(t) = ~ / +00 dw coth ,Bnw e- iwt SSxnv(w) , 
27r -00 2 

(24.48) 

qui se lit : 

transformee de Fourier de Cnv(t) == Cnv(w) = ncoth,B-¥ SSxnv(w) 

Quand D et V admettent une representation imaginaire pure, on obtient Ie meme 
type de relation, ou -mXnv remplace SSXnv. 

4. La fonction Gnv introduite plus haut per met en effet de decrire la dynamique de 
relaxation a partir d'un etat faiblement hors d'equilibre. Pour etablir ceci, on choisit 
maintenant v(t) = voB( -t) e'Yt b > 0), qui represente une perturbation montant 
a partir de t = -00 pour culminer a t = 0, au moment ou on la coupe et ou on 
laisse Ie systeme evoluer at > 0 a partir de l'etat ainsi prepare ; l'echelle de temps 
de la montee de la perturbation est ,), - 1. Pour que Ie formalisme de la reponse 
lineaire Boit valide, il faut bien sur que la perturbation soit faible, ce qui signifie 
physiquement que l'etat ainsi prepare est un peu hors d'equilibre. La relaxation a 
partir d'un etat violemment hors d'equilibre exige d'autres traitements (equation 
maitresse, equation de Fokker - Planck, etc.). 

(a) Comme precedemment, la reponse lineaire est donnee par l'eglite (24.44) ; en 
y reportant l'expression en fonction de Gnv(z) (voir (24.45)), on obtient : 

oD(t)=- dt' v(t')xnv(t - t')=-- dt'v(t') dze-iz(t-t')Gnv(z). /
+00 1 /+00 1 
-00 27r -00 C 

Reportant v(t) = vo B( -t) e'Yt, echangeant l'ordre des integrations, et integrant 
sur t', on obtient, quel que soit t : 

oD(t) = -~ 1 Gnv~z) e- izt dz . 
2m C z - I')' 

Pour t < 0, on ferme par en-haut et on ramasse l'unique residu en i')' puisque 
Gnv(z) est holomorphe partout dans Ie demi-plan superieur; on obtient ainsi : 

(24.49) 

Pour t > 0, on peut ecrire : 

(D)(t) - (D)(O) == oD(t) - oD(O) = -~ r Gnv~z) (e- izt - 1) dz , 
2m lc z - If' 
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ou encore: 

(!1)(t) - (!1)(0) = 2vo rt dt' r e-izt'_Z_. Gnv(z) dz 'Trio ic Z- l , (24.50) 

(b) La limite, -t 0 represente une perturbation montant infiniment lentern 
(branchement adiabatique). Quel que soit t negatif et fini, 1'ecart adiabati ent 
est o!1adiab(i) = -voGnv(iO+). Pour t > 0, on a: qUe 

[(!1)(t) - (!1)(O)]adiab = lim 2vo t dt' r e- izt
' (1 + ~) Gnv(z) dz 

")' ..... 0 'Trio ic Z- l, . 

La limite du deuxieme terme est nulle et il reste : 

[(!1)(t) - (!1)(O)]adiab = ;: lot dt' fc e-izt' Gnv(z) dz == vo lot dt' Xnv(t') 

d'ou la relaxation a t > 0 de l'observable !1 apres une preparation adiabat ique: 

(!1)adiab(t) = (!1)adiab(O) + vo !at xnv(t') dt' 

Cette relation simple et remarquab1e montre a nouveau l'importance de 1a 
fonction de reponse. 

Faisons maintenant 1e lien avec la fonction de Kubo definie en (24.43) . On a : 

Comme: 

ce terme se compense avec la contribution constante de 1a sommation et il 
reste : 
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au on a introduit la fonction de partition Z((3) ~ Ln e-/3En assurant la nor­
malisation a l'unite de l'operateur densite d'equilibre. La fraction contenant 
les poids de Boltzmann peut se transformer comme suit; 

reportant cette derniere forme dans 8Sladiab, il vient ; 

on note maintenant que e/3'(E=-En ) Vmn = (mIVr(-in(3')ln) ; tout a fait a 
-(3Em 

droite, on retrouve (nISlI(t)lm), Quant au facteur e Z(/3) , c'est simplement 

Pm((3) d'ou ; 

8Sladiab = -Va 1/3 d(3' LPm((3)(mIVr(-in(3')ln)(nISlr(t)lm) = 
o n,m 

-Va 1/3 d(3' L Pm ((3) (mIVr( -in(3')Slr(t) 1m) == 
a m 

-Va 1/3 d(3' Tr (p((3)Vr ( -in;3')Slr(t)) , 

et enfin l'ecart adiabatique exprime a l'aide de la fonction de Kubo ; 

18Sladiab = -va;3 Kov(;3, t) I 
Dans la limite classique, Slr(t) - qui satisfait les equations de Heisenberg avec 
Ie Hamiltonien libre Ha - devient la fonction classique Slclass(t) , Vr( -in;3') 
devient Vclass car tout commute dans cette limite (les operateurs deviennent 
des nombres). Il en resulte ; 

limite classique de Knv((3, t) = (3- 1 1/3 (VclassSlclass(t)) d(3' 

l'integrand ne dependant plus de (3', !'integrale vaut simplement (3, et on a 
finalement ; 

limite classique de 8Sladiab = - kva (VclassSlclass(t)) 
BT 

qui reproduit Ie result at classique ; la reponse (lineaire) adiabatique est donnee 
essentiellement par la (bonne) fonction de correlation classique. 
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5. Application: Ie gaz etant parfait et les spins discernables, il suffit de raisomler av 
un seul spin. Le Hamiltonien libre d'un spin est: ec 

La perturbation est un petit champ ma,gn 'ti lue tn~nsv rse bet) polarise sUivant 
Ox, donn ant Ie couplage -"(b(t)Sx = - ~h'Yb(t)O"x . Dan les forDlules generales, 0 

pourra donc identifier la perturbation Vet) = v(£) V, av c v(t) = - "(b(t) et V == S n 
a; . 

(a) Le formalisme general donne: 

i ih 
Xux(t) = liB(t)([Sur(t), Sx])eq = "4 B(t)([O"ur(t), O"x])eq , 

ih . 
Xxx(t) = "4B(t) ([O"x CoswLt + O"y smwLt, O"x])eq ; 

avec [o"x, O"yJ = 2iO"z = 1tSz, on obtient Xxx(t) = g(t) sinwLt (Sz)eq' De meme, 
O"yr(t) = -O"x sinwLt + O"y coswLt, d'ou : 

La valeur moyenne d'equilibre (Sz)eq est: 

(S) - ~( ) - _h_Tr( -<- !IiWLO"Z) )_ z eq - 2 O"z eq - 2Z(j3) O"ze -

h ( j3hwL . j3llJJJL ) h 2 sinh J31i2wL 

2Z(j3) Tr (cosh -2-12 + smh -2- O"z)O"z ="2 Tr(e,6IiwLO"z / 2) , 

soit (Sz)eq = ~ tanh ~j3hwL ; finalement : 

Notons que : 

(24.51) 

La susceptibilite statique longitudinale Xzz, Xzz '!g (08 (S z)eq) 8=0' est egale 

it 4~:} it toute temperature, en tout point similaire it la loi de Curie du para­
magnetisme classique. 
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Les transformees de Fourier des susceptibilites sont : 

/

+00 

Xux(w) = lim ei(w+io)t Xux(t) dt , 
0---> 0+ - 00 

so it : 

Xyx(W) = (Szleq~ [iP_l_ + iP_l_ + 1f(O(w - WL) + o(w + wL))] . 
2 W +WL W +WL 

Les parties reelle et imaginaire des susceptibilites sont une partie principale 
de Cauchy et une fonction de Dirac: ce sont, respectivement, les images 
idealisees d'une courbe de dispersion h(w) et d'une courbe de resonance h(w), 
transformees de Hilbert l'une de l'autre par les relations de Kramers -Kronig. 
Retrouvons enfin que la reponse lineaire d'une constante du mouvement (libre) 
est nulle. La susceptibilite Xzx (t) est : 

i in in 
Xzx(t) = n:e(t)([Szr(t), Sx])eq = "4 e(t)([uz r(t), Ux])eq = "4 e(t)([uz, ux])eq , 

la derniere egalite venant du fait que U z commute avec Ho. On en deduit : 

in . 
Xzx(t) = "4e(t)(2lO"Yleq = -(Syleq = 0 . 

(b) La puissance P(t) s'obtient par (24.47) avec n = V = Sx et Vo = -,,(bo, soit13 : 

P = ~v6WO ~Xxx(wo) = ~bbo)2wo (Szleq 1fO(wo - WL) , 

d'ou: 

Ce resultat signifie que Ie gaz de spins n'absorbe de l'energie que si l'excitation 
est calee sur la frequence propre WL due au splitting Zeeman, et que la puis­
sance absorbee est proportionnelle a la valeur moyenne thermique de Sz a 
la temperature consideree. A tres haute temperature, kBT » nwL, les deux 
niveaux sont presque egalement peuples (saturation), (Szleq ~ 0 : Ie systeme 
est incapable d'absorber de l'energie. 
Au contraire, a basse temperature, Ie niveau excite est tres peu peuple et 
l'absorption est maximale. Quand la temperature part de zero, la chute de 
la puissance absorbee est lente, puisqu'il s'agit d'une variation comme tanh ~ 
quand x 2:, 0 ; a haute temperature, P ex: ~ - ce qui correspond egalement au 
regime classique prevu par la loi de Curie, la susceptibilite statique longitudi­
nale etant alors de la forme c;e. 
Ces deux tendances sont illustrees sur la fig. 24.8. 

l30n veri fie sans peine que P est bien homogime a. energie/temps. 
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1, 0 

1>(T) 
1>(0) 

kBT 
5,0 IiwL 

Figure 24.8: Pour un gaz parfait de spins 1/2, variation de la puissance absorbee a 
resonance en fonction de la temperature. 

(c) On prepare maintenant une polarisation transverse en appliquant at < Ole 
champ14 b(t) = bo etlT , parallele a Ox. La perturbation decrivant la sonde ex­
terne est donc V(t) = -,bo etlT 8x == v(t)V, d'ou V = 8x et v(t) = -,bo et /7'. 
La relaxation s'obtient a partir de la fonction Gux , dont l'expression est ici : 

G - ~ - 1 ~ ( _ ) (n/8u /m)(m/8x /n) 
ux - It ~ Pn Pm 

± Wmn - Z 
m,n= 

en particulier : 

G - 1.-1 [( _ ) (+/8x /-)(-/8x /+) +( _ ) <- /8x /+)(+/8xl - )] _ 
xx - It p+ P- p- P+ -

W _ + - Z W+ _ - Z 

De la meme fac;on, on trouve : 

Comme (Sx)eq = 0 = (Sy)eq, la reponse du type 8Su se confond avec la 
moyenne de SUo Selon (24.49), il vient pour t < 0 : 

8Sx(t) = -,boetITGxx(i/T) , 8Sy(t) = -,boet/7'Gyx(i/T) , 

soit : 

_ ,bOWL ) tiT ) _ ,bOT -
1 

( tiT (Sx)(t < 0) - - 2 -2 (Sz eq e ,(Sy (t < 0) - - 2 -2 8z)eq e . 
W L +T W L + T 

At > 0 la petite composante transverse creee a t = 0 a deux composantes 
(S",)(t) et (8y)(t). Selon (24.50), on a d'abord : 

(Sx)(t) - (S",)( O) = 2bo t dt' r e- izt' ~/ 2
WL 

2 (Sz)eq dz ; 
7r ) 0 } C z - 1 T W L - Z 

14 Afin cl'eviter une confusion dans les notations, on note ici T l'echelle de temps de montee de la 
perturbation, designee par ,,(-1 dans la partie 4. La limite adiabatique correspond it T ---+ +00. 
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C est toujours une ligne parcourue de -00 a +00, situee dans Ie demi-plan 
superieur. t etant positif, on referme par un derni-cercle en bas, et on ramasse 
les deux residus aux poles ±WL ; un calcul sans difficulte donne alors : 

apres integration sur tf, on trouve : 

Suivant la me me demarche, on obtient : 

Apres la phase de preparation, Ie spin moyen precesse autour du champ sta­
tique ala frequence WL. Il n'y a pas de relaxation au sens strict (c'est-a-dire 
un retour a l' equilibre) puisqu'aucun couplage de type dissipatif n'a ete intro­
duit. En pratique, des interactions residuelles provoquent une vraie relaxation 
(disparition des composantes transverses), caracterisee par un temps tradition­
nellement note T2 . 

Dans la limite adiabatique, on obtient : 

6. Les fonctions de correlation Cux(t) sont : 

soit Cux(t) = ~(SuI(t)Sx + SxSxI (t)) . Avec SxI(t) = coswLtSx + sinwLtSy, 
SyI(t) = - sinwLt Sy + coswLt Sy, on trouve : 

On peut aussi ecrire dans ce cas particulier l'egalite (24.48) (Sx et V ex Sx ont bien 
chacun une representation reelle). En efi'et, la partie imaginaire de SSX(w) etant 
donnee par (24.52), il vient : 

1 1f It nwL 1+00 

iwt nwL [ )] Cxx (t)=---tanh,8-2 dwe- Itcoth,8- 5(w-wd-5(w+WL 
21f 22 - 00 . 2 

tout calcul fait, on retrouve bien Cxx(t) = ~2 coswLt. 
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7. Les fonctions de Kubo ici pertinentes sont ; 

La valeur moyenne pent 5e ran'£ rm r \J j nao ave l'invariance de la tr 
par permutation cir ulait' \, II utilisant 1 fail. qu · l'op'rateur densite d'eqUili~ee 
commute avee Ho ; ell fa iL, ont Ie m "mes proprietes que celles utilisees Po re 
demontrer la stationnarit : des fon tio)) d correla tion ' simplement, iei, on f~~ 
une translation d'un temps imaginaire pur ; 

Par exemple, avec u = x, cette moyenne s'ecrit : 

d'ou: 

(Sx SxI(t + ili(3'))eq = ~ [ cos [wL(t + ili(3')] + i(az)eq sin[wL(t + ili(3')]] , 

de sorte que la fonction de Kubo correspondante peut etre ecrite : 

Ii l f3liWL 

Kxx((3) = -(3 [cosh(X - i¢) - (az)eq sinh(X - i¢)] dX 
4 WL 0 

avec ¢ = wLt et (az)eq = tanh(3~. L'integration est elementaire et conduit a : 

Dans la limite haute temperature ou la quantification est occultee par les fluctua­
tions thermiques, on a : 

qui coincide bien avec la fonction de correlation Cxx(t). 
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Introduction a La description 
purement quanti que 
de L'interaction champ-matiere 

25.1 Quelques proprietes du champ libre 

Le Hamiltonien du champ libre est I'operateur H champ donne en (11-25.59) , dont on omet 

la constante additive au motif que seules importent les differences d'energie . Np ~ abap, 

p == (k, n, est I'operateur nombre de particules dans Ie mode p, dont les valeurs propres 
sont notees np, Inp) etant Ie ket propre correspondant. 

1. Pourquoi les etats de base du champ libre sont-ils de la forme : 

(25.1 ) 

2. Exprimer un etat tel que I'l/J) a I'aide des operateurs de creation agissant sur I'etat vide. 

3. Soit Ivac) I'etat sans aucun photon (vide) , 10000 ... ). 

(a) Quelles sont les valeurs moyennes des champs E(i") et B('r) dans I'etat vide? 

(b) Quelles sont les valeurs moyennes des carres des champs E(i") et B(i") dans I'etat 
vide ? 

(c) Pour eclaircir la difficulte precedente, on definit un champ a gms grain obtenu en 
faisant la moyenne sur un petit domaine entourant un point donne de JR3. Plus 
precisement , on pose par exemple : 

JE(i") ~ r r;v(r')E(r + Pi) d3r ' , (25 .2) JIR 3 

ou r;v(r) est analogue a une densite de probabilite normalisee sensiblement non 
nulle pour r :s ro . Ecrire Ie developpement en ondes planes de E(i") en y faisant 
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(d) 

figurer la transformee de Fourier ¢(k) ~ fIR 3 ei.~·r'W(r) d3 r ; expliquer corn _ me~ 

¢(k) agit comme une fonction de coupure pour les grands vecteurs d'onde ::> - 1 

donc coupe egalement les hautes frequences. 'V 7'0 , 

Montrer que la fluctuation de i(r) est maintenant finie , pourvu que 1¢(k)12 
decroisse plus vite que k-4 a I'infini . 

So it E(f, t) Ie champ a gros grain dans I'image de Heisenberg. Ecrire I'expressi 
de sa fonction d'auto-correlation dans I'etat vide, CEE(t, t') : on 

CEE(t,t') ~ ~(vacIE(f,t).E(f,t')+E(f,t') .E(f,t)lvac). (25.3) 

Montrer que cette fonction est sensiblement differente de zero a condition qu 
.r e 

t - t' soit, en module, inferieur a Tc ~ ro/c, temps qui apparait comme Ie temps 
de correlation des fluctuations du vide1 . 

4. En Mecanique quantique, I'etat Ie plus general du champ est de la forme: 

IW(t)) = (25 .4) 

(a) Comment s'expriment les cnplnp2 ...... (t) en fonction de leurs valeurs initiales 7 

(b) Soit I'etat IWl(O)) ~ cos8lvac) +sin811;;"J Quelles sont les valeurs moyennes 

du nombre de photons et du champ electrique dans I'etat IWl (t) ) 7 

(c) Expliquer en quoi les aspects ondulatoire et corpusculaire sont complementaires. 

5. En Statistique quantique, I'operateur densite canonique est p({3) = Z - l ({3)e-[3Hchamp. 

(a) Expliquer pourquoi p({3) a la forme factorisee suivante : 

(25.5) 

(b) Calculer la valeur moyenne de Np dans I'etat d'equilibre canonique, (Np), ainsi que 
sa fluctuation mesuree par I'ecart quatratique D..N;. Montrer que D..N; s'exprime 
tres simplement en fonction de (Np ) . 

(c) Connaissant (Np ), comment retrouve-t-on immediatement la loi de Planck? 

(d) Quelles sont les valeurs moyennes des champs dans I'etat d'equilibre canonique ? 

1 La question de savoir queUe est la bonne longueur physique ro est fort subtile. II est clair que pour 
mesurer les fluctuatio ns du vide, il faut utiliser une sonde ; si ceUe-ci est constituee de particules de 
masse m, la longueur qui s' impose est la longueur d'onde Compton ~c. L'augmentation de la masse des 
particules met en evidence des fluctuations de plus en plus importantes : l'infini obtenu avec ro = 0+ doit 
bien etre considere com me une realite physique incontournable. En un sens, tout comme une trajectoire 
brownienne (theorique) non differentiable, Ie champ doit etre considere comme rugueux it toute echelle. 
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Le Hamiltonien du champ libre est l'operateur H champ donne en (25.59), dont 

O
filet la constante additiv · (seules importellt les differences d'energie). Np ~ at a 

j'l '"" p p, 

o ::::: (k, E), est l'operateur nO.rubrc de parti ul s dans Ie mode p , dont les valeurs propres 
P t notees np, Inp) etant 1e ke'l pro pre correspondant. 
~;On 

1. Le champ libre est un gaz parfait de photons qui, en l'absence de matiere active, ne 
se voient pas les uns les autres , comme en atteste la forme additive du Hamiltonien 
H = L.k- Ju.uk-at _ak- -. Ses etats propres sont donc des produits tensoriels d 'etats 

,E: k,c ,6 

de particules independantes. Comme les photons sont des bosons, on peut mettre 
un nombre arbitraire de photons dans un mode donne. Au total, les etats du champ 
libre sont de la forme: 

ou les nombres npk sont des entiers positifs ou nuls. 

2. Pour un mode donne, p, l'action de at sur Ie fondamental (vide, zero particule, note 
10)) produit l'etat Inp = 1) ; plus generalement, on a atlnp) = Jnp + 11np + 1), de 
sorte que: 

d'ou Inp ) = Jnr 10), et : 

3. Soit Ivide) l 'etat sans aucun photon, 10000 ... ). 

(a) Les champs f(or) et B(or) sont des combinaisons lineaires des operateurs a et 
at, qui n 'ont aucun element diagonal different de zero sur la base des nombres 
d'occupation. Leurs moyennes sont donc nulles dans l'etat vide, ou dans tout 
etat du genre I'lj; ), ou les nombres d'occupation de chaque mode prennent des 
valeurs certaines : 

(b) L'expression du champ electrique est (voir (II-25.75)) : 

Pour Ie calcul a faire, il est essentiel de garder la forme discretisee, qui permet 
de distinguer sans ambigui:te deux modes discrets distincts. Quand on forme 
(E(f))2 et que l'on prend la valeur moyenne sur l'etat vide, seuls les termes 
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du genre akf'4f' ont une valeur moyenne non-nulle (et egale a 1) ; i' est 11 . 

taire (la somme sur les deux polarisations donne un simple facteur 2), et ~l­
exponentielles se compensent ; il reste seulement : es 

Il est maintenant possible d'effectuer la substitution Lk --> (2~) 3 f d3 k, et 
avec wk = ke, il vient : 

~ 2 tie13 (videl(E(i)) Ivide) = -3- kd k = +00 . 
811" co R3 

L'ecart quadratique du champ electrique est infini, et iJ en va de m~me POtu. 
(r3(i)) 2. Cet infini est autrement plus profond que c lui obtenu en sommant 
l'energie de point zero, et est reellement une specifi 'ite d I champ ]jure quan­
tifie. Il revele la rugosite du champ a toute echelle, analogue a celle d 'une 
trajectoire brownienne nulle part derivable dont la contrepartie quantique est 
l'ensemble des chemins intervenant dans l'integrale fonctionnelle de Feynman. 
Physiquement, l'existence de la rugosite intrinseque du champ signifie que la 
reponse de celui-ci a une sonde depend de la masse m des particules utilisees 
pour Ie "mesurer" : une fois celle-ci precisee, une echelle de longueur explicite 
intervient forcement, la longueur d'onde Compton ::c. 

(c) Le champ a gros grain est obtenu en faisant la moyenne sur un petit domaine 
entourant un point donne de]R3 avec une mesure normalisee w(r) sensiblement 

non nulle pour r ;S ro; w(r) ne depend que de r ~ Ilfll (l'espace est isotro­
pe !). Le champ ainsi defini a pour expression: 

et fait apparaJ:tre spontanement la transformee de Fourier de la fonction de 
mesure ¢(k) ~ f

IR
3 eik.rw(r) d3r= 4;: ft~o rdr sinkrw(r) =. ¢(k) (w(r) etant 

a symetrie spMrique, il en va de meme de ¢( k)) : 

E(i) = i '" J nwk (a~ _¢(k)eik.r - ¢*(k)a~_e-ik.r)E . 
~ 2coL3 kE k£ 
k,f' 

La fonction w (r) etant localisee dans un do maine de tame lineaire rv ro, sa 
transformee de Fourier a une largeur de l'ordre de kc ~ .l.. , agissant comme ro 
une fonction de coupure aux hautes frequences. Par exemple, avec Ie choix 

T2 

w(r) = (~roJ3 e -2r5', on a ¢(k) = e-~r~k2. La moyenne dans l'etat vide du 

carre du champ electrique a gros grain est : 

798 



Introduction a la description purement quantique de I'interaction champ-matiere 

apres integration sur les angles (qui donne juste un facteur 4'1r), il vient : 

~ 2 Fie 1+00 

(vide I (E(f)) Ivide) = -2- k3 1¢(k)12 dk , 
2'1r co 0 

(25.6) 

ou encore, introduisant la constante de structure fine a : 

. (~~) 2. 2 ( e ) 21+00 

3 2 (vide I E(r) IVlde) = - ---2 K 1¢(K/ro)1 dK 
'Ira 4'1rcoro 0 

Si 1¢(k)12 decroit plus vite a l'infini que k- 4 , cette integrale est finie. Avec Ie 
choix gaussien ci-dessus pour w(r), l'integrale est egale a 2 et : 

. ( ~ ~)2. 4 ( e )2 (vide I E(r) IVlde) = - -4 2 
'Ira 'lrcoro 

(d) Le champ a gros grain dans l'image de Heisenberg, JE(r, t), s'obtient en flan­
quant a1e et ak;r des facteurs e+iwkt et e- iwkt respectivement : 

Le calcul de l'element de matrice (videIJE(f, t)JE(f, t')lvide) s'effectue exacte­
ment comme celui conduisant a (25.6), et donne: 

(videIlE(r, t')JE(f, t)lvide) = ~ roo k3 1¢(k)12 eiwdt - t') dk i 
2'1r cO io 

posantCEE(t,t') ~ H(videIJE(r, t')JE(f, t)lvide)+(videIJE(f, t)JE(f, t')lvide)], 
on obtient : 

Fie 1+00 

CEE(t, t') = -2- k3 1¢(kW COSWk(t - t') dk , 
2'1r cO 0 

(25.7) 

ou encore: 

, tie 1+00 

3 2 (e(t-t')) CEE(t, t ) = 2 4 K 1¢(K/ro)1 cos K dK 
2'1r cora 0 ro 

Tout naturellement, cette fonction de correlation, construite sur des etats 
propres du champ, est stationnaire (elle ne depend que de la difference des 
temps), et paire par construction: 

CEE(t, t') == CEE(t - t') = CEE(t' - t) ; 

en outre, son integrale en temps est nulle2 : Jt~o CEE(t) dt = 0, puis que 
l'integrale en temps reconstruit la representation standard de la fonction de 

20n connait d'autres exemples OU une fonction de correlation, quoique bien caracterisable par un 
temps de corn§lation tendant vers zero dans une certaine limite, ne peut jamais etre remplacee par 
une fonction de Dirac ; il en va ainsi pour Ie mouvement Brownien quantique, modelise par une parti­
cule coup lee a un bain d'oscillateurs harmoniques, dans Ie regime basse temperature; les fonctions de 
correlation presentent alors des queues aux grands temps, negatives et a variation algebrique <X t -).I. . 
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Dirac. Ell est bornee superielU'ement n mod ul par I int' gl"ale ou l' .n ' 
place Ie 0 inu p u' 1, de s rte que I Ee(t)l:5. ICEe(O)L t t nd Vel' ze:~I'I1~ 
Ill ..... + . 1¢(k)12 ffi ctuallt une OUpUl" pOUl" k rv k 'eE(t) e t s n ibl 1 

mont diff6r ute de zero pour It I ~ k!C = !f ~ Te· " 

1-1r---;~~--'---' e 
10 -I/ - t'i 

ro 

Figure 25.1: Variation de la fonction d'autocorrelation CEE(t, tt) 
champ electrique avec Ie choix gaussien. 

Avec Ie choix gaussien pour w(r), on a : 

nc 1+00 
2 ct CEE(t) = 2 4 K 3 e- K cos ( - K) dK 

27r cora 0 ro 

Cette integra1e s'exprime en fonction de la fonction erreur definie comme 
erf(x) ~ };r foX e- t2 dt ; on trouve3 : 

au 8 ~ fo-Itl. Cette fonction est tracee sur la figure 25.1, et ne prend des 
valeurs importantes que pour des temps It I ~ Te, comme anticipe. Ce temps 
s'annu1e avec ro (et alors les fluctuations sont infinies), mais on ne peut pas 
pour autant considerer la fonction d'autocorrelation comme une fonction de 
Dirac: rien ne la contraint a etre toujours positive, voir par exemple Ie cas 
gaussien ; d'ailleurs son integra1e en temps est nulle. Le temps T c apparait 
comme Ie temps de correlation des fluctuations du vide 

4. En Mecanique, OU Ie systeme globa14 est decrit par un etat pur, l'etat Ie plus general 
du champ est de la forme Iw(t)) = L:n

p1
np2'" CnPl np2 ... (t)lnplnp2''')' 

(a) Les vecteurs de base Inpl np2 ... ) etant propres du Hami1tonien, on a : 

r_ (t) - e j, 2:i npj Epi t C (0) 
~PIP2 .. · - PIP2···' 

30n a aussi : -i erf( ix) = ~ foX e+t
2 

dt. 

4Par global, on entend Ie systeme avec taus ses degres de liberte. Vne trace partielle sur des degres 
de liberte produ.it un operateur den site niduit qui n'est plus idempotent. C'est d 'ailleurs une fa<;on 
naturelle d'introduire la temperature si l'on declare que les degres de liberte ayant ete sommes decrivent 
un thermostat a l'equilibre, 
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OU EPi et l'l~nergie du mode i, soit (np , + ~ )nwPi ; delaissant Ie demi-quantum : 

(b) Partant de l'etat IWI(O)) ~ cosBlvide) + sinBI1 k,e)' l'etat a l'instant test 

IWI(t)) = cosBlvide)+e- iwkt sinBl1 k- .) . L'operateur N = 2:k-, 0' a~ _ ak- , _ , est 
10;. ,I;. ki f: I E: 

diagonal sur la base en nombres d'occupation et a donc pour valeur moyenne 
o x cos B + 1 x sin2 B : 

Le carre N 2 ala meme valeur moyenne, de sorte que la fluctuation quadratique 
du nombre de particules dans l'etat IWI) est: 

I6.N2 = sin2 B cos2 B I 

Le champ electrique est une combinaison lineaire des a~, _, et ak,€" et n'a 
d'elements non-nuls qu'entre etats diff'erant d'un seul quattum ; on a : 

akl e/lvide) = 0, a';;;l e' 1 1,;;;, e) = 6ele6';;;1';;;' a1' e /lvide) = 11k' ,e /) ; 

un terme tel que a t
k
- _ 11k- ) ne joue pas de role ici puisqu'il donne un etat a 

, £ I ,6 

deux photons, forcement orthogonal a Iw 1 (t)). II vient ainsi : 

£(f')IWI(t)) = i ~ /2:l3 (sinB6kkl 6U l eik' ·f'e- iwkt Ivide)-

k',£' 

cos B e- ik' ·f'11';;;" e/) + etats a deux photons) €' 

prenant Ie produit scalaire avec IWl(t)), on obtient : 

(c) Les resultats precedents mettent en avant une evidence: dans tout etat propre 
du champ libre, les nombres d'occupation ont des valeurs determinees, leurs 
ecarts quadratiques sont nuls, ainsi que la moyenne du champ electrique ; 
avec l'etat tres simple IWI) considere ci-dessus, ceci correspond a B = 0, ~('11-). 
II s'agit en quelque sorte d'etats extremes ou, Ie nombre de particules etant 
fixe et certain, c'est l'aspect corpusculaire qui s'impose et ou aucune forme 
ondulatoire n 'emerge. 

Au contraire, si on forme une combinaison lineaire d 'etats propres, dont 
l'exemple Ie plus simple est l'etat IWI) ci-dessus a condition que B oJ 0, ~, Ie 
nombre de particules n'est plus certain et possede une fluctuation finie cepen­
dant que, simultanement, l'aspect ondulatoire ressort tout naturellement. 
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5. En Statistique quantique, et pour l'equilibre canonique, l'operateur densite 
p({3) = Z-l ({3)e-(3Hcha=p. est 

(a) Hchamp etant une somme sur des modes distincts commutant tous deux: a de 
l'exponentielle e-(3Hchamp se factorise en un produit d'exponentielles, chac 11X, 
d'entre elles etant relative a un mode du champ: 11Ue 

p(8) = PPI ({3) 0 PP2 ({3) 0 ···PPr ({3) 0 ... 

(b) La valeur moyenne de Np dans l'etat d'equilibre canonique s'ecrit : 

Vne somme du genre 2:nEl\I ne-nx
, ~x > 0, se calcule comme - d~ 2:nEl\I e-nx , 

soit - d~ l_~-x = 4sin~2.'!'. ; on en deduit Ie nombre moyen de photons dans Ie 
2 

mode p a l'equilibre thermodynamique : 

(25.8) 

result at bien connu pour un gaz parfait de bosons dans la situation grand­
canonique (nombre total de particules non fixe, potentiel chimique nUl). 

La fluctuation de Np peut etre mesuree par l'ecart quatratique 6.N;. On a : 

O ·1· '\' 2 -nx - d 2 
'\' -nx _ e- x +e- 2x d' , . n utllse LmEl\I n e - ;:JX2" LmEl\I e - (l-e xj3' ou. 

En ecrivant e(3nw p = 1 + (J
p
)' on obtient la relation tres simple: 

(25.9) 

D'une fagon generale, Ie nombre Np de photons dans Ie mode p prend la valeur 
np avec la probabilite p(Bose)(np, T) = (nplpplnp) = (1 - e-(3nwp )e-np (3nwp , 

qui s'ecrit aussi : 

(25.10) 
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A toute temperature, p CBose) (np, T) est une fonction monotone decroissante 
de l'entier np. Pour T=O, pCBose) (np, T) = onpo ; it l'oppose, quand T-->+<Xl, 

pCBose) (np, T) ~ ~ : tout naturellement, la distribution est pratiquement 
plate. 

(c) Pour retrouver la loi de Planck, il suffit de calculer l'energie par unite de 
volume dans la bande de frequence [v, v + dV]. Pour un volume L3, l'energie 
du champ libre contenue de v = ° a v = 2~ = ~~ est5 

: 

- 3() -3 L ) -3( L )31k 
2 lik1c L E = L Jiwk1 (NiC - = 2L - kl dk1 (3lik 47r ; 

_ _ 1,0 27r 0 e 1 c - 1 
k!.llk11l.<::::';!-,£ 

l'energie contenue dans Ia bande [v, v + dv] it l'equilibre a Ia temperature T 
est done u(v, T)dv, avec: 

def d (-3 ) dk 1 2 likc 
u(v, T) = dv L (E) = dv x 8'1f (2'1f)3 k e(3likc _ 1 

comme ~~ = 2;, on obtient finalement la loi de Planck: 

8'1fv2 hv 
u(v, T) = -3--'(3~h-­

C e V-I 

ou l'on reconnalt dans Ie premier facteur Ie nombre de modes du champ par 
unite de volume pour la bande consideree (Tome I, sous-section 4.2.2, notam­
ment (1-4.78)), et dans Ie second l'energie moyenne a Ia temperature T d'un 
oscillateur de frequence v (voir (1-4.98)), dont l'energie est, selon Planck, un 
multiple entier de hv (a une constante additive pres). 

(d) Les valeurs moyennes des champs dans l'etat d'equilibre canonique sont nulles, 
puisque p((3) est diagonal sur la base des nombres d'occupation, et que les 
champs sont des combinaisons lineaires des operateurs de creation et d'annihi­
lation, purement non-diagonaux sur cette base: 

I (f(T)) = Tr(fp((3)) = 0 = Tr(Bp((3)) = (B(i)) I 

Pour 1 . merne rai On que precedemrnent , Ies fluctuations des champs n 
ont pas nulles : seuls Ies termes du genre a~fakg et akl' a1€ = 1 + a~€ak€ 

ont une moyenne non-nu11e, de sorte que dan l~etat d'equilibre th rrnique du 
champ tous les term s doivent etl' pOl1del'es par (1 + 2(4E'ukf > == 1 + 2{1 kif) ' 

Avec (Nr;) = (e(3n.W kE - 1)-\ l'expression (25.7) a temperature nulle devient 
a temperature finie : 

lie 1+00 

(3Jiw CEE(t, t'; (3) = -2 2 k3 1¢(k)12 COSWk(t - t') coth __ k dk; (25.11) 
'If EO 0 2 

la presence de la cotangente hyperbolique modifie Ie comportement de l'inte­
grand aux petites valeurs de k, et n'a done d'influence reelle que sur la partie 
longue portee (en temps) de la fonction de correlation. 

5Le facteur 2 vient de la somme sur E: 
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25.2 Hamiltonien spin - boson 

Afin de decrire schematiquement l'interaction6 entre un atome a deux niveaux et un certa i 
mode du champ electromagnetique, on pose Ie Hamiltonien suivant : n 

H = ~OlJz + nwata+'H1 (atlJ_+aIJ+)=Hat +Hf +V, (25 .12) 

Wo et W sont positifs , les IJ z , IJ± sont les matrices de Pauli agissant dans I'espace des deux. 
etats atomiques notes I±) : 

nwo 
Hatl ±) = ±-2-1±) . (25. 13) 

Les a et a t sont les operateurs d'annihilation et de creation usuels , relatifs au mode du champ 
considere. Les etats du champ libre (un seul mode) sont notes In) (n E N) : 

Hf/n) = nnw ln) . (25.14) 

Les etats d u systeme (atome + cha m p) sa ns interaction sont les prod u its tensoriels notes 
I±, n ) et constituent une base de I'espace des etats E pour Ie systeme couple. L'action des 
operateurs sur ces etats est definie comme d'habitude ; par exemple : 

IJx l+ , n) = 1-, n) ,al±, n) = Fnl±, n -1) , lJzatl- , n) = - vn + 11-, n + 1), etc. 
(25.15) 

Le but du probleme est de trouver la transformation unitaire U permettant d 'engendrer 
les etats propres de H a partir des {I±, n)}. 

1. En supposant W < Wo pour fi xer les idees, faire un schema energetique representant 
I'etat fondamental et les premiers etats excites du systeme sans interaction . 

2. Calculer VI+ , n ) et VI- , n + 1) et illustrer les resultats par deux diagrammes decrivant 
I'action de V (on representera I'atome par un trait continu et un photon en plus ou en 
moins par un trait ondule) . 

3. Sans faire de calculs, expliquer pourquoi Ie Hamiltonien H est en fait une somme 
(directe) d'operateurs Hn dont chacun agit exclusivement dans un sous-espace En de 
dimension egale a 2. Quel est I'etat fondamental de H ? 

4. Retrouver Ie resultat de la question precedente en argumentant a partir de la valeur du 
commutateur [H,N] ou N ~ ~ lJz + ata. 

5. Une base de En est constituee par les deux vecteurs 1+, n) et 1- , n + 1). Ecrire la 
matrice de Hn sur cette base ainsi ordonnee. Dans la suite , L::u designe une matrice 
identique ala matrice de Pauli lJu mais agissant cette fois dans I'espace En. Decomposer 
la matrice de Hn sur les L::u en determinant e On et €'t dans I'ecriture ci-apres : 

(25 .16) 

6L'atome a deux niveaux est isomorphe a un spin S = ! ; Ie champ electromagnetique, represente par 

les opera teurs a et at satisfa isant [a, at] = 1 , est un champ de bosons (photons), d 'ou la terminologie 
spin - boson. 
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6. So it une transformation (unitaire) Un telle que: 

nwn t 
Hn = COn 12 + -2- UnL,z Un , (25.17) 

ou la pulsation wn (reelle positive) est pour I'instant indeterminee. Montrer que les 
deux vecteurs : 

(25.18) 

sont propres de Hn. Quelles sont les valeurs propres correspond antes ? 

7. II s'agit maintenant de trouver effectivement Un. Pour ceci, on pose: 

(25.19) 

ou ()n est reel; comment peut-on a priori choisir Ie scalaire A ? Ce choix etant fait, 
exprimer Un en fonction de L,y et I'ecrire sous la forme d'une combinaison lineaire de 
L,y et de la matrice identite. 

8. En deduire I'angle ()n (par sa tangente) et I'expression de wn . 

9. Exprimer a I'aide de ()n les vecteurs propres de Hn , I ~n +) et I~n - ), en combinaison 
lineaire des 1+, n), 1-, n + 1) (n :::: 0). 

10. La transformation globale U est Ie produit des transformations Un ; expliquer pourquoi 
on peut aussi I'ecrire sous la forme U = e~ En IJn~n. 

Le modele deveioppe dans ce probleme vise a decrire un atome couple a un mode 
donne du champ electromagnetique, de pulsation w. L'approximation de l'atome a deux 
niveaux se justifie intuitivemene en invoquant Ie fait que n.w est proche de l'energie de 
Bohr 6.E d'un certain couple de niveaux de l'atome, exclusivement retenus dans la suite 
et notes I±), avec E+ - E_ == n.wo > O. 11 peut s'agir de deux sous-niveaux Zeeman (fins 
ou hyperfins), dont l'ecart est ajustable avec un champ magnetique statique 8, auque1 cas 
Wo est du type frequence de Larmor Wo = "(B, "( etant Ie facteur gyromagnetique effectif de 
1 atome (incol'pOranL par exemple un coefficient du type facteur de Lande). Ceci admis, 
I atom a. d ux niv ,anx st isomorphe a un spin S = ~ ; Ie champ electromagnetique, 
r Pl" S . nte par les operateur a tat satisfaisant [a, at 1 = 1, est un champ de bosons 
(photons) d ou la t nninologie8 spin - boson. 

7U convient d 'ajouter que I'approximation a deux niveaux exige que l'on ne considere pas de processus 
du second ordre, impliquant des corrections perturbatives s'exprimant a I'aide de sommations sur tous 
les niveaux. 

De surcroit, l'approximation a deux niveaux peut egalement exiger un choix judicieux de jauge : si 
une theOl'ie exacte est forcement invariante de jauge, un traitement approximatif ne l'est pas en general. 
Le caleul des energies renormalisees peut conduire a des resultats franchement differents, l'un d 'entre 
eux etant legitime grace a la jauge astucieusement choisie qui y a conduit. 

sA ne pas confondre avec Ie modele spin - boson de Leggett, qui decrit un spin (effectif) couple a un 
bain de bosons (phonons, photons, magnons dilues, ... ). 
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En outre, dans une approximation de type dipolaire electrique, Ie couplage at 
champ implique Ie champ electrique qui, pour un mode donne et avec eik.r ~ 1, COl~t~e­
la quantite i(ak€ - a~€). Le couplage est donc a priori proportionnel a : lent 

(ak€ - a~€)(I+)(-1 + 1-)(+1) , 

qui donne quatre termes : deux sont dits resonant·, (1.,;.:£]+)(-1 e (Lt.-I-){+I au s.ns " 
l'atome s'excite et un photon disparait - ou 1 'ontraip - la variatl~,1J d'cnergi LOl:t,1 
du systeme etant de l'ordre de nlw - wol, qui peut s'annul r - d ou Ill. qualifiCali n 'Ie 

t (e 
processus resonnants. Les deux autres termes afEl+}(- 1 et ak€I- ){+1. sont c1it.s a7~ti. 
resonnants en raison du fait qu'ils representent des transi. i liS Oil, simultan :menL, I a.toll1e 
s'excite et un photon en plus apparalt (ou Ie c ntrair ). Ceo transitions sonL virtuelles 
puisqu'elles ne conservent pas l'energie, mai co j n altere n ri · n leW' l' gi imite : si 
elles sont delaissees dans la suite, c'est sur la ba d'un argw 1enL d type per 'ltrbatif 
invoquant une grande difference d'energie entre etats finals, de l'ordre de n(w + lUO) 
grande comparee a celle des transitions resonnantes9

. ' 

Ces considerations justifient l'introduction du Hamiltonien modele: 

H = n;.0 O'z + nwata + nO(atO'_ + aO'+) == Hat + Hf + V , 

les O'z, O'± sont les matrices de Pauli agissant dans l'espace des deux etats atomiques 
notes I±) suivant Hatl±) = ±~I±). Les a et at sont les operateurs d'annihilation et de 

creation relatifs au mode (k, n du champ. Les etats du champ libre pour ce seul mode 
sont notes In) (71. EN), avec Hfln) = nnwln). 

Les etats du systeme (atome + champ) sans interaction sont les produits tensoriels 
I±) ® In), simplement notes I±, 71.), qui constituent une base de l'espace des etats [pour 
Ie systeme couple. L'action des operateurs sur ces etats est definie suivant la regie 
habituelle ; par exemple : 

O'xl + , 71.) = 1-, 71.) , al±, 71.) = ynl±, 71. -1) , O'zatl-, 71.) = -vn+ll - , 71. + 1), etc. 

L 'un des buts du probleme est de trouver la transformation unitaire U permettant d 'en­
gendrer les etats prop res de H a partir des {I±, 11,)}. On se placera de facto dans l'optique 
ou la pulsation w du mode est fixee , Ie parametre variable etant wo , ajustable avec un 
champ magnetique statique par exemple. 

l. Avec w « Wo (pour fixer les idees), Ie schema des niveaux d'energie du systeme 
sans interaction a l'allure representee sur la figure 25.2. 

Les energies sont lO E~o~(wo) = n(nw ± ~wo) et pn§sentent des degenerescences 
fortuites si les rapports Jo!.. ou ~ sont egaux a un entier naturel : par exemple, les 

Wo W 

niveaux 1+,71.) et 1-,71.+ 1) se croisent pour wo = w (resonance fondamentale). 

9L'approximation consistant a omettre les termes antiresonnants est designee par RWA, pour rotating 
wave approximation. 

lOOn omet partout le demi-quantum de point zero. 
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goergie 5w 

. nwl 1+,2) 1+,3) 
1+,1) 4w 

1+, 0) 1+,2) it 3w 
1+,1) 

(lUio 

I , 2) , 3) 2w 
1+, 0) ~ 1-, 1) 1- ,0) w 1-, 3) 

, n 

° 
1-,2) 

Wo 
1- ,1) w 

1-,0) 

fjgure 25,2: Energie du systeme decouple. A gauche: schema des niveaux avec w « Wo ; 
8. droite : variation des energies en Eonction du rapport '=!3. 

2. Avec a± ~ (Jx ± iay, on a (J±I=f) = 21±) et a±I±) = 0 : 

d'ou: 

ata_I+, n) = 2at l-, n) = 2v'n + 11-, n + 1), aa+I+, n) = 0 , 

a ta_I-,n+1)=0, ai7+I-,n+1)=2v'n+11+,n) , 

I VI+, n) = 2vn+l1i0.1-, n + 1), VI-, n + 1) = 2vn+l1i0.1+, n) I 
Ces deux processus element aires sont illustres sur la figure 25.3. 

~-,n+l) I-,n+l)~ 

Figure 25,3: Diagrammes representant les transitions element aires induites par V a 
gauche, desexcitation de l'atome et emission d'un photon, a droite, excitation de l'atome 
et absorption d 'un photon, 

3. Les resultats ci-dessus montrent que Ie sous-espace En ~ {I+,n), I-,n + I)} est 
stable par V, l'etat 1-,0) etant a part, ce que l'on peut traduire par Ie fait que H 
est une somme directe d 'operateurs qui s'ignorent les uns les autres : 

I H = Egl-, 0)(-, 01 + EBnEN Hn I 

On est ainsi conduit a resoudre des problemes 2 x 2. L'etat fondamental de H est 
10, -), d'energie Eg = -~1iwo. 

4. AvecN ~ ~az+ata,ona: 
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utili 'anL [O'±, 0' .. 1 = =F20'±, let atal = a, on trouve fa Hem It qu [H,Nj "'" 
egaJite stipulant que Net Ull onstante du mouv m nt ; H st d ne seule 0, 
a.pabl Ie oupler des etc t aYallt la meme valeur pro pre vis-arvis de N . rn,eut 

. C e t 
bionl en d 1+ 1'1.) t d 1- n + 1) : s 

1 1 
NI+,n) = ('2+ n)I+,n) , NI-,n+l)=(-'2+n+1)1-,n+1). 

Ceei se voit aussi en explicit ant (c,nl[H,Nllc',n') = 0, (c, c' = ±1) qui donne : 

(c' + n' - c - n)(c, nlHlc', n') = 0 , 

d'ou la nullite de l'element de matrice (c, nlHlc', n') = 0 si c' + n' =J c + n. 

5. La matrice de Hn s'obtient en ecrivant l'action de Hn sur les deux vecteurs de 
base; les resultats precedents permettent d'ecrire : 

1 
Hnl+, n) = '2nwo + nnwl+, n) + 2lifl,o.!n + 1, 1-, n + 1) , 

1 
Hnl-, n + 1) = -'2nwo + (n + l)nwl-, n + 1) + 2n.lh/n + 11+, n) , 

d'ou la matrice de Hn : 

[ 

Wo + nw 2Vn+1fl] 
Hn=n 2Jn+1fl -T+(n+1)w . 

Notant ~u une matrice identique a la matrice de Pauli O'u mais agissant dans 
l'espace En, la matrice de Hn se decompose sur les ~u en utilisant COn = ~TrHn et 

En ~f ~Tr(Hnf) ; on trouve sans peine: 

En = (2livn + 1 fl, 0, ~(WO - w)) I 

6. Avec la transformation (unitaire) Un, on a Hn = cOn12 + ~ Un~z uL de sorte 
que: 

I ) - ( nwn t) I ) _ ) nwn I -Hn'l/Jn+ = cOn12 + -2- UnL.. z Un Un +, n - conl'l/Jn+ + -2- Un~z +, n) -

nwn nwn 
conl'l/Jn +) + -2- Unl+,n) == (cOn + -2-)I'l/Jn+) ; 

de la me me fagon, on trouve Hn I'l/Jn _ ) = (cOn - Ii~n ) I'l/Jn _). Ces egalites montrent 

que les vecteurs I'l/Jn ±) sont propres de Hn avec les valeurs propres COn ±~. 

7. On pose Un = exp[~ gn(I+, n)(-, n + 11 + >-1- , n + 1)(+, nl)] == e~l1n~n ; Un est 
unitaire ssi t;,;, = -~n' ce qui impose de prendre >- = -l. 

La valeur de >- etant fixee, Un s'exprime en combinaison lineaire des ~u et de 
la matrice identite ; en fait , on voit par inspection que seule la matrice ~y est 
impliquee, puisque ~n = -i(I+,n)(-,n + 11-1-,n+ l )(+,nl) == ~y: U = e~l1nr;y, 
qui s' ecri t aussi cos 112' b + i sin .if- ~Y' 
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't .; 2 + 2 - 1 >0,-, t t B - onx , t' d'· . SOl enx Enz - 2' lWn e an n - - Enz ' C es -a- lIe . 

11Pn+) ~ 1-, n + 1) 

1 
(n + 2)w 

11Pn-) ~ I+ ,n) 

tanBn = 4VnTIn 
W -Wo 

Wo 

..... 
11Pn-) ~ -1 - , n + 1) 

1 
Wo = W : 11Pn±) = 72(1+, n) =f 1-, n + 1) 

Figure 25,4: Variation en fonction de Wo des valeurs propres de H (sous-espace En) . 

9. Les vecteurs propres de H n, 11Pn +) et l1Pn _), ont pour expression : 

et de meme pour l1Pn _). Au total: 

l1Pn+) = cos ~I+, n) - sin ~ I -, n + 1), l1Pn-) =sin ~I+, n) + cos ~I-, n + 1) 

Outre l'energie fondamentale Eg = -~, les valeurs propres En± de H sont egales 

a EOn ±~ , avec la correspondance HI1Pn±) = En±l1Pn±) : 

Ainsi, l'interaction avec Ie champ supprime-t-elle Ie croisement des couples de 
niveaux d'un meme sous-espace En - en revanche, les autres croisements visibles 
sur la figure 25.2 a droite persistent dans l'approximation consideree. 
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Sill wo=O , les deux energies valent En±(O)= (n + ~)nw ± ~ ~ 

A la resonance strict (wo = w) , 1 s valeur pl'opres son (n + !)nwo ± 2~~~ 
av c 1'1/111+) = 72(1+, n) - 1- n + ») t I'ifh' - ) = 72(1+ n) + 1- , n + 1» ; Pet ' 
d hall t : nergie es ( ant iliant , par opposit,ioll a 1 6tat de bass > energi . L'e at 
en r I nivea.ux p rturbe st alor 'gnl a. 2!iJn + IIDI . I'atome etanL PI·e·~al't 
dan I un d $ deux etat 10 alises' 1+.7'1,) ou 1- n + 1) il 0 'cille it La i'reqU :t6 
2v'1i"+1lnl q lli joue ai.n i 1· raj d l1.ll U" qu DC d Rabi. ~c 

P Ul' Wo - w» InJ, on a I'I/In+)- ~ 1+,11.) 1'1/1,. - ) ~ - I- ,n+ I ), I · 118 l'gi 

pr pre sont tell~ 1\1 En ± ~ (n + ~ )r2W ± ~(wo - w) == E7~O) ou E~~ l _ ' 

10. La transformation globale U est Ie produit des transformations Un : si on peut aUssi 
l'ecrire sous la forme U = e~ L::n IIn~n, c'est simplement parce que les ~n commutent 
entre eux : 

~n~n' = (1+, n )(-, n+ll - I-, n+l)(+, nl)(I+, n' )(- , n'+ll-I-, n'+l )(+, n'l) ~ 

-1+, n)5nn,(+, n'I-I - , n + 1)5nnl(-, n' + 11 == - 12 5nn, , 

visiblement egal a ~n'~n. 

25.3 Etats coherents du champ 

On passe ici en revue quelques proprietes [39J des etats du champ construits avec les etats 
coherents definis a propos de I'oscillateur harmonique (voir Tome I, chapitre 16, section 16.5). 

1. 50it I'operateur Sea) ~ ena t 
- a:'a ou a E C, ou a et at sont relatifs a un certain mode 

du champ. L'operateur Sea) est-il unitaire ? 

2. A I'aide de la formule de Glauber (voir (1-13 .215)), calculer Ie resultat de I'action de 
Sea) sur Ie vide, 10). 

3. On note desormais la) ~ S(a)IO). 

(a) Quelle est la probabilite Pn de trouver n photons dans I'etat la) ? Comment 
s'appelle cette distribution de probabilite ? 

(b) Calculer Ie nombre moyen de photons dans I'etat la), (N), et I'ecart quadratique 
6.N2

. 

(c) Com bien valent (N) et 6.N2 pourla distribution de Bose? 

(d) Com parer la distribution {Pn}n et la distribution de Bose. 

11 Revenant a !'idee que nwo est un ecart Zeeman, ceci correspond a !a situation en champ magnetique 
nul. 
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(e) Le cas N » 1 correspond a la limite presque classique (tres grands nombres 
quantiques). Comment se com parent dans ce cas les fluctuations relatives des 
deux distributions 7 

4. Soit 1\If) un certain etat developpe sur les etats coherents, 1 \If) = ~ J d2ala)(al\lf), avec 

lequel on forme I'operateur densite p ~ 1 \If) (\If I. So us reserve d'existence, p admet la 
decomposition: 

p = J P(a)la)(ald
2
a , 

ou d2a == da1da2 quand a = a1 + ia2. 

(25.20) 

(a) Montrer que la fonction P(a) est a valeurs reelles. So it l'operateur12 (at)nam 
; 

former I'expression de sa moyenne dans I'etat pur p. 

(b) Peut-on interpreter P(a) comme la probabilite d'observer I'etat la) 7 

(c) Se referant a un oscillateur materiel, a est une combinaison lineaire de x et p ; 
expliquer en quoi ceci explique I'impossibilite precedente. 

(d) On definit les trois fonctions symetrique, normale et anti-normale : 

C ( ') dH Tr Aat-A*a C (') d,1 T Aa t -A*a C (') d,r T -A*a Aa t 
S /\ = pe ,N /\ = r pe e ,A /\ = r pe e 

(25,21 ) 
En designant toujours par x et pies variables dynamiques de I'oscillateur materiel 
associe a a et at, mettre Cs(>-) sous la forme (e-i(kx Hp )) ~ rs(k,~). Montrer 
que la transformee de Fourier de rs(k, 0 est une fonction de Wigner (voir chapitre 
21. section 21.4), W(x,p) == W(a). 

(e) Montrer que, a un facteur pres, les fonctions CN (>-) et CA(>-) sont respectivement 
les transformees de Fourier de P(a) et de (alpla). 

(f) Montrer que la fonction CA(>-) est proportionelle a CN (>-) ; par Ie theoreme de 
convolution, en deduire la relation entre (alpla) et P(a'). Montrer que W(a) et 
P(a') satisfont une relation du meme type. 

(g) Trouver (alpla) pour Ie rayonnement thermique ; en deduire CA(>-), CN (>-) et 
P(a) pour Ie champ a I'equilibre. 

5. On suppose maintenant Ie champ couple, at;::: 0, a des sources classiques entierement 
decrites par Ie courant13 i(r, t). Le Hamiltonien s'ecrit : 

H = "fiMJ k at_ak_- l i(r, t),A(T) d3 r 
~ kc" j ; s 
kif R 

(25.22) 

(a) Mettre H sous la forme : 

H = n" [Wk at_ak-- - nk-_(t) at_ - nk":_(t) ak-_] ~ k" c c kc c c 
(25.23) 

kif 

12Un produit d'operateurs a et at OU tous les operateurs d'annihilation sont a droite est dit avoir une 
forme normale ; dans la situation opposee ou ce sont tous les at qui sont a droite, on parle de forme 
anti-normale. Tout produit d'operateurs sous forme normale agissant sur Ie vide donne zero. 

130n est dans la situation "duale" du traitement semi-classique effectue dans la sous-section 24.5.1 ; 
ici, c'est Ie champ qui est quantifie et la matiere qui ne I'est pas. 
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(b) Ecrire les equations de Heisenberg pour les operateurs de creation et d'an . 
hilation, et les integrer. t'll' 

(c) En deduire que si Ie champ part de I'etat vide Iw(O)} = Ivac) , il se troUVe ' 

I'instant t dans I'etat coherent Q$),iCgIO:,iCg(t) , ou O:,iCg(t) = i J~ n,iCg(t') dt'. a 

1. L'operateur S(o:) ~ e",aL ",'a est de la forme ein OU n ~f - i(o:at - o:*a) ; cOmme 
n est visiblement hermitique, S(o:) est unitaire. 

2. La for mule de Glauber (1-13.215) permet de factoriser l'exponentielle definissant 
S(o:) ; comme on veut faire agir cet operateur sur Ie vide et que alO) = 0 (done 
e-""aIO) = 10»), il faut evidemment adopter l'ecriture ou l'operateur d'annihilation 
est a droite (agit en premier) : 

t· , [t • 1 t· 'I 12 t • e",a -a a = e- '2 aa ,-a a eaa e- a a = e-'2 '" e",a e-a a ; 

il vient : 

Comme (at)nIO) = VriT In), on obtient finalement : 

OU 10:) est par definition l'etat coherent (visiblement normalise), caracterise par Ie 

complexe 0: : 10:) ~ S(o:)IO). 

(a) La probabilite Pn de trouver n photons dans l'etat 10:) est l(nlo:W, soit 
-laI2ILI2. e VnT' 

p _ _1",12 10:1 2
n 

n - e n! 

Il s'agit d'une loi de Poisson de parametre 10:1 2 . 

(b) Le nombre moyen de photons dans l'etat 10:), (N), est egal a: 
2 10:1 2

n 
(N) = L nPn = e-I"'I L n-, ; 

n. 
nEN nEN 

l'ecart quadratique exige de connaitre (N2 ) . Ces differents moments se calcu­
lent facilement a l' aide de la fonction caracteristique ¢(t) ~ (e itN ) qui , pour 
la loi de Poisson de parametre a, est: 

¢(t) = e-a ~ an eitn = ea(e;' - l) 
~ n! 
nEN 
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p-matl"re 

La valeur moyenne (N) est t * It=o = a ; celle de N2 est fr ~ It=o = a + a2, 
etc. Pour l'etat coherent, on a ainsi : 

On retrouve ainsi Ie resultat classique: l'ecart quadratique d'une variable 
aleatoire poissonnienne adimensionnee est egal a sa valeur moyenne. 

0040 
0 ,35 

o 10 20 30 40 

Figure 25 .5: Distribution des probabilites de Poisson pour a = 1 et a = 20. Les proba­
bilites sont to utes non-nulles (Ie support est N), mais deviennent tres vite tres petites. 

(c) (N) et 6.N2 pour la distribution de Bose ont ete calcules dans Ie probleme 
25.1 (corrige p. 795, voir eqs. (25.8) et (25.9)) . 

(d) La distribution de Poisson ci-dessus a des aspects tres difi'erents selon que la 
moyenne (N), egale a a == 10:1 2 , est d'ordre 1 ou grande devant 1 (voir fig . 25.5). 

Lorque a « I, Po est tres voisine de I, cependant que les autres probabilites 
decroissent tres vite avec n : c'est Ie cas lorsque 10:1 est tres petit devant 1 (cas 
ultra-quantique, voir Tome I, section 16.5). Pour a ~ I, ce sont les probabilites 
avec un petit n qui sont les plus importantes, Ie maximum de Pn survenant 
pour n max ~ 1. 

Au contraire, si a» I , les probabilites avec un petit n sont tres petites, l'expo­
nentielle e-a l'emportant sur an tant que n :s I: a ; par ailleurs, pour n -7 00, 
Pn -7 0 \;j a. 11 en resulte que Pn passe par un maximum pour un certain nm ax 

qui est grand14 devant 1. Ce maximum est petit; en efi'et , en appliquant la 
formule de Stirling N! ~ V27r N (.If) N, on voit que: 

a» 1 =} n max » 1, 

Quand a» 1, la distribution des Pn est donc relativement "plate" , presentant 
un faible maximum d'ordre (nmax)- ~ (pour nmax = 100, Pnm.x~ 0,040). 

l40n montre ci-dessous que nmax ~ a. 
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es proprietC. e confirm nt en l' marquant implell1. ut qu Pp7' :::: ~ 
egalite qui montre que Pn+l > Pn taut, que 11. + 1 < a. i a :s 1, fa. djStl~i~ l ' 
tion est toujoLLrs decroissante ; si a »1 les probabilit 's cl'oissenj, jusqU'a ;1-
val ur 11. = nmax ~ a» I, puis decroissent. 'ette derni.erc eg~uite appr eh "a 
s'obti ut I:\ussi ·n d ' dvant fOl'mellem ntI5 III P'l pal' rapport a. 11, apre.'l <'w~~ . 
utili ' If\. formlll d · tirling In N! ~ N In (ju tIDe puisque a» 1): II 

d d d 
-lnPn=-(nlna-lnn!) ~ lna--(nlnn-n) = lna-llln, (25 .24) 
dn dn dn 

d'ou n max ~ a quand a » l. 

Au contraire, comme on l'a vu dans Ie probleme 25.1, la distribution de Bose 
pCBose) (n, T) est tres banale et decroit avec n, quelle que soit la temperature. 
Ces deux distributions peuvent etre comparees plus directement en les expri_ 
mant avec la valeur moyenne du nombre de photons, (N), egale it lal 2 == a 
pour la distribution de Poisson, it eIJIi:' - I pour la distribution de Bose. On a : 

pCBose) = (N)n 
n (1 + (N))n+I ' 

1 

p~Pojsson) 

p~Bosc) 

1 2 

pCPoisson) = (N)n e- (N) 
n n! 

(n E N) 

i(N) = 0, 11 

n 
3 4 

Figure 25.6: Variation avec n du rapport des distributions de Poisson et de Bose dans Ie 
cas ou elles ant la meme allure ((N) :S 1). 

Pour (N) :S I, les deux distributions se ressemblent, au sens ou elles sont 
toutes deux monotones decroissantes, mais different numeriquement assez sen­
siblement, voir fig. 25.6. Pour (N)>> 1, les deux distributions sont qualitative-

t d 'ff' . p(Poisson) 'd . men I erentes, pUlsque n posse e un maxImum. 

(e) Quand N » 1 (limite presque classique, tres grands nombres quantiques) , les 
deux distributions se distinguent aussi par la valeur de la fluctuation relative, 
puisque: 

6.N I 1 -- =-- «1 , 
(N) Poisson .J(N) 6.

N I H - = 1+-~1 
(N) Bose (N) - . 

15Cette procedure peut paraitre cavaliere; en fait, on peut ecrire Ie gradient' discret f(n+ 1) - f(n) , puis 
faire les developpements limites adequats quand 1 «n. C'est d'ailleurs a insi qu'a pro cede Heisenberg 
lors de sa construction de la Mecanique des matrices (1925) - voir Tome I, section 9.2. 
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Comme la fluctuation du nombre de photons est relativement faible, on peut 
dire que l'aspect corpusculaire est en grande partie preserve. Par ailleurs 
un etat coherent avec lal » 1 prend grandement en compte l'aspect ondu~ 
latoire puisqu'il combine lineairement un grand nombre d'etats propres du 
champ libre (voir probleme 25.1). Au total, un etat coherent constitue une 
representation particulierement seduisante de la dualite on de - corpuscule. 

3. Soit 1\11) un certain etat developpe sur les etats coherents 1\11) = ~ J d2ala)(al\ll), 

avec lequel on forme l'operateur densite p ~ 1\11)(\111. Sous reserve d'existence, p 
admet la decomposition p = J P(a)la)(ald2 a. 

(a) En exprimant l'etat coherent sur la base des nombres d'occupation, on a : 

d'ou (nlpln') = .J~n'! J ana*n' P(a) e- 1012 d2a ; comme (nlpln') = (n'lpln)*, 

il faut P*(a) = P(a) (l'element difi"erentiel d2a est reel). 

Soit l'operateur de forme normale (at)na ffi 
; sa moyenne dans l'etat pur pest: 

comme un etat coherent est propre de a (a I a) = a I a) ), il vient : 

(b) On sait que les etats coherents ne sont pas orthogonaux, une consequence 
du fait que l'operateur d'annihilation a n'est pas hermitique ; comme la no­
tion de valeur obtenue lars d'une mesure implique inevitablement la notion 
d'evenements exclusifs, la non-orthogonalite des etats coherents interdit ex­
pressement d'attribuer it P(a) un quelconque sens de probabilite. 

(c) L'impossibilite precedente traduit celle de mesurer simultanement x et p, puis­
que "mesurer la)", ce serait obtenir Ie complexe a, dont les parties reelle et 
imaginaire sont respectivement proportionnelles it x et p, observables incom­
patibles. 

(d) On sait que a = ("fJff[ x + i __ l_ P d'ou : 
V ·2/( V2mliw' 

\ t \ * . V 2mw ~ \ . ~ In \ 
/la - /I a = 1 -n- x os /I - 1 V ~ P ~l/l , 

et : 
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avec'\ = V m;w ~ -iV 2:'w k. Par sa definition, et en utilisant la representatio 

de l'operateur densite sur les etats coherents, la fonction Cs ('\) ala forrue : n 

Cs('\) = (e-i(kxHp)) = l dx \fI*(x)e- i(kxHpl\lf(x) = 

£:00 dx \fI'(x)e~/jk~ e- ikx e-i~P\fl(x) , 

ou la formule de Glauber a ete utilisee pour la derniere egalite. On a Pa 
ailleurs e-i~P\fl(x) = e-/j~c&\fI(x) = \fI(x - lU,) ; reportant dans la dernier: 
expression ci-dessus, et posant x - ~~ = Xl, il vient : 

Cs ('\) = /+00 dx'\fl*(X' + lU,) e-ikx' \fI(XI _ lU,) . -00 2 2 
(25.25) 

Ceci commence a ressembler a la fonction de Wigner W(q, p, t), dont la 
definition precise est ici rappelee pour memoire, dans Ie cas ou Ie systerue 
quantique est dans un cas pur decrit par la fonction d'onde \fI(q, t) : 

~f I q ~ pq' * q . 1 

/

+00 I I 

W(q, p, t) - 27rn -00 dq \fI(q - 2' t) eli \fI (q + 2' t) , 

noter que W(q, p, t) est homogene a l'inverse d'une action. Afin de faire 
apparaitre une integration sur Ie decalage ~~, on introduit une fonction de 
Dirac, ce qui permet de recrire l'expression (25.25) comme suit: 

Cs('\) = dx dx' \fI*(XI +~) e- ikx' \fI(XI -~) o(x - nO ; /
+00 /+00 

-00 -00 2 2 

on utilise maintenant la representation integrale standard de la fonction de 
Dirac: o(x -lU,) = 2;/j r~: ei(x-/jEjp dp, pour obtenir : 

Cs ('\) = - dx dx' dp\fl*(xl+::)e- ikx' \fI(x'-::)ei(x-/j~)p . 1 /+00 /+00 /+00 
27rn -00 -00 -00 2 2 

L'integrale sur x, avec Ie facteur 2;/j reconstitue tres exactement la fonction 
de Wigner, d'ou Ie result at : 

/
+00 /+00 

Cs ('\) = -00 dx' -00 dpe-i(kx'Hp) W(x /, p) , 

qui dit que Cs (,\) est la transformee de Fourier bidimensionnelle de la fonction 
de Wigner, F[W](k, ~) : 

I Cs ('\) == rs(k, ~) = F[W](k, ~) I 
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la correspondance precise entre A et (k, ~) etant celle donnee plus haut. In­
versement, on peut ecrire : 

1 J+oo J+oo 
W(x, p) = (2n)2 -00 dk - 00 d~ e+i(kxHp) rs(k,~) . (25.26) 

Posant a=~x + V2~Ii.WP, on a i(kx + ~p)=A'a - Aa*, d'01116 
: 

(e) Utilisant la decomposition de l'operateur densite sur les etats coherents : 

so it CN(A) = fJR2 d2 a P(a) eAe, e-A*o. Posant encore a = ~ x + i V2~li.w p, 

on a d2a = 21li.dxdp, et Aa* - A*a = -i(kx+~p) d'ou, avec P(x, p) <!% P(a) : 

(25.27) 

qui montre que CN(A) est essentiellement la transformee de Fourier de P(a). 
La relation inverse est : 

Par definition, puis en utilisant ~ fJR2 d2 a la)(a l = 1 insere entre les deux 
exponentielles, on a : 

~ (d2aTr(p e-A*ola)(aleAO*) = ~ (d2aeAa'-A*°Tr(pla)(al) , 
nk. nk2 

soit finalement : 

CA(A)=~Jd2aeAO* - A*a(alpla) = _1_ (dxdpe- i(kXHP)R(x, p)::=rA(k, 0 , 
n 2nn~2 

(25.29) 

ou R(x, p) <!% (alpla) ; essentiellement, CA(A) est bien la transformee de 
Fourier de (alpla) . La relation inverse est precisement : 

R(x, p) = ~ { dkd~rA(k, ~)ei(kXHP)=.!. {d2ACA(A)eA'a-Ao' . (25 .30) 
2n Ill"I.2 n JIR' 

----------------------~--16dkd~ = ~d1RAd~A : Ie facteur ~ vient du Jacobien de passage de (k,t;) Ii. (A I, A2)' Al et A2 sont les 
parties rElelle et imaginaire de A. On note aussi dAl dA2 := d2 A. 
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(f) De la formule de Glauber e,XaL'x.*a = e-~1'x12 e,Xa
t 

e-- 'x*a = e+~1'x12 e-'x*ue),o,! 

on deduit CN (>-) = e+~1'x12 Cs (>-), CA (>-) = e-~1'x12 Cs(>-) d'ou : 

(25.31) 

Ceci permet d'etablir une relation simple entre (alpla) et P(a' ). On part de I 
formule inverse (25.30) etablie plus haut, ou l'on injecte la relation precedeute ~ 

R(x, p) = ~ fdk d~ f A~k, ~) ei(kxHp) = ~ fdk d~ e- I'x1
2 
ei(kXHP) fN(k, ,C) 

27r J~2 27r J~2 '> 

utilisant maintenant l'egalite de definition de fN (k, 0 (25.27), on a : 

R(x, p) = ~ f dx'dp' f dkd~ e -I'x12 ei(kxHp) p(x', p')e-i(kx'Hp') 
41r Jff!.2 Jw.2 

par ailleurs 1>-1 2 = m;we + 2:'w k2. Les integrations gaussiennes sur k et ~ 
peuvent maintenant etre effectuees, donnant : 

1 f I I mw ( ')2 1 ( ')2 
R(x,p) = 2nJ'll!. fx dpIP(X', p)e-2h x- x e- 2mltw p- p 

c'est-a.-dire : 

(25 .32) 

Cette relation, obtenue directement, peut etre effectivement retrouvee par 
Ie theOl'eme de convolution. En definissant precisement la tl'ansformee de 
Fourier bidimensionnelle suivant F(k) ~ fff!.2 e-ik.r f(r) d2r == F[f], donnant 

la relation d'inversion f(r) = 4;2 fIR2 e+ik.r F(k) d2 k == F - l[F], Ie theoreme 
de convolution affirme que la transformee de Fourier de la convolution est Ie 
produit des transformees de Fourier : 

(f * g)(f) ~ f f(i')g(i - i'l d2r ' ~ F[f * g] = F[J]F[g] ; 
Jw.2 

i et k sont dits, conventionnellement, appartenir respectivement aux espaces 
direct et reciproque. Dans les formules precedentes, x et p jouent Ie r61e 
des deux composantes de i, k et ~ celles de k. Mutatis mutandis, il en va 
respectivement de meme pour a et a*, et pour >- et >-*. Cela etant precise, 
l'egalite (25.32) est une consequence immediate du theOl'eme de convolution, 
eu egard a. la relation (25.31). 

Le meme type de relation existe entre W(a) et P(a' ) ; selon la definition 
(25,26) et fs(k, 0 = e-~1'x12fN(k, ~) : 

W(x, p) = (2!)2l
2 

dkd~e+i(kxHP)e-~1'x12fN(k, 0 = 
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--;.- fd x' dp'p(X', pi) f dkd~eik(x-xl)e+i{(p-p/)e-9ii'(x-xl)2e-~IiW(P-pl)2 
8n fi J~2 JIlt2 

les integrations sur k et ~ conduisent a : 
1 1 I I I I mw( 1)2 (p _ pl) 2 W(X, p) = 4 ~2 dx dp P(x , p) e-'" x- x e- 2mliw , 

n 11 1lt2 

soit: 

egalite qui peut, elle aussi, etre obtenue directement a partir du theoreme de 
convolution. 

(g) Selon Ie resultat (25.10) du probleme 25.1 p. 795, la distribution pour un mode 
du champ a I'equilibre thermique est p(Bose)(n, T) = (1+~~~;n+ I' donnant 

I' ' t d 't' d" 'I'b '\' (N) n I) ( I d' , I d' opera eur ensl e eqm 1 re p = L..mEN (l+(N)n+I n n, ou e noyau la-
gonal sur les etats coherents : 

d'ou (alpla) = l+(N) e- S'(I~) et R(x, p) = l+(N) e- I+(N) (';'~x2+2J:.~W). Reve­

nant a (25.29) : 

d'ou: 

Enfin: 

pea) = P(x, p) = ~ f dkd~ei(kxHp) e- (N)(m;we+ 2!wk2) = 
2n2 JM.2 

1 mw x2 1 2 1 ~ -- e- 2n (N) e- 2>nw(NjP = -- e - TN) 
n(N) - n(N) 

pea) satisfait bien f IR2 P(a)d2 a = 1; c'est une gaussienne centree sur la valeur 

a = 0 et de largeur ..j(N), d'autant plus grande que la temperature est elevee 
par rapport au quantum flW - voir (25.8). 

4. On se place maintenant dans la situation "duale" du traitement semi-classique 
effectue dans Ie Tome II, sous-section 24.5.1 : ici, c'est Ie champ qui est quantifie 
et la matiere qui ne I'est pas, juste representee par un courant de charge J(r, t) ; 
Ie Hamiltonien est H = Lkt'flWk a1t'akt' - fIR 3 J(r, t).A(T) d3r. 
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(a) Partant de l'expression du potentiel vecteur : 

H se met so us la forme : 

(25.33) 

(b) Les relations de commutation des operateurs at. et aft' donnent les equations 
de Heisenberg : 

II s'agit d 'equations differentielles lineaires du premier ordre avec une Source 
d 'ou la solution issue de la condition initiale17 akt'H (0) = aft' : ' 

et, prenant les hermitiques conjugues des deux membres : 

C'est bien Ie couplage avec les sources classiques qui fait evoluer non triviale­
ment l'operateur de creation. 

(c) Le developpemellt general d'un etat coherent sur les vecteurs propres de 
I'operateur nombre de particules montre que si O! = 0, l'etat coherent corres­
pondant est l'etat vide, ce que l'on peut aussi inferer du fait que alvide) = O. 
On en deduit : 

akt'H(t)lvide) = i lot e-iwdt-t') Dkt'(t') dt' Ivide) == O!kt'(t)lvide) ; 

noter que, par definition, la fonction O!ft'(t) est la fonction qui est solution 
de l'equation afit) = -iWkO!kt'(t ) + iDkt'(t) et qui est nune au depart. En 

17Pour une equation du type f'(x) = af(x) + a(x), la solution satisfaisant f(x) = fo pour x = xo a 
pour express ion : 

f(x) = ea(x- xo) fo + 1'" ea(x' - XO)a(x') dx ' , 
Xo 

comme on Ie voit en suivant Ie pro cede c\assique de resolution d'une telle equation, ou en ut ilisant la 
methode de la fonction de Green. L'equation de Heisenberg pour I'operateur akeH (t) s'integre de la 
meme fru;on p uisque tous les objets qui y figurent commutent entre ewe 
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utilisant la definition generale d'un operateur dans l'image de Heisenberg 
AH(t) ~ Ut(t)AU(t), on en deduit apres mutiplication a gauche par U(t) : ' 

akE' U(t)lvide) = QkE'(t) U(t)lvide) , 

egalite qui montre que l'etat a l'instant t, Iw(t)) = U(t) Ivide) , reste propre 
des operateurs d'annihilation au cours du temps, Comme H est une somme 
de Hamiltoniens a un mode HkE'(t) , voir (25.33), U se factorise en fl;;;E' UkE" 
chacun d'entre eux produisant Ie me me effet. Ainsi, quand Ie champ part de 
l'etat vide, il se trouve a I'instant t dans I'etat coherent: 

(25,34) 

Ce resultat peut d'ailleurs s'obtenir directement en restant dans Ie point de vue 
de Schrodinger, et en calculant Ie vecteur d'etat Iwet) ) soumis a I'operateur 
d'evolution U(t) associe au Hamiltonien (25,33), somme de termes tous de la 
forme h[w at a - O(t) at - 0* (t) a]. 
Le couplage avec les sources est lineaire par rapport aux a et at, ce qui, trans­
crit dans Ie langage de la representation-q, signifie qu'il est de la forme kq+~p ; 
un tel operateur peut etre recrit comme un Hamiltonien harmonique pOltant 
sur des variables dynamiques decalees, a une constante additive pres: il suffit 
de completer les carres, Ceci suggere d'introduire une transformation unitaire 
S = eP'a-pat , et de choisir convenablement la fonction p(t). 

Soit Iw(t)) Ie vecteur d'etat a I'instant t ; on pose Iw(t) ) = st(t)I<I>(t)), d'ou : 

Le Hamiltonien transforme HI ~ SHSt se trouve sans peine a I'aide de la 
. 1 I 12 • I + 1 I 12 t· , for mule de Glauber, qUI donne S = e- 2 p e P ae- pa = e ., p e - pa eP a, d'ou: 

soit Sat st = at + p*, et SaSt = a+ p par hermitique conjugue. On en deduit, 
sous-entendant la dependance en t de 0 et p : 

HI = fiw(at + p*)(a + p) - hO(a t + pO) - hO*(a + p) = 

fiwata + h(p - O)at + h(p* - O*)a + 2fiwlpl2 - h(pO* + p*O) 

Par ailleurs, S8ftt = S(pat - p*a)St = p(at + pO) - p*(a + p). Rassemblant 
tous les termes, I'equation pour 1<I>(t)) est: 

i :t 1<I>(t)) = [wat a+(wp-O-ip)at + (wp* -0* +ip*)a+wlpI2 - (0* p+Op*)­

i(pp* - .0* p)] 1<I>(t)) . 
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25.4 

hoisissant maintenant 1a fonction pet) comme solu ion de wp-n - ip ::: 0 1 
t rm llnerur s en a t at dispru:aiSl n. II st tout a fait 1 isible d prel;d es 

(0) = 1 auqu 1 (;a' 1\li(O)) = 1q;. (O) , qui , ignifie peO) = 0 ; la solllti l:c 
. rl • (t-t') ' ) I dU () .. 011 est alors p('t) = 1 J O -,w n (t dt, = 0: t . Ce cllOIX fait 1 report darlJ 

1 ' quMion pour I<p(t) donn i gtl~(t) = watalq;.(l) (t u 1 . t nn 'alait. 
s coml eo!'! n d ux a dux), d OU 1, v t 1U' d ',tat it 1 in ta.n i: el 

Avec l'etat vide comme etat de depart , il vient : 

la formule de Glauber permet d'ecrire : 

On reconnait tout a fait a droite l'etat coherent caracterise par Ie complexe 
a(t) ; utilisant ceci pour chaque mode (k , f), Ie resultat (25.34) est retrouve. 

Calcul explicite de l'amplitude (11-25.168) 

II s'agit de calculer au second ordre I'amplitude donnee par I'egalite (11-25 .168), avec I'opera­
teur de perturbation defini en (11-25.167). Comme Ie calcul est un peu long, on en detaille 
ci-dessous les differentes etapes ; les notations sont celles de la section 25.4. 

1. Montrer que : 

2. La correction au second ordre implique I'integrale J; dh J;' dt2 ... de I'expression prece­
dente. En utilisant : 

et en exploitant Ie fait que Ie vecteur k peut etre change en -k (juste la ou il faut) 
dans la sommation 2::;;;" , montrer que I'on voit apparaltre la quantite : 

(25 .37) 
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3. Afin de manipuler commodement la valeur absolue, on la represente comme suit18 : 

-ikc ltl-t21 . k l' J+oo e-iKc(h -t2) dK 
e = 1- 1m 

7r £->0+ - 00 K2 - k2 + iE 
(25 .38) 

ceci fait, effectuer les integrales sur les temps. 

4. L'egalite (11-25 .153) est vraie quels que soient les vecteurs V et V' : que devient-elle 
si on rem place ceux-ci par eu et ev ? 

5. En deduire que I'amplitude cherchee est, au second ordre, donnee par : 

~ (2) _ ~ -iwat sm -2-C , ~ 2· J+oo . 2 ka-K t 
Auv - Auv - 7r e -00 (k

a 
_ K) 2 7 uTv 9uv(K, R) dK , (25.39) 

OU : 

(25.40) 

6. En remarquant que kukveik.R = -8RJJRveik.R, etablir I'expression (11-25.170) de la 
fonction 9uv(K, R). Examiner, et interpreter, ses comportements suivant que IKIR 
est tres petit ou tres grand devant 1. 

7. Physiquement, et afin que la probabilite soit importante de preparer I'etat OU I'atome A 
est excite, I'excitation doit durer longtemps par rapport a W,;:-1 == (kaC)-1 ; cela etant, 
Ie noyau apparaissant dans I'integrale sur K dans (11-25.199) est tres fine. Par ailleurs, 
au voisinage de ka, Ie facteur eilKIR varie vite puisque ao « R « ~8 ; au contra ire, 
la fonction huv definie en (11-25.171) est un polyn6me en IKIR variant lentement, 
que I'on peut donc extraire de I'integrale en Ie prenant a la valeur ka . Enfin, oubliant 
Ie module de K (quand K est negatif, I'integrand est tres petit), on doit finalement 
calculer I'integrale : 

~ sm 2 C iKR . J
+OO . 2 k.-K t 

I - - 00 (k
a 

_ K)2 e dK, (25.41 ) 

montrer que I = ~ceikaR(t - ~)e(t - ~) (utiliser Ie theoreme des residus). 

8. Des resultats precedents, deduire I'expression (11-25 .169) de I'amplitude. 

=============== ? l. ? l. ? l. ? l. ? l. ? l. ? l. ? l. ? l. ? =============== 

11 s'agit de calculel' au second ordre l'amplitude donnee par (II-25.168), avec 
l'operateur de perturbation: 

(25.42) 

les notations sont celles de la section 25.4 ; des complements aut our de ce tres beau calcul 
peuvent etre trouves dans Ie cours 74/75 de Cl. Cohen-Tannoudji [39]. 

18Cette representation integrale se demontre avec Ie theOrtllne des residus ; I'et ablir a titre d'exe rcice. 
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L'amplitude a determiner est donnee par I'expression : 

ou l'operateur U1(t) possede Ie deveioppement donne en (II-24.27) et (II-24.28) 

contribution du second ordre ui2
) (t) est: 

1. L'eIement de matrice (gAevBIVr(h)Vr(t2)leuAgB) est: 

e-ikEatleikEat2(gAevBI[DA£(RA) + DB£(RB)]Uo(tl - t2) X 

[DA£(RA) + DB£(RB)lleuAgB) 

la 

Pour chaque atome, on pose .ole,,) = du e...lg) , et Dig) = L:u due"leu), avec d" E R 
Compte tenu de l'expression du champ eIectrique, il vient : 

ou on a utilise Ie fait que l'operateur d'annihilation sur un etat a zero photon donne 
zero. De la meme fa«on : 

On en deduit : 

[DA£(RA) + DB£(RB)]leuAgB) = 

. ~ ~[ -if.RAd --I- 'k--) -ik.RB~d -- I 'k-- )] -l~V~ e uc.eugAgB, c +e ~ u,c.eu,euAeu'B, c 
~ ~ 
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Le ket (gAevBI [DAE(RA) + DBE(RB)] s'obtient en prenant Ie hermitique conjugue 
et en echangeant A et B d'une part, u et v d'autre part: 

noter que IgBgA; k' f' ) == IgAgB; k'i"'). 
Dans l'element de matrice chercM, Ie propagateur libre UO(tl -t2) apporte la phase 
eft Ox (t,-t2) quand il agit sur IgA9B; kf) et eflt2Ea(t,-t2) efthwdt, - t2) quand il porte 

sur leuAeulB; kf). Par ailleurs, dans Ie produit scalaire, seuls les termes k = k' et 
f' = f donnent une contribution non-nulle ; on utilise egalement (eurlevr) = 6uv 

(I = A, B). En definitive, et posant R = RB - RA, on obtient Ie resultat demande : 

2. La quantite dependant du temps dans l'element de matrice est: 

en utilisant : 

l'integrale sur cette quantite peut s'ecrire : 

En exploitant Ie fait que Ie vecteur k peut etre change en -k (juste la ou il faut) 

dans la sommation Lkt" on peut inverser k en -k dans la deuxieme integrale, 
puis rassembler les deux integrales en une seule a condition d 'introduire la valeur 
absolue It 1 - t21 pour l'exponentielle contenant Wk. Ainsi , apparait la quantite : 

3. Commenc;ons par etablir la representation integrale donnee dans l' enonce. Soit 
., def J +oo e-;xt , . 1 

l'mtegrale IE: = - 00 x2-a2+ic dx, f > 0, a E 1R+. Il y a deux poles SImp es, 
approximativement donnes par ±a =t= i2E:a quand c «a. Quand t > 0, on ferme Ie 
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contour par en-haut, par en-bas quand t < a ; Ie calcul du residu est immediat ' 
chaque fois, et on trouve : a 

t < O 

d 'ou l'on t ire: 

e-i( - a+¥a:)t 
-2i1T----

2a+i ~ 
t > O 

e - i(a- ¥..)t 
- 2i 7r-----,,-

2a+ i ~ 

1· I .7r -ial tl 1m 0 = -I-e 
£ -+0+ a 

transcrite dans les parametres du probleme, cette egalite est: 

- ikclt , - t21 - . _ I' dK k 1+00 e- iKc(t,-t2) 
e -1 1m 2 2 ' , 

7r 0-+0+ -00 K - k + Ie 

et permet d'effectuer les integrales sur les temps : 

k 1+00 1 ei(ka-K)ct - 1 2 

i- lim dK . . 
7r 0->0+ - 00 K2 - k2 + Ie I I(ka - K )c I 

Rassemblant taus ces resultats, on obtient l'amplitude calculee au second ordre : 

Faisant maintenant la substitution L: ;; ----> (2~) 3 J d3 k : 

4. L'egalite (II-25.153) est vraie quels que soient les vecteurs jj et jj I : si on remplace 
ceux-ci par eu et ~, elle s'ecrit : 

'L (f'.eu ) (f'.e',,) = eu·ev - :2 (eu .k) (ev.k) = ouv - :2 kukv 
€ 

826 



Introduction a la description purement quantique de I'interaction champ-matiere 

Les deux vecteurs de polarisation f et k- 1 k forment un repere trirectangle, sur 
lequel on peut decomposer tout vecteur de ~3 : 

"'(~~) ~ ~ r.k ~ 
~ c.T c = T - ""k2 k , 

E 

d'ou, multipliant scalairement par i', l'egalite ; 

'" ~~ (~~') ~~I 1 (~~)(~'~) ~(c .T) c.T = T.T - k 2 T.k T.k 
E 

5. En introduisant d~ == ei, ou e est la charge de l'electron, et la constante de structure 
fine a, I'amplitude au second ordre devient : 

A (2) ( ) _ i a -iwat I' 1+00 
dK 1 . 2 (ka - K)ct 

uv t - 3 e 1m (k K)2 2 sm X 
7r E-+O+ -00 a - C 2 

qui est bien de la forme : 

~ (2) _ la -iwat sm 2 C ~ 2· 1+00 . 2 k,, - I< t 
Auv(t) - Auv (t) - --:;-e - 00 (k

a 
_ K)2 ruTv guv(K, R) dK (25.43) 

ou: 

Auv(t) est bien un nombre puisque la fonction guv est homogEme a L -3. 

6. En remarquant que kukveik.ii = -oRJJRve ik.ii , et avec dk = k2dkdO on a : 

2 - [1+00 
k4 J . k -271" 9uv (K, R) = lim 6uv dk k2 2' dO e' .r 

g~O+ 0 - K -lc 

0
2 r+ oo 

k
2 J .- -] 

+ oRuoRv io dk k2 _ K2 _ ic dO e
'k

.
r 

L'integrale sur les angles J dO eik.r est egale a 271" eikRik'h- ikR. Tous les integrands 
etant pairs par ailleurs, il vient : 

Les deux integrales se calculent par residus : 

lim dk = i71"K2 e' , 1m -me , 1
+00 k3 e

ikR 
' II<IR I' 1+00 

k e
ikR 

dk _. ilKIR 

E~O - 00 k2 - K2 - ic: 10 -> 0 -00 k2 - K2 - ic: 
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- _ K2 ilKIR {)2 1 ilKIR , . et donnent guv(K, R) - Ouv R e + {)Ru{)Rv Ii e ,Il reste mamtenant ' 
calculer les derivees pal'tielles . Avec R = (R~ + R~ + R;)1/2, on a : a 

0
2 

eilKlR = ilKI ( 0
2 
R + ilKl oR OR) eilKIR 

oRuoRv oRuoRv oRu oRv 
oR R ___ u 

oRu - If ' 
02 eilKIR [ Ouv RuRv Ru , Rv 

oRuoRv ----y- = - R3 + 3Jl5 + 2( - R3) (lIKI)R+ 

~ [iIKI(O~V _ R~~v) _ K2R~~vl] eilKIR , 

d'ou, l'expression finale explicite de guv(K, R) : 

( - _ I 13 [_1_ ( _ RuRv) _ 1 ( _ RuRv) ( _ ' I J ilK R guv K, R) - K IKIR Ouv R2 (IKIR)3 ouv 3 R2 1 I KIR) e I 

Noter que la dependance angulaire de guv par rapport a Ii provient de la polarisa_ 
tion des moments dipolaires relativement aux positions des atomes. 

Quand IKIR « I, Ie terme cubique domine et on a : 

qui correspond au champ instantane d'un dipole. A ['inverse, pour IKIR » 1 : 

eilKIR R R 
- 2 ( u V) guv(K, R) = K ----y- ouv - ----w-

qui est Ie champ lointain d'un dipole. 

Afin d'analyser plus precisement la dependance angulaire de l'amplitude, inscrite 
dans celle de la fonction guv(K, R), choisissons l' axe Oy Ie long du segment joignant 
les deux atomes, soit dirige comme Ii. Cela etant fixe, l'expression de guv(K, R) 
devient : 

tous les elements non-diagonaux sont donc nuls, et : 

- _ - _ K2 [ 1 . J ilKIR gxx(K, R) - gzz(K, R) - If 1 - (K R)2 (1 - lIKIR) e , 

gyy(K, R) = ~3 (1 - iIKIR)eiIKIR 
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7. Avec les precisions et les suggestions de l'enonce, on en vient a l'expression ap­
prochee: 

(2) ~ 2ia -iwa t ~ 
Auv (t) - -e TuTv guv(ka, R) I , 

1r 

ou I ~f J!;: Si(:a~ct eiKR dK est l'integrale introduite dans l'enonce, qui est 

bien definie : l'integrand est borne en module par rv K- 2 a l'infini, et la singularite 
en K = ka n'est qu'apparente. En posant k = K - ka, il vient : 

1= __ e,k. R + ---1· 1+00 [ei(R-ct)k ei(R+ct)k __ 2 eikR] dk 

4 -co k2 k2 k 2 

I.e calcul se fai c 1Tl11l0d 'metl~ par residus ; pour les deuxieme et troisieme termes, 
on ferm pal' n-haut. puisque R et. R + ct sont toujours positifs ; en revanche pour 
Ie premier terme, on ferm par en-haul, si R > et, par en-bas dans Ie cas contraire. 
Pal' a iUour I Ie tra.itemen de l~'l. singula.rite en k = 0 se fait comme d'habitude : on 
contourne par un petit demi-cercle de rayon T et on prend la limite T -7 0 ; comme 
on Ie sait, ceci revient a "couper Ie pole en deux" , et a prendre la moitie du residu. 
Au total, on trouve : 

1 [{ -2
1 (+2i1r)i(R -ct) siR>ct 1 1] 

I=--4eikaR . +-(2i7r)i(R+et)--2(2i1r)iR = 
~(-2i1r)i(R - et) Sl R < et 2 2 

~ eikaR(IR - etl + R + et - 2R) = ~ eik•R (et - R)B(et - R) 
4 2 

Rassemblant tous les resultats precedents, on trouve l'expression de l'amplitude de 
probabilite de trouver a l'instant t un atome excite quand l'autre l'etait a t = 0 : 

(2) . -iw t ~ ( R) ( R) Auv (t) ~ wee a TuTv guv(ka, R) t - - B t - -
e c 

Compte tanu du fait que kaR « 1, on a lei g:I)a: = 9z;: ~ - ,{:. et guv ~ ~ : la 
probabilite d xcitatioD de 1 autr at III gagn un fadeu!" quatre si les d ux TaH-

ition at01l1iqu sout polari ees parallelemenL a Pax interatomique, par rapport 
a deux transitions toujOtll'S paraJlele entr elles majs pel"pellciicuiaires a Ii ; la 
dep ndallce de la probabilit6 el ten R- 6 queUes qu soient I polari ations. 

Tout naturellement, mais I · calcuJ reste l'cmarquable, Ie d uxieme aLome ne peut 
etre excite que 8i un photon "a 1e temps d'all l' d'un aLom a I'aull' ' - fac;on de 
parler tre imagee pllisqu'i1 e t impossible pour Ie photon de d6finir dan l'espace 
direct quoi que s it qui puisse jouer Ie role d lmc fOllction d'onde donnant una 
clensit: de probabilite de pr'sencc. 

NoLon -nun que, comme toujours dan un cadre percurbatif a UJl ordre donne, Is. 
dependance lincail'C en t mps Ie A~~(t) o'a evidemment de en que p Ill" les p tits 
temps. 
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corriges du chapitre 26 

Introduction a La theorie 
de La diffusion 

26.1 Equation integrale de la diffusion dans JR 

La diffusion par un potentiel a une dimension a ete rencontree dans Ie Tome I (voir chapitre 
15), et traitee par les moyens elementaires. II s'agit ici de reformuler cette question en 
utilisant, cette fois dans R I'equation integrale de la diffusion presentee pour ~3 dans Ie 
Tome II, section 26 .3, dont on reprend les notations. 

1. Recrire I'equation dans lR pour les etats non-lies du potentiel V(x) (equivalent unidi­
mensionnel de (11-26.18)). En deduire I'equation integra Ie. 

2. La source etant situee en x = -00 comment se com porte la solution 'l/Jko (x) en x = ±oo ? 

3. En suivant la meme procedure que dans la section 26 .3, montrer que la bonne fonction 
de Green est ici : 

G(x x') = _1_ eikolx-x' i . 
, 2iko 

(26.1 ) 

4. En deduire I'expression formelle de la solution 'l/Jko sous une forme analogue a (11-26.20) . 

5. Appliquer ces resultats au cas du potentiel de Dirac, V(r) = -g8(x), et comparer aux 
resultats du probleme 15.5, p.317. 

6. Revenant a un potentiel quelconque, ecrire I'expression integrale formelle des coeffi­
cients de transmission, T, et de reflexion, R . 

7. Examiner la premiere approximation de Born. 
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'I I A r I· d ' I ' E Ih~ 8. Deve opper e meme lorma Isme au cas es etats 2es, en posant = - 2m ' ko ). 0 
En particulier, montrer que la bonne fonction de Green est : 

G(x Xl) = _~ e-kolx-x'i 
, 2k ' (26.2) 

et en deduire I'equation integrale satisfaite par une fonction propre 'l/Jdx). 

9. Appliquer ce qui precede au cas de V(x) = -gO (x) et montrer qu'il n'existe de solution 
non- identiquement nulle que si k = 7Y-. Commenter en comparant aux resultats du 
probleme 15.5 p. 317 . 

1. Pour les etats d'un potentiel V(x), l'equivalent unidimensionnel de (II-26.18) est: 

avec U(x) '!g *,V( x) ; il est rappele que ko, reel quand il s'agit d'etats non­
lies, parametrise l'energie initiale des projectiles (dont la masse est m), egale a leur 
energie finale puisque seule la diffusion elastique est consideree. La parametrisation 
non-ambigue du probleme exige de faire un choix conventionnel pour Ie signe de 
ko : une fois pour toutes, on prend ko > O. 

Il en resulte que 'l/J(x) satisfait l' equation integrale : 

ou Ie noyau (fonction de Green) G(x - Xl) est la bonne solution de l' equation : 

GI/(x) + k6G(x) = J(x) ; 

noter que G et homogEme a une longueur. Par ailleurs, 'ljJk~\x) est la solution en 
l'absence de potentiel diffuseur (avec les memes conditions aux limites) . 

2. L'indication de la localisation de la source, x = -00, constitue une condition aux 
limites ; elle entraine qu'il n'y a en x = +00 qu'une onde transmise ex eikox , et en 
x = - 00 une onde incidente ex eikox et une onde reflechie ex e- ikox . Sans se soucier 
des questions de normalisation (relativement au courant de la source, par exemple), 
on peut ainsi ecrire : 

Aeikox 

eikox + B e-ikox 
\Ix» +a 
\lx« - a 

(26.3) 

a > 0 designant l'echelle typique de la portee du potentiel diffuseur. A et B 
sont des constantes (fonction de l'energie) permettant de definir ulterieurement les 
coefficients de transmission T et de reflexion R. 
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Les conditions aux limites sur la fonction d'onde se transcrivent pour la fonction 
de Green. En effet, pour Ixl » a, l'equation integrale est approximativement : 

so us cette forme, l'integrale est un simple facteur. Cela etant, la comparaison avec 
les comportements asymptotiques (26.3) montre que l'on do it avoir : 

x -+ -00 : G(x) -+ e- ikox 
, x -+ +00 : G(x) -+ e+ ikox 

• (26.4) 

3. On suit la meme procedure que dans la section 26.3, en introduisant la transformee 
de Fourier de G(x) : 

Q(k) ~ l e- ikx G(x) dx ¢=} G(x) ~f ~ ( e+ ikx Q(k) dk . 
2-rr JlI/. 

La fonction Q(k) satisfait l'equation qui est l'image par Fourier de l'equation satis­
faite par G(x), soit (_k2 + k6)Q(k) = 1, dont la solution generale est: 

1 
Q(k) = P -k2 + k6 + C+b(k - ko) + C_b(k + ko) , 

ou P~ designe toujours la partie principale de Cauchy, et ou les C± sont deux cons­
tantes pour l'instant arbitraires (et c'est pourquoi il s'agit de la solution generale). 
On en deduit par transformation invers : 

1 1 ikx G(x) = - [p e dk + C eikox + c_ e- ikox ] . 
2-rr lI/. -k2 + k6 + 

La partie principale se calcule par residus, en fermant Ie contour par en-haut si 
x > 0, par en-bas si x < O. Comme ko E ~, il faut contourner les deux points 
±ko, conformement a la prescription de Cauchy; independamment du signe de x, 
ceci peut se faire de quatre fa<;ons, indiquees sur la figure 26.1, toutes donnant in 
fine Ie meme resultat (heureusement i). En pratique - comme Ie montre Ie calcul 
en examinant les diverses possibilites -, cela revient a prendre la moitie du residu, 
comme si on coupait Ie pole en deux. 

---~O~ __ ~O~-~l ~~I __ ~O~ __ ~ o 
- ko +ko -ko +ko -ko 

o 
+ko 

v 
-ko 

v 
+ko 

Figure 26.1: Les quatre possibilites pour calculer la partie principale de Cauchy; apres 
determination des bons residus, on fait tendre vers zero Ie rayon des demi-cercles permet­
tant de contourner les deux poles. 

On trouve ainsi, pour la partie principale : 

x<O 1 (e ikOX e- ikOX
) --( -2i-rr) - + -- , 

2 2ko -2ko 
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soit P II" ke:k+,xk2 dk = k1r sgnx sinkox, avec sgnx = +1 si x> 0, -1 si x < 0 A.' 
h" - 0 0 • Ce 

stade, la fonction de Green est : 

n analyse maint nallt 1. statuL des deux constan ·s a.rbitraires C± en appliqu(ln 
I s ndit~ollS nux limit 'Iucidees plus haut pour G(x). L obligat.ion POlll' G(;t) 
d'~ tr ,.k02! quand x -+ + donne la condition -2~ + C_ = 0 dOli C_ :;: 2&;;-. 
R ' portant c tte valeur, ia condition allX limit , d · J'a ntr cOt', x -+ - , s'(k~ito: 

1 [1 1 'k 1 'k ] 'k _ - - sinkox + -C+ e' OX + -.- e- ' ox c< e- I ox , 
2 ko 7r 21ko x-+- oo 

qui donne - 2i~o + ~C+ = 0, 

Rassemblant ces resultats, on a G(x) = 2L (I sinkoxl - icoskox), qui s'ecrit aussi 

G(x) = 2i~0 eiko lxl ; avec G(x, x' ) == G(x - x'), on obtient finalement : 

G(x x') = _1_ eiko lx-x'i 
, 2iko 

L'apparition d'un module dans l'expression de G(x) n'a rien de surprenant: c'est 
l'effet du second membre c< c5(x) de l'equation satisfaite par G(x), a l'instar de ce 
qui survient pour toute fonction propre d'un potentiel c5(x) , lequel provo que une 
discontinuite de la pente en x = 0 (voir par exemple, probleme 15.5, p. 317). 

4. L'expression for melle de la fonction propre d'energie Eo = fi;!~ est donc : 

(26,5) 

ou '¢Ii~) (x) est la solution en l'absence de potentiel (mais avec les memes conditions 

aux limites), so it 7{!i~) (x) = eikox , que 1 que soit x (en l'absence de potentiel, la 
SOurce etant toujours en -00, il n'y a pas d'onde reflechie i) . 

5. On applique ces resultats au cas du potentiel de Dirac, V(r) = -gc5(x), 9 > 0 
(puits), pour les comparer aux resultats du probleme 15.5. Avec ce potentiel, 
l'egalite (26.5) devient : 

"I. (x) = eikox _ 2mg_l_j+00 eikolx-x' Ic5(x')" I. (x') dx' 
'Pko fi2 2iko - 00 'Pko' 

qui donne l 'expression : 
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soit explicitement : 

Ok iQ Ok 
X < 0 : '!f;ko(X) = e' OX + -1-.- e-' OX , 

-IQ 

c'est bien tres exactement ce qui a ete obtenu dans Ie probleme 15.5 par les moyens 
element aires (voir p. 317). 

6. Pour obtenir les expressions des coefficients de transmission, T, et de retlexion, R, 
mesurant ce que l'on observe a tres grande distance de la cible, il suffit de prendre la 
forme asymptotique de l'equation integrale, en distinguant les deux cas x --t ±oo : 

Ok 1 Ok 1+
00 

·k' x --t +00 : '!f;ko(X) --t e' OX + 2.k e' OX e-' OX U(X')'!f;ko(X') dx' ; 
1 0 -00 

si T designe Ie coefficient de transmission, et ¢T une phase indeterminee a ce stade, 
on peut poser que Ie second membre est egaI a Tl/2ei</>T eikox , d'ou : 

1 1+
00 

2 T = 11 + 2.k e- ikox' U(X')'!f;ko(X') dx'i 
1 0 - 00 

Avec Ies memes arguments, on a : 

Ok 1 Ok 1+
00 

+Ok ' X --t -00 : '!f;ko(X) --t e' OX + 2.k e-I OX e lOX U(x')'!f;ko(x')dx' 
I 0 -00 

Le premier terme est I'onde incidente libre ; identifiant Ie second terme avec 
Rl/2 ei</>R e- ikox , on en deduit Ie coefficient de reflexion R sous la forme: 

1 1+
00 

2 R = 12.k e+ikox' U(X')'!f;ko (x' ) dx'i 
1 0 - 00 

7. La premiere approximation de Born consiste a remplacer dans I'integrale '!f;ko par 

'!f;k~) (x) == eikox , ce qui revient a traiter Ie potentiel au premier ordre, plus bas ordre 
non trivial ; dans ces conditions : 

1 1 +
00 

m 1 +
00 

Tl/2ei</>T ~ 1 + 2ik U(X')'!f;ko (x') dx' = 1 - i li2k V (X')'!f;ko (x') dx' , 
o -00 0 -00 

R 1/2 ei</>R ~ - . - e+2ikox' U(x') dx' = - i "; e+2ikox' V(x') dx' 1 1+
00 

1+
00 

21ko -00 Ii ko -00 

Dans Ie cas du potentiel -gc5(x), ces formules donnent : 

c'est bien aussi ce que donnent les formules exactes (26.6), une fois developpees au 
. d dOf rnn premIer or re en Q = ~. 
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8. L'equation integrale s'applique evidemm nt ails i au cas de etat lies, pill qu 'ell 
n'est qu'une recriture de l'equation aux val urS et fon tion ' prop~'es, nullemeu r·

e 
1-

butaire de la nature des etats propres. POUl'le etats lies "'n rgi L ici negat ive. 

posant E = - n:!~, ko > 0, l'equation pl'opr esL 1/J~o - k3 1/J~ = U'l/Jko, ' ncluisa.l1 ~ 
a l'equation suivaute pour la fouction de Green: 

G"(x) - k~G(x) = 8(x) . 

Par transformation de Fourier, on en deduit _(k2 + k&)Q(k) = 1, puis: 

1 1+00 

e
ikx 

G(x) =-271' k2+k2dk 
-00 0 

cette integrale se calcule immediatement par residus, pour donner: 

G(x x') = __ 1_ e- kolx-x'i 
, 2ko 

Ce resultat acquis, on obtient l'equation integrale sous la forme explicite : 

'lj;ko(X) = 'lj;k~)(x) - 2~o l e-kolx- x' IU(x')'Ij;ko(x')dx' ; 

'lj;k~) (x) est toujours la solution en l'absence de potentiel, soit une combinaison 

lineaire A+eikox + A_e-ikox ; com me on cherche des etats lies 'lj;ko (x) normalisables 
en module carre, une condition necessaire est limlxl-+oo'lj;ko(x) = 0, conduisant au 
seul choix possible A+ = A _ = O. Les etats lies satisfont done l'equation : 

Cette equation apparait manifestement comme une equation aux modes propres 
quand on la reCl'it comme suit: 

l e- kolx-x'IU(x')'Ij;ko(x')dx' = -2ko'lj;ko(X) , 

exprimant que l'action d'un operateur lineaire (ici sous forme integrale) sur une 
certaine fonction 'lj;ko se reduit a la simple multiplication par Ie scalaire -2ko. 

9. Avec V(x) = -g8(x)(g > 0), l'equation integrale ci-dessus est: 

'lj;ko(x) = !ir;:~o l e-kolx-x'lo(x')'Ij;ko(x')dx' = !ir;:~o e-kolxl'lj;ko(O) 

On a donc en particulier 'lj;ko (0) = ;;fo 'lj;ko (0) ; 'lj;ko (0) etant different de zero (sinon 
la solution serait la solution triviale identiquement nulle), il faut 1 = n'rfo' equation 
qui fixe la seule et unique solution liee ko = ~, d'ou l'energie du seul et unique 

2 
etat lie : Eko = -!!Jfi, en accord avec l'un des resultats du probleme 15.5 (ou la 
quantite ici notee ko (resp. Eko) est notee kb (resp. Eb). Dne fois ko determine, on 

a immediatement 'lj;ko (x) = e- ko Ixl 'lj;ko (0), puis 'lj;ko (0) = k6/2 par normalisation. 
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A bsence de diffusion pour Ie potentiel de Dirac 

Montrer que tous les dephasages 01 sont nuls pour Ie potentiel spherique V(r) = gaVoo(r), 
g etant la constante de couplage sans dimension. 

Avec Ie potentiel spherique V (r) = ga Voo (r) (g etant la constante de couplage 
sans dimension), l'equation (II-26.76) donne; 

a . 2mgVokoa r+ oo 
2 

ag sm ol(g) = - li2 J
o 

o(r)[ukol(r)] dr . 

Comme la fonction Ukol (r) (homogene a une longueur) est toujours nulle en r = 0 quel que 
soit lEN, l'integrale est nulle, d'ou ~sinol(g) = 0 et par consequent sin 01 (g) = cste ; 

puisque sin Mg = 0) = 0, on a sin Ol (g) = 0 quel que soit g. 

26.3 Analyse de l'approximation de Born en fonction 
de l'energie 

II s'agit de discuter plus en detail I'expression (11-26.41) donnant I'amplitude de diffusion 

elastique f~~orn)(e) dans la (premiere) approximation de Born, pour des particules de masse 

met d'energie initiale Eo = fi.;!~. On se place dans Ie cas ordinaire d'un potentiel central 
a portee a bien identifiee ; afin de preciser les choses, on pourra faire des calculs explicites 
pour les deux potentiels modeles1 : 

I T ( ) del I T a -J.'r/a vy r = vo- e , 
r 

(J.l > 0, a > 0, Vo E ~) (26.7) 

Dans tous les cas, on introduira la fonction v(x = ~) ~ V(r). 

1. Montrer que, a tres basse energie, la section efficace est pratiquement independante 
de I'angle de diffusion. 

2. On se place maintenant a haute energie, en posant A ~ 2koa. Argumenter pour 
montrer que I'amplitude peut s'ecrire sous la forme: 

(Born) ( ) 2ma
3 1+00 

[() X I ( ) ]. ( • e () fko e = - 2 3 . e X V 0 + \v 0 + .. . sm X sm -) dX . 26.8 
Ii A sm'2 0 /\ 2 

3. Montrer que I'integrale de (26.8) se comporte essentiellement comme 27ro(e). 

1 Vy est Ie potentiel de Yukawa. 
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4. Commenter ce resultat, et argumenter physiquement pour comprendre Ie fait qu 
independamment de I' "infini" introduit par la fonction de Dirac, on trouve une dive~~ 
gence de la section efficace. 

5. Calculer effectivement f~:orn) (8) pour les potentiels gaussien et de Yukawa . Dans Ce 
dernier cas, examiner la limite /.l -> O. 

6. Commenter Ie signe de f~:orn)(8) en fonction du caractere attractif ou repulsif du 
potentiel. 

L'expression a discuter est: 

qui donne l'amplitude de diffusion elastique f~:orn) (8) dans la (premiere) approximation 

de Born, pour des particules de masse m et d'energie Eo = Ii;!~. Le potentiel V(r) est 

suppose central et a courte portee a. L'amplitude f~:orn) (8) est toujours reelle. 

1. Dire que l'on est a tres basse energie, c'est dire que le(s) parametre(s) lie(s) a 
l'energie est(sont) tres petit(s) devant toute autre grandeur de meme nature intrin­
seque au probleme. 11 ne peut s'agir de l' energie eUe-meme, sauf qu'elle doit etre 
de toute fa<;on tres petite devant les energies d'excitation de la cible, hypothese 
implicite des que l'on se place dans Ie cadre d 'une collision elastique. 

Le parametre lie a l'energie est Ie nombre d'onde ko ; la seule longueur disponible 
est la portee a du potentiel : la earacteristique d'une collision de basse energie 
est done l'inegalite koa « 1. Des lors, Ie sinus present dans l'integrale peut etre 
linearise et on obtient : 

expression ou l'angle de diffusion 8 n 'apparait plus, et permettant de dMinir l'ampli­
tude a energie nulle f6 Born ). Physiquement, ceci se eomprend bien: la particule 
arrive si lentement qu 'eUe ne sait plus trop d'ou eUe vient et Ie potentiel, etant 
a symetrie spherique, ne lui fait sentir aucune direction privilegiee. Par ailleurs, 
l'integrale est de l'ordre de a3Vo, ou Vo caracterise l'echelle d'energie pertinent du 
puits ; il vient ainsi f 6Born) rv - m~~vo a, d 'ou la section effieace a basse energie, 
pratiquement independante de l'angle : 

(koa « 1) 
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On remarque d'emblee que la valeur de la section efficace n'a aucune relation 
stricte avec Ie carre du rayon du puits ; visiblement, relativement a la section droite 
a2 de celui-ci, O"k~orn) peut prendre n'importe quelle valeur suivant la masse des 
projectiles, la profondeur du puits et, aussi (evidemment) son rayon. La possibilite 
pour la section efficace d'avoir, a basse energie, une valeur tres differente de la 
section droite du puits est un effet foncierement quantique. 

2. En introduisant la fonction v(x) definie plus haut, la formule de Born s'ecrit : 

(26.9) 

avec A ~f 2koa » I, exprimant que la collision se fait cette fois a haute energie. 
Posant X = AX, une autre ecriture est: 

fkBorn)(e)=- ma~ OA-2 r+oo 
Xv(X)sin(Xsin~)dX, 

a n2 ko sm"2 Jo A 2 
(26.10) 

Ces deux expressions permettent de discuter Ie role de la portee du potentiel sur Ie 
comportement de l'amplitude a haute energie. 

Si Ie potentiel est a courte portee, l'expression (26.9) montre que seules comptent 
les valeurs X ;S 1 ; comme A » I, l'integrale est quasiment nulle en raison des 
oscillations rapides du sinus, sauf si A sin ~ ;S I, soit pour les tres petites valeurs de 
e : il n'y a done pratiquement que de la diffusion vers l'avant, l'amplitude, quand 
elle n'est pas nulle, etant donnee en ordre de grandeur par l'expression ou tous les 
sinus ont ete limlarises : 

si e < -k1 
~ oa 

autrement 

Au contraire, si la fonction v(x) est a longue portee, seul compte Ie comportement 
local de v(x) pour X ~ 0, ce qui autorise a ecrire : 

(Born)( ) 2ma
3 1+00 

[( x, ] . ( . e) ( ) fk e = - . e X v 0) + -v (0) + ... sm X sm - dX . 26.11 
a n2 A3 sm"2 0 A 2 

3. Posant 0: = sin~, Ie premier terme du developpement (26.11) implique l'integrale : 

1+00 

X sin o:X dX = - :0: 1+00 

cos o:X dX = -7r6' (0:) ; 

compte tenu de la definition de 0:, on trouve que l'integrale se comporte essentielle­
ment comme 27r6(e). 

4. Les calculs precedents montrent notamment que, en toute hypothese sur la portee 
du potentiel, il n'y a, a haute energie, que de la diffusion vers l'avant (ce qui etait 
previsible) ; pour un potentiel a longue portee (voire a portee infinie), et en raison 
du facteur ~, l'amplitude diverge dans l'approximation de Born. 

81n "'2 
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5. Pour Ie potentiel gaussien Vc(r) = Vee - (r l a)2, l'amplitude de Born est: 

(Born) ma2Vo 1+00 
2. . 8 

fk Causs(8)=- . e xe-x sm (2koa xsm-
2
)dx 

o 1t2ko sm 2 0 

une integration par parties donne : 

(Born) ma3Vo 1+00 
2 • 8 

fkocauss(8)=-~ 0 e- x cos(2koa xsm"2)dx 

On a Jo+ oo e- x2 cos ax dx = ~ J~::: e- x2+i<>x dx = ,j7r e- <>2 14, d'ou : 

Pour Ie potentiel de Yukawa, on a : 

(Born) ma
2
Vo 1+00

. . 8 fk Y lea (8) = - 0 e- I1x sm (2koa xsm-) dx 
o u wa It 2 ko sin 2 0 2 

(26. 12) 

l 'integrale est <s(fJ. - 2ikoa sin £) - 1, donnant : 

(Born) 8 __ 2ma3Vo 1 
fko Yukawa( ) - 1t2 2 (2k . 8)2 

fJ + oa sm 2 

Dans ces deux cas precis, la portee du potentiel est clairement finie : elle vaut a pour 
Ie potentiel gaussien, Q. pour Ie potentiel de Yukawa. On retrouve bien notamment 

/.L 
que, a haute energie, d 'une part il n'y a pratiquement que de la diffusion vers 
l'avant , d'autre part que l'amplitude en 8 = 0 est finie. 

La limite fJ --+ 0 reproduit Ie potentiel Coulombien, pour lequel on trouve donc : 

(Born) (8 __ 2ma3Vo 1 
fkoCoulomb ) - 1t2 (2k . 8)2 

oa sm 2 

Vne fois cette limite prise, la portee du potentiel est infinie, et on voit clairement 
que l'amplitude calculee dans la premiere approximation de Born diverge aux petits 
angles. De to ute evidence, cette anomalie n'est pas propre a l'approximation mais 
a la consideration d'un potentiel sans ecrantage, qui est une vue de l'esprit . Par 
ailleurs , on ne doit pas non plus suspecter que l'approche non-relativiste est en 
cause, au motif que les petits angles correspondent aux hautes energies : Ie calcul 
classique (It = 0) relativiste de Mott (voir eq. (1-8.14)) presente la meme pathologie. 

6. Le signe de f~~orn) (8) est negatif si Ie potentiel est repulsif (Vo > 0) , positif pour 
un potentiel attractif, quelle que so it l'energie des projectiles. On retrouve bien 
sur ces deux cas particuliers Ie fait que l'amplitude est quasi-isotrope a tres basse 
energie, et qu'a haute energie, elle est quasi-nulle sauf pour les tres petits angles: 
8:S l /(ko a) pour Ie cas gaussien, 8 :s fJ /(koa) pour Ie potentiel de Yukawa. 

840 



Introduction 11 la theorie de la diffusion 

26.4 Decroissance avec l'energie de la derivee loga­
rithmique (3l definie en (11-26.88) 

On reprend les notations du Tome II , section 26 .5 ; en particulier , Ie potentiel V(r) est 

suppose non nul pour 0 < r < a. 

1. Soit deux solutions stationnaires \Il i(f', t) ~ eft Eit'l/Ji (f) de I'equation de Schrodinger; 
montrer que : 

2. Appliquer cette egalite au cas ou 'l/Ji(f) = RE;I(r)Yimi (e, ¢) pour en deduire : 

3. Par une integration de cette equation entre 0 et a, montrer que: 

(26.14) 

4. En deduire que (31(E) est une fonction monotone decroissante de I'energie E . 

Afin de fixer les idees, Ie potentiel V(r) est suppose non nul pour 0 < r < a. 

1. Etant donne deux solutions stationnaires \Ili(f, t ) ~ efhEit'l/Ji(f) de l'equation de 
S h "d' ·t;ollt · H,T, c ro Inger, In7Jt = 'l' i, on a : 

a\Ill \II * + \II" a\Il 2 = ~ [(H\II ) \II* - \II (H\II *)] = ~(\II*~2\I1 - \II ~2\I1 *) at 2 1 at iii 1 2 1 2 2m 2 1 1 2' 

avec ~(f~g) = (~f)·(~g) + f~2g, soit f~2g = ( ~f). (~g) - ~(f~g), on obtient : 

~ (\Ili\Il2) + 2.
1i ~. [\Ili~\Il2 - ( ~\Il i)\Il2] = 0 . 

ut 1m 

On aura reconnu la relation generale atp + ~.J = 0 traduisant la conservation du 
courant de probabilite, que les \II i soient ou non des etats stationnaires. Si tel est 
Ie cas, on a alors plus particulierement : 
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2. Le vecteur V peut s'ecrire comme suit, relativement aux trois vecteurs unit aires .,. 
(u = x, y, z) d'un repere orthonorme : ~u 

~ ~8 ~ 1 8 ~18 
\7 = er 8r + e¢ r sin 8 8¢ + eg -;: 88 ' 

avec er = cos¢sin8ix + sin¢sin8iy + cos8iz , eA. = -sin¢ix + cos¢sinBi 
or y et 

eg = cos ¢ cos 8 ix + sin ¢ cos 8 iy - sin 8 i z ' 

Ecrivant : 

h2 ~ [~ ~ 
2m \7. REllYi~l \7(RE2lYim2) - (\7 REdYi~JRE2lYim2] = 0 , 

et utilisant les developpements du gradient, un calcul un peu laborieux donne: 

() h2 {2 [ , , ] "" } E2 - El REIlRE2l + 2m -;: REIlRE21 - REIlRE21 + REIlRE21 - REIlRE21 = 0 

Le terme entre accolades est egal it ~ ddr [r2(REI1R~21 - R~dRE2d]' d'ou la relation 
it demontrer : 

(E2 - E1)REll (r)RE21 (r) + 2~2r2 ddr {r2 [REll(r)R~2l(r) - R~11(r)RE21(r)]} = 0 . 

Dne autre fagon d'etablir cette egalite, plus rapide d'ailleurs, consiste a partir de 
l'equation satisfaite par chaque fonction radiale: 

h
2 
(' 2") h

2
1(1+1) 

--2 2 2rREI + r REI + 2 2 REil = EiRE.z , mr ' , mr 

de multiplier membre a membre par l'autre fonction REJI et de retrancher membre 
a membre. On obtient ainsi : 

_2
h2 

2 [REd(2rR~21 +r2R';;21) -RE21(2rR~11 +r2R';;d)] = (E2 -EdREIIRE21 ; 
mr 

on remarque ensuite que Ie crochet n'est autre que dd
r 
[r2(REdR~21 - R~dRE21)]. 

3. Partant de : 

d { 2 [ , , ] } 2m(E2 - E1) 2 
dr r REd (r)RE21 (r) - REd (r)RE2l(r) = - h2 r REd(r)RE21(r) , 

une integration de cette egalite entre 0 et a donne: 

2 [ ()' () '() )] 2m(E2 - E1) r 2 a REd a RE2l a - REd a RE21(a = - h2 Jo r REll(r)RE21(r) dr 

revenant a la definition i3l ~ a=RR
f 

(voir (II-26.88)), la division membre a membre 
El 

par aREll(a)RE21(a) donne l'egalite cherchee : 
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4. D'apres Ie resultat precedent, on a : 

prenant maintenant la limite El ---> E2 == E, Ie premier membre donne la derivee 
di3~kE), cependant que Ie second membre tend vers - n2a~11(a) foa R~l(r) r2 dr < 0 : 

df3I(E) 0 
ciE< 

La quantite f31(E) est bien une fonction monotone decroissante de l'energie E . 

26.5 Diffusion de l'onde S par un puits carre 

II s'agit d'illustrer en details certains resultats de ce chapitre pour Ie puits carre spherique 
V(r)=-Vo si r~a, V(r)=O si r>a. La fonction de Bessel spherique l=O est jo(p)= Si;P . 

On pose K ~ 1~(Eo + Vo) == vk'6 + K'6. ou Eo = n;!6 est I'energie des projectiles. 

1. Ecrire I'expression de la derivee f30. 

2. Quelles sont les fonctions de Hankel h~±\p) ? 

3. Trouver Ie dephasage ~o defini en (11-26.92). 

4. Combien vaut la derivee logarithmique B6+) apparaissant dans (11-26.93) ? Trouver les 
parametres Doo et 'Yo definis par (11-26.94). 

5. En deduire I'amplitude de diffusion jS(e), puis la section efficace as(e). 

6. Montrer que, a basse energie : 

as(e) ':::' (tanKoa _ 1)2 
Koa 

A I'oppose, comment varie as(e) a haute energie ? 

7. On definit2 la longueur de diffusion ldiff comme : 

l der l' 00 
diff = - 1m -

ko-+O ko 

(26.15) 

(26.16) 

Etudier son signe, et faire Ie rapprochement avec la condition d'existence d'etats lies 
du puits3 . 

2Suivant Ie contexte et les auteurs, ldiff est parfois definie avec Ie signe contraire. 
3Ce resultat est general: pour un potentiel a symetrie spherique, la longueur de diffusion ainsi definie 

est negative s'il n'existe aucun etat lie de type S (I = 0) ([41], p.178). 
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8. Que se passe-t-il pour K o = (2n + 1) 21r
a ? 

9. Les energies des resonances sont Er = - Vo + (2n+ 1)2 ;,:~:. Expliciter I'approxirnat. 
lineaire 130 ~ b - bl Eo . IOn 

10. En deduire la variation resonnante de la section efficace ao (E) pour Eo '" E ( . 
r vOir 

(11-26.98)) . 

11 s'agit d 'illustrer en details certains resultats generaux du chapitre 26 pour I 
puits carre spMrique V(r) = - Vo si r :::; a, V(r) = 0 si r > a. e 

1. Avec K ~ jo/!i(Eo + Va) , les fonctions propres pour r < a sont les fonctions 

spMriques j l(Kr) (voir (19.96)). La derivee 130 est donc 130 = Ka~~~Z~l ; avec 

jo(p) =~, il vient : p 

I 130 (Eo) = K a cot K a - I I 
qui est bien une fonction monotone decroissante de l'energie. 

2. Les fonctions de Hankel h~±) sont ecrites4 en (II-26.91) : h~±)(z) ~ jo(z) ± iyo(z), 
so it h~±)(z)==f~ e±iz puisque yo(z) = _ co;z . 

3. Le dephasage ~o defini en (II-26 .92) est donne par: 

hC-)(k) . -i koa 
e2i ~0 = _ 0 Oa = _ _ le_ ._ = e-2ikoa {=:::} I ~o = -koa l 

h~+)(koa) _ ie'koa .. 

(+)' 

4. La derivee logarithmique Ba+) est :~+)toa: = - k
1
a + i. Avec koaBa+) ~ ~o+ho, 

o koa 0 

il vient : 
I ~o = - 1 'Yo = koa I 

Le dephasage s'obtient it partir de (II-26.93) : 

B C+) -BH 
e2i60 = (1 + koa 0 0 ) e2i~0 

130 - koaBa+) 

avec BH = - (_1_ + i) il vient e2i60 = [1 + 2iknfl ] e-2ikoa, soit : 
o koa' KacoLl<CI-I-koa(-~a+i) 

2i6 [ 2ikO] -2ikoa K cot K a + iko - 2ik a e 0= 1+ e = e a 
K cot K a - iko K cot K a - iko . 

(26.17) 

4Les fonctions de Bessel jl et Yl s'obtiennent genera lement it partir de (voir Tome II, pp. 837 et 912) : 

. I (1 d ) I sin z I (1 d) I cos z Jl(Z) = (- z) - - -, Yl(Z) = -(-z) -- -. 
Z dz z z dz z 
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5. L'amplitude de diffusion fS(fJ) est egale a io ei60 sin 00 = 2i~o (e2i60 -1). Reportant 
l'expression ci-dessus de e2i60 , on trouve apres quelques manipulation 

fS = ( 1 _ ~ eikoa sin koa) e- 2ikoa 
K cotKa - iko ko 

Cette amplitude est independante de e puisqu'il s'agit de l'onde S (l = 0). Avec 
E ~ ~ (E2 mesure l' energie incidente des projectiles relativement ala profondeur 
du puits) et A = Koa, qui incorpore la masse des projectiles, l'amplitude dans les 
bonnes unites est : 

1 S 1 ( 1 1 ., ) 2·' - f = - - - elOA sinC:A e- loA . 
a A ~ cot(AV1 + c:2 ) - ic: E 

Eo 
Vo 

Figure 26.2: Section efficace differentielle (/s pour Ie puits carre; les resonances a basse 
energie sont nettement visibles. 

La section efficace (/s (differentielle, mais evidemment independante de l'angle) est: 

1 \ 1 1 . \2 (/S = _ _ _ elKoao sin(KoaE) 
Kg VI + c:2 cot(KoaV1 + c:2 ) - i€ c: ' 

dont l'expression developpee manque d'elegance ; elle est tracee sur la figure 26.2. 
La section efficace totale est egale a 411"(/s. 

6. La limite basse energie de l'amplitude est limo 0 ~fs = i (co~ A -A), qui est positive 
(Ie potentiel est attractif) et donne : 

S 2( 1 )2 (/ (Eo = 0) = a ~ tan Koa - 1 

La section efficace diverge pour Koa = (2n + 1 H (voir fig . 26 .3), image extreme des 
resonances de basse energie, Ie puits dans cette limite etant per<;u comme infiniment 
profond. 
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50 

1 2 

Figure 26.3: Section efficace differentielle uS a energie nulle pour Ie puits carre. 

A l'oppose, a haute energie, on a : 

s 1 I 1 sin 2c:)' i I 
1 f 1 ':::' - . - -- + - (cos 2c:). - 1) 

Ko (1 -1)c 2c: 2E 

d 'ou, apres calcul : 

S( ) 1 ( . 2 . ) 1 u Eo» Vo ':::' - k2 1 + 4sm koa - sm2koa ex-
E 2 0 0 

7. La longueur de diffusion est definie5 cornme ldiff ~ -limko->o ~. Repartant de 
(26.17), et developpant les deux mernbres en puissances de ko , il vient : 

. (dc5 ( ko) ) [2iko ( 2)] [. ( 2 ] 1 + 21 -- ko + ... = 1 + K K + 0 ko 1 - 21koa + 0 ko) , 
dko 0 0 cot oa 

d'ou: 

ldiff == _(dc5(ko)) = a(l- tanKoa) 
dko 0 Koa 

Pour un puits peu profond et etroit (Koa < ~), la longueur de diffusion est negative. 
Elle devient positive pour Koa = ~ +0, qui correspond au seuil d'apparition d'etats 
lies de type S (l = 0) , voir eq. (II-19.106). 

1 
-ldiff 
a 

1'-- '--- '----

Figure 26.4: Longueur de diffusion ldiff pour Ie puits carre .. 

5La longueur ldiff est parfois definie avec Ie signe contraire. 
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8, Pour Ko = (2n + 1) 27r
a' la longueur de diffusion est infinie, Compte tenu de la 

relation entre amplitude et dephasage, f~o = 10 ei8o (kol sin 6o(ko), on a : 

la section efficace a. basse energie est donc simplement l~iff' d'ou l'interet de la 
notion de longueur de diffusion: pour un puits tres profond, et pour des projectiles 
de petite energie, elle donne directement la composante spherique de la section 
efficace differentielle uS qui, juste multipliee par 411', donne la contribution S a. la 
section efficace totale, Cette composante represente l'essentiel de la vraie section 
efficace totale pourvu que les dephasages 61 (ko) decroissent assez vite avec I, 

9, L'approximation lineaire de la derivee logarithmique consiste a. poser, au voisinage 
de toute energie donnee Ei , (31 (Eo) ':::'.(31 (Ei )+(3l(Ei )(Eo-Ei ), ou (3!(Ei ) < 0 puisqu'il 
s'agit d'une fonction decroissante de l'energie, Pour l'onde S, cette approximation 
s' ecrit (30 (Eo) ':::'. b - b' Eo, avec b' > 0 et les relations precises b = (30 (Ei) - E i (36 (E;), 
b' = - (36 (E;), Le calcul de la derivee de (30 (Eo) = K a cot K a -1 peut se faire comme 
suit: 

d(3o = d(3o dK dko = a(cotKa _ ~) ko J2rn _1_ , 
dEo dK dko dEo sin K a J k5 + K6 fi2 2$0 

Les energies des resonances etant Er = - Vo + (2n + 1) 2 ;~~~, K (Er) = (n + ~) ~, 
(3o(Er) = -1 et (~~~) E, = - 2r;;l, Pres d'une resonance, l'approximation lineaire 

s'ecrit ici Eo ~ Er : (3o(Eo) ':::'. -1 - 2~:i"2 (Eo - E r ), L'equation (II-26,96) prend 
alors la forme specifique : 

2'(8 _c 1 -1 - 2~2a2 (Eo - Er) - ~o + iro e 1 0 ... 0 ~ __ --=-''''---;,-----_______ _ 

- -1 - 2~t (Eo - Er) - ~o - i"Yo 

on a trouve plus haut ~o = -1, "Yo = koa et ~o = -koa, d'ou : 

E E ' Ii? ko E E ' fir o - - 1 _ 0 - r - 1-2 2'A hr e2i(8o+koal ~ r 2ma = e- 1 rctg 2(Eo-Ecl 

- E -E +i h2kO = Eo-Er+i Ii
2
r 

o r 2ma 

10, L'approximation lineaire precedente donne pour uS : 

S 1 i8, 2 1, 2 [ fir ] 
u = kfi1e 0 smool ':::'. k8 sm Arctg 2(E

o 
_ Er) + koa 

utilisant sin(Arctgx) = ~ et cos(Arctgx) = VII 2' il vient : 
vl+x- +x 
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Cette expression exhibela variatioD esonnante de la section efficace quan l. k~ ' 
j etHes ont une el1ergie Eo proche de E,., dans 1 'hypothese bien Slir ou cos koQ.

s l~:ro_ 
pa hop p tit. Dans co conditions, les deuxieme et troj i&ll term s dl! tlumet~ ~ 
ne (:ompten gll' 1" (ils 'amlUlent en Eo = Er ), at on a alor. approximativclll 'll~t~I' 

52 /';0(/, ( 1!f) 2 

k5 (Eo - ErF + e~})2 

qui donne une rcsonance strictement iorel1tziennc de largeur t0tale nr. D 1m au.t .. \ 
cote, t n rapport avec Ie omm utair juste apres (11-26.98), la 1'e ouanc P ut et~.c 
C01Upl't ment efFace si, an contrail'o, Ie dephasage koa est voisin de (2n + 1)7t ~ 
orume Oleutioolle aiol's, I'iut rpl'etati tl d s r'sonances de diffusion ( ,t/ou le\l; 

absence) relev en general d'L1ne analyse ar, ez deli cat . t plutot subtile. 

26.6 Approximation de Born pour Ie puits carre 

Soit Ie potentiel V(r) = - Vo si r < a, V(r) = 0 si r> a. Trouver la section efficace differentielle 
i7d(e) dans la premiere approximation de Born; tracer sa variation en fonction de e. 

Pour Ie potentiel "carre" V(r) = -Vo si r < a, V(r) = 0 si r > a, l'amplitude 

a l'approximation de Born est f~~orn)(e) = +;';t1:q foa 
r sinqrdr, ou a ete introduit Ie 

transfert de moment resultant de la collision elastique q ~ 2ko sin ~. On a : 

(Born)( ) mVo l qa
. mVo ( . ) fk e = +~ X smXdX = ~ smqa - qacosqa 

o 21' q 0 2n q 

0,3 

4 
Q = 2koasin ~ 

Figure 26.5: Pour Ie puits carre spMrique, variation de l'amplitude en fonction du trans­
fert de moment Q = qa. 
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L'amplitude i~~orn) (8) est positive a basse energie, mais alterne en signe (voir 
fig. 26.5) pour les grands transferts de moment. La section efficace est: 

a(Born) (8) = (mVoa3)2(SinQ - QcosQ)2 
ko 2112 Q3 

u Q '!}1 2kaasin!. La grande parenthese a droite est ~h(Q), OU]l est la fonction de 
~essel spberique ]1=1. 

O'i~o'") (II) 

O'i~o,")(o) 

Figure 26.6: Variation de la section efficace pour Ie puits carre (approximation de Born). 

Pour les petites valeurs 8 :s l /(koa), on a approximativement : 

ak~orn)(8) ~ (1- ~(kaa)2 (2)ak~orn)(O) . 

Par exemple, la mesure precise de la courbure en 8 = 0 permet de remonter au rayon a du 
puits. La variation de la section efficace est tracee sur la figure 26.6. On voit clairement 
qu'a basse energie, elle ne depend quasiment pas de l'angle de diffusion, tout comme elle 
ne depend pas de l'energie a angle de diffusion strictement nul. 

26.7 Miracle de l'approximation de Born pour Ie po­
tentiel Coulombien nu 

En utilisant certains resultats du probleme 26.3 p.837, montrer que I'approximation de Born 
restitue I'expression exacte de la section efficace pour la diffusion Rutherford (voir (1-3.51)) 

Dans Ie probleme 26.3, p.837, on a obtenu l'amplitude de diffusion pour Ie po­
tentiel de Yukawa (Coulomb ecrante) 0/ e-I-'~ - voir (26.12) ; Ie potentiel Coulombien 
correspond a la limite f.1, ~ 0 : 

(Born) (8) __ 2ma3Va 1 
iko Coulomb - 112 (2k . 11)2 aa sm"2 
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L'identification avec Ie potentiel d'une cible ponctuelle chargee ql , avec un projectil 
charge q2 donne Vo~ = 4~~qo2T ; faisant apparaitre l'energie Eo des projectiles: e de 

j (Bom) (fJ) ql q2 1 
ko Coulomb = - 47rE 4E ~ o 0 sm 2 

dont Ie module carre donne tres precisement ... la section efficace exacte de Rutherford 
calculee cIassiquement (voir eq. (1-3.51)) : 

C h .. 'd . 1 l' d j(exacte) --I- j(Born) ette eureuse comCI ence ne tlent pas pour es amp ltu es: Coulomb r Coulomb' rnais 
la distinction n 'apparait que dans un facteur de phase, lequel s'efface quand on prend les 
modules carres pour obtenir la section efficace (pour une discussion recente voir [40]) . 

26.8 Approximation de Born pour Ie potentiel de 
Yukawa 

Dans I'a pproximation de Born, trouver les sections efficaces differentielle et totale pour Ie 
potentiel V (r) = _~e-.\T. La section efficace totale est-elle finie? Retrouver Ie potentiel 
Coulombien a la limite . 

Le calcul de l'amplitude a ete fait dans Ie probleme 26.3 (voir (26.12)) ; dans les 
notations en cours , Ie resultat s'ecrit : 

lBorn) (fJ) _ 2mg 1 
ko Yukawa - h,2 \ 2 (2k . 0)2 ' /\ + 0 sm 2 

d 'ou l'on deduit la section effieace differentielle : 

m 2g2 1 alBorn) (fJ) - ____ --::;-___ ~ 
ko Yukawa - 4h,4k4 [( .\)2 . 20]2 

o 2ko + sm 2 

(Born) _ (Born) _ . (Born) J 1
7r 

a ko Yukawa - a ko Yukawa (fJ) dD - 27r 0 sm fJdfJ a ko Yukawa (fJ) 

l'integrale se calcule sans peine puisqu'elle s'ecrit 87r J; d( - cos fJ) (1 + ~ - cos fJr2 
o 

elle est finie pourvu que A -I O. On trouve finalement : 

La section efficaee totale est finie a toute energie ; la limite A --> 0 restitue la section 
differentielle de Rutherford, et son inevitable divergence pour la section effie ace totale. 
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Z6.9 Densite en champ moyen pour un gaz d'electrons 

Soit un gaz de 1 electrons confines dans une boTte cubique de cote L . On admet que, 
dans une etape prealable, on a traite I'interaction entre electrons par une procedure de type 
hamp moyen, permettant de definir I'energie potentielle moyenne d'un electron dans Ie 
~hamp des autres, soit V(77) . Dans la suite, on decrit la dynamique du gaz en traitant, dans 
!'approximation de Born, la diffusion d'un electron sur Ie champ effectif cree par les autres. 

1. Montrer que la fonction d'onde6 'l/J'kCr) d'un electron d'energie E = r~:: satisfait 
I'equation integrale : 

(26.18) 

2. Expliquer pourquoi la densite electronique est don nee par I'expression : 

p(r) = 2 L 1/.!j;(r)1/.!'k(f) . (26.19) 
k~kF 

Preciser qualitativement Ie sens du nombre d'onde note kF. 

3. Dans la suite, on se restreint a la premiere approxi mation de Born. Ecrire I'equation 
integrale satisfaite par 'l/J'k(f). 

4. Montrer que, a cet ordre, la densite est donnee par : 

p(r) = Po - L - 3 7r~2 [ L e-i'k.r J(k) + c.c. ] , 

k~kF 

ou J(k) est une certaine integrale a preciser, et Po ~ ;:, . 

(26.20) 

5. Effectuer la substitution L - 3Lk~kF' (2~)3 ~1'k1l 9Fd3k pour obtenir p(r) sous la forme : 

p(f) = Po - 7r~2 j Iii ~ f' ll V(f')D(11f - f ' ll) d3
r' . (26 .21 ) 

6. Calculer explicitement I'integrale definissant la fonction D(IIf-f'II) , et montrer qu'elle 

s'exprime a I'aide de la fonction de Bessel spherique jl(X) ~ ~(sin x - x cos x ). 

O E dM 1i2 2/3 d 7 k . I ' 1/3 7. n pose 0 = 2m PO et on a met que F est proportlonne a Po . En deduire que 
la densite p(r) est don nee par : 

(-)= [1 -£ 1/3jjl(2kFIIf - f' II)V(-')d3 ,] 
P r Po Eo Po Ilf _ f'I12 r r , (26.22) 

ou C est un certain nombre. 

611 s'agit en fa it d'une orbitale. 
7Pouvez-vous en trouver une breve justification? 
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8. Montrer que loin du point fa I'echelle (2kF)-1, I'effet du potentiel est attenue p 

f cos 2kF 11f'-f"lll ( ·11· d F· d I) ar un acteur '" IIf'-r'113 OSCI atlons e ne e . 

1. L'equation integrale : 

est juste_la version integree de l'equation aux valeurs prop res H1/Jk = E1/Jk aVec 

E = 1t;;;,2, le noyau integral etant la fonction de Green dans 1R3 (voir eq. (II-
26.29)). H est ici le Hamiltonien d'un electron dans le champ moyen des autres, soit 
_2 

~m + V(f) ; la dependance spatiale de V(f) signifie que l'effet des autres electrons 
sur l'un d'entre eux n'est pas invariant de translation: ceci peut resulter, par 
exemple, de l'effet attracteur d'une impurete localisee provoquant autour de celle_ 
ci une accumulation de densite electronique. L'effet repulsif du potentiel effectif 
cree une lacune de densite au voisinage du defaut ponctuel (voir fig. 26.7). 

2. La densite electronique est la moyenne de l'operateur D(f; {fi}) ~ 2:;:'1 o(f - 7';) 
dans l'etat aN particules considere. Comme il s'agit d'une theorie de type champ 
moyen, la fonction d'onde \Ii est un determinant de Slater construit sur des spin­
orbitales 1/Jk @ I i) et 1/Jk @ 11), remplissant les etats, par ordre d'energie croissante, 
jusqu'a epuisement du stock des N electrons. L'etat occupe le plus haut en energie 
est indexe par kF . 

La densite est donc p(f) = (\liID(f)I\Ii) ; en ecrivant 1\Ii) = IN!YA I1k l1/Jk) @ Is), 
et en procedant comme dans le chapitre 22, on trouve sans peine: 

p(f) = 2 L 1/J'i;(f)1/Jk(f) 
k~kF 

le facteur 2 venant du spin, les deux spin-orbitales l1/Jk) @ Is), s =1, 1 donnant la 
meme contribution. 

3. Dans la premiere approximation de Born, on remplace 1/Jk(f') dans l'integrale par 
la fonction d'un electron en l'absence d'interaction, c'est-a-dire une onde plane 

normalisee dans une grande boite, L -3/2 eik.r . L'equation integrale satisfaite par 
1/J k (f) est ainsi : 

4. A cet ordre, l'orbitale 1/Jk est: 

1/J-(f) = L -3/2 (eik.f' -~ I) 
k 2nn2 
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la densite est alors p(r) = 2£-3" (e- ik.r - ~ I*) ( eik.r - m I) 't8 0 L...k 50 kF 27r1i.2 27r1i.2 ,SOl 0 

La premiere somme donne la moitie du nombre N de fermions, d'ou : 

N m ['" 'k - ~ ] p(T) = £3 - 7rfi2 £ 3 ~ e-
1 

.r I(k) + CoCo 
k50kF 

Po ~f J) est la densite du gaz homogene. 

5. Faisant maintenant la substitution habituelle Lk ---> (2~) 3 J d3 k, il vient : 

Echangeant l'ordre des integrations, on obtient : 

( ~) N m r 3 I V(T') D(II ~ ~/II) 
P r = £3 - 87r4 fi2 J'Jf.

3 
d r Ilf _ rill r - r 

ou D(IIT - rill) <!g Jk9F eik.(r-r') eikIW-r' lI d3 k + CoCo 

6. Il s'agit maintenant de calculer la quantite D(r) <!g 21R Jk <k eik.r eikr d3 k, r = 1ITII o _ F 

L'integrale contenant Ie produit scalaire for, elle est invariante par rotation et on 
peut la calculer en faisant un choix particulier du rep ere pour f relativement au 
vecteur r, qui est donne; prenant Oz Ie long de r, il vient : 

l'integrale sur ¢ donne 27r, celle sur e est egale a ;r sin kr. Il reste : 

87r lkF . 87r lkFr 
D(r) = -1R kdk sin kr e1kr = 3 X sin X cos X dX 

r 0 r 0 

l'integrale vaut -lkFr cos 2kFr + ~ sin 2kFr, d'ou finalement : 

BCoC. designe la quantite complexe conjuguee de celle qui precede. 
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7. La densite, dans l'approximation de Born, a donc pour expression: 

( ~) mk~ r d3 ' V(T') . ( k II ~ -'II) 
pT =po- 21['3h2 j lR

3 
7' llf_f'1I2J12FT-T . 

En l'absence d'interaction entre les electron , 1e orbital .s, nt des n L s planCl'; 
proportionnelles a eik.f', d'energie propl" egale a. r.;1~,2, Dans l' spac IR3 discl.'er " 
avec des conditions cycliques dans une grande bOltc cubiql1C de cote L chaquc 6 1St 

de k donne est un petit cube de cote e{ t Quand 011 nanti chaqu 6tat i ~ L 
deux electrons de spins contraires, on r>mpJi p u a pell un I'Lain sph r 'un

e 

fois epuise Ie stock des N electrons, ce t sph' r a pard finiti nUll rayon' gal ~ 
kF , et contient done (41['/3)k~/(27f/L)3 p tit cubes~ Comme on I ut m ttre d Ux 

fermions dans chacun de ceux-ci, on a l'egalitC 2A( k)' . = oil. kl~ = (31['2)1/3//3 ¥- 0 • 

A E dCf !;.2 2/3 I d .. (-) d • vec 0 = 2m PO , a enslte P Test onnee par: 

Figure 26.7: Oscillations de Friedel: a gauche, trace numerique de 8p , (26.23). A droite, 
image par microscope a effet tunnel de la surface d'un metal autour d'une impurete. 

8. a etant I'ordre de grandeur de la portee du potentiel, si kp1 » a, on peut ecrire : 

32/3 4/3 3v . (2k ) 8 ~ () _ ~ _ __ Po a J1 FT 
P - P T Po - 41['5/ 3 Eo T2 (26.23) 

ou Vest la moyenne (spatiale) de V(f'). II en resulte qu'a grande distance, T » kpl, 
on a9 : 

montrant que l'ecart de densite decroit a longue distance en oscillant ; ce sont les 
fameuses oscillations de Friedel, que l'on peut observer a l'aide d'un microscope a 
effet tunnel (voir fig. 26.7, a droite). 
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COrriges du chapitre 27 

Atomes a plusieurs electrons 

27.1 Operateur effect if spin - spin pour deux electrons 

pour un systeme a N = 2 electrons, Ie choix de deux orbitales distinctes ¢n et ¢n' permet 
toujours de construire un etat singulet et un etat triplet. 

1. En utilisant la theorie des perturbations au premier ordre pour traiter la repulsion entre 
electrons, exprimer les energies des etats triplets et singulet a I'aide des integrales 
directe J et d'echange K . 

2. En deduire que, restant dans Ie sous-espace d'etats construit avec les deux seules 
fonctions ¢n et ¢n" il est equivalent d'introduire un operateur effectif Veff = - AS1.S2 , 

ou A est une constante positive , a exprimer en fonction de K . 

Cette equivalence est a la base des Hamiltoniens-modeles souvent rencontres en 
Physique de la matiere condensee (modele de Heisenberg, par exemple, voir chapitre 30, 
sous-section 30.6.1, eq . (11-30.202)). 

• Remarque 

Bien evidemment, une telle formulation ne doit pas laisser croire qu'il s'agit d'inter­
actions magnetiques au sens classique du terme : I'ordre de grandeur energetique n'y 
sera it pas . II s'agit juste d'une representation effective, en terme d'operateurs, du 
splitting singulet - triplet obtenu plus haut . Dans Ie meme ordre d' idee, rien n'interdit 
de representer un atome a deux niveaux dans un langage de spin fi ctif S = !. • 
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On a vu a plusieurs reprises que, pour N = 2 electrons, la partie d'espace d 
fonction d'onde complete construite avec deux orbitales distinctes ¢n et ¢n' orth e la 
malisees est <I>s(rl' is) = ~[¢n(rl)¢n'(iS) + (-1)s¢n l (rl)¢n(r2)], avec S = 0,1. Ollor_ 

1. En l'absence d'interaction entre les electron , ] 4 eLat I w ~Ms} 'g{ lID $) ® IS JIll 

t d ' , "T f' It' d l' I , V d M C " d s) son egeneres. oute OlS, a ma nee . 'opern. U1' = -:- pr Je e ns c 
712 _ Otll\ 

espace, rapportee a la base l<I>sMs), est liagona le p\l:isqu · [V S] = O. La conecti 
d'energie au premier ordre s'obtient don etl cv.lculant Jes 'l'ments dillgonaux . ~ll 
trois d'entre eux qui sont relatifs a l\~tat trip\ 't ont videmrn nt la mem val~u~ 
La correction d'energie au premier ordr t d nc Es = (~s l ~:: l<lis ), soit : t . 

1 ~ 
6.Es = -(¢n¢n' + (-1)s¢n'¢nl~l¢n¢n' + (-l)s¢n l ¢n) = J + (-l)sK 

2 T12 ' 

ou J et K sont respectivement les integrales directe et d'echange : 

Dne integrale d'echange etant toujours positive (voir probleme 27.3, p. 860), on a: 

[ ETriplet = J - K < J + K = ESingulet I 

1 
Singulet 

J ..... 12K 
Triplet 

Figure 27.1: Levee de degenerescence pour la paire singulet - triplet en presence de 
repulsion electrostatique entre les electrons. 

clef ..... ~ A ( ..... - ..... ..... - ..... 
2. L'operateur Veff = -AS1.S2 est egal a - "2 S2 - Sl- Sn ou S = Sl + S2. Sur 

la base propre ordonnee {11, Ms = 0, ±1), 10, O)} du spin total 8, sa matrice est 
diagonale, les elements diagonaux etant egaux a - 4 fi2 [(S (S + 1) - 2 x ~ l, S = 0, 1 : 

r 

1 
"2 

A 2 0 11: ff ---'> - - fi 
e 2 0 

o 

o 
1 
"2 
o 
o 

o 
o 
1 
"2 
o 

qui est de trace nulle, comme il se doit. Dans ces notations, les energies sont (a 
une constante additive pres) : 
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pour que cet operateur donne Ie meme spectre que ci-dessus, il faut que l' ecart des 
niveaux soit egal a 2K, soit A = 21i-2 K. Ainsi, pour une configuration electronique 
donnee de deux electrons, (<Pn, <Pn')' I'operateur effectif : 

I def ( 1) 2 ~ ~ I Heff = J - 2K 14 - n- KS1 .S2 

a Ie me me spectre que Ie Hamiltonien electrostatique incluant la repulsion electroni­
que, J et K dependant de la configuration electronique. 

Cette equivalence, generalisee a la main pour un nombre (pair !) d'electrons est 
l'un des fondements tMoriques des Hamiltoniens-modeles de la Physique de la matiere 
condensee, comme celui dil a Heisenberg (voir Tome II, chapitre 30, sous-section 30.6.1). 
Sur un plan physique, rappelons Ie fait majeur suivant lequel Ie magnet is me microsco­
pique ne releve nullement d'interactions magnetiques, mais est principalement Ie resultat 
de l'interaction electrostatique entre electrons, alliee au Principe de Pauli. 

Noter aussi que ce formalisme effectif peut aussi etre utilise pour n'importe quel 
systeme a nombre fini de niveaux j Ie spin fictif S = 1 convient parfaitement par exemple 
au cas d'un couple d'etats atomiques de type S et P, Ie singulet jouant Ie role de l'etat 
spherique, les trois composantes du triplet etant en correspondance biunivoque avec les 
trois composantes 0, ±1 de l'etat L = 1. Enfin, l'introduction d'un moment angulaire 
fictif jest aussi parfois utile en adapt ant la valeur de J selon Ie nombre d'etats du 
systeme reel a decrire (voir par exemple probleme 14.6 p. 272, pour un systeme a trois 
niveaux et J = 1). 

27.2 L'ion H- existe-t-il ? 

Avec les elements donnes dans Ie chapitre 27. discuter la stabilite de l'ion 1 H- . 

Que pensez-vous de cette analyse sachant que cet ion a un etat lie [42]. d'energie de 
liaison voisine de 0,75 eV ([43]. [44]) ? 

II s'agit de dis cuter semi-quantitativement la question de l'existence de l'ion H-, 
un edifice silrement tres fragile, s'il existe, en raison de la cohabitation des deux electrons 
dans un espace reduit et devant se "partager" l'attraction d'un unique proton. 

Avec les deux electrons, on peut a priori former des etats singulets et triplets, si 
les deux orbit ales sont differentes. Pour la configuration presumee fondamentale, choisie 
simplement comme (1s)2 et n'autorisant qu'un singulet, l'energie est: 

E fond = 2El + J 1s1s , 

l eet ion est present dans les atmospheres d 'etoile, dont Ie Solei!. 
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'l/Jl0D etant la fonction propre fondament ale de l'atome d'hydrog{me d'energie E 
12 1· 

que2 J1s1s = i~o = -~El' d'ou Efond = ~El c:::: -10,20 eV. 

Pour la configuration (ls)(2s), l'energie est : 

O J 134 e
l2 

- 34E lOT 1 32 e
l2 

- 32 E d", n a Is2s = 2 81 a;;- = - 81 1, .~ Is2s = 2 729 a;;- = - 729 1, ou. 

* [5 34 s 32] { ;~i~ El c:::: - 10, 70 eV 
Es = 4" - 81 + (- 1) 729 El = 2549 E ~ - 11 8geV 

2 916 1 - , 

o 
Energie 

1(18)(28)1 

1 (ls)2i 10 20 2Kls2'l • 
- .-. .... '. 0 75 

(S = 0) 

(S = 1) 

On Sait 

• -, Sillgul l - 10 70 : i 
El --- ..... -._ ....... _-_ ........... - ....... ~:~~:.:: .... =.~.~. : .~? .... : ...... ................ : .. _ .. 

J, .2o [ROO ) t 
- 13,61 

[R) 
atomcR + e- id'infini 

_-::-'-_-_27, 21 
el2 

- = 0 
r12 

--:;;--- - 17,01 
el2 

- = 0 
r12 

Figure 27.2: A gauche: schema des niveaux de l'ion H- dans l'approximation electrostati­
que et par perturbation, et avec les fonctions propres de l'atome d'hydrogEme. A droite : 
IH- ) designe Ie seul etat lie connu de l'ion H- , IH) l'etat fondamental de l'atome 
d'hydrogEme. Toutes les energies sont en eV. 

On note d' abord que la forte repulsion des electrons, et la faible charge du noyau, 
donne une configuration "fondamentale" (ls)2 plus haute en energie

J 

que la configuration 
"excitee" (ls)(2s) : quand ils sont dans la meme orbitale, les electrons se repoussent plus 
violemment, et la charge nucleaire est trop petite pour s'opposer efficacement a cette 
tendance destabilisante. 

Par ailleurs, aucune de ces configurations ne peut representer un systeme stable, 
puisqu'elles ont toutes deux une energie superieure a celle du systeme forme par un 
atome d'hydrogene au fondamental et le deuxieme electron it l'infini. Au total, l'approche 
utilisee, fort rustique, conduit a la conclusion (erronee) que l'ion H- n'existe pas. 

En realite, ce systeme a un et un seul etat lie [42], [43], [44], dont l'energie de 
liaison par rapport au systeme dissocie H + e- a l'infini est voisine de 0,75 eV : 

I H- + 0, 75 eV ---> H + e-I 
2Yoir eq . (II-27.43) ecrite pour I'Helium , et compte tenu du scaling J(Z) = ;1 J(ZI) . 
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, urpri e cet e ~n rgi de liaison est faible ; elle correspond a une temperature de 
~1)J~dL' ) de 8700 I . Le differenc considerables par rapport a. l'atome d'helium tiennent 
J 0

1 
})Li Uem nt au (ai~ qu o I , ' Ilcrgi · bydrogenoldes varient comme Ie carre de la charge 

esS~e8h'e et Pl' nn llt don un fa eur de I'hydrogEme a l'helium. puc 

Pour ameliorer la description theorique, plusieurs voies peuvent etre suivies. L'une 
d'eJMe .Jl s . n. ita 'appuyer . Ul' Ie hCoreme du Viriel (voir Tome II, section 27.5) 
t sur les re 'ultaj, d · la pro 'edu)' · dealing (utilisee notamment pour l'helium, section 

; 7.6). Introduisoll ' done une chal'g c1f. ·tiv Z dans les orbitales hydrogenoldes, tradui­
S8-nL de fa 0 11 ad hoc 1 e rat Lag de In charge du noyau par un electron vis-a.-vis de 
('autr '" Designant ~oujOUl'S par E" ( ' nergies de l'atome d'hydrogene, et utilisant ce 
tbeOl'emc, (a vaiem Il~Oy nn d en rgi inetique et potentieUe d 'un electron dans 
1 eta!, hydrog "11 'icl 'if)~,71. sont T,.(Z) = Z2Tn (1) = _ Z2 En et Vn(Z) = ZV,l( l) = 2ZEn , 
respectiv'menl .. On proeed u fait exactement comme pour l'helium, voir l'egalite (II-

• ~ 2~ 
27.43), mais avec des tennes d'attra t i n u yau - electron - ~i au lieu de - ~. 

Cela etant, l'energie de la configuration (ls)2 est maintenant : 

La minimisation par rapport a. Z, qui joue Ie role d'un parametre variationnel, donne 
Zopt = i~ ~ 0,69, so it une reduction importante par rapport a. la charge nue. L'energie 
optimisee est EUS)2 (Z) = g~ E1 ~ 0,945E1 ;::: E1 : si l'amelioration pour l'energie 
est importante, il reste que celle-ci est encore superieure a. E1 et donne a. nouveau une 
conclusion incorrecte. 

L'energie de la configuration (ls2s) s'en deduit sans variation supplementaire, 
puisque l'on se doit de conserver l'orthogonalite des orbitales entre eUes : 

avec E2 = ~ El l il vient : 

* 649099 
ES=l (Zopt) = 746496 E1 ~ 0,870 E1 , 

La configuration (ls)(2s) se trouve bien cette fois au-dessus de (ls)2, mais on n 'obtient 
toujours que des energies superieures a. celle du fondamental de l'atome d 'hydrogene. 

La description rustique utilisee ci-dessus n 'est donc pas assez subtile pour conduire 
a une conclusion correcte, meme sur Ie plan qualitatif. Il faut en fait employer des 
methodes nettement plus elaborees (et tres variees) pour reproduire tres correctement Ie 
seul et unique etat lie connu de I'ion H- . 
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27.3 Positivite d'une integrale d'echange 

Une integrale d'echange est par definition de la forme: 

1. La transformee de Fourier d 'une fonction J(r) est F(k) ~ f d3r J(r) eik.r , la forrnul _ _ e 

inverse etant J(f) = (27r) - 3 f d3 k F(k ) e- ik
.
r. Trouver la transformee de Fourie _ r 

C(k) de ~, prise comme la limite ,\ ---+ 0+ du potentiel de Yukawa ~e- A'·. 

2. A I'aide du theoreme de convolution, et en utilisant la formule inverse de Fourier, 
montrer que : 

(27.2) 

ou Fab(k) est la transformee de Fourier de Jab(f). 

3. En deduire que K est egale a I'i ntegrale sur k d'une fonction positive, et conclure. 

Il s'agit de montrer Ie resultat suivant lequel une integrale d 'echange K est toujours 
positive. L'importance de ce resultat reside en ce qu'il est a l'origine de l'inegalite 
BTriplet < ESingulet et donc des innombrables consequences physiques de cette derniere. 

1. Avec la definition de la transformee de Fourier adoptee dans l'enonce, on a : 

L'integrale ci-dessus est (voir par exemple Ie probleme 26.9 p. 851, question 6) : 

1
+00 111' . 1211' 47r 1 rdre- A" elkrcos8sinBdB d¢=-<.S--.-

o 0 0 k'\ - lk 

2. L'integrale flR3 ,.~Jab(f2) d3r2 est fIR 3 "'''',~r211 Jab (f2) d3r2 == ~*Jab, oiJ.l'* represente 
la convolution, ici a t rois dimensions: 

(f * g)(f) ~ ( J(f')g(f - f') d3r' = (g * f)(f) JIR3 
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1e theoreme de convolution affirme que la transformee de Fourier de la convolution 
est Ie produit des transformees de Fourier: F[j * g] = F[j]F[g], de sorte que: 

Par la formule inverse de Fourier, on en deduit : 

3. En reportant cette derniere expression dans l'egalite de definition (27.1) de l'inte­
grale d'echange, on obtient : 

L'integrale sur fi reconstruit F:b(k) ; avec Ie result at obtenu ci-dessus pour C(k), 
it vient finalement : 

1 Irn 1 . ~ 2 3 
K = -2 k2 lFab(k) I d k > 0 

271" 1R3 

, 
27.4 Etats de moments angulaires donnes associes a 

une configuration electronique 

Un atome a Z +2 electrons a pour configuration electronique (CC)(nlld X1 (n2 l2)X2 ou (CC) 

designe I'ensemble des couches completes occupees par Z electrons. On designe par E, § et 
J les moments cinetiques totaux. 

l. Quelles sont les valeurs possibles de Z de cet atome hypothetique ? 

2. Trouver ND , nombre de determinants distincts que I'on peut construire a partir d'une 
telle configuration . 

3. Quelle est la degenerescence de rotation, NLs, liee aux moments E et § ? 

4 . Quelle conclusion peut-on tirer si ND < NLS ? 

5. L et S etant donnes, quelles sont les valeurs possibles de J ? 

6. So it N J la degenerescence totale de rotation pour I'ensemble des valeurs possibles de 
J. Quelle est la relation entre N J et NLs ? 

7 . On choisit Xl = 2, X2 = O. 
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(a) Combien valent ND, NLS et NJ ? 

(b) Quelle est la valeur maxima Ie Lmax de L ? 

(c) Avec cette valeur, peut-on former un etat triplet ? 
(d) Sans faire explicitement les calculs, expliquer comment on peut former les difFe_ 

rentes composantes 1 LmaxSMLMs ). 

Pour un atome a Z+2 electrons, de configuration (CC)(nlh)Xl (n2l2Y>' les couches 
completes CC sont figees puisque tous les etats a une particule sont occupes. Elles ne 
contribuent pas aux moments angulaires. 

1. Vne couche complete de nombre quantique principal n peut contenir 2n2 electrons· 
l'atome hypothetique considere peut donc3 avoir : ' 

Z = 2 X 12 = 2, 2 + 2 X 22 = 10, 10 + 2 X 32 = 28, ... ; 

les valeurs successives de Z + 2 sont done 4, 12,30, ... correspondant respectivement 
a Be, Mg, Zn, ... 

2. Pour chaque sous-couche (nili)' it existe 2(2li + 1) spin-orbitales distinctes ; il 
faut y caser Xi electrons, d'ou C~(21;+1) determinants a priori possibles pour cette 
sous-couche. Le nombre total de determinants potentiels est donc : 

2 

ND = II C~bl;+l) 
;=1 

3. La degenerescence de rotation est rr:=l 2(2li + 1) d'ou : 

I NLs = 4(2h + 1)(2l2 + 1) I 
4. Le nombre de possibilites N LS ne considere aucunement les exigences liees a l'anti­

symetrisation necessaire de toute fonction d'onde de fermions. Si ND < NLS, cela 
signifie simplement que certains etats 2S+1 I:- sont interdits pour non conformite au 
7e postulat (its donnent des determinants identiquement nuls). 

5. Let S etant donnes, les valeurs possibles de J sont Ji = IL-SI, IL-SI+1, ... , L+S, 
soit IL - SI ::; Ji ::; L + S, les Ji etant equidistants d'une unite. 

6. La degenerescence totale de rotation est fixee une fois pour to utes par la configu­
ration electronique retenue, puisqu'elle ne change pas quand on passe d'une base a 
l' autre, de ITLSMLMs) a /TJM LS) par exemple. On a donc : 

N J '!g 'L)2Ji + 1) = NL s 
i 

3en admettant que Ie mode de construction de I'etat fondamental pro cede suivant les memes regles 
elementaires que pour les elements legers ... 
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7. Le choix Xl = 2, X2 = 0 signifie que l'on examine la configuration (CC)(nl)2. 

27.5 

(a) On a ND = C~(21+1) = ~(41+1)(41+2) = 81 2 +61+ 1, N J = N LS = 4(21+1)2. 
visiblement, NLs > ND . ' 

(b) La valeur maximale Lmax de Lest 21. 

(c) A la valeur maximale de L correspondent 2Lmax + 1 composantes N!r.max' qui 
arrivent "en bloc". L'une d'entre elles est lllIr.max = +Lmax, inevitablement 
formee avec mi, = ml 2 = 1 : les deux orbitales sont donc ineluctablement 
identiques, ce qui exclut la possibilite d'un etat triplet. 

(d) Les diiferentes compos antes JLmaxSN!r.Ms) se forment en suivant la procedure 
classique de descente avec les operateurs L_ (d'apres ce qui precede, l'etat est 
forcement singulet de sorte que J prend l'unique valeur L == Lmax = 21). De 
toute evidence, on a JLmaxOLmaxO) = jcPnllcPnll) , puisqu'il n'y a qu'un seul 
choix possible des deux orbitales assurant que L prend la valeur Lmax et que 
ML = +L. Par ailleurs, on a d'une part: 

L-JLmaxOLmaxO) = li jLmax(Lmax + 1) - LmaALmax -1) JLmaxOLmax-10) 

d'autre part: 

(l1- + h-)JLmaxOLmaxO) = n[ jl(l + 1) -1(1- 1) JcPnll-lcPnll)+ 

jl(l + 1) -l(l- 1) JcPnllcPnll-I) ] 

Rapprochant ces deux expressions du meme etat, on obtient : 

V2z 
JLmaxOLmax-10) = ~(JcPnll-lcPnll) + JcPnllcPnll-I)) , 

et comme Lmax = 21 : 

Comme toujours, une telle procedure fabrique automatiquement des vecteurs 
propres normalises. Les autres composantes du terme spectral I £(Lmax) s'ob­
tiennent de fac;on analogue. 
Cela fait, on peut passer au terme spectral Lmax - 1, dont la compos ante 
maximum ML = Lmax -1 se trouve par orthogonalite avec JLmaxOLmax -10), 
et en construisant les deux etats singulet et triplet. Appliquant a ceux-ci 
L_ = lr- + 12-, on en deduit toutes les autres composantes - et ainsi de suite 
pour toutes les valeurs possibles de L. 

Structure fine du carbone. 
Paschen - Back 

Effets Zeeman et 

Le carbone a pour configuration (ls)2(2s)2(2p)2 . 
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1. Quelles sont les valeurs possibles de L et S? Donner la notation correspondant 
e des termes spectraux. 

2. Donner un argument qualitatif permettant de penser que I' etat de plus basse ener . 4 

t 3p ~e es . 

3. Existe-t-il des transitions dipolaires electriques entre ces termes spectraux ? 

4. Former les fonctions propres du fondamental. 

5. Preciser la structure fine de I'etat fondamental, sachant que la constante A(2, 1, 1) est 
positive. 

6. En presence d'un champ magnetique B parallele a Oz, examiner les deux situations 
relatives aux effets Zeeman et Paschen - Back. 

? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . ~ . =====================:::::::::: 

l. Avec la configuration (ls)2(2s)2(2p)2 == (CC)(2p)2, les valeurs possibles de L sont 
celles que l'on peut obtenir en combinant deux moments orbitaux li = 1, soit 
L = 0, 1, 2, et deux spins Si = ~, soit S = 0, 1. On peut donc former a priori 
des termes 28+1S, 28+1 P et 28+1 D, avec a chaque fois S = 0, 1, la degenerescence 
totale de rotation etant [2(2 x 1 + 1)J2 = 36. 

Le nombre de determinants ND est ici egal a C~ X 3 = 15 < 36 : Ie Principe de Pauli 
interdit donc certains termes inventories systematiquement ci-dessus. Par essai et 
erreur, on voit vite qu'il n'existe qu'une fa<;on d'arriver it 15 en additionnant les 
degenerescences des differents termes spectraux: 1 + 5 + 9 = 15, ce qui permet de 
prevoir que les termes spectraux suivants : 

3p 

existent reellement, les autres disparaissant par antisymetrisation. 

2. Le seul etat triplet est 3p ; on peut ainsi deviner, grace au trou de Fermi, qu'il cons­
titue l'etat fondamental de l'atome de carbone libre (qui est done paramagnetique). 
Selon les regles de Hund, on attend les inegalites : 

4Ce resultat est en accord avec I'une des regles de Hund affirmant que: 

"Pour une configuration electronique donnee, Ie terme de plus basse ene7'9ie est celui 
ayant le spin total maximum". 

Dne deuxieme regIe est: 

"Pour un spin total donne, le terme de plus Jaible energie est celui ayant la plus grande 
valeur de L". 
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3. n n'existe pas de transitions dipolaires electriques entre ces termes spectraux. En 
effet, Ie spin ne change ant pas lors d'une telle transition, l'etat 3p est isole. De 
plus, les transitions El sont soumises a la regIe de selection I.6.LI = 1, ce qui ex­
clut ID ~lS. Rappelons toutefois que cela signifie seulement que les intensites 
de ces raies "interdites" sont faibles, car associees a des couplages residuels rela­
tivement petits et/ou a l'inclusion d'un ordre superieur de la serie de perturbation 
(transitions a deux photons par exemple). 

4. Dans Ie schema approximatif en cours, les fonctions propres approchees sont des 
determinants construits sur les spin-orbit ales issues de la configuration consideree : 

ou a et (3 representent respectivement les deux possibilites i, 1 pour Ie spin d'un 
electron, et ou X, X' = a ou (3. Toutes les spin-orbitales des couches completes 
figurent dans to us les determinants, on peut juste les representer par un symbole 
global CC, utilisant la notation simplifiee ITLSMLMs) ~ ICC cP21mX cP21m'X' I, 
les barres verticales rappelant en outre qu'il s'agit d'un determinant. Les deux 
orbitales qui restent a choisir sont simplement notees cP21ma == p;;" cP21m(3 == P;;'. 
Ainsi par exemple : Det(cPlOOacPlOo(3cP200acP2oo(3cP2l1acP21O(3) == Iccptpoi. Par 
ailleurs, les composantes du terme spectral 3p seront notees 1

3p, ML Ms), avec 
ML = 0, ±1 et Ms = 0, ±l. 

Le fondamental est l'etat 3p, degenere 9 fois ; les couches completes etant globa­
lement symetriques dans toute permutation, tout se passe comme si on avait un 
systeme effectif de deux electrons a placer dans Ie couple d'orbitales (p;"', p~,), 
t, t ' = ±. La composante ML = +1, NIs = +1 s'obtient immediatement comme : 

les autres composantes de spin s'en deduisent de suite, en faisant agir l'operateur 
S_ = 2:~=1 Si - sur chaque determinant. Chaque operateur de la somme agit sur la 
spin-orbitale de rang i dans l'ecriture simplifiee du determinant, l'l/Jl'I/J2'I/J3'I/J4'I/J5'I/J61. 
Les quatre premiers operateurs, agissant sur Ie bloc des couches completes, don­
nent zero soit par S-I(3) = 0, soit en produisant un determinant ayant deux spin­
orbitales identiques, d'ou : 

Les compos antes lvh = 0 s'obtiennent suivant les memes principes en faisant agir 
L _ = 2:~=1 Li - sur chaque determinant; on trouve ainsi : 

13p, 01) = ICCp~lP+ll, 13p,0 - 1) = ICCp=lP+ll , 

1 
1
3
p, 00) = y'2[ICCP=lP+ll + ICCp~lP+ll] . 

Enfin, les composantes lvh = -1 sont de toute evidence (on renverse tous les mz) : 
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3P2 +2 
_~~~:::::::::~ +1 r 0 -1 

-2 
3P2 

3p 3p 
IBi OI 

Is = 01 
3PI 

3Po '---- ---- 0 
iV!J 

Figure 27.3: A gauche: schema de structure fine du fondamental de l'atome de carbone 
A droite : Desintegration Zeeman pour Ie multiplet fondamental du carbone; les ecart~ 
Zeeman sont tous egaux a 3l%B. 

5. La structure fine de l'etat fondamental s'obtient par consideration de l'operateur 
-+ -+ 11,2 

effectif A(T, L, S)L.S, egal a A(2, I, l)T[J(J + 1) - 1(1 + 1) - 1(1 + 1)], avec 
J = 0, 1, 2, ce qui donne les trois vltleurs -2Ah2, -Ah2 et +Ah2 pour J = 0 
1 et 2 respectivement (voir fig. 27.3) ; noter que, comme il se doit, la somme de~ 
corrections de structure fine, ponderee avec les poids 2Ji + 1 (representant les 
composantes differant par leur MJ,) est nulle. 

6. Lorsque l'atome est soumis a un champ magnetique, Ie couplage se traduit prin­
cipalement par la perturbation Hzeeman = - 2~ (Lz + geSz)B. L'effet Zeeman 
correspond au cas ou Ie champ est faible, produisant des corrections tres petites 
devant Ie splitting de structure fine. En pareil cas, la bonne base non perturbee 
est {ITJMJLS)}, correspondant a la notation spectroscopique 2S+1£J, ici 3p J. Le 
theoreme de Wigner - Eckart permet d'exprimer la correction d'energie au premier 
ordre sous la forme : 

eB 
6.ELSJ = - gLSJ - MJ , 

2m 

011 gLSJ ~ 1 + J(J+1)-;}(~~l{)+S(S+1) est Ie facteur de Lande, une fois adoptee la 

valeur approchee ge = 2 (voir Tome II, so us-section 23.3.2). lci, gl1J = ~ quel que 
so it J : l'eclatement Zeeman est Ie meme pour les trois multiplets (voir fig. 27.3) : 

I 3 31elB 6.E( P J, M J ) = +-- M J 22m 

L'effet Paschen - Back correspond a la situation opposee ou Ie champ provo que un 
splitting grand devant les ecarts de structure fine. En pareil cas, la bonne base a 
l'ordre zero est {IT LSMLMs )}, sur laquelle la perturbation HZeeman est diagonale, 
et donne les deplacements (en l'absence de structure fine) : 
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L'inclusion de la structure fine par p erturbation s'effectue en calculant la valeur 
moyenne de A(T, 1, 1)L.§ sur Ie sous-ruv aux Pa ch en - Back, a partir de l't§galite 
L.§ = LzSz +! (L+S_ +L_S+) . certa ins couples (NfL , Ms) sont degeneres (ils ont 
la meme valeur pour la somme NfL + 2Ms) mais, de toute fa<;on, la perturbation de 
structure fine est diagonale sur cette base, puisque pour les couples degeneres, la 
variation de 111£ est egale a +2 et -2. Les corrections au premier ordre sont donc 
donnees, degenerescence ou pas, par les elements diagonaux, simplement egaux a 
An? MLNIs. En definitive, les niveaux sous champ fort compare a la structure fine, 
mais compte tenu de celle-ci , ont les variations d 'energie : 

Les deplacements de structure fine sont ou nuls ou egaux a. ±An? (voir fig. 27.4) , 
et la levee de degenerescence est complete. 

- -(0. 1)--- --
3p - -(1.0)( - 1. 1) = A(2, 1, l)!vhMsfi? 

--(0,0)--- --
-(-1,0)(1, -1)~ 

--(0, - 1) 

--(-I,- I)~ 

18 of. 0, A(2, 1, 1) of. 01 

Figure 27.4: Desintegration Paschen - Bach pour Ie terme spectral fondamental du car­
bone. Les ecarts Paschen - Back sont tous egaux a I;;:;. Au centre: sans structure fine, 
it droite : structure fine incluse. 

27.6 Etude de l'atome d'azote 

L'azote a pour configuration electronique fondamentale (ls)2 (2S)2 (2p)3. 

1. Quel est Ie nombre ND de determinants associes a cette configuration? 

2. Quelles sont les valeurs possibles des moments cinetiques orbital et de spin de I'atome ? 

3. En procedant par elimination, et par essai et erreur, preciser les termes spectraux 
associes a cette configuration . Les ordonner en energie selon la regie de Hund . 

4. Quelles sont les transitions dipolaires electriques possibles entre ces termes ? 

5. On introduit maintenant la structure fine sous la forme (11-27.4), la constante A etant 
a chaque fois positive. Preciser les multiplets associes a chaque terme spectral. 
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1. L'azote ayant pour configuration (ls)2(2s)2(2p)3, Ie nombre de determinants N 
ici egal a C~ x 3 = 20, alors que la degenerescence de rotation est [2 (2 x 1 + 1) J3 "" D2~~~ 

2. Pour Ie moment cinetique orbital, on co~ence_par ~clditionner deux mOm 
cinetiques pour former Ie moment partie] L12 = L1 + L2 co qui donn I.e val tl-ts 

- . . - eliI'll 
L12 = 0, 1 et 2. En composant L12 av c Ie 1'0lS1 In moment. £3 0)1 hti.en1. I 
valeurs entieres L comprises entre IL12 - 11 e L12 + I bornes illclu ' s, soi I~ 
valeurs 0, 1 (deux fois), 2 (deux fois) et 3. La meme procedure donne les vaj ~ 
8 = ~ (deux fois) et ~ pour Ie spin de l'atolU . Uts 

3. La procedure consiste a essayer de former les differents termes spectraux, en COIlJ._ 

men<;ant par les plus hautes multiplicites de rotation, egales a (2L + 1)(28 + 1). 

La plus forte degenerescen c est celie de 4p (L=2 et 8= ~), egale a 4 x 7=28, deja 
supericure a la dimension (= 20) de l'espace vectoriel des determinants . Ensuite 
pOll I' avoir un tel'l'ne 4D il faudrait avoil' au moins ML = 2 et Ms = 1, mais alor~ 
on a.urait Ie determinantS IptlJ1tlP(j1 qui est identiquement nul. 

Dans l'ordre des degenerescences decroissantes, Ie terme putatif suivant est 4p ; sa 
composante ML = +1 implique les triplets (P+1POPO) et (P+1P+1P- 1) ; un quadru­
plet de spin exigerait d'avoir Ms = +~, soit d · pr ·ud!· I · ' troi MSi egaux, et 
alors Ie determinant serait nul. Vient ensuite Ie 2D, dont la omposante ML = +2 
Ms = +~ est une combinaison lineaire des d t rminants IptlPtlPol et Ipt1P+1Ptl ; 
un tel terme existe, et occupe 10 dimensions de l'espace. 

II reste 10 dimensions disponibles et les termes 2F, 2p, 48 et 28, de multiplicites 
respectives 14, 6, 4 et 2. 2F est for cement exclu (14 composantes i), et il reste 
a trouver 10 en faisant la somme de deux des trois nombres 6, 4 et 2 : il n'y 
a visiblement qu'une seule possibilite, ce qui elit les deux termes 2p et 48. En 
definitive, on prevoit les termes spectraux : 

2p 

La regIe de Rund donne les energies dans l'ordre suivant : 

Cette regIe se comprend assez bien : la plus haute multiplicite de spin assure un 
maximum d'efficacite au trou de Fermi; a multiplicite de spin egale, les grands 
moments angulaires permettent aux electrons d'explorer plus d'espace, donc de se 
repousser moins violemment. 

4. Les transitions dipolaires electriques ne changeant pas Ie spin et imposant une 
variation 6.L = ±1, elles sont possibles entre les deux termes 2D et 2p. 

5. Rappelons que l'operateur L.s etant de trace nulle, la somme (ponderee) des cor­
rections d'energie obtenues par perturbation au premier ordre, et pour un terme 
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Figure 27.5: Structure fine des premiers termes spectraux de l'atome d'azote j on a pose 
A~A(2,2,~) etA/~A(2,1,~). 

spectral donne, est egale a zero: 'Z.Ji(2Ji + 1)t.Ees+1£JJ = o. Pour l'etat fon­
damental 48, J prend la seule valeur ~, d'ou Ie multiplet 483/ 2 ; comme J = S, 
L = 0, il n 'y a pas de structure fine et l'energie est inchangee. 

Pour 2D, J prend les valeurs ~ et ~ j la correction est: 

soit : 

2 (1) 2 t.E( D5/ 2 ) = +A 2,2, 2 Ii 

La somme des corrections, ponderees par la degenerescence 2J + 1 est bien nulle. 

Enfin, pour Ie terme spectral 2p, J = ~ , ~ j la correction se calcule avec: 

li2 1 1 1 
2A(2, 1, 2) [J(J + 1) - 1(1 + 1) - 2 (2 + 1)] , 

d'ou les deplacements d'energie (a nouveau, leur somme ponderee est nulle) 

2 (1) 2 t.E( P 1/ 2 ) = -A 2,1, 2 Ii 

50n adopte les memes notations que dans Ie probleme 27.5, p. 863 : p;h == rP21mCX, etc. 
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27.7 Interaction de configurations pour l'atorne 
d'helium 

Pour representer I'etat fondamental de I'atome d'helium, on forme des combinaisons line' 
de produits de fonctions hydrogeno'ldes (Z = 2), Rn1(r)Yim(B, ¢) : aires 

W(f'l, T2) = L Cnn'll'mm' ~(l+TdRnl(rl)Yim (Bl' ¢l)Rn'I' h)Yi' m,(B2, ¢2) . (27.3) 
nn'll'mm' 

1. Expliquer pourquoi il faut (et il suffit de) prendre 1 = 1'. 

2. Comment faut-il choisir les nombres m et m' ? 

3. En ecrivant que la fonction doit etre propre de £2 avec L = 0, trouver une relation de 

recu rrence entre les coefficients Am ~ Cnn'llm- m. 

4. En deduire que la forme generale de la fonction d'onde fondamentale est : 

W(T},T2 ) = Ladi(cos Bd L ~(1 + T12)Rnlh )Rn 'lh) , 
lE N n,n' 

(27.4) 

OU PI est un polyn6me de Legendre et B12 I'angle entre T1 et T2. 

5. Appliquer la methode precedente avec les deux configurations (15)2 et (15)(25) . Com­
parer aux valeurs experimentales (voir (11-27.86)) . 

6. Expliquer pourquoi une methode variationnelle, quelle qu 'elle soit, pourrait s'appliquer 
au premier etat excite triplet? 

Elargir l'espace vectoriel avec des fonctions judicieusement choisies est par principe 
assez efficace pour ameliorer la qualite d'une fonction d'onde. Afin d' avoir une bonne 
represent ation du fondamental de l'atome d 'helium, on forme ainsi des combinaisons 
lineaires de produits de fonctions hydrogenoi'des Meso (Z = 2), Rn1(r)Yim(B,¢) : 

1 L Cnn'll'mm' )2(1 + T12) Rnl (rdYim (Bl ' ¢dRn,[, (r2)Yi'm' (B2' ¢2) 
nn' ll'mm' 

Comme on cherche a decrire un etat singulet , il faut bien considerer exclusivement des 
fonctions dont la par tie d'espace est symetrique dans l'echange. 

6eeS fonctions ne forment pas une base complete: pour cela, il faudrait leur adjoindre toutes les 
fonctions representant les etats non lies. L'importance des etats de d iffusion pour la completude de 
l' espace est discutee en [45J. 
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1. Il s'agit de decrire un etat de type S (L = 0) en composant deux moments cinetiques 
orbitaux I et I' ; Ie nombre L peut donc prendre les valeurs Il-l'l, Il-l']+l, ... , l+l' : 
on ne peut trouver L = 0 que si l = l'. 

2. Avec L = 0, ML est forcement nul: il faut donc choisir m et m' de sorte que 
Tn + m' = O. La forme de la fonction d'onde est donc necessairement : 

W(rl, is) = L Cnnlllm-mUnnllm(rl, is) , 
nn'lm 

avec Unn'lm(rl, is) ~f ~(1 + T12)Rnl (rt}Yim (fh, 1>1)RnI 1h)Yi- m(02, 1>2)' la ques­
tion etant toujours de trouver les coefficients Cnn'llm- m du developpement. 

3. On utilise l'egalite L2 = L'f+L?+2LIzL2z+Ll+L2-+LI-L2+, que l'on fait agir sur 
chaque terme du developpement. Cet operateur commute avec les permutations, et 
trans forme directement les harmoniques spheriques. Les differents tel'mes donnent : 

~2 -2 2 2 (Ll + L2 + 2LlzL2z)Yim(el, 1>1)Yi-m(e2, 1>2) = Ii [2l(l + 1) - 2m ] x 

Yim(e1, 1>1)Yi- m(e2 , 1>2) , 

Ll+L2- Yim(lh , 1>dYi- m(e2, 1>2) =Ii\/[l(l + 1) -m(m+1)][l(l + l)+m( -m-1)] x 

Yim+l(e1, 1>1)Yi-m- l(e2, 1>2) , 

L 1-L2+Yim(e1, 1>dYi- m(e2, 1>2) = li2 V[l(l + 1) -m(m-1)][l(l + l)+m( -m+ l)]x 

Yim-l(e1, 1>dYi-m+l(e2, 1>2) . 

Il vient donc : 

L2W(rl' is) = li2 L [21(l + 1) - 2m2] Cnnlllm-mUnn'lm+ 
nn'lm 

[l(l + 1) - m(m+ 1)] Unn'lm+l + [l(l + 1) - m(m -1)] Unn'lm-l 

comme on veut que cette combinaison lineaire soit propre de L 2 avec la valeur 
propre L = 0, eUe doit etre nuUe, d'ou la recurrence pour les Am ~ Cnn'llm-m : 

12[l(l+1)-m2] Am + [l(l+l)-m(m + 1)] Am+1 + [l(l+l)-m(m -1)]Am - 1 = 0 I 

4. La recurrence precedente permet de calculer tous les Am a partir de l'un d'entre 
eux. Faisant m = l, on obtient 2lAI+21AI_1 = 0, d'ou AI- 1 = -AI. Avec m = 1- 1, 
on obtient 2(3l-1)AI_l +2lAI + (4l- 2)AI - 2 = O. Prenant en compte AI- 1 = -AI, 
il vient A I - 2 = + AI, et ainsi de suite: on peut ainsi prendre Am ex (-1 )l+m, soit 
Am = (-l)l+mCI ou la constante Cl ne depend pas de m (ni bien sur de n et n'). 

Au stade actuel, la fonction d'onde est de la forme: 

W(rl' r2) = L( _1)I+mCI ~(1 + T12 )Rnl(rt}Yim(B1 , 1>dRnll(r2)Yi-m(e2, 1>2) = 
nn'lm 
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L (_l)l+mCI ~ [Rnlh)Rnll(r2)Yim(81, ¢1)Yi-m(82, ¢2)+ 
nn'lm 

Rnl' (rl)Rnl (r2)Yi-m (81, ¢1 )Yim (82, ¢2)] 

En utilisant Yi-m = (_1)myt;"" on fait apparaitre (_1)2m = 1 ; isolant la saInIn 
tion sur m, il vient : a· 

+1 
\[1(1"1,1"2) = ~) _l)ICI ~{ [Rnl(rdRnll(r2) ~ Yim(81, ¢1)yt;"'(82, ¢2)+ 

nn'l m=- I 

+1 

RndrdRnl(r2) ~ yt;"'(81, ¢1)Yim(82 , ¢2)]} 
m=-l 

En invoquant Ie theoreme d'addition des harmoniques spheriques (voir eq. (II. 
18.121)), chaque somme sur m donne 2~!1 PI(cos812 ), au PI est un polynome de 
Legendre et 812 l'angle entre 1"1 et is, d'ou : 

W(1"l, is) = ~(_ l)ICI 2l
4
: 1 PI (cos 812 ) ~ [Rnl (rl)Rnll(r2) + Rnllh)Rnlh)] , 

nn'l 

qui est bien de la forme: 

\[1(1"1,1"2) = ~aIPI(cos812) ~ ~(1 + TdRnlh)Rn'lh) 
lEN n,n' 

En definitive, la fonction d'onde exacte7 peut etre ecrite : 

\[1(1"1, is) = ~ aIPI(cos812 )FI(r1, r2) , 
lEN 

au apparaissent deux types de correlations : des correlations angulaires incluses 
dans les polynomes de Legendre, et des correlations radiales decrites par la non­
separabilite des variables r1 et r2 dans la fonction Fl(r1, r2)' 

5. Bien sur, si l'on dispose d'un ordinateur, on peut incIure un grand nombre de confi­
gurations (nl)(n'l). Afin de voir en detail comment fonctionne cette methode, et 
pour pouvoir conduire Ie calcul Ii la main, on retient les deux seules configurations 
(ls)2 et (ls)(2s). Cela fait, et avec Po (cos 8) = 1, la fonction d'onde approchee est: 

== clh(r1, r2) + c2h(r1, r2) , 

ou les coefficients C1 et C2 a trouver seront determines par la diagonalisation d'une 
matrice 2 x 2 representant Ie Hamiltonien effect if dans cette approximation a deux 

7 a. la reserve pres liee a. l'exclusion des etats de diffusion, voir note 6 p. 870. 
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configurations ; les deux valeurs propres ainsi obtenues fourniront des approxi­
mations pour les deux premiers etats de type IS de l'atome d'helium, c'est-a-dire 
Ie fondamental et Ie premier etat excite de cette sorte. 

'2 
Le Hamiltonien electrostatique est H = Ho + ~, ou Ho est la somme de deux 

T12 

Hamiltoniens a un electron pour un atome hydrogenoide Z = 2 ; notant toujours 
12 

En = :bElles energies de l'atome d'hydrogEme, avec El = --2e ,les energies n ao 
hydrogenoides sont Z2 En. La matrice effective a pour elements: 

(hIHlh) = 2 x 22El + J1s1s , (hIHlh) = 22(El + E2 ) + J1s2s + f(ls2s , 

e'2 

(hIHlh) = 0 + v'2 (RlORlOl-IRlOR20) . 
r12 

L . , l' 8 J 5 e'2 5 E J 34 e'2 68 E es mtegra es dlrectes sont IsIs = 4 a;;- = - '2 1 et 182s = 81 a;;- = - 81 1, cepen-

d t 1,·, 1 d" h . t T/ - - 32 e,2 - 64 E D'" an que mtegra e ec ange es 1, 182s -- 729 a;;- - - 729 I. ou . 

11 
(hIHlh) = 2"EI ~ -74, 83 eV , 

2969 
(f2IHlh) = 729 EI ~ -55,41 eV 

Il reste a trouver l'integrale apparaissant dans l'element non-diagonal (Pi = ~) : 

e'2 25/2el21+00 1+00 P 1 
(RlORlOl-IRlOR20) = -- pfdpi p~dp2 e- 2p

, (1 - - )e-3P2 /
2_ . 

rl2 ao 0 0 2 P12 

L'integrale double se calcule comme explique dans Ie Tome II, p. 1244, et s'ecrit : 

L'integrale sur P2 vaut 22+3p'2e7- 3Pl/2 ; l'integration sur PI donne l40i2~' d'ou : 

1024 23e'2 16384 
(hIHlh) = ---- = --- El ~ -3 44eV 

64 827 ao 64 827 ' 

En comptant toutes les energies en unite E1 , l'equation caracteristique est: 

1

11 _>-
_216384 

64827 

dont les deux solutions sont : 

donnant les deux energies: 

16384 
- 64827 

2969 _ >-
729 

IEeS):::= -75,42eV 

8 voir Tome II, pp. 1245 et 1246. 

873 

1 = 0 , 

4,029 
5,543 



Mecanique quantique 

L val urs exp(himentale ·9 ont respectivement -79,0 et -58,4 e V. Pour I" 
fondalll I1tal, 1 u11ique configtu'ation (15)2 donne -74,83 eV : Ie gain est don etat 
0, 6 e V, soit tm · amelioration relativ inferieure a 1 %, ce qui peut sembleI' dece C de 
D'une fac;oll g nerale, 'ette metllOd a une convergence relativement lente. Vant. 

Figure 27.6: Module carre de rlr2\11(rl, r2) pour l'etat fondamental de l'helium avec 
l'unique configuration (ls)2 (a gauche), et avec Ie melange de (ls)2 et (ls)(2s) (a droite). 
La fonction d'onde est sensiblement plus etalee dans Ie second cas. 

Les deux etats propres C± Ilh) + C± 2112) s'obtiennent en reportant les valeurs pro­
pres dans l'une des equations du systeme lineaire. Pour Ie fondamental, on trouve 
ainsi ~!~ ~ -0,172 d'ou la fonction fondamentale approchee (et normalisee) : 

L'etat singulet excite est la combinaison orthogonale. 

Dne fois encore, rien n 'empikhe de faire en plus une variation par scaling en intI'o­
duisant dans les orbit ales un Z effectif, les energies cinetiques prenant un facteur 
(Zj2)2, les energies potentielles un facteur (Zj2), conduisant a une equation carac­
teristique parametree par Z. Le minimum en Z de la plus basse valeur propre 
definit une nouvelle approximation de l' energie de l' et at fondamental. Rappelons 
toutefois que I'amelioration de l'energie calculee n 'est pas forcement une garantie 
de meilleure qualite de la fonction d'onde correspondante : tout depend de l'usage 
que l'on souhaite faire de cette derniere . 

II est interessant de compareI' la densite electronique radiale: 

roo 
p(r) ~ r2 io r'2\11*(r, r')\II(r, r')dr' , 

selon qu'elle est obtenue avec une ou deux configurations. Dans Ie premier cas, 
la densite radiale est simplement Plcon f(r) = r2[RlO(r)j2 ; dans Ie second, elle est 

donnee par P2 conf(r) = r2 [cf [RlO (r)]2 + ~ c~ ([RlO(r))2 + [R20 (r)J2)] , soit : 

P2conf(r) = ~r2 [(1 + ci)[RlO (r))2 + (1- ci)[R20 (r))2] 

9 voir eq. (II-27.86) . 
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La densite est legerement plus diffuse avec deux configurations, en raison de la 
(faible) participation de la fonction radiale R 20 , qui est moins ramassee que R

lO
. 

Le rapport PI conf (r) est trace sur la figure 27.7. 
P2 conf(r) 

5 

r 

aO 

Figure 27.7: Rapport des densites it un electron, PIconfn, pour Ie fondamental decrit 
P2 conf T 

avec la configuration (1S)2, ou avec les deux configurations (1s)2 et (1s)(2s). 

6. Le principe variationnel peut s'appliquer it toute variete excitee dont on sait qu'elle 
est orthogonale it l'etat fondamental exact. Lorsque celui-ci est singulet, on peut 
ainsi faire une variation dans un espace exclusivement forme de fonctions S = 1, 
avec l'assurance que l'etat de plus basse energie sera encore au-dessus du vrai etat 
triplet. En termes de parties d'espace seules, ceci signifie que, pour un systeme it 
deux electrons, la variete excitee est composee de fonctions <1>(1"1, is) qui sont anti­
symetriques dans l'echange des deux coordonnees, forcement toutes orthogonales it 
l'etat fondamental : celle qui donne la plus basse energie reste orthogonale au vrai 
fondamental singulet, bien qu'il soit inconnu. 

27.8 Structure hyperfine du fondamental de l'ion Be+ 

Analyser et preciser la structure hyperfine du fondamental de I'ion Be+ utilise pour la mise 
en evidence de I'effet Zenon (voir chapitre 21, section 21.1, fig. 21.2). 

La structure hyperfine du fondamental de l'ion Be+ utilise pour la mise en evidence 
de l'effet Zenon (voir Tome II, chapitre 21, section 21.1, fig. 21.2) resulte d'un couplage 
entre Ie spin electronique et Ie spin nucleaire I = ~. 

L'ion Be+ a la structure electronique du lithium, soit (1s)22s pour l'etat fonda­
mental qui est donc 281/ 2. Le couplage du spin electronique avec Ie spin nucleaire donne 

par composition F = 1 et F = 2. En prenant un operateur effectif Als, les corrections 
hyperfines sont ~A[F(F + 1) - ~(~ + 1) - ~(~ + 1)]112 = ~A[F(F + 1) - ~]112, soit : 
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De la figure 21.2, on deduit que la constante A e. t negat~ve. Ell presence d 'uQ b 
magnetique, les niveaux de chaque multipl t 5 separent 1:.' llJJS des autTes, I. l11.~l·~ll\P 
magnetique effectif de l'ion etant de la form i1 = gSJF~F. D( ns taus Ies cas, h~t n llt 
plus basse energie est celui ou Ie moment magnetiqu0 est maxirnlUn et dirig ' dans 1 a~ec\e 
du champ. Le facteur de Lande gSIF, incOll)orant les facteurs anorrnfl.tl,X de Pel . t, n,~ 
et du noyau, n'a pas Ie meme signe pour les deu~ niveaux F = 1 et F == 2 P IOU 

F 1 1" 1 1 b ,. d ' l' J . OHI' = , etat e p us as en energle correspon a mF = + > 0U mom 'nt magn iti 
est par~llele au champ: gSIF est positif. Au ,contrair !)OUl' F = 2 l".ta,!.le phu;; st.~~~ · 
est celm ayant mF = -2 : Ie facteur de Laud ~ esL !legatl!, Ie moment ClI1'tiqu · pin. 
d 1 d·· "11 d ~ . tl.nt ans a lrectlOn opposee a ce e u momen!. magnetlque. 

27.9 Nature de la transition de la rale 21 em 

Expliquer pourquoi la raie 21 em est de nature dipolaire magnetique (M1) . 

La r~i~ 21 em de l'hydrogene est lie~ a la structure hyperfin~, resultat du eouplage 
de type AI.S entre Ie spin de l'electron Set Ie spin du proton I (I = ~). Dans l'etat 

fondamental (electronique), Ie moment cinetique orbital est nul: Ie spin total F ~ f + § 
peut donc pendre les valeurs F = 0 ou F = 1. Notant i lIes deux possibilites pour 
l'electron, et MI = ±~ eelles du proton, les etats singulet et triplet IF M F ) du spin total 
sont: 

1 
triplet: 111) = I i +2" ) , 

1 1 1 
110) = -(11 +-) + Ii --)) v'2 2 2' 

1 1 1 
singulet : 100) = ;c;-(l1 +-) -I i --)) 

v2 2 2 

Les energies de ees deux niveaux s'obtiennent en calculant la valeur moyenne de 
Al(F2 - S2 - 12) = Al(F2 - ~) avec F = 0 1 soit _~A1t2 pour Ie singulet et lA1t2 2 2 2 "4 4 
pour Ie triplet. 

F = 1 Triplet 

ISO ----<\ 1~ 1M2 
F = 0 Singulet 

Figure 27.8: Schema de structure hyperfine du fondamental de l'atome d'hydrogene, 
responsable de la raie 21 em. 

Les deux termes F = 0 et F = 1 sont effectivement couples par l'operateur de 
spin de l'electron. Ainsi : 
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1 n 1 .n 1 
Sy111) = Syl i +-) = i-Il +-) = 1- M(110) + 100)) . 

2 2 2 2y2 

11 ell resulte que, (?0ISuI 10) -I- ° : ~a transition est ~os.sible, la raie 21 cm est bie~ d'origine 
d'palaire magnebque. Ce caract ere la rend ant tres Improbable, son observatIOn atteste 
d;ulle grande quantite d'hydrogene, d'ou son importance en Astrophysique . 

• Remarque 

S'agissant des deux varietes ortho (S = 1) et para (S = 0) de l'helium, les choses se 
presentent de fagon radicalement differente, eu egaI'd au fait que les deux electrons 
de l'helium sont identiques, donc indiscernables, au contraire de l'electron et du 
proton de l'atome d'hydrogene. 

Si l'on s'en tient a l'approximation de structure fine ou seul un couplage de type 
L.s est introduit, chaque variete est stable: 

n n 
SxIS=l, Ms=+l) == Sxl Ii) = -(Ill) + 111)) == MIS=l, Ms=O) , 

2 y2 

et, d'ailleurs, il n'y a de structure fine que pour les etats L > ° (les etats de type 
S en sont depourvus). Dans ce cadre, la variete S = 1 est stable par Ie spin total 

S = Sl + S2, et de meme pour la variete singulet. 

Vne meilleure approximation consiste a introduire Ie couplage dipolaire spin - spin 
entre les electrons, du genre aSl,S2 (terme Ie plus simple invariant par rotation). 
Des lors, les deux electrons jouent formellement Ie meme role, en tant que porteur 
chacun d'un spin ~, que Ie proton et l'electron dans Ie cas de la structure hyperfine 

du fondamental de l'hydrogene, et un operateur Si (i = 1 au 2) couple effectivement 
entre eux les etats ortho et les etats para, induisant d'ailleurs pour chacun d'entre 
eux des petites corrections d'energie au second ordre. 

Toutefois, comme aSl,S2 commute avec Ie spin total S (invariant par permuta­
tion), celui-ci reste une constante du mouvement meme en presence d'une sonde, 
ou d'une perturbation ext erne (collision par exemple) incapable de discriminer en­
tre les electrons. Au total, une transition ortho f--> para n'est possible que par un 
mecanisme ou l'un des deux spins electroniques est seul bascule, plus generalement 
par un processus elementaire associe a un operateur non invariant par permutation, 
par exemple alSl + a2S2 avec al -I- a2· • 

877 





corrige·s du chapitre 28 

Introduction a La physique 
des moLecuLes 

28.1 Constantes du mouvement electronique pour 
une molecule diatomique 

On se place dans la premiere etape de I'approximation de Born et Oppenheimer, ou les noyaux 
sont fixes; I'axe Oz est pris Ie long de la liaison chimique. 

1. Soit i Ie moment cinetique electronique par rapport a un point quelconque de I'axe de 
la molecule. Quelle(s) composante(s) est (sont) une(des) constante(s) du mouvement? 

2. Soit Mia symetrie miroir par rapport a un plan contenant I'axe de la molecule, associee 
a la transformation unitaire M dans I'espace des etats. Com bien vaut [H, Ml ? 

3. Qu'en est-il du commutateur [M, Lzl ? 

4. Soit 0 un operateur commutant avec H, et I'lj!) un etat propre de H d'energie E. Que 
peut-on dire du vecteur Ol,¢» ? 

5. Soit un vecteur propre commun a H et L z , associe a la valeur m = 0 pour L z , et a 
I'energie E, supposee non-degeneree. Est-ce aussi un vecteur propre de M ? 

6. Soit les deux etats IE, ±m) associes a une meme energie et a deux valeurs opposees de 
L z . La molecule est preparee dans I'etat IIJ!(t= 0)) =cos alE, m) + e i

</> sin alE, -m) ; 
A etant une observable quelconque, la valeur moyenne (lJ!(t)IAIIJ!(t)) varie-t-elle au 
cours du temps? 

Dans la premiere etape de l'approximation de Born et Oppenheimer ou les noyaux 
sont fixes, leur axe est tout naturellement pris comme axe de quantification Oz. 
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1. La molecule etant invaJ:iante par rotation auteur de Oz, la composante L 
Illl constante du mouvement. En d autres tennes : si ¢ est l'angle de long~ est 
habi 1I 1 L~ = - in;. ; COmme Ie llamiltonien }] ne depend pas de ¢ (d' ,tide 

'f' Ou s 
symeLri d· r voiution au our d· Oz) 1 commu ateur [H, L z ] est nuL a 

2. 8i M est la symetrie miroir par rapport a un plan contenant l'axe de la molee I 
associee a la transformation unitaire M dans l'espace des et ats, [H, M] = 0 puis u e, 
, '1' d ,. d I I' I 'qUe c est un e ement e symetne e a mo ecu e. 

3. Pour fixer les idees, soit Mx la symetrie miroir par rapport a un plan perpendieulaire 
a l'axe Ox (contenant donc Oy et Oz) ; on a M xxM ;l = - x, MxyM;l = y et 
MxzM; l = Z, d 'ou M xLzM ;l = - L z, soit [M x, L z] =I O. 

4. Avec [S1, H] = 0 et I'lj!) un etat propre de H d 'energie E, on a : 

HS1I 'lj!) = S1HI'lj!) = S1EI'lj!) = ES1I'lj!) ; 

cette suite d'egalites montre que Ie vecteur S11'lj!) est aussi propre de H, avee la 
meme energie (ee qui est la moindre des choses). 

5. D'apres ce qui precede, l'application de M x a I'lj!), vecteur propre commun a H 
et L z , donne un vecteur de meme energie E. 8i cette valeur n 'est pas degeneree 
alors necessairement Mxl'lj!) et 'lj!) sont proportionnels, c'est-a-dire que I'lj!) est auss; 
vecteur propre de Mx. Comme M;, = 1, on a Mxl'lj!) = ±I'lj!)· 

6. 8i la molecule est preparee dans l'etat 1\Ii(t = 0)) = cos odE, m) + ei<p sin alE, -m), 
les deux etats IE, ±m) etant associes a une meme energie (et a deux valeurs op­
posees de Lz ), l'etat a l'instant test simplement 1\Ii(t)) = eftEt l\li (O)). L'evolution 
en temps se traduisant par un facteur de phase identique pour toutes les COffi­

posantes de la combinaison lineaire, aucune valeur moyenne dans l'etat 1\Ii(t)) ne 
depend du temps : 

I 'V A (\Ii(t)IAI\Ii(t)) = (\Ii (O)IAI\Ii (O)) I 

28.2 Methode LeAO pour 1 'ion moleculaire Ht 

On revient sur Ie traitement LCAO de I'ion Ht (Tome II, sous-section 28.2.2) ; les notations 
sont celles de la figure 28.4, Tome II. La base d'orbitales atomiques est toujours reduite aux 
deux fonctions atomiques ¢i de type Is centrees chacune sur un proton . On introduit les 
integrales dites de recouvrement S, de Coulomb, C, et de resonance, A : 

(28. 1) 

1. A I'aide de ces differentes quantites , ecrire I'equation donnant les valeurs propres. 
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12 

2. En raisonnant physiquement1 montrer sans calcul que C < eR . 

3. Calculer explicitement les integrales S, C et A. 

4. En deduire les deux valeurs propres E±(R), et 6.E± ~ E ±(R) - E±(+oo). 

5. Trouver les formes approchees de ces differences pour R « ao et R » ao ; en deduire 
qu'il existe au moins un etat stable. 

6. A I'aide d'une machine, trouver la valeur Ro du minimum de E_ (R) ; com bien vaut 
I'energie de liaison? Com parer aux valeurs experimentales. Commenter. 

7. Analyser les limites de I'energie Ee1(R) quand R ---) O. Commenter. 

8. Tracer en fonction de R la variation des energies cinetique et potentielle. 

9. Discuter qualitativement ce que donnerait Ie meme traitement si on utilisait deux or­
bitales atomiques strictement localisees, c'est-a-dire telles qu'en tout point de I'espace 
I'une d'entre elles (au moins) est nulle. 

Le traitement LCAO de l'ion Ht (Tome II, sous-section 28.2.1) repose physique­
went sur l'image d'un electron sautant par effet tunnel d'un proton a l' autre. Si cette 
vision des choses est parfaitement legitime a grande distance, elle devient d'autant plus 
approximative que la distance entre protons se rapproche de l'ordre d'une longueur de 
liaison chimique. Cette approximation peut toujours etre raffinee quantitativement en 
elargissant la base de representation. Sa legitimite reside en ce qu'elle fournit un modele 
simple permettant d'expliquer la stabilite du fragile ion Ht. 

l. L'idee de base est d'ecrire la fonction d'onde (approchee) de l'unique electron en 
combinaison lineaire des deux fonctions atomiques cPi de type Is centrees chacune 
sur un proton, IiI» = cllcPl) + c2 1¢2), et d'obtenir les coefficients par la resolution 
de l'equation aux valeurs propres dans cet espace effectif reduit. 

En fait, on peut prevoir d'emblee que les fonctions propres sont forcement de la 
forme IcPl) ± IcP2), pour des raisons de symetrie: Ie probleme n'est pas degenere (on 
trouvera de fait deux valeurs propres distinctes pour H), et il existe des operations 
de symetrie commutant avec H (miroir dans un plan perpendiculaire a l'axe inter­
nucleaire, inversion d'espace, ... ). La question n'est donc pas de trouver les fonctions 
propres (approchees) - on les connait d'avance - mais d'obtenir les energies afin de 
pouvoir analyser en detail leur variation avec la longueur de liaison, et de savoir 
s'il existe ou non un minimum correspondant a une molecule stable. 

, 2 12 12 12 

Le Hamiltonien a noyaux fixes est Ho = L...2 -!!.- - !!.- + eR ' ou ri est la distance 
m Tl r2 

de l'electron au proton Pi, et RIa distance entre ceux-ci. L'equation aux valeurs 
propres s'obtient en annul ant Ie determinant forme avec les produits scalaires : 

IOn paurra invaquer Ie theoreme de Gauss. 
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pr mi I' t rm · es 1 n rgie du fondament,l de 1 hyd!~ g ne, Ell · second 
I integral · C . Quant au I rnl ' r iJ vaul tout. imp} 111ent If' Par aill ms, (</>'J IHI est, 

12 - ~) 
-t 'vid(:!mru nt get! a(¢dHI¢t) cl011 (¢f!Hl¢i) = El - C+ e/l' L'TUlI1L 

diag nal fait apparaitr 1 pr dlliL calairc (I' COllVI' 111 n)} 1 ux l'bi :l~" 
atom ique d' al' es, t Pin ;grale AI' fi \lie da.ns} text : a 

L'E~quation aux valeurs propres E est done: 

dont les solutions sont : 

(El + e; )5 - zA - E5 I = 0 , 
E 1 - C+ e~ - E 

I 
e/2 C ± A I 

E=EI+Ii-T±S 

2. La quantite QI(R) ~ lel[l- ~1f'1I ::; RI¢I(r)l2d3r] est la charge totale contenue 
dans la sphere centree sur Ie proton PI et passant par P 2 . D'apres Ie theoreme 
de Gauss, Ie champ electrostatique cree par une telle distribution de charge est 

~~~~)! ; comme QI(R) > 0 (¢I est normalisee a. 1 dans tout I' ·space), ce champ 
repousse P 2 , ce qui signifie, avec la convention de zero d energie p t 'ntielle a l'infini, 
que l'interaction electrostatique V2Ql entre P 2 et cette distribution de charge est 

12 12 

positive. Or cette energie n'est autre que eR - C, d'ol! C < eR ' On peut aussi dire 
que la distribution electronique ecrante Ie champ d'un proton vis-a.-vis de l'autre, 
l'ecrantage ne pouvant etre que partiel a. distance R finie (l'atome est neutre). 

3. Pour caleuler explicitement les differentes integrales, on passe en coordonnees ellip­
tiques, definies en (II-28.41), et sachant que d3r = ~3 (e - J1,2)d~dJ.Ld¢, Pour 

!'integrale de recouvrement, posant p ~f R on a : ao 
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ce resultat peut s'obtenir plus rapidement avec Ie tMoreme de Gauss. Le module 
du champ electrostatique a la distance R d'un proton, mais exclusivement dli ala 
distribution electronique el¢112 est tel que: 

Le potentiel electrostatique correspondant, Ue(R), s'obtient par integration avec 
Ue(+oo) = 0 et vaut - a~p [1 - (1 + p) e-2p

], d'Oll l'energie electrostatique egale a 
C(R) = lelUe(R) = + :~: [1- (1 + p) e-2P

] == -2El ~ [1- (1 + p) e- 2p
]. 

Enfin, l'integrale A est: 

A = ___ 0 (e - p,2) __ e- pededp,d¢ = e'2 1 p3 a3 frn 2 
pao 7ra5 8 1R3 e - p, 

4. Les deux valeurs propres E±(R) sont : 

Les deux etats propres correspondants sont : 

l'etat Ie plus stable etant l'orbitale liante (accumulation de densite electronique 
entre les protons) , l'etat antiliant presentant un grave deficit de densite au centre 
de l'edifice (on verra d'ailleurs plus loin qu'il est instable). 

Dans la limite R ~ +00, on se retrouve avec un atome d 'hydrogene et un proton 
tout nu j la limite des E± (R) est donc forcement E1 , d'ou l'utilite de considerer les 
differences : 

b.E (R) ~ E (R) _ E = e
'2 

_ C ± A 
'f 'f 1 R l±S' 

qui tendent bien vers zero puisque S, A et C s'annulent a l'infini. 

5. Pour R « ao , des developpements limites donnent b.E± (R) 
12 12 

~ ± ~ Pour R ao' 
2 

R » ao, on a S ~ .y e- P, C ~ - ~ E 1 , A ~ - 2pe- P E 1 , d'ou : 

e'2 2 p2 
b.E±(R) ~ - + - El (1 =t= p2 e-P ) (1 ± - e-P) , 

R p 3 

soit : 

(R» ao) 
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'la,' iqu · mot, 0 attendrait un mport m n en pui an pin pr i' 111 
R t non pa eX'Pon nti ·) : Ie PI' ton tr".; 'loign' d I atom d hydrogen ~l ell 

hamp I tr. ta ique G n n-2 , qui p lari l'atorne n lui indui ant un u
ete 

Un 
dipolair G. Q 'k'Ult I p larisabilit \ I 'n rgi cl in ra ·tion cia ' 'iqu vari ~Olll III 

_~QG2 prop l'Li nn 11 a. R- tl t uj ul's attractiv -. 111m 

La dependance eX'Poncnticll obtenu ne s'explique pas non plus par Ie the ' 
2 ( orerne d 1\11 ' impliquant 1a charg totalc Q(R) contenue en moyenne) dans la s h' 

d rayon R, en raiSOlmallt av c d llne part un atome d'hydrogEme constitue ~t ere 
prot n situ' a grande di Lan c . on a : un 

donn ant a grande distance Ie champ electrostatique centrifuge: 

E(R) = Q(R) ~ ~ e-2R/ao , 
41TcoR2 a5 

et done une energie d'interaction ex: e- 2R/ ao . Independamment de leur desaccord 
quantitatif, aucune de ces interpretations classiques n'est evidemment susceptible 
de fournir Ie double signe ± inevitable dans Ie formalisme quantique, quel que 
soit son degre d'approximation. D'un autre cote, rien ne permet d'affirmer que 
Ie traitement quanti que approche utilise ci-dessus donne Ie bon comportement it 
grande distance. 

Quoi qu'i! en soit , les comportements aux limites de la plus basse valeur propre, 
E_(R) permettent d'affirmer qu'elle a au moins un minimum et done qu'il existe 
au moins un etat stable. 

6. A l' aide d'une machine, on trouve que Ie minimum de E_ (R) est en Ro ~ 2,493 ao, 
soit Ro ~ 1,3A, dOlmant l'energie de liaison I6.E_(Ro)1 = 0,130 ... IEl l ~ 1,8 eV. 
Les valeurs experimentales sont R(exp) ~ 1,1 A et I6.E_(R(exP»)1 ~ 2,8 eV : la 
methode donne done une molecule trop grande et pas assez stable, tout comme la 
methode de Heitler et London pour H2 (voir probleme 28.4, corrige p. 886). 

7. L'energie electronique Eel(R) est egale a E±(R) - e; j pour R « ao, elle vaut 
12 12 12 

done a peu pres El ± ~ == --2
e ± ~ = -3IEl l, IEll . En fait, dans la limite ao ao ao 

R -70, seule l'energie E_(R) a un sens puisque <1>2 -7 <1>1 , d'ol! la reduction a 1 de 
la dimension de I'espace vectoriel effectif. L'energie 3El , limite de E_(R), est tres 
au-dessus de l'energie exacte 4El du fondamental de I'ion He+. 

8. Selon Ie tMoreme du Viriel (et celui de Hellmann - Feynman, eq. (II-28.143)), les 
energies cinetique T et potentielle V ont pour valeur moyenne : 

dE 
(T) = -E-R­

dR ' 
dE 

(V) = 2E + R dR j 

2n y aurait beaucoup a. dire sur Ie sens physique reel de La charge ainsi definie. 
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Ces relations sont vraies pour un etat propre exact, une hypothese devant etre 
satisfaite pour etablir Ie theOl'eme de Hellmann - Feynman. Rien donc ne permet 
d 'attendre qu'elles sont verifiees dans Ie traitement approximatif developpe ici - et 
d'ailleurs, leur application aveugle produit une energie cinetique... negative pour 
les petites valeurs de R. 

Pour voir les evolutions des deux compos antes de l'energie lorsque la liaison se 
forme, il convient de les obtenir directement a partir des calculs effectues plus 

12 12 12 

haut. La moyenne de l' energie potentielle est (V)± = eR -(7jJ±1 ~1 + ~217jJ±) ; on a : 

1 e'2 1 
(1 =f S) ((h =f cP21-:;:-; I (h =f (P2) = 1 =f S ( - 2El =f 2A + G) 

L'energie cinetique s'en deduit par (T) ± = E± - (V) ±. 

La variation des energies cinetique et potentielle est reportee sur la figure 28.1 ; on 
cons tate que, se referant aux valeurs en R = + 00, les variations pour l'etat liant 
sont opposees a celles que l'on attend d 'apres les inegalites generales (voir eq. (II-
28.150)) : au minimum de l'energie totale E _ (R), l'energie cinetique de la liaison 
est injerieure a sa valeur a l'infini, celIe de l'energie potentielle est (tres legerement) 
superieure ; si au total l' energie de liaison est positive, c'est grace a l'abaissement 
d 'energie cinetique ... qui est justement en contradiction avec Ie resultat theorique. 
On peut voir dans ce desaccord qualitatif l'origine de la faiblesse de l' energie de 
liaison telle que celle-ci ressort du schema tres rustique employe ci-dessus. 

(T) _ 

~~ ________ ,, __ R 

- 1 

(V) _ 

Figure 28.1: Variation en fonction de la distance entre protons des valeurs moyennes des 
energies cinetique et potentielle dans l'etat liant 17jJ+ ) ; les evolutions sont contraires a 
ce que l'on devrait avoil'. Toutes les energies sont comptees en unites lEI I· 

9. Avec deux orbit ales atomiques strictementlocalisees (en tout point de l'espace l'une 
d'entre elles est nulle), les integrales les impliquant toutes deux a la fois sont nulles. 
Dans ces conditions, S = 0 = A, et on ne trouve qu'une valeur propre (degeneree 
deux fois) egale a : 

,2 

E(loc)(R) = EI + ~ - G' , 

ou G' est l'analogue de l'integrale G introduite plus haut, mais calculee avec 
l'orbitale completement localisee. Admettons que celle-ci soit a symetrie spherique, 
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stl'ictement confin'e (et nonnalis'e) dans lIDe sph.er de rayon a. ,i It 
h 'oreme de a Ltss parmet it nouveau d 'n.ffirmer comIne 'i-dessus que la dift~ Q , I . 
12 aten. 

cR - C' . t P it iv j si R ~ a, ell t l1ull . D n ton \ as qll 11e qUe . . 
Ja separation d deux proton relativemen au volum fini OCCllP par \ \'1 .~lt 
1 a lis€ >,I"nergi total t uperieur Oll ega\ a. E l , qui .' aus i I'energi . ~~ . al: 
moJeclll cUss iee. La d'locali 8otioll de I electron e t bi n III ingl'edient > s ~.l<\ 
pour 180 formation d un liaiSon chimiqu stab'l : I tonful lllenL . 'b'ia de I' ;1~C~ .l " 1 
pres d 'un proton ill erdit la formation d un 6d ific tabl. [011 

28.3 Stabilite comparee des molecules He2 et H2 

Expliquer qualitativement pourquoi la molecule He2 est mains stable que H2. 

Lorsque deux atomes d'helium s'approchent, chaque electron de l'un peut aHer 
explorer l' autre. Toutefois, ceci ne peut se faire a energie constante puisque chaque 
orbit ale (Is) est doublement occupee : seuls des processus (virtuels) du second ordre sont 
possibles, et donnent effectivement un abaissement d 'energie (pour l'etat fondamental, la 
correction du second ordre est toujours negative). Cette correction demeure cependant 
petite en valeur absolue, en raison des grands denominateurs d 'energie : la molecule qui 
peut ainsi se former a certainement une energie de liaison tres faible. 

CD;; atomes d'helium I ( Deux atomes d'hydrog<me J 
(2s) --/"- (2s) 

(28) -- (2s) 

(Is? + + (ls)2 (IS)' + ~ (IS)' 

Figure 28.2: Illustration de l' argument qualitatif montrant que la molecule He2 a une 
petite energie de liaison comparee a celle de H2. 

La meme histoire avec deux atomes d'hydrogene conduit au contraire a un edifice 
tres stable: chaque electron de chaque atome peut trouver une place chez l'autre a 
energie constante puisque la couche (Is) n'est qu'a moitie remplie. 

28.4 La molecule d 'hydrogene selon Heitler et London 

On reprend ici Ie traitement de Heitler et London, partant de la fonction d'onde (11-28.71) . 

1. Etablir I'expression (11-28.80) des deux valeurs propres. 
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2. Soit r1 et r2 les distances d'un electron aux deux protons. En utilisant les coordonnees 
elliptiques definies en (1I-28.41), et d3 r = ~R3(e - J1,2)d~dJ.Ld</>, calculer les quantites 
i et ii definies en (11-28.76) et (11-28 .77). 

3. II s'agit maintenant de calculer I'integrale directe J detinie en (11-28 .78) en utilisant Ie 
developpement (1I-18.123). 

(a) En choisissant I'origine du repere sur I'un des protons, montrer que seul Ie terme 
k = 0 de ce developpement donne une contribution non nul Ie. 

(b) Effectuer I'integration sur I'une des deux variables radiales . 

(c) 

(d) 

Achever Ie calcul en passant en coordonnees elliptiques. 
. c-A tres grande distance, on attend E_(R) ~ -[[V ; quelle est la valeur de 
I'exposant II ? Que donne Ie traitement de Heitler - London? 

Le traitement de Heitler et London de la molecule d'hydrogene repose sur l'exclu­
sive consideration des configurations covalentes, simplifiees a l'extreme en ne considerant 
que Ie simple produit </>1(fi)</>2(iS) ~ 1fJl(r1, r2) et son permute T12</>1(rI)</>2(iS), soit 
1>1 (is) </>2 (rd ~ 1fJ2 (r1, is). r1 et is sont les rayons-vecteurs des positions des deux 
electrons, mesures a partir d'une certaine origine dans l'espace. </>i(r) est une orbitale 

atomique centree sur Ie proton Pi situe en Ri : </>i(r) ~f </>(7''' - k) . Pour la simplicite, 
on choisit </>(r) = 1fJlQo(r), fonction fondamentale normalisee de l' atome d'hydrogene, 

14 12 

d" . E - me - e energle 1 - - ""2fi:2 = - 2ao . 

La symetrie permet d'affirmer d'emblee que les etats propres (approches) dans cet 
espace effectif sont forcement W(r1, is) = C± [1fJ1(r1, is) ± 1fJ2(r1, is)], la combinaison + 
permet de construire un etat singulet, la combinaison - un etat triplet. La reference au 
trou de Fermi pour un atome pourrait faire Cl'oire que l'etat moleculaire Ie plus bas en 
energie est Ie triplet j on verra qu'il n'en est rien, la raison physique etant que chaque 
electron a ici deux centres d'attraction et non pas un seul. La theorie de Heitler et London 
prevoit que la molecule d'hydrogene existe (ce qui est heureux) et que son fondamental 
est singulet, comme Ie revele l'experience : cette molecule n'est pas paramagnetique (au 
contraire de l'oxygene O2, dont Ie paramagnetisme a ete decouvert par Faraday, peu 
apres 1840). 

Le Hamiltonien de la molecule a noyaux fixes est : 

,2 ,2 

H def H ( ~ ~) H ( ~ ~) e e = ion r1, Pl + ion r2, P2 + - + -R ' 
r12 

ou H ion (r, jJ) est Ie Hamiltonien d'un electron dans l'ion Ht . r12 est la distance entre 
les deux electrons. 
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1. Pour etablir l'expression des valeurs propr s, il uffit de cal uler Ie elements d I 
matrice de H dans Ie sous-espace engendr' par 1 s deux vecteul's 1\111) et IW2) .., ~ 

dH ) (I) 2 ' ' lUI ne sont pas orthogonaux: si on pose 8 = (cP11¢2 , on a 'ifJl W2 = 8 :5 1. D 
fa<;on alternative, on forme Ie determinant3 l(wdHlw1) - E(\IIiIWj )I don t S Z;l"os 

donnent les valeurs propres E. 

Les deux quantites diagonales ('1f!iIHI'1f!i) sont visiblement egales entre elles ; on a : 

, 2 ,2 

('1f!I IHI'1f!I ) = (¢I(hIHion (rl, PI) + Hion (r2, P2) + ~ + e
R 

1(1)1¢2) . 
1'12 

L'ecriture des bras et des kets signifie que, lin foixpUcit ' 5 en t rID d'integrales 
les variables rl et r2 sont ecrites dans l'ordr na\.ur 1 de gauche a. droite4 . Les de~ 
operateurs a un electron H ion donnent la meme ontribut i 11 , l ou: 

,2 ,2 

('1f!1IHI'1f!I) = 2E + e
R 

+ (¢1¢21~1(I>1(h) . 
1'12 

La quantite £, egale a El - (<PI 1 ~: l<Pl )' a ete rencontree (et calculee) dans Ie proble_ 
me 28.2, p. 880 ; l'integrale a deux corps est du type integrale directe, notee J. 

La quantite non diagonale a calculer est : 
,2 ,2 

('1f!I IHI'1f!2 ) = (¢1¢2IHion (rl, PI) + Hion(iS, P2) + ~ + e
R 

1¢2<Pl) 
1'12 

A nouveau, les deux Hamiltoniens H ion donnent la meme contribution, egale au 
produit v8, ou v ~ (<PIIHion('r, P)I¢2). II vient ainsi : 

,2 ,2 

('1f!1IHI'1f!2) = ('1f!2IHI'1f!I) = 28v + 82 e
R 

+ (¢1¢21 ~1¢2¢1) 
1'12 

l'integrale a deux corps est du type integrale d'echange, on la note K. 

Au total, et compte tenu de ('1f!il'1f!i) = I et ('1f!il'1f!j) = 8 2 , l'equation fixant les 
valeurs propres est : 

R2 12 - 0 , 
I 

2E+~ + J-E 28v+82e; +K-E82 1_ 
28v + 82 e~ + K - E82 2£ + eR + J - E 

12 (2 12) soit E - 2£ - eR - J = ± E8 - 28v - 8 2 eR - K , d'ou les deux valeurs propres, 
parametrees par la distance internucleaire R : 

E (R) = 2(£ ± 8v) + J ± K e,2 
Of I ± 8 2 + R 

et les deux et ats propres normalises : 

I 
E _(R): Iw-)= ~(1'1f!1)+'1f!2))' 

vI + 8 2 

3Rappelons que les (..piIHI..pj) ne sont pas les elements de la matrice de H puis que la base n'est pas 
orthogonale. 

4 Ainsi, (¢a¢b 1!1I¢c¢d) represente l'integmle J J cPa (Tl )¢b (f2)!1(Tl, T2)¢c(Tt)¢d(T2) d3Tl d3r2. 
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2. Les differentes integrales a un corps ont ete ca1culees dans Ie probleme 28.2, p. 880 : 

dM e/2 _ 
A = (hl-I¢2) = -2(1 + p)e P El , 

r2 

On en deduit : 

3. Avec Ie choix d'orbitales Is, l'integrale directe s'ecrit : 

dM R 
p = - , 

ao 

ou iij est Ie rayon-vecteur du proton Pj , et i'i celui d'un electron, tous ces vecteurs 
etant pris a partir d 'une meme origine (voir fig. 28.3). 11 s'agit maintenant de la 
ca1culer en utilisant Ie developpement (II-18.123). 

Figure 28.3: Parametrisation de la configuration de H2 . 

(a) On choisit l'origine du rep ere sur I'un des protons, PI par exemple, not ant 
alors simplement Tl et T2 les rayons vecteurs des deux electrons. Cela fait, 
avec ii = ii2 - iiI, J s'ecrit : 

+k k 
. 12 ~ ~ 47r J 3 J 3 2 (-) 2 (- -) r < J = e ~ ~ 2k + 1 d rl d r2 'l/JI00 rl 'l/JlQO r2 - R rk+1 x 

kEN q= - k > 

Ykq (fh, ¢1)Yk*q (02 , ¢2) 

Comme la fonction 'l/JlQO(Tl) est proportionnelle a YOO , qui est une simple 

constante, I'integration sur (01, ¢l) donne 6k06mO, d 'ou (r> ~ sup(rl, r2)) : 

889 



Mecanique quantique 

(b) Pour expliciter commodement r>, on commence par faire I'integrale SUr ~ 
ce choix fait, J s'ecrit : 7'1 ; 

I'integrale entre crochets est a2 [QQ. - (1 + QQ.) e-2T2/ao] d'oD.: o T2 T2 ' 

(c) Ell posant ~ = ~(M2.Pl + J i(2P2) It = -it( ~f2Pl - f2P 2) , OIl a r2 = .q.({ + f.l) , 
M2P2 = 111'2 - RII = ~(~ - Ji.) et d3

j' 2 = ~ (e - tI2)declfLd1>. J s'ecrit ainsi : 

[ 2 _ (1 + 2 ) e- p(t;+Ml] 
p(~ + /.1.) p(~ + It) 

avec p = B... L'integration sur ¢ donne juste un facteur 21r ; il reste : ao 

L'integrale sur It vaut : 

Ie caJcul s'acheve par l'integration sur ~ ; les deux termes ci-dessus donnent 
respectivement ? [1 - (1 + p) e-2P] et - ~ (9 + 18p + 4p2) e-2p , d'oD. : 

e/2 1 1 11 3 1 
J = - [- - (- + - + -p + _p2) e- 2P] 

aop p 8 46 

Comme mentionne (Tome II, p.1281), Ie caJcul de l'integrale d'echange K est 
tres technique ; Ie point de depart est : 

la premiere difficulte venant du fait que Ie developpement de ...L ne se reduit 
T12 

pas it un seul terme. Ce caJcul fort complexe a ete conduit it terme pour la 
premiere fois par Reitler et London [46] ; comme discute Tome II, p. 1282, 
il est d'importance cruciale puisque, sans l'integrale d'echange, la plus basse 
valeur propre E_(R) n'a pas de minimum. 
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(d) A tres grande distance, et en raisonnant classiquement avec deux atomes 
d'hydrogene, on attend une interaction de van der Waals, ce qui signifie que 
l'energie d'interaction varie comme - R - 6 . 

D'un autre cote, les deux valeurs propres E± (R) se rapprochent exponentielle­
ment vite de leur limite 2E1 , comme on Ie voit en reprenant les expressions de 
S, €, ii et J, et en retenant leurs termes dominants (l'integrale d'echange tend 
vers zero exponentiellement plus vite que les aut res quantites). Tout com me 
pour Hi, on n'obtient donc pas une loi-puissance ce qui peut s 'interpreter 
comme un ecart qualitatif par rapport a l'interpretation classique et/ou un 
defaut de la methode de Heitler et London, car rien n'autorise a mettre en 
doute la forme de l'interaction de van der Waals, et ce d'autant plus que des 
traitements quantiques raffines, incluant Ie champ electromagnetique, don­
nent effectivement une loi en R-6 - a grande mais pas trop grande distance 
d'ailleurs, Ie temps de vol du photon prenant de l'importance si les deux 
atomes sont tres eloignes l'un de l'autre, au point de donner une loi avec un 
exposant plus grand en valeur absolue [39]. 

Le polyacetylene : limite N 00 et analyse de la 
correlation electronique 

On modelise Ie polyacetylene comme une chaIne unidimensionnelle deformable constituee de 
N atomes a un electron de valence. Un electron localise sur un site a la possibilite de sauter sur 
I'un des deux premiers voisins, et interagit avec les autres electrons a la maniere de Hubbard. 
La chaIne d'atomes est traitee dans un cadre classique ou I'on oublie I'energie cinetique des 
cceurs supposes d'inertie infinie, pour ne retenir que I'energie elastique de deformation, prise 
dans I'approximation harmonique. Avec ces hypotheses, Ie Hamiltonien est: 

(28.2) 
soit H == T + V + H L . Un designe I'ecart a la position na qu'aurait Ie ne ion si Ie reseau 
etait rigide ; s = ±1/2 ==i, 1. L'integrale de saut tnn+! depend de la distance entre deux 
ions; resultant essentiellement du recouvrement spatial entre deux fonctions localisees, on la 
modelise par une exponentielle : 

(28.3) 

a est une constante valant typiquement quelques A- I, to est de I'ordre de I'electron-volt, 
K vaut quelques dizaines d'eV/A2. U est Ie parametre de Hubbard, positif. Dans toute la 

• del U def 8",2to k de[ 7r '1' d d' . I' SUite, on pose'Y = 2to' 1) = K ' F = 2a' et on Uti Ise es con ItlOns cyc Iques. 

Decrire qualitativement ce qui se passe dans les deux limites 'Y -+ 0 et 'Y -+ +00. 
L'etude qui suit permettra d'examiner la competition entre la deformation de la chaIne et 
la correlation electronique, et montrera une tendance a I'antiferromagnetisme lorsque les 
electrons sont en interaction forte. 
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Diagonalisation approchee de H 

La dependance de tnn+ l par rapport aux deplacements Un rend Ie modele insolubleS 
adopte une approximation de champ moyen revenant a lineariser Ie terme d'interaction' On 

~ ~ ctcnsC~_sCn- s --+ U ~(Nn-s)Nns {=} H --+ H MF . 
n,s ns 

1. On introduit les modes etendus cL ~ N - l/2 2::n eikna ct ; compte tenu de I 
tendance a la dimerisation du reseau, 011 pose Un = (-l )nu . Exprimer I'operateu

a 

cin etique T en fonction des operateurs a et b definis comme : r 

En deduire T en fonction du champ 1/Jks a deux composantes 

de Pauli au . 

(28.5) 

et des matrices 

2. La tendance du systeme a developper des structures a 2kF doit se retrouver egalement 
sur la densite electronique ; pour cette raison, on pose a priori: 

(28.6) 

ou 0 est un parametre a determiner ulterieurement par une equation auto-coherente. 
Compte tenu de ce choix, exprimer I' interaction V en fonction des aks et des bks , et 
mettre Ie Hamiltonien de champ moyen H MF sous la forme: 

H MF = ~ 1/Jt(hol - h.iJ )1/Jks (28. 7) 
k,s 

Pour la suite, on pose 28,0 + i sinh(2au) sin ka = p eir/>. 

3. La diagonalisation de H MF s'effectue a I'aide d'une transformation unitaire Stelle que 
1/Jks = SW ks ou Ie champ Wks est construit sur des modes A et B a determiner. Preciser 
en deux mots la structure de la transformation S , puis la determiner completement. 
Trouver les Ck tels que: 

(28.8) 

Quelles sont les relations de commutation des operateurs Aks et Bks ? Former I'etat 
fondamental de la chaine, IF). 

5Sur n§seau rigide, ce probleme a ete resolu pal' Lieb et W u en 1968 [48J. 
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Oiagonalisation approchee de H 

f,~ dependance de tnn+l par rapport aux deplacements Un rendant Ie modele insoluble 
elCtLctement, on ado pte une approximation de champ moyen consist ant a lineariser Ie 

d" t . ( 71 T clef t ) terrne In eractlOn 1 v ns = ens ens : 

U 

2 
n,s=±~ n,s=±~ 

1. Avec l'hypothese Un = (-1 )nu, l'operateur cinetique est T : 

n,s 

comme9 kF ~ ;a' on a (-l)n = e±2inkFa ; par ailleurs: 

e(-I)n2QU = cosh2au+ (-1)nsinh2au 

H --4 HMF . 

La transformation (de Fourier) cks ~ N- 1
/
2 Ln einka eL s'inverse en : 

et = _1_ '"'" e-ikna et 
ns VN ~ ks , 

k 

et permet d'ecrire : 

e(-I)n2auct c =(cosh2au+e-2inkFasinh2au)~ '""'e- i(n+l)kae+ink'act e 
n+ls ns N ~ ks k's· 

k,k' 

Utilisant maintenant Ln ein(k- k')a=Nok,kl+/<, avec r;, = q x 2;, q E Z, on obtient : 

Le(-1)n2aUc~+lsCns = L(cosh2aucLcks + sinh2aueLck+2kFS)e- ika . 
n k 

Dans une telle somme, on peut faire varier k de -;:" == - kF a 3 2'11'a == 3kF ; en adop­

tant les definitions aks ~ eks) bks ~ Ck+2kFS (-kF < k < +kF) et en restreignant 
la somme a Ikl ::; kF, la premiere contribution aT ci-dessus s'ecrit : 

-to L [coSh 2au(aLakse-ika+bLbkse-i(k+2kF)a)+sinh 2au(atbkse-ik a+ 

Ikl<;kF,s 

t -i(k+2kF )a)] ck+2kFSCk+4kFSe = 

-to L [cosh2aue-ika(ataks - bLbks ) + sinh2aue- ika(aL bks - bLaks)] , 
Ikl<;kF ,S 

90n aura reeonnu que kF est Ie moment de Fermi, puisqu' il y a ~ etats de k distinets entre ±kF , 
dans lesquels on peut easel' Ie double d 'electrons de spins a chaque fois opposes. 
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ou on a utilise Ck+4kFB == Cks et e-2ikFa = -1. En ajoutant l'operateur herrn·t. 
conjugue, on obtient la nouvelle expression de l'operateur cinetique : 1 lqUe 

T= -2to L [ cosh 2au cos ka(aLaks-bLbks)+i sinh 2au sin ka (bLaks-aLbkS)] 
Ikl<:::kF,s 

En introduisant le champ Wks a deux composantes 

cet operateur s'ecrit : 

et les matrices de 
au, 

T= -2to L wL (cosh 2au cos ka CJz + sinh2au sin ka CJy) Wks 
Ikl<:::kF,S 

(28.13) 

Dans l'approximation de champ moyen adoptee, le Hamiltonien a diagonaliser est : 

HMF= 2tO L Wk,( cosh2au cos ka CJz+sinh2au sin ka CJy) Wks+UL(Nn-s)Nns 
Ikl<:::kF,s ns 

2. Compte tenu de la tendance presumee du systeme a developper des structures it 
2kF, on pose d'emblee : 

(28.14) 

ou 5 est un parametre a determiner ulterieurement au moyen d'une equation jeT­
mant le traitement de champ moyen. L'interaction linearisee implique : 

L(Nn-s)Nns = ~L L [~+ e2inkFa( -2s)5] ein(k'-k)a clsCk's = 

ns k,k' n 

L (~clscks - 2s5 CLCk+2kFB) 
kE[-kF,3kFl 

a l'aide des aks et des bks , l'interaction V prend maintenant la forme : 

U L [~(aLakS + bLbks ) - 2s5(ak,bks + bk,akS)] , 
Ikl<:::kF,s 

de sorte que, a ce stade, le Hamiltonien de champ moyen est : 

U U 
HMF = L (- 2to cosh 2au cos ka + 2 )ak,aks + (2to cosh 2au cos ka + 2 )bk,bks-

Ikl<:::kF,s 

(2s5U + 2ito sinh 2au sin ka )bk,aks - (2s5U - 2ito sinh 2au sin ka )ak,bks 

On pose maintenant 2s,5 + i sinh 2au sin ka ~ p ei¢, p ~ 0, soit : 

A. sinh 2au sin ka 
tan,/-, = -------,---

2s,5 
p2 = (/5)2 + (sinh2au sinka)2 , (28.15) 
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noter que ¢ change de signe avec s. Avec ces definitions, on a : 

~HMF= ~ 12 (aLaks + bLbks ) - cosh2au coska(aLaks - bLbks )-
2to L.J 

Ik19F,s 

p(ei¢bLaks + e-i¢aLbks ) 

En introduisant a nouveau Ie champ spinoriel Wks, il vient : 

HMF = 2to L wt(~b - cosh2au coskaO"z - p(cos¢O"x +sin¢O"Y))WkS , 
Ikl<;kF,s 

qui est bien de la forme : 

(28.16) 

3. Comme tout Hamiltonien quadratique, HMF peut etre diagonalise par une trans­
formation unitaire 5 telle que Wks = 51][ ks ou Ie champ 1][ ks est construit sur des 
modes A et B a determiner. En vertu de l'unitarite de 5, les relations canoniques 
sont invariantes en forme, assurant que les nouveaux modes A et B seront aussi 
fermioniques. 

Pour diagonaliser H MF , il faut visiblement effectuer d'abord une rotation convena­
ble autour de Oz afin d'annuler la composante Ie long de O"y ; ceci est facile puis que 
la combinaison cos ¢ O"x + sin ¢ O"y resulte d'une rotation d'angle ¢ autour de Oz 
puis que cos ¢ O"x + sin ¢ O"y = e-i~(Tz O"x ei~(Tz. Pour eliminer ensuite la composante 
suivant O"x, il convient de faire une certaine rotation d'angle e autour de Oy. Posant 

. . 51 '¢~1 ·e~ '1 . alnSl = e- 'iVz e- 'ivy, 1 vlent : 

"( . e ( ) . e "212 - el
'i(Ty cosh2au cos ka o"z + PO"x e- l

'i(Ty = 

~12 - [(cosh 2au cos ka cos e + p sin e)O"z - (cosh 2au cos ka sin e - p cos e) O"x] 

Pour annuler Ie coefficient de 0" x, il suffit de prendre: 

tan e = ----..:....p--­
cosh 2au cos ka ' 

(28.17) 

comme Ikl < kF' cos ka > 0, d'ou tane > 0: on prend e E [0, ~l. Le report dans Ie 

coefficient de o"z montre que celui-ci vaut [p2 + (cosh 2au cos ka)2] 1/2. Finalement, 
avec ce choix des angles et utilisant la definition de p (et Ie fait que (2S)2 = 1 quel 
que soit s), Ie Hamiltonien prend l'expression diagonale : 

HMF = 2to L 1][L [~12 - [("(8)2 + cosh2 2au - sin2 ka] 1/2 O"z] 1][ks (28.18) 

IkI9F's=±~ 
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qui est de la forme demandee : HMF = 2toL:lkl<kF s=±lwt,(ho1- CkC7z)W 
-, 2 ks, aVec: 

I ck = [(rO)2 + cosh
2 

2au - sin
2 ka] 1/2 ho = ~ I (28.19) 

On a explicitement : 

HMF = 2to L {[~ - (--'?02 + cosh2 2au - sin2 ka/12
] AtsAks + 

Ikl:SkF,S=±! 

[~+ Clo2 + cosh
2 

2au - sin2 ka)1/2] Bk,Bks } . 

Les modes A ont tous une energie inferieure it celle des modes B : Ie mode A 1 
plus haut en energie correspond it Ikla = ~, soit Ikl = kF, son energie etant : e 

cette valeur de k correspond aussi au mode B de plus basse energie, laquelle est 

egale it 2to [~ + b202 + sinh2 2au) 1/2]. Au total, on a : 

L'egalite centrale ne peut etre obtenue que si 0 = ° et u = 0, correspondant a 
l'absence de magnetisation et d'alternance des positions d'equilibre des sites: c'est 
bien, en l'absence d'ordre magnetique, la dimerisation du reseau qui provoque Ie 
gap entre les deux classes de modes. Noter aussi que ce gap est nul si r = 0 
(alors 0 disparait) : l'interaction entre les electrons peut ainsi etre responsable de 
l'ouverture d'un gap dans un gaz d'electrons en interaction j ce fait fondamental est 
l'ingredient central de la transition de Mott (voir Tome II, Remarque 3 p.1411). 

La transformation S etant unitaire, on a: {Aks> At,s, } = {Bks' Bt,s'} = Okk'Oss" 
{Aks , Ak,s'} = {Bks, Bkls'} = {Aks , Bkls'} = 0, etc. 

L'etat fondamental de la chaine s'obtient en remplissant taus les modes (k, s = ±~) 
avec Ikl ::; kF. Formellement : 

IF) IT AUvide) 
Ikl:SkF,S=±! 

Dans cet etat, tous les modes Aks sont occupes : pour chaque k, on y trouve un 
electron de spin r et un autre de spin 1. 
On aura besoin dans la suite des relations de passage des anciens aux nouveaux 

modes, obtenues en explicitant l'egalite 'l/Jks == [ ~:; ] = S [ ~:: ] == Sw ks. Avec 

S = e-i!uze-i%uy , et en utilisant l'expression lineaire des exponentielles, on trouve: 

S 
¢ 8

1 
. ¢. 8 .. ¢ 8 . . ¢ . 8 = cos - cos - 2 - I cos - sm - C7 - Ism - cos - C7 + Ism - sm - C7 

2 2 2 2 Y 2 2 z 2 2 x
, 
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d'ou la matrice de S : S = 2 
[ 

e-i! cos Q 

ei! sin Q 
2 

- e-i! sin Q 1 
p~ e 2 , S -1 = st, et notamment . 

e 2 cos 2" • 

- i f. e A -i<£ · e B aks = e 2 cos 2" ks - e 2 SIn 2" ks b i 2 . e A i <£ e ks = e 2 Slll - ks + e 2 cos - B k 2 2 s 

4. Pour calculer les moyennes des observables dans l'etat fondamental, Ie plus sim­
ple est d'exprimer leurs operateurs en fonction des modes A et B et d'utiliser 
(F IAtAkI SI IF )=OkkI OSSI, (FIAt BkslF) =0, etc. En ce qui concerne Nns = ctcns 

3kF +kF 
ct = N- I / 2 '" e-inkact = '" (e-inkact + e- in (k+ 2kF )act ) ns ~ ks ~ ks k+2kFS , 

k=-kF k=-kF 

soit ct = N - 1/ 2 '" e- inka (at + (_l)nbt ) d'ou · ns L... lkl<kF ks ks , . 

Nns = ~ L ein(k'-k)a [at + (-l) nbU [a kls + (-l)nbkls] 

Ikl,lk' l<kF 

En utilisant maintenant les relations de passage etablies ci-dessus, il vient : 

N = ~ '" ein(k'-k)a [(e+ i ! cos ~ At - e+i! sin ~ Bt ) 
ns N ~ 2 ks 2 ks 

Ikl,lk'l<kF 

(
.<£ e t .", e t)] +(_l)n e-12sin2"Aks+e-12cos2"BkS x 

[ 
. ",' e' .f£'... e' 

(e-12 cos '2 Ak's - e- I 
2 sin '2 Bkls) + 

n if£'... . e' if£'... e' ] (-1) (e 2 slll'2Akls+e 2 cos '2 Bkls) , 

ou ¢' == ¢(k'), e' == e(k'). Quand on prend la moyenne dans l'etat fondamental, 
seuls comptent les produits AtAkI S , qui donnent juste Okk' ; d'ou : 

1 "'[ 2 e . ¢ e e . ¢ e e 2 e] 
(FINns IF) = N ~ cos 2" + (- l)ne' sin 2" cos 2" + (-l)"e-

1 
sin 2" cos 2" + sin 2" ' 

k 

soit : 

(FINns IF ) = N- 1 L [1 + (-l)ncos¢sine] 
Ikl<kF 

(28.20) 

Ce resultat etant acquis, on peut ecrire l'equation d'auto-coh8rence du traitement 
en cours10 , en mettant au premier membre de (28.14) l'expression de (FINns IF) 

1 
N-1 L [1 + (-l)ncos¢sine] = 2" + (-1)n280 , 

Ikl<kF 

lOLa methode est tout it fait comparable it celie utili see dans Ie traitement de Weiss de la transition 
para - ferromagnetique : on introduit d'emblee une certaine valeur moyenne de la magnetisation M, 
qui parametrise Ie calcul ulterieur de la fonction de partition Z(M). Celle-ci etant obtenue, on ecrit la 
relation classique entre la magnetisation et l 'energie libre F, M = - ffsF(M) : cette egalite constitue 
l'equation qui "boucle" l'approximation de champ moyen en permettant d'obtenir M. lei, Ie role de M 
est tenu par 0. 
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egalite qui constitue de fait une equation pour Ie parametre 0, encore indeterrnin' 
1 e, 

k variant entre ±kF, Ie 1 de la somme au premier membre donne 'iN ; l'equat' 
, l'fi IOn se Slmp 1 e en : 

N-
1 L cos¢sinB = 280 , (28,21) 

Ikl < kF 

Revenant aux angles definissant la transformation S, (voir (28,15) et (28.17)) , on a ; 

2 
cos ¢ = 28"(0 , 

P 
sin B = __ -----'p _ __ 1 

cosh 2au cos ka R 
R~ 1 + P 

(cosh 2au cos ~ 

d'ou Si;e = [(cosh2au coska)2 + p2j-1/2, Avec la definition de p, il vient : 

sin B = [(cosh 2au cos ka)2 + (-yO)2 + (sinh 2au sin ka)2r1/2 = 
p 

[cosh2 2au + (-yo? - sin2 kaj - l/2 

L'egalite (28.21) prend alors la forme: -h ~lkl<kF [cosh' 2c<u+h~~2-sin2 kap72 = b, 

Il reste enfin a. prendre la limite N ----7 +00, L ----7 +00, 1t = a, so it a. effectuer la 
substitution habituelle ~k ----7 2~ J dk, ce qui donne: 

= 0 . 

Cette egalite constitue l'equation d'auto-coherence ; fixant Ie parametre 0, elle peut 
s'ecrire a. 1'aide de la fonction elliptique complete de premiere espece, K('\) : 

"(0 A 1/2 K(A) = 0 
'if 

A ~ _---,.,--_1 __ _ 
cosh2 2au + (-yO)2 

(28,22) 

Les parametres physiques "( = 2~o' K et a etant donnes, ceci definit les solutions 
0, fonctions du degre de dimerisation du reseau, Dne etude energetique ulterieure 
permettra de preciser l'existence du minimum d'energie, survenant pour la valeur 
Uo de l'ecart par rapport au reseau uniforme, Uo est une fonction des parametres 
"( et a : sa variation et, eventuellement son apparition/disparition, permettront de 
tracer un diagramme de phase dans Ie plan (a, "(), 

5, Comme dans tout traitement de champ moyen, la valeur moyenne de l'energie tot ale 
n'est pas egale a. la somme des energies a. un corps relatives aux modes propres : si 
1'on s'y prenait ainsi, on compterait deux fois l'energie d'interaction au sein d'une 
me me pairell , La bonne fa<;on de faire est de prendre Ie Hamiltonien de depart, 
et de calculer sa moyenne avec Ie fondamental approche obtenu dans Ie cadre du 
champ moyen. Ceci exige d'une part Ie calcul de 1'energie a. un corps venant du 

11 La meme remarque vaut pour la theorie de Hartree - Fock : l'energie du determinant fondamental 
n'est pas egale a. la somme des valeurs propres SCF, 
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terme cinetique T, qui est facile, d'autre part Ie calcul du terme d'interaction a 
deux corps, nettement plus laborieux. 

L'expression de l'operateur cinetique a l'aide des modes propres est (voir (28.13)) : 

T = - 2to L w tst ( cosh 2au cos ka (J z + sinh 2au sin ka (Jy) SiJ! ks , 

Ikl :O;kF,S 

cos¢(Jy +sin¢(cose(Jx +sine(Jz) 

L'expression de l'operateur cinetique devient ainsi : 

T= -2to L wt [cosh 2au coska (cose (Jz - sin e (Jx )+ 
Ikl :O; kF,S 

sinh 2au sin ka ( cos ¢ (J Y + sin ¢( cos e (J x + sin e (J z) ) 1 iJ! ks , 

soit T = -2to L:lkl:O;kF,S Wks7ks w k., OU 7ks est une certaine matrice 2 x 2. S'agissant 
de calculer la valeur moyenne de T dans l'etat fondamental, seul importe l'element 
(1, 1) de cette matrice : il suffit donc de retenir les termes en (Jz dans ]'expression 
precedente, chacun pondere par +1 , element (1, 1) de (Jz . On obtient alors : 

(FITIF) = - 2to L (cosh 2au cos ka cos e + sinh 2au sin ka sin ¢ sin e) 
IkI9F,S 

Les deux termes dans la somme sont respectivement : 

1 
cosh 2au cos ka Ii. . h . k sinh 2au sin ka p 1 

sm 2au sm a ------ -----'----
p cosh 2au cos ka R ' 

d 'ou : 

(FITIF) = - 2to L (cosh2au coska)2+ (sinh2 tL sinka? 
Ikl::okF' J(cosh 2au cos kap + (sinh 2au sin ka)2 + (,0)2 

'" [. / 2 (TO)2] . - 2to L...t V cosh 2au + (TO)2 - sin2 ka - -,============== 
IkI9F ,S Jcosh2 2au + (To)2 - sin2 ka 

On passe maintenant de la sommation discrete a l'integrale, la somme sur les spins 
donnant un facteur 2, un autre facteur 2 vient de la parite des integrands, d'ou : 
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Selon l'E§quation auto-coherente (28.22), Ie second terme vaut 2')'02 ; par aill 
la premiere integrale s'exprime avec la fonction ellipt ique complete de deu ~~rs, 
espece precisee dans l'enonce. En definitive: Xl erne 

OU : 

IA ~ (cosh22au + ')'202)-1 I 
Cal ulons llla.inte·nant la val · ur moyenn cIu term d interaction, qui s'exprirne ave 
1 ,,~t (;ts' lesquels sont d $ orn inaisolls Iineaire d ·s Cks t eL , dOlle tes a 
aL bk6 et bls· Au totnJ. les ens et ctls s'expI"imen.t n combin.aisol1 lin6aire des A::' 
At~, Bios . t Bt· Pos ns Crwo = L:k O!ksA/,;s + !k"flks ; 011 a. aiol's : ' 

(FlctcnscLsCn-sIF) = L L(FI(a~lSAL+;3Z1SBL)(ak~sAk~s+;3k~sBk~s)>< 
klk~ k2k; 

(a k2 - sAt-s +;3Z2-sBt_S)(ak;-sAk;-s+;3k;-sBk;-s) IF) . 
Compte tenu de la definition de l'etat fondamental, tous les monomes ayant un Bks 
a droite et/ou un Bks a gauche donnent zero (Ie fondamental est vide d'excitations 
de type B) ; il reste ainsi : 

L L ak1sak;-s (FIAL(ak~ sAk~s+;3k~sBk~S)(ak2-sAt_s+;3Z2-sBt_s)Ak;-s IF) . 
kl k~ k2k; 

Le developpement des deux parentheses centrales fait apparaitre quatre types de 
termes; les termes en B donnent zero. En effet, soit par exemple B k, sBkt A k, -s ., 

1 2- 8 2 

les deux B etant de spins contraire, ils anticommutent toujours ; ce terme vaut 
donc -Bt_sBk~sAk;-s = (-1)2 Bt_sAk;-sBk~s. L'operateur d'annihilation Bk~s 
se retrouvant a droite, il donne zero par action sur Ie fondamental. Il reste donc : 

L L aklSak~sak2-Sak;-s(FIALAk~sAt_sAk;-sIF) . 
klk~ k2k; 

Les A se groupent deux par deux, agissant par paire sur une excitation de spin 
donne, 8 ou -8 ; pour que Ie result at ne soit pas nul, il faut detruire et creer une 
particule de meme k : si les deux ki' k; sont differents, l'operateur de creation 
ajoute une particule dans un etat deja occupe puisque, dans Ie fondamental, tous 
les etats sont deja occupes une fois. Il vient ainsi : 

(FlctcnsC~_sCn-sIF) = LL a~lsaklSak2-Sak2-S = (Llak1SI2)( Llak2-sI2) 
kl k2 kl k2 

Un calcul sans difficulte montre que: 

1 . k ( . </>(8) e .~ e) a = -- eln a e-I-2- COS - + (-l)ne l 2 sin-
ks VN 2 2 ' 
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ou la dependance de ¢ par rapport au spin a ete mentionnee pour memoire (voir 
(28.15)). On en deduit laksl 2 = N-1 [1 + (-l)nsinBcos¢(s)] et : 

(FlctcnscLscn-sIF) =N-2 (~)1 + (_l)n sin B cos ¢(s)]) x 
k 

(2)1 + (-l)nsinB' cos¢'(-s)]) 
k' 

Noter que, par comparaison avec l'expression (28.20), on a ici : 

qui exprime une factorisation typique d'une theorie de champ moyen, ou la notion 
d'excitation it un corps (ou quasi-particules) garde un sens. Un tel resultat peut 
aussi se demontrer comme suit. 

Soit d'une fa<;on generale it calculer n ~f (WI4ctcrcslw), ou Iw) est un etat it 
nombre quelconque de particules construit it partir du vide ; le nombre nest egal 
au produit scalaire (cqcplw), crcslw)), qui est non nul ssi les deux vecteurs cqcplw) 
et cpcqlw) sont egaux it une phase pres, aucun des deux n'etant le vecteur nul. Ces 
deux vecteurs sont egaux si q=r et p=s, opposes si q=s, p=r, d'ou l'on deduit : 

Le produit scalaire (cqcplw), cqcplw)) est le carre de la norme du vecteur cqcplw), 
qui n'est pas nulle ssi les deux modes pet q sont occupes dans l'etat Iw), et qui vaut 0 
autrement : on peut donc ecrire l'egalite (cqcp Iw), cqcp Iw)) = (wI4cp lw) (wlctcq Iw), 
et finalement : 

Avec ces resultats, on peut expliciter la valeur moyenne du terme d'interaction : 

ns ns 

U L [l n ][1 n ] U L (l 2) U (1 2) - -+(-1) (2s5) -+(-1) (-2s5) =- --5 = -(2N) --5 
22 2 24 2 4 ' 

ns ns 

so it (FIVIF) = (2Ntoh( ~ - 52), d'ou l'energie electronique moyenne totale Ee , 

(2Nto)-1 Ee = - ~A -1/2 E(A) + 2{52 + {(~ - 52), soit : 

I (2Nto)-1 Ee = -~A -1/2 E(A) + {(~ + 52) I 
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6. A hlnergie electronique, il faut ajouter l'energie de deformation du reseau . d 
l'approximation harmonique precisee dans Ie texte, elle s'ecrit : ' aus 

Eharm = L ~K(Un+1 - un )2 = ~KL[(-l)n+l - (_1)n]2u2 = 2NKu2 

n n 

Rassemblant tous les resultats, l'energie totale par particule (2Nto) - 1 E est: 

2 1 2 (2Nto) - 1 E = --A -1/2 E(A) + ,( _ + 62 ) + _y2 
7r 4 rJ (28.23) 

ou : 

77 ~ 8a~o I 

Etude et comparaison des differentes solutions 

1. Les solutions sont entierement determinees par la valeur du parametre <5 issu de 
l'equation d'auto-coMrence (28.22) . La premiere, evidente, correspond it <5 = 0 
et donne un reseau sans structure magnetique alternee. Le taux de dimerisation 
eventuel, uo, sera fixe par Ie minimum de l'energie associee it cette solution. 

II existe une seule autre solution, non-triviale en <5 j en effet, l'equation it resoudre 
est A1/ 2 K(A) = Z!:, or Ie premier membre est une fonction monotone croissante 

'Y 

de A (la derivee de K(A) est manifestement positive), partant de 0 en A = ° (ou 
K = ~) et tendant visiblement vel'S +00 quand A ---7 1. Cette solut ion possede une 
structure magnetique alternee fixee par la valeur de <5 obtenue dans ce cadre j Ie 
minimum d'energie determinera Ie degre de dimerisation (eventuel) du reseau. 

2. Si CD designe l'energie par particule de la solution <5 = 0, on a : 

-1 2 (1), 2 2 (2to) cD =- -coshyE --2- +-+-y 
7r cosh y 4 rJ 

Pour y « 1, cosh2 y ~ 1 + y2 j utilisant l'approximation de la fonction elliptique, 
il vient : 

E(_1_
2
-) ~ 1 + ~(lni _ ~)y2 , 

cosh Y 2 Y 2 

d'ou (2tO) - lcD(Y rv 0) ~ -~ (1 + V;)[ 1 + H In ~ - ~)y2] + ~ + ~y2, soit : 

-1 ,2 (2 5 1 Y) 2 y« 1 : (2to) cD(y) ~ - - - + - - - + -In - Y 
4 7r 77 27r 7r 4 

Le terme In y dans Ie coefficient de y2 entraine que la courbure est negative en 
y ~ 0: Ie reseau uniforme (non dimerise) est instable (instabilite de Peierls). Noter 
la singularite logarithmique de l'energie en u = o. 
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P "1 E( 1 ) ~ .,.- (1 - 1 ) ~ "" (1 - 1 -2y ) d' ' . our y //, eosh2y -"2 4eosh2y - 2 2 e ,ou . 

Le systeme est donc egalement instable aux grandes valeurs de u ; toutefois, l'ap­
proximation harmonique n'ayant de sens que pour lui « a, aucune conclusion 
physique ne peut etre tiree a ce stade, rendant necessaire une analyse plus fine, 
developpee dans la suite. 

3. La derivee par rapport a y de la solution CD est : 

- 1 I 2 [ . (1) 2 sinh Y I ( 1 )] 4 (2to) CD = -- smhyE --2- - 2 E --2- +-y 
7r cosh y cosh y cosh y 1) 

La definition integrale de la fonction E(A) montre que d~ E(A) = 2\ [E(A) - K(A)], 
d'ou (2tO) - lci> = -~ sinh y KCOS~2 y) + ~y, et l'equation fix ant les extrema de CD : 

K( 1 ) = 27r ~ . 
cosh 2 Yo 1) sinh Yo 

(28 .24) 

Quand y varie de zero a l'infini, K(~l ) decroit de +00 a ""2' alors que Ie second cos yo 

membre part de 2:; et tend exponentiellement vite vers zero : les deux courbes 
correspondantes ont donc deux ou zero point(s) d'intersection selon que 1) est petit 
ou grand (voir fig. 28.4) : si 1) est trop grand (K trop petit), Ie reseau est trop mou 
pour s'opposer efficacement a l'instabilite fonciere du gaz d'electrons sur reseau a 
demi-remplissage. D'une fal$on generale, seule la plus petite solution Yo peut esperer 
recevoir par la suite un sens physique, celui de la plus grande, Yo, etant d'emblee 
plus que douteux dans Ie cadre de l'approximation harmonique pour l'energie de 
deformation du reseau. 

1) 
2.,.- Y 
1) sinhy 

~------~------~ y 
Yo 

I 
Yo 

211" 

1) 

211" Y 

~-:ry sinhy 

~----------~~~ y 

Figure 28.4: Representation graphique des solutions de l'equation donnant les zeros de 
ci>(y) pour deux valeurs de 1): 1)=2 (a gauche), 1)=5 (a droite). II n'y a plus d'inter­
sections pour 1) > 1)e ::= 2, 99. 

Noter enfin que CD a une variation triviale avec 'Y (c'est un simple decalage) : en 
l'absence de structure magnetique, Ie seul effet de la repulsion electronique est de 
destabiliser en bloc Ie reseau d'une quantite representant l'interaction sur un site 
des deux "demi-electrons" de spins contraires presents (en moyenne !) sur ce site. 
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I 

Yo 

Yo 
'--==-----~ 1] 

1]c 

Fig~re 28.5: Vari~t~on des ex:rema ,de €o(y) en fonction ,d .. 17 ;. a~.de la, ? ~c ~ 2, 99, il 
n'exlste plus de mlDlmum, Ie reseau etant trop mou pour r ' 1St!;'.!" R I'mstablht · de Peierls . 
apres la coalescence de Yo et Yb en 'f/e, €D est une fonction mODot n decl"oissante de 'U .. 

4. L'energie de I'autre solution, notee €SDW, est donnee par I'expression complete 
(28.23), ou Ie parametre 6 est fixe comme une certaine fonction de U (ou de y), en 
tant que solution non triviale de I'equation auto-coMrente (28.22). Cette equation 
une fois simplifiee par 6 i- 0, definit en fait une fonction universelle A(')') : ' 

de sorte que, selon : 
2 1 [ 1 2 1 6 (y, "I) = "12 A(')') - cosh y , (28.25) 

6 est une fonction de y = 2au parametree par "I, entrainant qu'il en va de meme 
pour €SDW. La discussion physique repose sur I'existence d'un minimum de €SDW 

par rapport a y. 

Compte tenu de la relation entre 6 et A(')'), €SDW s'ecrit : 

2 1/2 ( ) [1 2 ( 1 2)] 2 2 €SDW = -;A- (')')E A(')') + "I 4: + "1- A(')') - cosh y +-:ryy 

L d " ,d t a envee dy€SDW es : 

d 2 [A' - 1/2 dE ,] 1 (A' . ) 4 
- €SDW = - - - --E(A) + A - A - - - + smh 2y +-y 
dy 7r 2A3/2 dA "I A2 'f/ 

utilisant E'(.\) = 2\ [E('\) - K(.\)], on a : 

d 1 A' 1 A' 4 
-€SDW = --K(A) - -( - + sinh2y) + -y , 
dy 7r A3/2 "I A2 'f/ 

et, comme K(A) = '"(A"i/2 : 

d 1 A' 7r 1 A' 4 1 4 
-€SDW = - ----- - -(- +sinh2y) + -y = --sinh2y+-y 
dy 7r A3/2 'YA1/2 "I A2 'f/ "I 'f/ 
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La fonction €SDW (y) est donc extremale en y = 0 et en YM, nombre satisfaisant 
2 2 

sinh 2YM = i:l'YM, fonction du seul rapport !l. = 16 aKuto . YM n 'est reel que si 2 < 41' 
'7 I '7 ' 

soit 'rJ < 2')'. Pour "'( ?:, ~, YM est tres petit devant 1 de sorte que: 

'rJ ""> -
I rv 2 ~'rJ YM~ -("'( - -) 

'rJ 2 

On note au passage que la derivee seconde est dd:2 €SDW = - ~ cosh 2y + ~ : elle 
est positive en Y = 0 si 'rJ < 2",(, negative dans Ie cas contraire : ceci montre que 
si l'interaction entre electrons est assez forte, Ie reseau non dimerise (y = 0) mais 
avec une structure magnetique fixee par <5(0, "'() i- 0 est stable; l'autre solution €D 

etant instable en u = 0, la conclusion tranchant en faveur de la structure SDW ne 
pourra toutefois etre tiree que par une comparaison plus precise de €SDW(U = 0) 
et de €D (U = uo). 

Au total en tant que fonction de u, €SDW est toujours deeroissante si 'rJ > 2",(, avec 
un maximum en U = 0 ; si 'rJ < 2",(, €SDW croit de U = 0 jusqu'a une certaine valeur 
UM("'(), puis deeroit. 

Il est utile d'analyser sommairement la variation du parametre <5 en fonction de 
"'( et de y. Quand"'(» 1, A("'() est petit, et on a a peu pres Al /2("'(H = ~, soit 

A("'() ~ 4"'(-2. Au contraire, quand "'( « 1, A("'() est tres proche de 1 ; posant 
A = 1- A, on a (1- ~) In t ~ ~ soit A("'() ~ 1- 4e-1Th . La fonction A("'() (qui est 
visiblement monotone decroissante) a donc les comportements aux extremes: 

Noter que "'( = 0 est une singularite essentielle de la fonction A("'() : aucun 
traitement perturbatif par rapport a U n'est donc envisageable, me me a petit U. 
En outre, ceci laisse imaginer l'extreme eomplexite du meme probleme avec un 
parametre effectif U qui, pour une raison ou une autre, serait negatiJ, donnant 
lieu a une interaction effective attractive entre les electrons, a l'instar de ce qui est 
possible pour la supraeonductivite, grace aux phonons. 

La solution €SDW n'a evidemment de sens que si <5 E JR, soit <52 ~ O. Revenant a 
(28.25), on voit qu'elle n'est done a considerer que si cosh2 Y < * ; comme pour 
chaque ",(, la fonction A("'() est plus petite que 1, eette inegalite fixe un Y maximum, 
eonstituant un point d'arret YsuP au-dela duquel, la solution €SDW n'existe plus: 

3CSDW 
1 1 

U ::::; 2a YsuP , YsuP = Argeosh J A( "'() 

Quand "'( « 1, A est proehe de 1 de sorte que YsuP est voisin de zero: on a done 
1 + h;up ~ (1 - 4e-1Th )-1/2 d'ou : 
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_ l _ VI-Ab) 
'YAb) 

o(y) 

o(y) ex (ysup _ y)1/2 

/ L-_____ ~_y 

'f] 

2 

Figure 28.6: A ~auche : variation en fonction de Y du parametre 0, a 'Y fixe 
Y ~ YsuP' 0 = o. A droite : disposition des deux abscisses reduites YsuP et YM. 

Pour 

L'allure de 0 en fonction de Y a'Y fixe est donnee sur la figure 28.6. Pour y < y . 
f'...I sup. 

d'ou 0 ex: (YsuP - y)f3 pour Y :s YsuP : la valeur (3 = ~ de l'exposant est typique 
d'une them·ie de champ moyen. 

On a vu qu'il existe toujours un point d'arret YsuP' strictement positif quoique 
exponentiellement petit quand 'Y est petit. Au contraire, ESDW n'a un maximum en 
YM que si 'Y est superieur a une valeur seuil finie, a savoir 'Y > ¥. En consequence, 
il existe un tres petit intervalle en 'Y ou Ie maximum existe et ou l'abscisse YM ou 
il survient est inferieure a l'abscisse maximale Ysup. 

5. Par leur definition meme, les deux solutions ED (y) et ESDW (y) se rejoignent pour 
la valeur de U ou o(u) s'annule ; en fait, elles se rejoignent plus precisement selon 
une tangente commune. En effet, on a : 

[
d] 2 . 1 4 
-d ED = -- smhYsupK( 2 ) + -Ysup , 

Y YsuP 7r cosh YsuP 'TJ 

[ 
d ] 1 4 -d ESDW = - - sinh 2ysup + -Ysup ; 
Y Yeup 'Y 'TJ 

or YsuP est defini par cosh2 Ysup= * avec A("() satisfaisant vAK(A("())= ~ ; pour 

la solution ESDW, la ou 0 s'annule, cette egalite donne h
1 K ( hi ) = 2':. II 

cos Ysup cos YsuP / 

en resulte : 

[d] 2 . 7r 4 [d ] -d ED = - - smh YsuP - cosh Ysup + -YsuP = -ESDW 
Y Yeup 7r 'Y 'TJ dy Yeup 

Enfin, compte tenu de la definition de A et du fait que K(A) est une fonction 
croissante de A, il est manifeste que 0 i- 0 ===} ESDW :S ED. 

6. On doit visiblement considerer les deux cas : 'Y plus grand ou plus petit que ¥. 
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11)« 2/1 ! 
! 

ESDW 

• Y 
Yo YsuP 

~~~~U\-.--~Y-o ------~' y L-'~YM~Y~SU-P~Y~O ------~ Y 

Figure 28.7: Recapitulatif des differentes solutions. 

- ,<¥ 
C'est Ie cas Ie plus simple, ou il n'existe qu'une solution stable, ED, ayant 
un minimum en Yo, a condition toutefois que TJ < TJc ~ 2,99. Au-dela de 
cette valeur, Ie n§seau est trop mou pour contrecarrer l'inevitable instabilite 
de Peierls. Lorsque la repulsion de deux electrons de spins contraires sur un 
site est suffisamment faible, l'instabilite se developpe et Ie reseau se dimerise, 
l'ecart d'equilibre uo augment ant quand la raideur K diminue, jusqu'au mo­
ment ou, Ie reseau etant trop mou, il ne peut gagner assez d'energie par 
deformation: alors Ie systeme devient foncierement instable. 

Quoi qu'il en soit, la droite , = ¥ ~ ,dTJ) constitue une borne inferieure de 
la vraie ligne de transition. 

- ,>¥ 
Il existe alors deux solutions stables, ESDW(Y = 0) et ED(Y = Yo), qu'il convient 
de comparer afin de savoir quelle est la plus basse. Les deux energies sont 
egales si : 

-~Jl + ,202(0) E( 1 ;02(0)) +,02(0) = -~ coShyo+E(_ll-) +~Y6 
7l' + , 7l' cos 1 Yo TJ 

(28.26) 
Yo est une fonction de TJ definie par K(~l ) = 2,,- ~hO ; la combinaison 

cos YO 1) SIn Yo 

Ao ~ Hip (0) est donnee par K(Ao) = ~v'Ao, et est donc une certaine 
fonction de,. Au total, l'egalite (28.26) est une relation du genre ib(TJ, ,) = 0, 
ou, = ,cr(TJ), et definit donc la ligne de separation dans Ie plan (TJ, ,) entre 
la phase dimerisee sans structure de spin (, « TJ), et la phase ou Ie reseau est 
uniforme (u = 0) et ou une structure antiferromagnetique s'est developpee sur 
Ie reseau h » TJ)· 
La ligne ,cr(TJ) peut s'obtenir numeriquement sans difficulte, mais il est pos­
sible d'en trouver une tres bonne borne superieure en raisonnant comme suit. 

Compte tenu des elements acquis ci-dessus sur les deux solutions, on note 
que lorsque Ie maximum de ESDW, d'abscisse YM, est aussi son point d'arret , 
et donc son point de jonction avec l'autre solution ED , alors necessairement 
l'energie ESDW(Y = 0) est plus petite que ED(YO)' Autrement dit, la fonction ,> (TJ) pour laquelle on ales egalites YM = YsuP = Yo est une borne superieure 
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pour la ligne critique 1'er (1]). 
Lorsque ces trois valeurs de y cOIncident, on donc simultanement : 

K 
1 _ 27r Y (-) --

cosh2 y - 1] sinh y , 
. h 2 41' sm y = -y , 

1] 

ce qui signifie que la ligne 1'> (1]) admet la representation parametrique : 

27rY 7r cosh Y 
1] = sinh y K (~l )' l' = K ( 1 ) , 

cos Y COSh2 Y 

Ie parametre y varianL ~ ~'mel1 'm ut ·ntre ° et +00. L'allure de cette ligne 
se devin ai 'm nt n examinan 8es comportements-limites ; quand y « 1 
cosb2 Y 2: 1 t la ~ n Li n llipLiq\l K div rge : 1] et l' tendent tous deux ver~ 
zero I rapport ~ t ndant d ailleurs vel'S ~ prouvant que la borne superieure 
1'> (1]) se fond avec la borne inferieure 1'< (1]) = ¥ quand Ie taux de dimerisation 
tend vers zero. A l'oppose, quand y » 1, K ~ ~, d'ou 1] ~ 8ye-Y « 1 et 
l' ~ eY »1. Ces deux resultats permettent de tracer a la main la borne 
superieure de la ligne critique. 
En pratique, Ie parametre y = 2au est forcement borne superieurement . 
la constante a etant donnee, u ne peut exceder une valeur "-' 0,1 A puis~ 
que l'on s'est contente d 'une approximation harmonique pour Ie reseau, ce 
qui impose aux ecarts Un de rester tres petits devant une distance de l'ordre 
de 1, 5 A. Par ailleurs, l'amplitude de saut tnn+l implique Ie recouvrement 
de fonctions atomiques bien localisees, ce qui signifie que la variation est de 
nature exponentielle - comme on l'a adm.is - , tnn+l = toe-<>(u n -un +1 ), avec 
une echelle de decroissance de l'ordre de l'angstrom. Ceci precise, Ie parametre 
sans dimension y est forcement au plus d'ordre unite. Il en resulte que les 
bornes superieure 1'>(1]) et inferieure 1'd1]) = ¥ sont en pratique quasiment 
confondues (voir fig. 28.8), et que l'on peut retenir tout simplement la droite 
l' = ~ comme ligne critique du modele developpe. 

Figure 28.8: Diagramme de phase du polyacetylene. La vraie ligne de transition 1'er(1]), 
(en gras) est situee entre les deux courbes tracees, graphes des deux fonctions 1'd1]) = ~ 
et 1'> (1]) . 
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7. Le Hamiltonien diagonal (28.18) a pour modes propres les operateurs fermioniques 
Aks et Bks , d'energies respectives -€k et +€k, donnees en (28.19) ; chacune d'entre 
elles definit une bande d'energie lorsque k varie entre ±kF, puisque Ie nombre d'onde 
varie de fagon quasi-continue (voir fig. 28.9). 

Figure 28.9: Bandes d'energie du polyacetylene. 

Par definition, Ie gap d'excitations est la plus petite energie a fournir pour exciter 
Ie systeme ; comme dans l'etat fondamental la bande in£erieure est pleine, et la 
bande superieure est vide (situation Me au demi-remplissage), l'energie de gap Eg 
est la difference d'energie des deux bandes en k = ±kF = ±{a' soit 2€±kF 

Dans la phase dimerisee, 0 = 0 ; dans I'autre phase, il faut retenir la valeur de o(u) 
en u = 0 : 

E~D) = 4to sinh 2auo E~SDW) = 4tol'o(0) = 2Uo(0) 

Uo == ~ est defini par l'equation (28.24) qui, pour y« 1 s'ecrit In(4cothyo) ~ 2;, 
soit Yo ~ 4e-27r / 7J • Par ailleurs, 82 (0) = 1'-2(10 - 1) (voir (28.22), avec u = 0) ; 

quand 8 « I, Ao :s 1 et Ao ~ 1 - 16 e-27rh . Quand ces deux approximations sont 
valides, on a done: 

Noter a nouveau Ie caractere hautement singulier (singularite essentielle) du gap 

E~SDW) en fonction de U pour la phase SDW : l'interaction entre les electrons ne 
saurait etre traitee par perturbation. 

Tous les autres parametres etant fixes, l'energie Eg varie comme indique sur la figure 
28.10 : quand l' augmente a partir de zero, la phase stable est la phase dimerisee, 
ou Ie gap ne depend pas de l' ; lorsque l' atteint la valeur I'crC'I) Ie systeme transite 
dans la phase SDW et Ie gap se met a augmenter avec')'. Donnons maintenant des 
estimations numeriques, fondees sur des valeurs quelque peu hasardeuses compte 
tenu de la dispersion des donnees experiment ales disponibles. Avec to ~ 2 eV, 
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16to e- 7rK/(4oho) 

~--~------------+I 
"Ycr 

Figure 28.10: Variation du gap du polyacetylene en fonction de 2~o a TJ fiXe. 

a rv 2A-l et J( '" 30 V /A.2 (qui donn· une vibtation infTaroug a. environ 10 p,rn) 
on obtient TJ "" 2, n ·tt ·m nt ~n -d>ga d 1a. valeur ~ 2,99 oil a.ll une solution n'exist~ 
dans Ie model dev loppe ci-dessu . Ou n deduj t lcr '" 1 Boit V '" 4 e V, une valeur 
si raisonnabl qu 'oll donne tout sa portjn IlC a. la. phas ' DW. 

A titre de remarque finale, on notera que l'essentiel de la physique de ce systerne 

t 'd 1" ' t dec" 8 a't& es ramassee ans umque parame re 'LV = ~ = KU ' 

28.6 Etats lies du potentiel de Morse 

Le potentiel de Morse est parfois utilise pour representer I'energie electronique faisant office 
d'energie potentielle pour Ie mouvement des cceurs d'une molecule diatomique. II s'agit ici 
d'en trouver les etats lies, servant de base a la description des vibrations; il n'est plus alors 
necessaire de faire I'approximation harmonique (petites oscillations). 

Soit, pour une particule de masse M, Ie potentiel de Morse a une dimension: 

(Vo > 0, a> 0) (28.27) 

1. Tracer Ie graphe de V(x) . Preciser I'abscisse du minimum Xo et la valeur V(xo). 

n,'k' Ii' , 
2. On pose Va = iif, E = - 2! (k > 0). II s'agit maintenant de retrouver une 

equation differentielle connue, en effectuant des changements de variables etjou de 
fonction en partant de I'equation aux valeurs propres pour les fonctions propres 1/J(x). 
Pour la clarte, on procede par etapes : 

(a) On pose 'I/J(x) = e-kaXv(X), X = ~. Ecrire I'equation pour la fonction v(X) . 

(b) On effectue maintenant Ie changement de variable ~ = Ae- x , ou A est un 
parametre a choisir judicieusement en temps utile, et v(X) = e-U2w(~). Ecrire 
I'equation differentielle pour la fonction w(~). 

(c) Montrer qu'il est possible de choisir A de sorte que cette equation prenne la forme 
canonique de I'equation de Laplace (voir (11-19.137)). 
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3. La solution reguliere est une certaine fonction hypergeometrique <p( iX, -y,~) ; identifier 
les differents parametres. En reprenant I'argument habituel , montrer que I'energie des 
etats lies est necessairement quantifiee. 

4. A quelle condition existe-t-il des etats lies? Commenter physiquement. 

5. Exprimer Ie nombre Nb d'etats lies en fonction du parametre koa. 

6. Montrer que les energies liees sont egales a : 

(28.28) 

ou n est un entier positif ou nul. 

r Verifier que, si koa » 1, les premiers niveaux sont a peu pres equidistants. Identifier 
la freq uence de fond de pu its pou r I' etat fonda menta I. 

8. A I'inverse, comment varie I'ecart entre deux niveaux consecutifs tres excites? 

------------- --------------- --

1. On a V'(x ) = a-1Vo( - 2e- 2x / a + 2e- x / a ) : Ie minimum survient en Xo = 0 j 

comme V(xo) = -Vo et V(+oo) = 0, Ie parametre Vo est tout simplement l'energie 
de dissociation. Si V(x) est Ie potentiel effectif d'interaction entre deux cmurs d'une 
molecule, x est l'ecart R - Req par rapport a la longueur de la liaison chimique j 

dans cette interpretation, x est borne inferieurement par - R eq. Dans la suite, on se 
pose la question des etats lies de V(x), defini en soi et sans reference particuliere a la 
molecule diatomique, les resultats pouvant etre neanmoins appliques a ce systeme 
moyennant quelques precautions exprimees par des inegalites fortes exprimant que 
la partie non physique en x est quasi-invisible. 

V(x) 

--1rll---,--===~--I. X 

Figure 28.11: Variation du potentiel de Morse en fonction de l'ecart x = R - Req pour 
une molecule diatomique. 

2. L'equation aux valeurs propres E et fonctions propres 'I/J(x) est : 

913 



Mecanique quantique 

Vr /j,2k2 E /j,2k 2 (k 0) ,. ,. Posant 0 = ~, = - 2M > ,cette equatlOn se recnt : 

Afin de retomber sur une equation connue, on effectue successivement les chan 
. ge-ments SUlvants : 

(a) Avec 7jJ(x) = e- kaXv(X), X = ~, on obtient l'equation propre sous la forme: 

v"(X) - 2kav' (X) - k5a2(e-2X - 2e- x )v(X) = 0 . 

(b) On pose maintenant ~ = .\e-x , ou. .\ est un parametre a choisir ulterieurement 
et veX) = e-E/2w(~). II vient (noter que :1 = -~) : ' 

v'(X) = -~(-~)v(X) +e-U2(-~)w'(~) , 

v"(X) = _~e-E/2 [(~ - ~) + (~_1)W'(X) - ~WIl(X)] , 

d'ou: 

[ ( 1 ~) ( ) I "] (~ ') 2 2 (1 2 2) -~ 2 - 4" + ~ - 1 W - ~w - 2ka 2w - ~w - koa .\2 ~ - ~~ W = 0 , 

soit: 

"() ( ) '() ( 1 ~ a2k5 2a2k5) () ~w ~ + 2ka + 1 - ~ W ~ - ka + - - - + -~ - -- W ~ = 0 2 4.\2 .\ 

(c) Si on choisit a:~~ -i = 0, soit .\ = 2koa, Ie t erme lineaire en ~ disparait du 
coefficient de w(X), et on obtient l'equation differentielle de Laplace pour la 
fonction w(~), (voir eq. (II-19.137)) : 

1 
~W"(O + (1 + 2ka - ~)W'(~) + [(ko - k)a - 2lw(~) = 0 

Au bout de ces divers changements, on peut ecrire la relation precise: 

3. La solution reguliere w(~) est la fonction hypergeometrique <1> (a, ,,0 ; par compa­
raison avec la forme canonique de l'equation de Laplace, on a : 

la =~-(ko-k)a ,= 1 + 2ka I 

L'autre solution zl-'Y<1>(a",';) ne convient pas: elle est divergente en'; = 0, soit 
quand x -> +00 ; alms, la fonction propre est: 

O/'() -kX(2 k _"') - ka -kX(2 k )-ka +kx 'f' X ex: e a oe a = e a 0 e 
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cette derniere fonction ne tend donc pas vers zero quand x --) +00 et doit donc 
etre rejetee. 

Quand x --) -00, ~ --) +00 et 'l/J(x) ex: eHlx1e- f w(~) : la fonction hypergeometrique 
divergeant comme e( = e2akoe-kx, 'l/J(x) diverge aussi. Suivant Ie scenario habituel , 
la serie definissant <I> doit se reduire a un polynome, c'est-a-dire qu'il doit exister 
un entier n tel que 0:(0: + 1)(0: + 2) ... (0: + n) = 0, soit 0: = -n, d'ou les seules 
valeurs possibles de k (et donc la quantification de l'energie) : 

4. La condition ka > 0 impose n < koa - ~ : pour avoir des etats lies il faut donc 
koa > ~. 

5. Si koa » 1, il existe un grand nombre d'etats lies, une consequence du fait que Ie 
puits est alors tres profond. Le nomhre Nb d'etats lies est egal a la partie entiere 
de koa + ~ : Nb = 1 si ~ < koa ~ ~, Nb = 2 si ~ < koa ~ ~, etc. 

6. Les energies liees sout egales a : En = - 2::':2 (koa - ~ - n) 2, Oll n est un entier 
positif ou nul, so it : 

I (n+1)2 En = - Vo 1 - koa
2 

7. Si koa » 1, l'ecart entre les premiers niveaux est tel que: 

Cet ecart est effectivement independant de n ; il est de la forme fU.,; ou W = V ~ : 
ce n'est rien d'autre que la frequence propre de l'oscillateur harmonique osculateur : 

() 1 I/() 2 1 2 2 Vx~O ~-Vo+-V 0 x =-Vo+-Mw x ; 
2 2 

avec VI/(O) = a-2Vo, on obtient w = V2:::J, qui est bien la pulsation obtenue 
directement ci-dessus. 

8. La difference d'energie entre deux niveaux consecutifs est: 

2 n+l 
En +1 - En = -(1- --) Vo 

koa koa 

La partie entiere de koa + ~ etant egale au Ilombre d'e at.s lies, pour les niveaux 
les plus excites on a n ~ Nb '" koa + ~ : la difference d'<~nerg.ie entre deux niveaux 
consecutifs est donc tres petite. Comme toujours les niveaux se densifient quand 
on se rapproche du seuil de dissociation, qui separe les etats lies et non-lies. 
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28.7 Fonction de partition rotationnelle 

So it Z((3) la fonction de partition pour les niveaux de rotation pure d'une molecule . 

atomique, dont Ie spectre est caracterise par une certaine constante Bm (voir (11-28.164~)~ 

l. Ecrire I'expression de Z((3). 

2. En supposant (3hBm « 1, on peut approximer la somme discrete par I'integrale c 
or­

respondante ; en deduire I'expression approchee de Z((3). 

3. Tracer la distribution d'equilibre PL((3) des probabilites des differents etats rotationel 
s. 

4. A I'aide d'une machine, comparer les distributions exactes et approchees pour plusieurs 
temperatures. 

Soit Z((3) la fonction de partition relative aux niveaux de rotation pure d'une 
molecule diatomique caracterisee par la constante Bm (voir eq. (II-28.164)) ; les energies 
de rotation sont donc hBmL(L + 1) == tlwL(L + 1), LEN. 

l. Par definition, Z((3) est la somme des poids de Boltzmann, qui sont ici de la forme 
gLe- f3nwL (L+l), avec gL = 2L + 1 : 

Z((3) = 2)2L + 1) e-aL(L+l) , 

LEN 

2. En isolant Ie terme L = 0, independant de (3t1w, la fonction de partition s'ecrit : 

Z((3) = 1 + S((3t1w) , S(a) ~ L (2L + 1) e-aL(L+l) . 

LEN' 

En supposant a == (3hBm « 1 (haute temperature), on peut approximer la somme 
discrete par l'integrale correspondante : 

1
+00 1+00 2 1 S(a) '::::' (2x + 1) e-ax(x+l) dx == e-a(x +x) d(x2 + x) = - , 

o 0 a 

d'ou: 

La figure 28.12 permet de comparer les expressions exacte et approchee de la fonc­
tion de partition. Le graphe a droite permet d'ailleurs de constater que, de fagon 
surprenante, cette approximation est egalement tres bonne a basse temperature, 
kBT « tIw (voir ci-dessous un commentaire sur ce point). 
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~-

oL-------------~'· (3hw 
20 

figure 28.12: A gauche: comparaison de Z et de Zap a haute temperature ((3 « h~)' A 
droite : variation du rapport zzP sur un grand inter valle de temperature. 

3. Les probabilites d'occupation des niveaux rotationnels a l'equilibre thermique sont : 

P ((3) = _1_ (2L + 1) e- L (L+l)/3hw '::::' (3fiw (2L + 1) e- L (L+l)/3nw 
L Z((3) (3fiw + 1 

A temperature donnee, la dependance en L se precise en considerant la fonction 

p(x) ~ (2x+ 1) e-ax(x+l) ; Ie maximum de p(x) est en H VI- I) : la distribution 

de probabilite {PL } L passe donc par un maximum pour L rv ~ ( J 2~r;} -1). A basse 
temperature, la distribution est tres ramassee vel'S L = 0 ; a haute temperature, 

elle est relativement plate, passant par un maximum peu accuse pour L rv J kr:Z . 
4. La figure 28.13 montre les deux distributions de probabilite, exacte et approchee, 

qui sont assez sensiblement differentes a basse temperature ((3fiw » 1), ce qui 
est bien normal puisqu'alors la quantification de la rotation joue a plein. Elle 
permettent aussi de realiser que l'accord tres raisonnable a toute temperature pour 
la fonction de partition Z ((3), constate plus haut, est de toute evidence Ie resultat de 
l'heureuse compensation d'erreurs. Comme toujours, une grandeur integrale peut 
masquer les de£auts d'une approximation relativement rustique, qui se revelent 
quand on regarde localement. 

1,0 Po 1, 0 
Po 

",",,"--'::~-----,,-I' (3hw 0 ....,.,,--::=------... 
10 10 

(3hw 

Figure 28.13: Probabilites d'occupation des premiers niveaux de rotation, calculees avec 
la fonction de partition approchee (a gauche) et exacte (a droite). L'ecart s'accuse tout 
naturellement a basse temperature ((3fiw » 1). 
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28.8 Modes normaux de vibration de X3 

So it une molecule X3 , dont la configuration d 'equilibre est un triangle equilateral; Sa h 
que la molecule est infiniment rigide perpendicu lairement au plan du t riangle, il s'a;t ant 
construire les modes normaux (plans) vis-a-vis desq uels la f0rme quadratiqu.e d 'energie P~t de 
tielle harmonique est automatiquement diagonale. Comme il s'agit d'une forme quadrati en~ 
symetrique n§elle, la transformation diagonalisant cell e-ci est o1'thogonale, qUe 

Le petit deplacement Ui de chaque atome autour de sa position d'equilibre est rep ' re. 
sente par une double fleche (fig. 28.14), vecteur que I'on peut decomposer sur une base local 
(e'.;, ei+d comme indique sur la figure. e 

Figure 28. 14: Bases locales permettant de reperer Ie deplacement de chaque atome par 
rapport a sa position d 'equilibre. 

Afin de construire des objets ayant des symetries donnees, on retrouvera certaines 
idees developpees intuitivement dans Ie chapitre 22 a propos du groupe des permutations12 

SN. D'ailleurs, la question physique ici posee est I'occasion d'une initiation intuitive par 
I'exemple a la Theorie de la representation lineaire des groupes ([15]. [49]) . 

L'ensemble des operations ponctuelles (a points fi xes) de symetrie Q == {Sd1~i~6 
contient ici I'identite (element neutre) S1 == 1, deux rotations R1 et R2 autour d'un axe 
passant par G, et trois reflexions-miroirs M 1 , M2 et M 3 par rapport aux mediatrices des trois 
cotes. Cet ensemble peut etre dote d'une loi de composition interne evidente: Ie produit 
SiSj consiste a appliquer d'abord Sj, puis Si a la configuration d'equil ibre. Verifier qu'il 
s'agit bien d'un groupe; pour simplifier, on notera R1 == R et R2 = R2. 

1. En enumerant les degres de liberte, et en eliminant ceux qui ne donnent pas d'energie 
elastique, trouver a priori Ie nombre de modes normaux de vibration . 

12n existe un lien important entre tout groupe de cardinal (ordre) fini, N, et Ie group e symetrique SN , 
precise par Ie theoreme de Cayley: "Tout groupe d'ordre N est isomorphe a un sous-groupe de SN"· 
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2. Dresser la table de multiplication du groupe (verifier au passage Ie lemme de rearran­
gement, invoque au chapitre 22, section 22.3). 

3. Ce groupe est-il abelien ? 

4. Intuitivement, la classe d'equivalence C(Si) d'une operation Si donnee est formee des 
operations qui ressemblent a Si ; la definition precise est 

C(Si) ~ {SjSiS; l h ::;j::;6 

former les classes d 'equivalence de g. 

(28.29) 

5. Tout ecart par rapport a la configuration d'equilibre est completement defini par la 
donnee de 6 nombres Xl , Yl , ... , Y6 ; les 6 vecteurs des trois bases locales sont ainsi 
la base d'un espace vectoriel c sur R isomorphe a 1R6 , dont chaque point represente 
une "position" de la geometrie deformee consideree ; c'est en quelque sorte I'espace 
des etats de la molecule. Pour distinguer la base de c des bases locales, on pourra 
introduire I'isomorphisme ei ...... lei) . Le cas echeant, on utilisera Ie produit scalaire 

(l ei), lej) ) == (eilej) = 15ij . 

Chaque operation Si du groupe est ainsi representee par une matrice carree13 Si de 
dimension 6. De toute evidence, si SiSj = Sk, alors SiSj = Sk : Ie produit des 
matrices represente fidelement Ie produit des elements du groupe. Cest pourquoi on 
dit de c qu'il forme I' espace support pour une representation (Iineaire) du groupe 9 . 

Ecrire quelques matrices Si et verifier I'assertion precedente. 

6. Tout comme dans Ie chapitre 22 a propos des permutations, il s'agit d'engendrer 
systematiquement des vecteurs Iw) E c ayant une certaine symetrie ; pour les memes 
raisons, il est particulierement utile de definir des projecteurs qui, agissant sur un vecteur 
quelconque, engendrent des vecteurs ayant justement la bonne symetrie, ou un vecteur 
nul si Ie vecteur d'epreuve est deja d'une symetrie opposee. 

Soit par exemple Ie projecteur Ps ~ C I:~=l Si , ou G est une constante de normali­
sation assurant que Pg = Ps . Combien vaut C ? 

7. I'lj!) designant un vecteur quelconque de C, on forme Iws) ~ Psl'lj!). A quoi sont 
egaux les six vecteurs Si lws) ? La reponse justifie que I'on dise du vecteur Iws) qu'il 
se transforme suivant la representation symetrique de g, notee r S 

8. Soit maintenant Ie projecteur PA ~ G' (1-Ml - M 2 - M 3 + R+ R 2). Trouver G' de 

sorte que Pi = PA. Ayant forme IWA) ~ PA I'lj!) , calculer les vecteurs Si lwA). Que 
constate-t-on? Pour cette raison, IWA) est dit se transformer suivant la representation 
antisymetrique de g, notee rA. 

9. Que valent les produits PSPA et PAPS ? Qu'en deduit-on pour Ie produit scalaire 

(w Alws) ? 

130n adopte la meme convention d'ecrit ure que dans Ie chapitre 17 : une capita le en style romain S 
pour une operation dans l'espace physique, une capitale en calligraphie S pour son image dans I'espace 
des etats £ . 
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10. On observe que les deux projecteurs ainsi formes sont de la forme14 ~ l:~l X(1} S , 

les x?) sont des nombres (ici reels), appeles camctt!' de la representation t. II l', OU 

une autre representation, notee r E , dont Ie projecteur correspondant PE se for eXISte 
~ (E) rne de 

la meme fa~on, en posant PE = G" I:i=l ' i Si· Trouver la constante /I ass 
(E) urant 

que PE est idempotent; determiner les , 'J assurant que les vecteurs Ps 11/J), p ,\ I I 

et PEI1j;/I ) sont orthogonaux quels que soient I 'if)} , IVi} et 11//'). 'I/J} 

On remarquera que tous les elements d'une meme classe d'equivalence ont les tne 
, ,. d' 'I ' , I tnes caracteres pour une representation onnee; ce resu tat est genera. 

11 . Une fois trouves les projecteurs de symetrie (parfois appeles operateu'T's met'T'iques) 
peut engendrer systematiquement les vecteurs de symetrie adaptee en les faisant ~ 0." 
sur n'importe quel vecteur de c. Partant de le2), par exemple, trouver un vecteur ~Ir 
type lilt ) ; a quoi est egal Psl e1) 7 (commenter) e 

12. Recommencer ces operations pour la representation rA . 

13. De meme, former liItE1 ) ~ PEh) et liItE2) ~ PEle2). Ces deux vecteurs Sont-ils 
lineairement independants 7 En deduire par orthogonalite deux autres vecteurs liIt' ) 
et liIt~2) se transformant egalement suivant rEo E1 

14. Revenant a I'espace physique, former les combinaisons lineaires des ei associees aux six 
vecteurs liItI=A, S, E), liItEa=1,2) et liIt~a= l , 2) trouves ci-dessus. 

15. Montrer que deux parmi ces vecteurs correspondent a des translations et un autre a 
une rotation . Qu'en deduit-on pour I'energie potentielle 7 

16. Les trois autres vecteurs correspondent reellement a des deformations du squelette 
moleculaire d'equilibre : dessiner les deplacements collectifs (modes normaux) corre­
spondants. 

17. L'un des modes normaux est de type rA, les deux autres du type rE ; comment se 
transforment ces derniers par M1 7 Qu'en deduit-on pour les deux valeurs propres as­
sociees de la forme quadratique diagonale representant I'energie potentielle harmonique 
exprimee avec les modes normaux ainsi determines 7 

= ===-== ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? L ? ============== 

L'etude des vibrations d 'une molecule repose sur la definition d'une fonction 
representant l'augmentation inevitable d'energie lors de toute deformation autour de la 
configuration d'equilibre, L'objectif etant d'obtenir des informations sur la structure de 
la molecule telle qu'elle est, Ie probleme se restreint de lui-meme a l'etude des petits mou­
vements, aut oris ant une approximation quadratique pour l'augmentation d'energie par 
deformation (approximation harmonique), En consequence, la fonction cherchee est une 
forme quadratique des deplacements , construites avec des derivees partielles croisees ; 
de ce fait , cette forme quadratique est symetrique (oJJj = OjOi) et reelle : elle est 

14pOUl' Ie groupe S N rencontre dans Ie chapitre 22, les X(S) valent tous +1 (bosons), les X(A) sont les 
signatures des permutations (fermions). 

920 



Introduction a la physique des molecules 

dOJ1C cUagonali able par une tl'ans[onuation orthogonale. Les combinaisons (lineaires) Xl 
des cteplac ments diagonalisanL 1a forme quadratique sont appelees modes (coOl'donnees) 
lorJ11aux (n rmales). Bi n ' videmment, c s modes re£letent la symetrie eventuelle de 
;8 configul"ation d'equilibre de S It que, iuversement, leur determination a priori dia­
cfOJlA.lis particll menL OU totalemenL 180 forme quadratique - tout comme I'implication 
;~plicite de la symetrie d'ull Hamil oni,en pexmet de structurer d'emblee l'espace vectoriel 
eJl sous-espaces invariants et done de facilit r la recherche des vecteurs propres. 

Tout comme dans Ie probleme 22.6.3 (corrige p. 630) consacre au groupe des per­
mutations S3, la question physique des vibrations moleculaires est un bon pretexte per­
mettant la familiarisation intuitive avec des notions a la base de la Theorie de la repre­
sentation lineaire des groupes. II s 'agit esserrtiellement de decouvrir par soi-meme, dans 
un cas simple, des resultats de portee generale, en ne s'appuyant que sur des notions ele­
mentaires deja. manipulees dans d'autres contextes (celui des particules identiques, par 
exemple). II est vivement conseille, en parallele, de consulter des ouvrages traitant de 
cette theorie j ceux de Bacry [15J et de Tinkham [49] sont particulierement recommandes. 

Soit une molecule X3 , dont la configuration d'equilibre est un triangle equilateral, 
et dont les deformations non planaires sont tres couteuses en energie, ce qui autorise 
une modelisation considerant la molecule comme infiniment rig ide dans la direction per­
pendiculaire au plan du triangle, n'introduisant des lors que des mouvements des trois 
atomes dans Ie plan d'equilibre. 

Le petit deplacement iii de chaque atome autour de sa position d' equilibre est 
represente par une double £leche dont la longueur est fortement exageree pour la visi­
bilite (fig. 28.14), vecteur que l'on peut decomposer sur une base locale (ei, eHd comme 
indique. 

Les coordonnees normales ~I/ auront des symetries donnees vis-a.-vis du groupe G 
des transformations ponctuelles15 du triangle equilateral. On retrouvera dans la suite 
certaines idees developpees intuitivement dans Ie chapitre 22 a. propos du groupe des 
permutations, et ce d'autant plus que, comme il deviendra peu a peu evident par la 
suite, Ie groupe G du triangle est isomorphe 16 au groupe S3. 

1. Comme on s'en tient aux mouve~eIJ.ts dans Ie plan, chaque atome a deux degres de 
liberte: Ie triangle en possede donc sGc. Parmi eux, deux correspondent a. des trans­
lations en bloc, un a une rotation en bloc, to utes operations qui, ne deformant pas 
Ie squelette, ne modifient pas l'E'mergie de toute configuration. II reste ainsi trois 
degres de liberte susceptibles de changer l' energie et donc, dans l'approximation 
harmonique, de faire varier l'energie elastique Vharm de petites deformations au­
tour de la configuration d'equilibre. Celle-ci sera ainsi representee par une forme 

15Par definition, une transformation ponctuelle est une transformation possedant des points fixes: 
c'est Ie cas d 'une rotation, mais pas d 'une translation, 

16C'est un cas particulier du theoreme de Cayley, Dans Ie cas present, il pourra s'averer utile de preciser 
I'isomorphisme entre les six operations G, formant Ie groupe du triangle et les 3! = 6 permutations 
constituant S 3. 
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quadratique a trois variables qui, par diagonalisation, fournira autant de 
normaux de vibration, {~v}v= 1 ,2,3 : lllodes 

3 

Vharm = L >'11~~ 
v=l 

ou les 3 valeurs propres >'v sont toutes strictement positives. Les modes nOr 
sont orthogonaux puisque la forme quadratique est Hlelle et symetrique. lllauJ( 

2. L'ensemble des operations ponctuelles de sym' ri G == {Gi h~i$6 COll'Li nl ... 
l'identite (element neutre) G 1 == 1, deux rotations d 1200 R1 t R2 autour ct' Ie) 

d· l' 1 'J d 't G . lin axe perpen ICU alre au p an et passant pal' ' c · ntl' graNt · t trOIS )'cHlexion • 
miroirs M1, M2 et M3 par rapport aux mediaLri s d roi 6tcs' 011 convie:L 
d'appeler Mk la symetrie-miroir qui pa par 1 'ommet k. Dans tou la ui 
on utili sera l'une ou l'autre des notations sllivantes selon la commodit: : 

L ·nsemble G peut A tr d t' d'une loi d omposition interne evidellte : Ie pro­
dui!. GiGj on ist a appliqu r d'abord Gj, p1l1s Gi a la ol1figuration d 'equilibl' . 
Veri1i r Ie. quatr · axiomes d la structure d groupe,' 'ife tue commod ~m n L en 
cir ~ ant a. vue, par 1 raisonl1 ment g'om 'tl'iqll€ la table de multiplication (voir 
tabl 2 .1) . c 11 - i peut d'aillcul's aussi s'ol tel1i1' par colle dll g-roup S3 (voir 
p.633) Ie deux groupcs etant claircmont i omorphes. On con tate qu I produit 
de deux elements redonne toujours un element de l'ensemble, qu'il existe un element 
neutre, que chaque element a un inverse et que Ie produit est associatif. 

Table 28.1: Table de multiplication du groupe de symetrie du triangle equilateral. 

G 1 == 1 1 M1 M2 M3 R1 R2 
G2 ==M1 M1 1 R1 R2 M2 M3 
G3 ==M2 M2 R2 1 R1 M3 M1 
G4 ==M3 M3 R1 R2 1 M1 M2 
G5 = Rl Rl M3 M1 M2 R2 1 

G6 == R2 R2 M2 M3 M1 1 R1 

On verifie aussi au passage Ie 1emme de rearrangement (Tome II, section 22.3), que 
l'on peut exprimer comme : 

et qui traduit une propriete intrinseque fondamenta1e de 1a structure de groupe. 
Le cas echeant, pour simplifier, on notera Rl == R et R2 = R2 . 
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3. Tout comme S 3, ce groupe n'est pas abelien: GiGj i=- GjGi , ou encore [G i , Gjl =1= o. 

4. Intuitivement, la classe d'E~quivalence C(Gi ) d'une operation Gi donnee est formee 
des operations qui ressemblent a Gi , mais il en existe une definition precise: 

C(Gi ) ~ {GjGiGjl h::;j::;6 . 

Toujours intuitivement, on a envie de mettre ensemble d'une part les symetries­
miroir , d'autre part les rotations. La definition precise rappelee ci-dessus confirme 
ces regroupements : on a M2RlM;;l = lvI2RlM2 = lvI2Ml = R 2, etc. II y a donc 
trois classes d'equivalence : l'identite (l'operation neutre forme visiblement toujours 
une classe a elle toute seule), la classe des 3 miroirs Mk et celIe des 2 rotations Rl : 

IC1 ={1} = {Gl } , CM = {lvh,lvh,lvh} = {G2,G3 ,G4 } , CR = {Rl , R 2} = {G5 , G6 }1 

5. Tout ecart par rapport a la configuration d'equilibre est defini par la donnee de 6 
nombres Xl, Y1, ... , Y6 (voir fig. 28.14) ; les 6 vecteurs des trois bases locales sont 
ainsi la base d'un espace vectoriel E. sur JR, isomorphe a JR6, dont chaque point 
represente une "position" de la geometrie deformee consideree : E. est l'espace des 
etats de la molecule, pour tout ce qui concerne la seule vibration du squelette. 

Pour distinguer la base de E. des bases locales, on introduit l'isomorphisme ei +-> lei). 
Le cas echeant, on utilisera Ie produit scalair~·-( I ei)' lej») == (eilej) = Oij, suppose 
hermitien ((Iej), lei») = (lei), lej»)*, etc.). Vi~-a-vis de ce produit scalaire, to us les 
operateurs 9i associes chacun a une operation Gi du groupe sont unitaires, com me 
la table 28.2 permet de Ie verifier au cas par cas ; noter que seuls les miroirs Mk 
(et l' element neutre) sont de surcroit hermitiques17 . 

Table 28.2: Transformes des lej) par les 9i. 

9 1 ) -> II 1 ) I I ) I I ) I 1 ) I I ) I I 1 i ej el e2 e3 e4 e5 leG 

91 == 1 +le1} +le2) +le3) +le4) +l e5) + le6) 
92 = M l -leI) +l e2) - le5) + le6) -\e3) +le4) 
93 =M2 -le5) + le6) -le3) +l e4) -leI) +le2) 
94 == M 3 -le3) +l e4) -leI) +le2) -le5) + le6) 
95 == R1 +le3) + /e4) +l e5) +\e6} +le1) +ie2) 
96 == R2 +le5) +le6) +I el) +le2) +ie3) +le4) 

Chaque operation G i du groupe est ainsi associee a un operateur lineaire 9i (dont 
l'ensemble est Q) agissant dans l'espace des etats E.. Une base de E. etant choisie, 
chaque operateur 9i est represente par une mat rice carree M(Qi) de dimension 6. 
Au total, les associations sont conceptuellement les suivantes : 

17Tout comme, pour 5 3, seules les transpositions (et l'identite) sont hermitiques . 
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L'ensemble 9 des operateurs 9i ne forme pas seulement un groupe: muni e 
de la loi de composition interne caracteristique de la structure d'espace Ve ~ Plus 
9 est une algebre. c oriel, 

Chaque matrice M(9i) se forme comme d'habitude : on porte dans la colonn . 
composantes du vecteur transforme 9ilej). Techniquement, ce mode de con~tJ.les 
. d . lUe tlOn se tra mt par : -

9jlej) = "L M (9ihjlek) ¢::=} M(9i)kj = (Iek), 9ilej)) == (ekI9ilej) . 
k 

Par exemple, au vu de la table 28.2, la matrice M(94) representant 94 ::=: M3 
associe a M3 == G4 est: 

0 0 -1 0 0 0 
0 0 0 +1 0 0 

M3 == 94 ~ M(94) = 
-1 0 0 0 0 0 
0 +1 0 0 0 0 
0 0 0 0 -1 0 
0 0 0 0 0 +1 

celle representant l'operateur 96 associe a G6 == R2 est: 

0 0 +1 0 0 0 
0 0 0 +1 0 0 

R2 == 96 ~ M(96) = 
0 0 0 0 +1 0 
0 0 0 0 0 +1 

+1 0 0 0 0 0 
0 +1 0 0 0 0 

Le produit des matrices representant R2M3 est M(96)M(94), soit : 

0 0 +1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 
0 0 0 +1 0 0 0 0 0 +1 0 0 
0 0 0 0 +1 0 -1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 +1 0 +1 0 0 0 0 

+1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 
0 +1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +1 

-1 0 0 0 0 0 
0 +1 0 0 0 0 
0 0 0 0 -1 0 
0 0 0 0 0 +1 
0 0 -1 0 0 0 
0 0 0 -1 0 0 

d'apres la table 28.1, ceci doit etre la matrice representant l'operateur associe au 
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produit R2Nh = Nh = G2, so it M(Q2) ; selon la table 28.2, cette derniere est: 

-1 0 0 0 0 0 
0 +1 0 0 0 a 

M(Q2) = 
0 a 0 a - 1 0 
0 0 a 0 0 +1 
a a -1 a 0 a 
0 a 0 - 1 0 0 

obtenues de deux manieres difi"erentes, les deux matrices sont bien egales. 

II en va de meme pour les autres matrices: ainsi, Ie produit des matrices M (Qi) 
represente fidelement Ie produit des elements du groupe. C'est pourqlloi on dit des 
6 matrices M(Qj) f-+ Qi qu'elles forment une re1Jn!senlation (Jillcair ' ) du groupe G, 
notee18 r, dont l'espace E est appele espace support. Noter que, a l'exception de la 
matrice representant l'identite, qui a une trace egale a 6 (la dimension de l'espace 
support E), toutes les autres matrices sont de trace nulle. 

def ,,6 6. Soit l'operateur Ps C ui=l Qi, Oil C est une constante de normalisation Ie 
carre de Ps est : 

6 6 

pJ = C2
2:2:Qi Qj 
i=l j=l 

selon Ie lemme de rearrangement, la somme sur j donne six fois la meme somme 
L:~= 1 Qk, dans un ordre quelconque mais peu importe, d'ou pl = 6CPs : pour 
avoir l'idempotence, il faut choisir C = i : 

1 () 
Ps = - L:Qi 

6 i= l 

Ps est visiblement hermitique ; ajoutee a l'idempotence, cette propriete lui assure 
Ie satut de projecteur. 

Le projecteur Ps est represente par la matrice formee en faisant la somme des 
matrices des Qi : 

a a 0 a a a 
0 2 0 2 a 2 

1 a 0 a 0 0 0 
M (Ps) ="6 0 2 0 2 a 2 

a a a 0 0 a 
0 2 0 2 a 2 

montrant que Ps a la decomposition (factorisation) dyadique : 

(28.30) 

ou la propriete de projecteur saute aux yeux. 

18Cette representation r est plus precisement appelee representation reguliere du groupe. 

925 



Mecanique quantique 

7. Compte tenu de la definition de Ps, et du lemme de rearrangement, on a19 . 

d'ou: 
Vi : 9i lws) = 9iPs l~ ) = Psl~) = Iws) 

Comme ['action de chacun des 9i sur l\,[Is) redonne a. chaqu £ is I menp v t 
celui-ci est invariant dans toutes les op 'rations ill group et c e t pourquoi Olll;:' 
qn'il se transforme suivant la representa Lion 1ft1u!triqtt de G not6e r·. L analo

f ~l 
saute aux yenx entre Ie projecteur Ps et Ie projcctem symetriquc Ys du group ~e 
(voir Tome II , section 22.3). 3 

8. Soit maintenant Ie proje 'tem PA ~r 0'(1- Ml - M2 - M3 + Rl + R 2 ) ; a l'aide 
la table de multiplicat.ion du groupe, L av a nouveau Ie lemme de rearrangement 
a l'amvre, on trouve sans p · in que pl = 6C'PA , de sorte que Ie choix C' == 1 
donne pi = PA. Tout. 'omm Ps, PA ,t un projecteur. 6 

Avec IWA) ~ PAI~), et la t able du groupe, on trouve: 

au encore: 

Les miroirs cbangent done Ie signe de I'll A), alors que les rotations (et l'identite) 
laissent ce vecteur invariant. Pour cette raison, I'll A) est dit se transformer suivant 
la representation antisymetrique de G, notee rA ; a nouveau, l'analogie entre PA 

et YA est evidente. 

9. Avec la table du groupe, on voit que PSPA et PAPS sont nuls . On en deduit que Ie 
produit scalaire (wAlws) est lui-meme nul. 

10. Les deux projecteurs ainsi definis sont de la forme: 

6 1" (I) PI ="6 ~Xi Qi, 
i=l 

au les X~I) sont des nombres (ici reels), appeles caracteres de la representation rI, 
tels que: 

(I = S, A) I 
On observe que les caracteres des operations d'une me me classe du groupe sont 
egaux entre eux, et c'est pourquoi on peut les noter X~I) ; ce n~sultat est general. 
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'1'a,ble 28.3: Table des caracteres pour les representations irreductibles du groupe C . 

xgJ C1 CM CR 
r~ +1 +1 +1 
r A +1 -1 +1 
rt; +2 0 -1 

Ces resultats permettent de dresser les deux premieres lignes de la table des carac­
teres, classe par classe, pour chaque representation rI : voir la table 28.3 , dont la 
derniere ligne sera obtenue par la suite. 

De surcroit, comme les projecteurs Ps et PA sont propres de toutes les operations du 
groupe, ils forment chacun un sous-espace invariant de la sous-structure d'espace 
vectoriel de l'algebre, sous-espace qui est de dimension 1. Pour cette raison, les 
deux representations r S et r A sont dites de dimension 1. 

En affect ant chaque caractere d'un poids egal au cardinal de sa classe, on voit que 
la somme des produits deux a deux est nulle : c'est juste la consequence de l'or­
thogonalite traduite par PAPS = PSPA = 0 (et c'est pourquoi on parle parfois de 
l'orthogonalite des vecteurs-caracteres, lesquels sont formes de fa<.<on evidente). 

Le projecteur PE de la representation rE se construit de la meme fa<.<on, en formant 

une certaine combinaison lineaire PE = Gil Z=~=1 X~E)gi' ou la constante Gil sera 
determinee ulterieurement pour avoil' Pi = PE. 

Pour que les vecteurs Psl1/I), PAI1/I') et PEI1/I") soient orthogonaux quels que soient 
11/1), 11/1') et 11/1"), il faut que la somme des produits deux a deux des caracteres soit 
nulle, d'ou : 

Psl1/I) -L PEI1/I") ~ PSPE = PEPS = 0 ~ X~E) + 3X~C? + 2x~) = 0 , 

PAI1/I') -L PEI1/I") ~ PAPE = PEPA = 0 ~ X~E) - 3X~) + 2X~) = 0 , 

d'ou l'on tire X~) = 0, puis X~E) + 2x~) = O. La normalisation de PE etant 

toujours en suspens, on peut s'en tenir a x~E) = 2 et X~) = -1 : 

II reste a trouver la constante Gil assurant que PE est idempotent ; on a : 

puisque la somme (95 + g6) commute avec g1. Par ailleurs : 

19Noter que Ie vecteur l\[Is} n'est pas normalise; si I'on y tient VTaiment, on peut aussi definir .j6 Psl1jJ}, 
qui est normalise a !'unite. 
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d'ou P~ = 3G"2(2~h - (15 - 96), egalite qui impose Gil = ~ pour l'idemp t 
o ellce : 

ce resultat donne la derniere ligne de la table des caracteres (table 28.3). Noter 
Ie projecteur PE n'est pas vecteur propre des 9i, au contraire des PI, 1= S A :l1e 
ff ' , en e et, on a : 

11. L'interet des projecteurs de symetrie est d'etre des outils permettant d'engendrer 
systematiquement les vecteurs de symetrie adaptee en les faisant agir sur un vecte11r 
quelconque de E. Par exemple, partant de le2), qui n'a aucune symetrie, on obtient 
(consulter la table 28.2 ou utiliser la factorisation dyadique (28.30) de Ps) : 

et, par construction 9ilWs) = +IWs) : Ie vecteur ainsi engendre est completement 
symetrique dans toutes les operations du groupe, autrement dit, il se transforme 
suivant rS. L'action de Ps sur le4) et le6) redonne Ie meme vecteur Iws). 

D'un autre cote, on a Ps leI) = 0, ce qui indique que Ie vecteur leI) se transforme 
suivant une symetrie orthogonale a celle caracterisee par r S ; ceci n'est pas sur­
prenant puisqu'il existe un operateur, 92, qui inverse ce vecteur ; il en va de meme 
pour le3) et le5). 

12. De fait, on a PAlel) = ~(Iel) + le5) + le3)) ~ IWA) : ce vecteur se transforme 

suivant rA, 9iIWA) = x~A)lwA) ; PAlel) est aussi egal a PAle3) = PAle5). 

13. Pour la representation r E , on forme: 

qui sont manifestement lineairement independants. Par ailleurs, il est visible que 

les deux sous-espaces EEl ~ (leI), le3), le5)) et EE2 ~f (le2), le4), le6)) sont chacun 
stable par tous les operateurs 9i, et ne sont donc pas couples l'un a l'autre par 9. 

Par orthogonalite, on peut former deux autres vecteurs Iwb) et Iwb) se transfor­
mant egalement suivant r E : 
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avec 2X - p/ - Vi = 0 = 2)"" - p/' - v", et X + p./ + Vi = 0 = ).." + p/' + v" pour 
1 'orthogonalite avec I w s) et I W A)' d' OU )..' = ).." = 0, IL' = _Vi, 1L" = -v". Finalement : 

Les couples (lWEI), Iwb)) et (IWE2), IW~2)) forment chacun une base pour les deux 
sous-espaces invariants EEl et EE2, qui sont orthogonaux puisque tout vecteur de 
&E1 est orthogonal a tout vecteur de &El : 

Chacun des espaces EEn est de dimension 2 ; pour cette raison, la representation rE 
est dite de dimension 2, et son caractere irreductible tient au fait qu'il n'existe pas 
de sous-espace invariant par 9 qui soit de dimension inferieure. La decomposition 
de l'espace des etats E en sous-espaces invariants irreductibles associes chacun a un 
type de symetrie : 

& = &s EEl &A E9 &E1 E9 EE2 

s'exprime de fac;on symbolique en ecrivant une egalite analogue en termes des 
representations irreductibles ; deux espaces de type r E apparaissant, on ecrit : 

On a deja mentionne que rest la representation reguliere : on peut generalement 
montrer que dans la decomposition de cette representation en ses composantes 
irreductibles, chaque representation apparait un nombre de fois egale a sa dimen­
sion. 

14. Revenant a l'espace physique, on peut former les combinaisons lineaires des ei, EI , 

associees aux six vecteurs IWI=A, s, E) apres les avoir normalises. On a : 

Pour la symetrie rE, on a : 

E- 1(_ - ~) E1 = V6 2e1 - e3 - e5 , E- 1(_ - -) E2 = V6 2e2 - e4 - e6 , 

E-
, 1 (_ - ) El = y'2 e3 - e5 , E_' 1 (- - ) E2 = y'2 e4 - e6 . 

15. Les six vecteurs E ainsi trouves ne sont pas les modes normaux de vibration, 
puisque l'on sait d'avance qu'il n'en existe que trois. D'ailleurs, on voit de suite que 
Ie vecteur EA correspond a un mode de rotation, &ot, qui ne change pas l' energie. 
On voit aussi que la translation horizontale unitaire est la combinaison : 
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de meme, la translation verticale est proportionnelle a : 

~ def 1 [_ ( J3 _ 1 _ ) ( J3 _ 1 - )] 1 (E- _ 
~vert = v'3 e2 + 2 e3 - 2e4 - 2 e5 + 2e6 = J2 E2 + EEl) 

ces trois modes sont propres de l'energie potentielle, mais correspondent tous ' 
valeur propre nulle (pas d'incidence sur l'energie). a une 

16. Les modes propres de vibration sont donc a chercher parmi les comb~naisons orth 
gonales au sens du produit scalaire dans E. L'une d'entre elles est ~8 : 0-

C 1 (- - - ) <,8 = v'3 e2 + e4 + e6 , 

representant une "respiration" symetrique de la molecule (voir fig. 28.15 a gaUChe). 

Les deux aut res sont : 

C 1 (E- -') 1 [_ (v'3 _ 1 _ ) (v'3 _ 1 _ )] 
<,E2 = J2 E2 - EEl = J3 e2 - 2 e3 + 2e4 + 2 e5 - 2e6 

Les deplacements correspondants sont visualises sur la figure 28.15, qui constitue 
une photo des (petites) oscillations normales de Ia molecule avec un temps de pose 
tres court devant les periodes d'oscillation des atomes. 

I 
.:' .... 

f 

.. \. 
... 

i 

~. I 
,.: 

... 

1\ 
.' 

... /' ... 
... 

.... 

'. 

• ? 
Figure 28.15: Instantanes des trois modes normaux de vibration de X3 , 

17. On voit facilement que les deux combinaisons &11 se transforment l'une dans 
l'autre selon la representation rE ; s'echangeant l'une I'autre par des operations de 
symetrie, elles correspondent a la meme energie, ce qui pm'met de conclure sans cal­
cuI que les valeurs propres correspond antes sont egales entre elles: AEI = AE2 = AB· 

Au total, la forme quadratique representant l'energie harmonique est de la forme: 
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Il est certain que dans un cas aussi simple, on peut trouver par essai et par erreur 
que l'energie potentielle harmonique est foreement de cette forme, sans utiliser 
l'arsenal de la Theorie de la representation lineaire des groupes. lei, il s'agissait 
juste d'un exerciee pour aborder des techniques qui, dans d'autre contextes plus 
complexes, sont pratiquement indispensables pour demeler Ie probleme d'interet. 

• Remarque 

L'isomorphisme entre Ie groupe G et Ie groupe symetrique S3 a ete releve a. 
plusieurs reprises. Le lien peut ainsi etre fait entre les vibrations normales 
de X3 et les etats de spin total d'un systeme de 3 partieules identiques. Par 
exemple, supposons que ees trois partieules sont des fermions de spin Si = ! 
(pour plus de details a. ce sujet, voir Ie probleme 22.2 (eorrige p.625), et 
aussi Ie diagramme de branchement construit dans Ie probleme 18.8, p.469) . 
Lcs 'tats ompletemen symetriques COlT ponden~ aux quatr omposnn s 
Ms = ±~ ±~ de 1 6tat quadrupl t· 1e ' ta s s trallsfOl'manL wyant la repre­
sentation r 8 sont I s deux etat· doull ·ts S = ~,que 1'011 peut au. i onstl'uir 
sysLematiquement a. 1 aid d tableaux c1'Young ([50], a·PPcl1dice D). n n 'y a 
pas d e aLs20 cl pin s transformant suivallt rA. • 

20Rappeions que la partie de spin seule n'est, pour N [ermions, soit symetrique soit antisymetrique 
que si N = 2. Pour N > 2, seull'etat de spin maximum S = ~ a une symetrie simple (il est totalement 
symetrique), la [onction d'onde totale restant encore factorisee espace ® spin apres antisymetrisation (la 
partie d 'espace est donc antisymetrique). 
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corriges du chapitre 29 

Matiere condensee ordonnee 

29.1 Molecule de van der Waals 

L'interaction electrostatique dipole-dipole entre deux atomes 4He A et Best decrite par Ie 
Hamiltonien : 

ou a: et d-;' sont les operateurs moment dipolaire electrique ; R est Ie vecteur reliant les deux 
noyaux, fi Ie vecteur unitaire tel que R = Rfi . 

Outre I'interaction dipole-dipole, il existe une tres forte repulsion a courte distance 
(R;S ao), qu'il n'est pas necessaire de preciser ici. Dans la suite, on ignore Ie spin. 

Chaque atome est considere comme un atome a deux niveauxl
, Ig) (fondamental), 

d'energie Eg , et Ie) d'energie Ee. Igg) designe I'etat ou les atomes sont chacun dans son etat 
fondamental ; leg) est I'etat ou I'atome A est dans I'etat excite Ie) et I'atome B dans I'etat 
fondamental Ig). II s'agit notamment de trouver les corrections d'energie dues a Hdd, puis 
de montrer I'existence de molecules geantes eu seule la partie longue distance de I'interaction 
est pertinente. 

Etat fondamental 

1. Pour I'etat fondamental, quelle est la correction d'energie au premier ordre de la theorie 
des perturbations, 6.E(1) ? 

2. Ecrire I'expression de la correction au second ordre, 6.E(2) (avec u = x, y, z , on notera 

duge ~ (g ldule) E ~). Representer ce terme par un petit dessin a la Feynman . 

1 En pratique, I'etat "fondamental" est en realite un etat excite metastable, par exemple Ie premier 
etat triplet au-dessus du vrai fondamental. 
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Etats excites 

Soit maintenant Ie cas ou un atome se trouve dans I'etat excite et I'autre dans I'etat c 
IOnd 

m~~I . ~ 

1. Trouver les energies et les etats propres dans la base { leg), Ige)}. Quel est Ie dec I 
D.E* par rapport a I'energie Eg + Ee en I'absence de Hdd ? a age 

2. Comment la correction D. E* se differencie-t-elle de D.E(2) ? A quelle condition 
calcul est-il valide ? Ce 

3. A I'aide d'un schema aussi precis que possible, representer en fonction de R les d 
branches de valeurs propres que fournit Ie traitement effectue ici. eu)( 

Molecule de van der Waals 

On considere maintenant deux etats excites e' et e" (Eel < Eel! ) et les deux situations ou 
un atome est dans I'etat fondamental, et I'autre dans I'etat e' ou dans I'etat e" ; a I'ordre 
zero , les etats du couple d 'atomes sont donc le'g) (ou Ige') ), et le" g) (ou Ige" )) . 

1. Sans faire aucun calcul et pour R » ao, tracer sur une meme figure I'energie des 
deux branches associees aux etats (I e' g) , Ige' )) et les deux branches associees aux etats 
(1e" g), Ige" )). 

2. Expliquer comment, completee par des couplages residuels non explicites ici, cette 
approche permet de comprendre I'existence d'une "molecule de van der Waals", objet 
stable ou seule la partie tres longue distance de I'interaction entre atomes joue un role 
(molecule diatomique geante). 

3. J. Leonard et al. [51] ont mis en evidence un couple (e , g) ou la distance d'equilibre 
vaut a peu pres 160 ao, valeur pour laquelle la profondeur du puits est voisine de 
2 GHz. Sachant que I'etat vibrationnel fondamental est a environ 600 MHz au-dessus 
du minimum, estimer en eV / A2 la constante de force de la liaison de van der Waals 
entre les deux atomes d 'helium2 . 

Chaque at ome est suppose a deux niveaux, Ig) (fondamental), d 'energie Eg , et Ie) 
d 'energie Ee ; Igg) designe l'et at de la molecule ou les atomes sont chacun dans son et at 
fondamental ; leg) est l 'etat ou l'atome A est dans l'etat excite Ie) et l'atome B dans 
l'etat fondament allg). On va montrer l'existence de molecules geantes, au seule la partie 
longue distance de l'interaction est pertinent e . 

2pour en savoir plus, voir [52J . 
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, t fondamental 
eta 

1. Prenant Oz suivant la ligne joignant les deux atomes, leur interaction est: 

~ 1 ~ ~ 
Hdd = 47rco R3 (d: .d-;' - 3 ZaZb) = R3 (XaXb + YaYb - 2ZaZb) ~ R3 v(fa, rb) 

Ie) ®~® Ie) 

Ig)-- --Ig) 

~ ~ 

r:. fb 
J '. 
A R »ao B 
---....... -'------> 

) 

Oz 

Figure 29.1: Geometrie utilisee pour la molecule de van der Waals. 

La correction d'energie au premier ordre dans l'etat fondamental (visiblement non 

degenere) est 6.E(l) = (ggIHddlgg) = ~~ (gglv(fa, fb)lgg) ; l'element de matrice 
de v(fa, rb) s'ecrit (gglv(fa, fb)lgg) = (glxalg)(glxblg) + ... ; chaque element de 
matrice est nul par symetrie puisque chacun des etats atomiques a une symetrie 
de rotation determinee, conditionnee par son harmonique spherique Yim (de parite 
( -1) I), et que chaque composante de r est un operateur impair: 

I 6. Egld = 0 I 

2. L'expression de la correction au second ordre, 6.E(2) est: 

6.E(2) = '" I (fond IV Ifond) 12 . 
~ (0) (0)' 
exc E fond - Eexc 

dans Ie modele retenu (atomes a deux niveaux), les seuls etats excites sont Ige), 
leg) et lee). Les elements de matrice du type (gglVleg) sont nuls, et il reste : 

6.E(2) = l(gglVlee)J2 < 0 . 
2Ef!. - 2Ee ' 

cette expression peut se traduire par un diagramme exprimant que chaque atome se 
prop age dans l'etat fondamental, puis l'un d'entre eux emet un photon absorbe par 
l'autre (processus viriuel), continue dans l'etat excite avant d'absorber un photon 
emis par l'autre atome, tous deux se retrouvant finalement dans l'etat fondamental 
(voir fig. 29 .2) . 

Introduisant les elements de matrice de l'operateur moment dipolaire d~ = er, il 
vient : 
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®I~ Ie) 

Figure 29.2: Diagramm d Fey 11 n1' n representant la correction d'energie au second . 
pour Ie fondam nta!. 'haqu traiL ondule represente une interaction (en fait: ec:rdl'e 
de photons, voir Tome II u -8 cti n 25.4, et aussi probleme 25.4, corrige p. 822) . ange 

Etats excites 

IvIaintenant, un atome se trouve dans l 'et at x ite et l.'autr · dans l'(Hat fondal'llent 1 
par exemple leg) ; l'autre vecteur Ige) ala meme energie Eg +Ec de sor t IU'jJ fa~\~ 
appliquer la methode de perturbation pour un niv au d'ordr zero degencre, ici deux roi . 
soit determiner la matrice de l'operateur de p rturbation dans Ie sous-espa . (I g), Ige}): 

1. Les elements diagonaux sont nuls par parite ; l'element non-diagonal est: 

Les corrections d'energie sont done ±v : 

Au meme ordre, les etats propres sont ex: Ig e) ± Ie g). 

2. La correction 6.E* se differencie nettement de 6.E(2) par sa dependance vis-a.-vis 
de la distance R entre les deux atomes, R-3 au lieu de R-6 . Outre les conditions 
habituelles contingentement Mes a. l'usage de la theorie des perturbations, ce caleul 
repose sur une approximation multipolaire, et suppose done R » ao. 

3. Les corrections d'energie donnent deux branches symetriques variant en R- 3 a 
distance grande devant ao (voir fig. 29.3). 

Molecule de van der Waals 

Pour chaque atome, on introduit maintenant deux etats excites e' et e" (Eel < Eell) et 
les configurations ou un atome est dans l'etat fondamental, et l'autre dans l'etat e' oU 
dans l'etat e" ; a. l'ordre zero, les etats du couple d'atomes sont done le'g) (ou Ige')), et 
le"g) (ou Ige")) . 

936 



Matiere condensee ordonnee 

--- f:,.E"O 

~ ± 

----,.- ........ . 
ao 

R Eg + Ee , ---~ f:,.E± 

-~---------, R 
ao Ro 

figure 29.3: A gauche : variatio~ a grande distance des deux corrections d\~nergie pour 
l'etat excite (supposant v > 0). A droite : variation a grande distance des deux correc­
tions d'energie pour deux etats excites. 

1. Chacune des paires (Ige'), Ie' g)) et (lge"), I e" g)) releve exactement du meme 
traitement que ci-dessus: on obtient ainsi quatre corrections b.E,± et b.E'±*, comme 
indique schematiquement sur la figure 29.3, a droite. 

2. Les deux branches b.E'+ et b.E~* se croisent pour une certaine valeur Ro de la 
distance entre atomes ; ceci ouvre la possibilite d'un croisement de niveaux evite 
quand il existe des petites interactions residuelles non encore considerees, a condi­
tion toutefois qu'elles couplent effectivement les deux branches qui se croisent3 . 

Dans cette hypothese, on obtient deux branches b.E~_ < b.E++, cette derniere 
ayant un minimum en Ro, correspondant a la formation d'une molecule stable, 
geante puisque Ro » ao, et pour laquelle seule la partie tres longue distance de 
l'interaction entre atomes joue un role. 

3. Pour la molecule geante He2 mise en evidence par Leonard et al. [51], l'etat vibra­
tionnel fondamental est a environ 600 MHz au-dessus du minimum4 , ce qui donne la 
pulsation harmonique w = 271" X 6 X 108 rd/s. La masse reduite du dimere d'helium 

est ~ MHe = ~ kg. La constante de force est : 

2 X 10-3 2 2 
K = Mw 2 = 23 (271" X 6 x 108)2J/m c::' 3 x 1O- g eV/A 

6 x 10 

L'energie de liaison correspond ant a 2 GHz est c::' 8,3 X 10-6 eV. II s'agit clairement 
d'une molecule (geante) d'une extreme fragilite ... 

29.2 Gaz d'electrons dans Ie modele du jellium 

Le jellium est un modele de metal simplifie dans lequel Ie reseau d'ions est remplace par un 
fond continu homogene de charge positive. Pour Ie cas d'un alcalin, considere dans toute la 

3Un croisement de niveaux peut tout a fait persister si Ie petit couplage susceptible de Ie supprimer 
a en fait un element matrice nul, pour des raisons de symetrie par exemple. 

4pour en savoir plus, voir [52]. 
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suite, Ie fond continu porte une charge totale Nl el , N etant Ie nombre d 'l~ l ectrohs . Le s 
est suppose macroscopique (N >>> 1) et on choisit des conditions aux limites CYcliqu:(~ll'l e 
Born - von Karman) definies relativement a une grande boite cubique de cote L . Par a~1I ala 
tout effet de bord sera neglige. m et e designent respectivement la masse et la cha rg~ ~~rs. 
electron. Un 

Figure 29.4: Representation schematique du jellium. 

II s'agit de calculer I'energie de I'etat fondamental du gaz d'electrons en traitant 
par perturbations au premier ordre la repulsion coulombienne entre electrons. Pour certains 
calculs, il est necessaire techniquement de prendre une interaction ecrantee, afin d'eviter les 
divergences dues a la portee infinie du potentiel coulombien ; ainsi, pour la repulsion entre 
deux electrons separes par la distance r , on posera : 

, 2 e 
v(r) = - e- kor 

r 
(29.1) 

ou kOl est la longueur d'ecran. On prendra des que possible la limite ko ----; O. Par ailleurs, 

on utilisera la substitution habituelle Lk ----; U;r) 3 J d3 k. 

Gaz parfait 

Quand I'interaction de Coulomb est negligee, les N electrons forment un gaz parfait . Chaque 
electron est decrit par une spin-orbitale Wks construite avec une onde plane : 

(8 = 1, 1) (29.2) 

1. Quelle est I'energie c(O)(k) d'un electron dans I'etat (29.2) ? 

2. Com bien vaut Ie module kF du vecteur de Fermi? L'exprimer aussi en fonction de rs 
defini comme : 

47r L3 
_ r 3 =_ 
3 s N 

3. Quelle est I'energie cinetique du gaz d'electrons ? 

4. Calculer V(k), transformee de Fourier du potentiel coulombien ecrante definie com me : 

(29 .3) 
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5. La densite electronique varie-t-elle d'un point de I'espace a I'autre 7 Quelle est la 
densite electronique totale 7 

6. A I'aide de V(k = 0), exprimer I'interaction : 

(a) entre les electrons et Ie fond continu positif, 

(b) du fond continu avec lui-meme. 

7. En deduire I'energie totale du gaz parfait d'electrons immerge dans Ie fond continu 
positif. 

E"pression de la correction d'energie au premier ordre 

1. Soit Iwo) I'etat fondamental du gaz parfait d'electrons. Donner I'expression formelle 
de la correction d'energie au premier ordre, 6.E, a I'aide de la fonction v(r) definie en 
(29.1) et de Iwo). 

2. L'etat Iwo) (normalise) a pour expression: 

Iwo) = VNfYA II l~kJ == VNfYAI<I>o) ) 
k':;kF, s 

ou YA est Ie projecteur defini en (11-22.43), et 1<I>0) un simple produit de spin-orbitales. 
Rappeler les principales proprietes de YA. 

3. Soit V I'operateur associe a I'interaction coulombienne des electrons. Montrer que : 

N! 

(wolVlwo) = (<I>01V L) _ 1)">' P,\ 1<I>0) 
,\=1 

4. En deduire que: 

(29.4) 

ou les termes directs et d' echa nge sont respectivement : 

5. (a) Exprimer .Ikk'ss' en fonction de L, Net V(O) 

(b) En deduire que la contribution totale des termes directs com pense tres exactement 
les termes lies a I'existence du fond continu trouves ci-dessus. 

6. Exprimer ICkk'ss' en fonction de L , V(k - k') et un symbole de Kronecker. 
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7. En deduire que la correction au premier ordre de I'energie du gaz d'electrons est : 

/::,.E = - L 3
6 
r d3 k r d3 k'V(k' - k) 

(21f) Jk9F Jk9F 

8. Montrer que tout se passe comme si un electron avait I'energie : 

(29.5) 
Quelle est I'expression integrale de la self-energy I;(k) ? 

Interpretation des resultats 

1. Montrer que, a la limite ko = 0, la self-energy I; (k) est donnee par : 

I;(k) = - .!. e'2kFS(~) , 
1f kF 

ou la fonction S(x) est: 

S(x) ~.!.+ 1- x2 1nl x+ 11 
2 4x x-I (29.6) 

2. Tracer sommairement la fonction S(x). 

3. En definitive, I'energie d'un electron peut se mettre sous la forme : 

(x = k/kF , C ~ 0, 17) (29.7) 

Sur un meme graphique, tracer E(k)/E(O)(kF) et E(O) (k)/E(O)(kF) en fonction de x. 

4. Comparer la nouvelle largeur de bande a celie de la bande du gaz d'electrons sans 
interactions. De com bien augmente-t-e lle pour rs rv 5 ao 7 

5. La vitesse moyenne d'un electron d'energie c(k) definie en (29.5) etant Ii-I d~~) , com­
bien vaut-elle en k = kF ? Qu'en pensez-vous ? 

6. En revenant a I'expression integrale de la self-energy obtenue plus haut, essayez d'iden­
tifier I'origine precise de cette anomalie. 

Le modele du jellium est un modele simple de metal evitant, par construction, 
d'en appeler a une structure cristalline particuliere. La reference sous-jacente est un 
cristal d 'alcalin, contenant N ions (N »> 1) et donc aut ant d'electrons non engages dans 
les camrs. On definit la longueur rs par l'egalite N~7rr~ = L3 : de fac;on imagee, rs est 
Ie rayon de la sphere occupee en moyenne par un electron. Il s'agit de calculer l'energie 
de l'etat fondamental du gaz d'electrons en traitant par perturbations au premier ordre 
la repulsion coulombienne entre ceux-ci ; si Ie jellium donne pour r s des valeurs plus 
conformes a la realite, son caractere artificiel ne doit toutefois pas etre oublie. 
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Ga.Z parfait 

(.' 1 J'a.bsene d intera \,ion mutu · II , Ie r electrons forment un gaz parfait de particules 
pI J d 'I' . . b' I ./, 1 Ubre5, Hl.cun entre eux etant en par une spm-or Ita e 'Pks j avec es conditions 
ydiques, W"ks sl, Ie pI" duiL ien,ori I d'un · onde plane et d'un ket incorporant Ie spin, 
~Olllme ecrit en (29.2). 

1, L'onde plane est propre de fn == 2~ (-ifLV)2 : 

fL2 'k- - fL2 - 2 'k- - (0) - 'k--__ ~e' ,1' = --(ik) e' ,1' == £ (k) e' ,1' , 

2m 2m 

2, Le moment de Fermi kp est Ie rayon de la sphere de Fermi correspond ant it la 
spin-orbitale occupee de plus haute energie j chaque etat k etant associe it un petit 

cube de cote 2;;, la sphere de rayon kp contient un nombre Ncubes egal it \~"'!/l~f 
(it des eft'ets de surface pres) j dans chaque cube, on peut caser deux electrons de 
spins opposes. Pour N electrons au total, on a donc l'egalite 2Ncubes = N, d'ou : 

3, L'energie cinetique du gaz parfait d'electrons est: 

fi2'f2 (L )31 fi2'f2 Ecin = 2 L -- ---> 2 - - -d3k 
_ _ 2m 21r k Ilkll<kF 2m 
k,llkl19F ' -

Ie facteur 2 venant des deux electrons de meme k et de spins contraires, L'integra-

t ' . 'd' E £3 1i
2 

rkF k2dk k2 4 d" lOn est lmme late, cin = 4;3 2m Jo X 1r, ou: 

4, En prenant k Ie long de Oz , la transformee de Fourier du potentiel coulombien 
ecrante a pour expression: 

V(k) = r 2dr e e dDeikrcosli= r2dre e 41r sm r , l+
CXJ 

12 - kor J l+CXJ 
12 -kor 'k 

oro r kr 

- 4 12 r+ oo k 'k soit V(k) = 7f: <s Jo dr e- or e' 1', d'ou : 

(29,8) 

Pour Ie potentiel de Coulomb nu, ko = 0, V(k) ex k- 2 , et diverge it k nul, expression 
directe de la portee infinie du potentiel Coulombien, 
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5. La densite electronique PeCr) est PeCr) = (\liD I ~~1 eJ(i - fi)l\lio), ou Iw ) 
determinant fondamental, construit avec les N spin-orbitales {'l,bk J- . DC est Ie 
vu a plusieurs reprises, Ie calcul de la valeur moyenne conduit a la 'si~ple s Ol1ll1le 

Ol1ll1le. 

Pe(r) = e L l'l,bk, s(iW ; . 
k,llkI19F,s 

chaque onde plane a un module carre constant dans l'espace de sorte que la de '. 
est elle-meme constante ; il y a N termes dans cette sommation, d'ou : nSlte 

~ NI Po - £3 

6. (a) L'interaction entre les electrons et Ie fond continu posit if est: 

1 d3Rl d3 Pfond(R) (~) 
Ve-fond = r ~ Pe r ; 

lIl.3 lIl.3 47rcoIIR-fil 
la densite du fond Pfond(R) est elle aussi constante, et vaut "'2:1, d'ou : 

Ve-fond = - N
2:'2 r d3 R r d3r 1~ ; 
L JlIl.3 JlIl.3 47rcollR - ill 

a des termes de surface pres, negligeables dans la limite L ---+ +00, l'integrale 
t' 1 ' J d3 R' r d3 1 L3 J d3 R' 1 - L3 (J d3 R' e;kR' ) es ega e a JlIl.3 r IiR'Ii = IiR'Ii = IIH' II k=O: 

N 2 

Ve-fond = -V V(O) 

(b) L'interaction du fond continu avec lui-meme est : 

TT - ~ 1 d3 R 1 d3R' Pfond(R )Pfond(R') vfand-fond - ---+ _ , 

2 lIl.3 lIl.3 47rcoIIR-R'11 
Ie facteur ~ evitant de compter deux fois une meme interaction. Il vient ainsi : 

1 N 2 

Vfond-fond = +2"v V(O) 

de sorte que l'energie electrostatique totale, au sens classique, est: 

1 N 2 1 
Velectr = - 2" £3 V(O) == - 2" N Po V(O) . (29.9) 

7. Avec ces resultats, l'energie tot ale du systeme constitue par Ie gaz parfait d'elec­
trons immerge dans Ie fond continu positif est : 

Comme il se doit, elle est extensive dans la limite N ---+ 00, L ---+ 00, f5 = cste ~ po· 
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J'}"pression de la correction d'energie au premier ordre 

1. Soit 1\110) l'etat fondamental du gaz parfait d'electrons. La correction d'energie au 
premier ordre, D.E, est (\1101 I:i<j v(llfi - fjll)I\IIo), ou encore: 

D.E = ~ ~)\IIolv(llfi - fjll)l\IIo) 
icpj 

2. L'expression 1\110) = IN!YA I1k:C;kF,S l?fJkJ == IN!YAI<po) resulte des arguments 
developpes dans Ie chapitre 22 j l'operateur YA est Ie projecteur antisymetrique 
habituel pour des fermions, cependant que I<po) est un simple produit de spin­

orbitales. On sait que (chapitre 22, section 22.3) YA = iT! I:~~1(-1)0"'\ PA , ou SA 

est la signature de la permutation PA, et que YA est hermitique, idempotent j en 
outre PAYA = SAYA. 

3. L'operateur V representant l'interaction coulombienne de tous les electrons, il com­
mute avec toutes les permutations, donc avec YA j avec l'hermiticite et l'idempo­
tence de YA, on a ainsi : 

soit : 
N! 

(\IIoWI\IIo) = (<PoW 2) _1)0",\ PAI<po) 
A=l 

4. Compte tenu de l'orthogonalite des spin-orbit ales et du fait que Vest une somme 
de termes a deux corps, tout terme impliquant une permutation PA affect ant plus 
de deux indices est nulle (il y a alors au moins une variable sur laquelle l'operateur 
a deux corps v(llfi - fj II) n'agit pas, ce qui per met d'effectuer d'emblee Ie produit 
scalaire impliquant cette spin-orbitale dans Ie bra et dans Ie ket). Seules comptent 
la permutation identite et les transpositions, d'ou l'apparition classique des deux 
types de termes, directs et d'echange, ces derniers arrivant avec un signe - puisque 
la signature des transpositions est egale a -1 : 

avec les definitions precises : 

lC-- ~ (0/'_ 0/'_ Ivlo/,- 0/'_) 
kk'ss' - '-Pks 'f/k' 8' tflk' s' If''ks • 

5. (a) L'integrale directe est: 
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soit.]kk'ss l =L-6 Jd3r Jd3r"v(r") =L-3V(0). Lasommedetousl 
directs est donc : es terrnes 

puisqu'il y a N termes dans chaque sommation l:k, k<::kF l:s' 

(b) On voit que cette contribution directe compense exactement Ie terme das . 
(29.9) lie au fond continu : SlqUe 

contribution des termes directs = - Veiectr 

6. L'integrale d'echange est: 

a des termes de surface pres, neglige abIes dans la limite macroscopique, il vient : 

v ~~ = J: I L-3 fd3r ei(k' -k).r v(r) --'--'" I v J: L-3 V(k~1 k-)~ 
l'vkk' SS' U ss -,..........r l'vkk' SS' = USS' - ~ 

La somme de taus les termes d'echange est: 

la somme sur s donne un simple facteur 2. 

7. Compte tenu de la compensation deja notee entre les termes directs et Veiectr, la 
correction au premier ordre de l'energie du gaz d'electrons se reduit ala somme des 
termes d'echange ; faisant l:k ---+ (2~)3 JIR3 d3 k, Ie dernier result at permet d'ecrire 
la correction : 

Elle est negative, conformement au fait que toute integrale d'echange est posi­
tive (voir probleme 27.3 p.860), et en resultat de la compensation entre eux de 
taus les autres termes electrostatiques. On voit a nouveau a l'ceuvre les termes 
specifiquement quantiques, qui contribuent a asseoir la stabilisation du systeme, 
tout comme pour la molecule d'hydrogene (voir probleme 28.4 p. 886). 

8. Dans Ie schema approximatif en cours, l'energie totale est donc : 

3 L3 1 3 1 3 I ~, ~ E = N -EF - -- d k d k V(k - k) 
5 (27r)6 k S kF k'SkF 
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comme Ie premier terme (cinetique) vient de la somme sur k des energies cinetiques 
individuelles, l' energie totale s'ecrit aussi : 

que l'on peut interpreter comme une somme sur les energies des N electrons, chacun 
ayant en fait l' energie effective E(k) = E(O)(k) + ~(k) avec: 

La quantite ~(k) est traditionnellement appelee self-energy; l'isotropie a pour 
consequence qu'elle ne peut dependre que du module du vecteur d'onde. 

Interpretation des resultats 

1. L'integrale apparaissant dans l'expression de ~(k) est : 

rkF r r27f 
1 

I(k) ~ 47fe,2 io k,2 dk' io sin e de io d¢ k,2 + k2 _ 2kk' cos e + k5 

L'integration sur ¢ donne Ie facteur 27f ; l'integrale sur e se fait immediatement, et 
on obtient : 

I(k) = 87f2 e'21
kF 

k,2 [2~~' In(k,2 + k2 - 2kk' cose + k6)J: dk' = 

4 2 '2 rkF 
k' 1 (k' + k)2 + k5 dk' 

7f e i 0 k n (k' - k)2 + k5 

Tant que k -I 0, kF, cette integrale est bien definie me me si ko = 0 ; pour eviter 
toute complication inutile, on prend des maintenant la limite ko, se reservant 
de definir ulterieurement toute eventuelle limite k ---> 0, kF, pour I(k) et/ou ses 
derivees. Posant maintenant k' = xk, i1 faut calculer : 

Une integration par parties donne: 

J x + 1 x2 
X + 1 1 J 2 1 1 xlnl-dx=-lnl-I-- x (---)dx = 

x- I 2 x-I 2 x+l x-I 

x
2 

X + 11 J 1 1 2 I x-II -lnl-- + (1+--)dx=x--(x - 1)ln -- , 
2 x-I x2 - 1 2 x + 1 
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d'ou: 

212 [ 1 2 IX-1IJkFlk 212 [ 1(kF k) 1~-1 I =87r e k x--(x - 1) In -- =87r e kF 1-- --- In kF I] 
2 x + 1 0 2 k kF k--

kF + 1 

On en deduit : 

12k 
~(k) = -- e l kF S( -) 

7r kF 
S(x) ~ ~ + l-x2Inl~1 

2 4x x-I 

Cette fonction a une singularite logarithmique en x = 1 (k = kF) ; en tant q 
telle, c'est une anomalie assez faible5 , d'autant plus que Ie terme (1- x 2 ) en facte~e 
tend a la dissimuler a l'mil. r 

2. La fonction S(x) se comporte comme suit: 

{ 

x2 

S(x) ~ ~l~ ~ (1- x)(ln 2 -In Ix - 11)] 

~ 

x.<,o 
xrvl 

x»1 

ce qui permet de dessiner a vue Ie graphe de S(x), precisement trace sur la figure 
29.5. Comme attendu, l'anomalie en x = 1 (k = kF) est tres peu visible. 

Figure 29.5: Graphe de la fonction S(x). 

3. Tous comptes faits, l'energie d'un electron se met sous la forme: 

introduisant Ie rayon r s de la sphere occupee en moyenne par un electron, il vient : 

(29.10) 

• dM ( 4 ) 1/3 Pour la sUIte, on pose C = g:;[4 ~ 0,166. 

5Rappelons que x" In x --+ 0, "101 > 0 : Ie logarithme diverge certes, mais de fa«on infiniment lente 
puisque tout exposant fini, aussi petit soit-il, I'emporte toujours . 

946 



Matiere condensee ordonnee 

-c~ 
ao 

Figure 29.6: Variation des rapports E(~\~kF et :«(~; {Z;, montrant l'augmentation impor­

tante de la largeur de bande ~, comparee a celle du gaz parfait ~ (0). La figure est tracee 
avec rs = 5ao, une valeur assez standard. 

4. La largeur de la bande des electrons sans interaction est par construction egale a 
E:(O)(kF)' Quand l'interaction est incluse comme ci-dessus, elle vaut : 

Avec rs .-v 5ao, l'augmentation relative de la largeur de bande est .-v 40%. 

5. La vitesse moyenne d'un electron d'energie E:(k) definie en (29.5) est donnee par 
n-ld~~k) soit v(k) = ni

F
E:(kF )[2x-S'(x)]. En x = 1 (k = kF ), la derivee S'(x) est 

infinie, ce qui est une pathologie du traitement ci-dessus : a cette vitesse infinie au 
niveau de Fermi correspond une masse effective nulle et une conductivite infinie. 

6. La self-energy implique l'integrale definie plus haut : 

I(k) = 4 2 ,2 rkF 
k' 1 (k' + k)2 + k6 dk' 

7r e i 0 k n (k' - k) 2 + k6 ' 

avant la limite ko = O. La derivee de I(k) contient notamment l'integrale : 

rkF k' k' - k 
io k (k' - k)2 + k5 dk' ; 

tant que ko i- 0, cette integrale est finie, et la vitesse de l'electron ne diverge nulle 
part. Au contraire, si ko = 0, l'integrale ci-dessus a clairement une divergence loga­
rithmique en k = kF , explicitement mise en evidence lors de l'etude de la [onction 
S(x) : sans aucun doute, la portee infinie du potentiel Coulombien nu est au moins 
l'une des causes de la pathologie trouvee plus haut, sans prejuger d'autres raisons 
tenant au caractere tres rustique du traitement de l'interaction entre electrons. 
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29.3 Le jellium : influence de la densite et de la Port. 
des interactions sur les proprietes magnetiq ee 

lles 
de l'etat fondamental 

On reprend Ie modele du jellium defini dans Ie probleme 29 .2, notant If, s) Ie ket asso " 
a 1/J'kJf) = L -3/2 eik. 1' ® Is) (voir (29.2)). V(r) designe I'interaction entre les elect Cle 

rons, traitee par perturbation au plus bas ordre. 

Expression de l'energie 

L'etat fondamental putatif est forme en mettant N+ de spin T et N_ = N - N+ electrons 
de spin 1 dans les etats de basse energie ; on introduit la polarisation ( ~ N+-;,t_. 

1. Determiner les rayons de Fermi kF ± en fonction de rs et de (. 

2. (alculer la valeur moyenne de I'energie cinetique par particule en fonction de (. rs et 
E~~ o ao . 

3. Exprimer la correction d'energie purement electronique a I'aide des termes directs et 
d'echange, puis en fonction de V(f) ~ IIR3 V(r) ei 'k.1'. 

4. L'interaction fond-fond et electron-fond est supposee de meme nature que I'interaction 
electron-electron. En deduire I'expression de la correction d'energie totale au premier 
ordre : 

Choix du potentiel d'interaction 

Interaction it longue portee Pour decrire cette situation, on choisit un potentiel de 
Yukawa V(r) ~ 4

q1q2 e- AT , dont on fera tendre la portee vers I'infini des que possible. 7rcor 

1. (alculer explicitement t::.E en fonction de Eo, rs et (. 

2. En deduire I'energie totale par particule, t. 

3. (onsiderant rs comme un parametre, etudier les variations de t en fonction de (. 
Discuter la nature de I'etat fondamental et montrer qu'il existe deux valeurs critiques 
r s l et r s2 definies comme : 

dH 2 1/3 (371'2) 2/3 d,f (371'2) 2/3 
rsl = 5'(2 +1) -2- ao '=" 5, 45ao, rs2 = "'2 ao '=" 6, 03ao . (29.12) 

Qualifier les deux etats caracterises respectivement par ( = 0 et ( = 1. 
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4. Resumer ces resultats en tra<;:ant la variation du parametre d'ordre ( en fonction de T
8

. 

Ipteraction a courte portee Pour decrire la situation opposee, on choisit une interac­
tion de Dirac (de contact), V(f') = 9 l~~~ a6 b(f'), ou 9 est la constante de couplage sans 
dimension et b(7"") = b(x)b(y)b(z). 

Reprendre les questions 1 a 4 du paragraphe precedent montrer que les valeurs 

critiques sont ici : 

3g ( 2. ) 2/3 c::= 0, 082 9 
21T 91T 

(29.13) 

Afin d'ouvrir la possibilite d'une structure magnetique, on laisse ici flotter Ie 
nombre d'electrons de chaque spin; l'exercice est academique et ne pretend pas a. la 
pertinence physique vis-a.-vis d'un probleme concreto Son interet principal est de montrer 
!'imbrication entre les proprietes magnetiques et les interactions purement electrosta­
tiques, dont l'exemple Ie plus e!ementaire, et peut-etre Ie plus spectaculaire dans sa 
simplicite, est Ie cas d'un atome a. deux electrons. On verra notamment que la portee 
des interactions, infinie ou de contact, est de nature a. inverser la nature magnetique de 
l'E~tat fondamental, etant entendu que ces resultats doivent etre relativises eu egard au 
traitement (discutable) par perturbations de la repulsion electronique. 

L designe Ie cote de la grande boite cubique servant de volume de confinement 

pour les conditions cycliques, et T 8 = (l::~) 1/3 est Ie rayon de la sphere occupee en 
moyenne par un electron. 

Expression de l'emergie 

On note respectivement N+ et N_ = N - N+ les nombres d'electrons de spin T et L 
·11 I b· 1 db' . (de£ N+-N I I· . occupant par al eurs es or Ita es e asse energIe; = ~ mesure a po ansatlOn 

de l'etat ainsi forme, et varie entre ±1 ; manifestement, to utes les grandeurs physiques 
doivent etre des fonctions paires de (. 

1. Les rayons de Fermi kF ± se trouvent comme d'habitude par (~;~~~)~± = N ±, d'ou 

27T ( 3 ) 1/3 A () N kF ± = L 47T N± . vec N± = 1 ± ( 2' on obtient : 

[
91T ] 1/3 1 

kF ± = 4(1±() G 
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2. La valeur moyenne de l'energie cinetique s'obtient en sommant ~!2 jusqu'a 
ment de Fermi, qui varie d'une espece a l'autre. Pour les electrons de spin i u mo_ 

, on a: 

(E
cin

+) = (..£)3 r 1t
2
k

2 
d3k = (..£)3 n,z 471" k~+ 

271" J11kll:'OkF+ 2m 271" 2m 5 

. (E ) - N e
'2 (!:'1l.)2 3 (971")2/3(1 ()2/3 d A I ' SOlt cin+ - 2ao Ts 10""4 + , et e meme pour es electrons 

spin 1, ( devenant -C. L'energie cinetique totale est la somme des deux, d'o' dIe 
dM 12 U a 

moyenne par electron (Eo = ~o) : 

3. Dans l'approximation envisagee - traitement par perturbation de la repulsion elec_ 
tronique -, la correction d'energie s'obtient simplement en calculant la moyenne de 
l'operateur correspondant sur l'etat sans interaction. Le calcul peut se conduire en 
suivant les memes lignes que dans Ie probleme 29.2 p. 937 ; c'est aussi l'occasion de 
manipuler Ie formalisme de Seconde quantification, com me explicite dans la suite. 

L'etat fondamental IF), s'obtient a partir du vide en faisant agir sur cet etat les 
operateurs de creation de fermions, ct . Compte tenu de la liberte sur les nombres 
d'electrons de chaque spin, on a : 

IF) = II 

Par ailleurs, l'operateur d'interaction entre electrons a la forme generale (voir Tome 
II, section 22.5, notamment eqs. (II-22.173) et (II-22.174)) : 

v = ~ L L (klSlk2S2Ivlk3S3k4S4)Ct82Cts, Ck383Ck484 , 

k,k2 k 3 k481 8 283 8 4 

v etant la repulsion electrostatique pour une paire d'electrons, independante du 
spin de ceux-ci ; en tant que telle, on a : 

La valeur moyenne cherchee prend alors la forme : 

(FIVIF) = ~ L L(klSlk2S2Ivlk3S1k4S2) (FlcL2CL,Ck381Ck482 IF) 
k,k2 k3k481S2 

L'element de matrice de droite est Ie produit scalaire : 

(Flct s2ct sl Ck3S, ck4s2 lF) == (Ck,Sl Ck2s21F), Ck3 s 1 ck4s2 IF)) 

Si, pour chacun des vecteurs du produit scalaire , les nombres d'onde kl et/ou k2 , ou 
k3 et/ou k 4 , 11e sont pas pris dans la sphere de Fermi du spin correspondant, on peut 
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faire passer l'operateur d'annihilation associe a travers Ie produit d'operateurs de 
creation definissant l'etat IF) a partir du vide, pour finalement Ie mettre en premier 
acteur sur cet etat, ce qui donne zero. Les seuls ki a retenir sont ceux situes dans 
la bonne sphere de Fermi, selon Ie spin associe a ki . 

Cela etant, si k1 i= k3, k4' k2 i= k3, k4, les deux vecteurs du produit scalaire sont 
manifestement orthogonaux. Il reste donc finalement les deux possibilites : 

kl = k3, k2 = k4 ===} (Ck181Ck2S2IF), Ck,8,Ck282 IF)) = +1 , 

kl = k4, k2 = k3 ===} (Ck181Ck2S2IF), Ck2S,Ck,82 IF)) = -08182 

A ce stade, la valeur moyenne de l'interaction est: 

(FIVIF) = ~ L L [(klSlk2S2Ivlk1S1k2S2) - 08182 (k1S1k2S2Ivlk2S2k1S1)] , 
8,82 k,k2 . 

ou l'on voit apparaitre les termes directs et les termes d'echange. 

Pour chaque couple (S1' S2) donne, k1 et k2 varient respectivement dans la sphere 
de Fermi kF± correspondante : 

81 =i, 82 =i: k1 ::; kF+, k2 ::; kF+ ; 81 =i, 82 =1: k1 ::; kF+, k2 ::; kF - , 

81 =1, 82 =i: k1 ::; kF- , k2 ::; kF+ ; 81 =1, S2 =1: k1 ::; kF- , k2 ::; kF-

Pour les termes directs, les quatre possibilites donnent une contribution non nulle ; 
pour les termes d'echange, en raison du symbole de Kronecker , seuls les termes 
"carres" sont a retenir. Symboliquement, la moyenne de l'interaction est done : 

(FIVIF) = H L + L + L + L ] -
k, ::;kF+,k2::;kF+ k, ::;kF_,k2::;kF+ k, ::;kF+,k2::;kF- k,5ckF _,k2::;kF_ 

chaque somme portant sur l'element de matrice (k181k282Ivlk3S1k482)' 

La partie spatiale de l'element de matrice direct (k181k282Ivlk181k282) est : 

(L-3/2)4 J d3Tl J d3T2 e-ik, .T, e-ik2.T2v(11f1 - fill) eik,.T, eik2.T2 = L-6 L3 V(O) 

Pour l'eh~ment d'echange (klSlk282Ivlk282klSl), on a (en facteur de 081 8,) : 

(L-3/2)4Jd3Tl J d3T2 e-ik,.T, e- ik2 .f'2 v (llfl-fill) eik2 .f'1 e ik1 .f'2 = L-6 L3 V(k2-k1) 

Rassemblant tous ces resultats, rempla<;ant les sommes 2:k par des integrales, et 
introduisant la fonction echelon-unite e, la valeur moyenne de l'interaction prend 
la forme: 

1 N
2 

( 1 -3( L )6/ 3 r 3 [ (FIVIF) = 2 £3 V 0) - 2L 211" d klJd k2 e(kF+- kde(kF+- k2)+ 

e(kF_ - k1)e(kF- - k2)] V(k1 - k2) 
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4. L'interaction fond-fond et electron-fond 'tant uppos' d meme naLw·e qu l'int . 
action electron-electron, les termes direct . ompen n av c J'int tactiou t r. 
les electrons et Ie fond , augmentee de 1 interaction du fond avec lui-meme (~~' 
probleme 29.2, p.944 pour pl~s de details) . L'energic totale calculee au pr 1ll~1I: 
ordre et egale a (FIVIF) - ~;. V(O), se reduit a : t 

ou [® 1 ~ [B(kF+ - k1)r9(kF+ - k2) + B(kF- - k1)B(kF- - k2) 1 V(kl - k2). 

Dans l'approximation retenue, l'energie totale est donc, : 

E = N(aO)2 ~(97r)2/3[(1 + ()2/3 + (1- ()2/3] Eo +!:::.E . 
rs 20 4 

La forme precise de [® 1 depend de la nature du potentiel d'interaction, que 1'0n 
trouvera en calculant des integrales du type: 

La forme de cette integrale suggere Ie changement de variables if ~ k2 - kl et 
i? ~ ~(k2 + k1 ), dont Ie Jacobien est egal a 1. L'integrale Wk> s'ecrit alors : 

L'integrale interne est Ie volume commun aux deux spheres de rayon k> dont les 
centres sont a la distance Ilifll ; ce volume est Ie double de celui, Vcalotte, d'une 
certaine calotte spMrique delimitee par Ie pole nord et un plan de latitude donnee, 
Bo. Pour une sphere de rayon R, a B fixe, r varie de r < ~ c~~ f) a R, au Zo = R cos Bo : 

I f)O 1271" jR 1/10 1 z3 
Vcalotte = sin B dB d¢ r2 dr = 27r sin B dB -3 (R3 - -%-B) = 

o 0 T< 0 cos 

27r (R3 _ ~zOR2 + ~z3) . 
3 2 2 0 

Le volume V2sph commun aux deux spheres de rayons k> decalees de la distance q 
est donc : 

V2 h = 2 X 27r [k3 - ~CJ.k2 + ~(CJ.)3] B(k> _ CJ.) . 
sp 3 > 2 2 > 2 2 2 ' 

Ie volume est nul si la distance q entre les deux centres est superieure a deux fois 
Ie rayon de chaque sphere, d'ou la fonction B en facteur a droite. Sous forme 
adimensionnee : 

47r 3 ( 3 1 3) V2sph = 3 k> 1 - "2K, +"2K, B(1 - K,) , 

ou K, ~ ~. Ceci permet de recrire l'integrale Wk> comme suit : 

(29.14) 
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Choix du potentiel d'interaction 

Interaction it longue portee 

1. Partant du potentiel de Yukawa, la limite A -t 0 de la transformee de Fourier du 
potentiel pour deux electrons (ql = q2 = e) est (voir (29.8)) V(k) = 4f~'2. Avec ce 
choix, l'integrale W",> est (voir (29.14)) : 

W", = 47l' k3 47l'e,2 Jd3q ~ [1- ~-q- + ~(-q-) 3] e(1- _q_) = 
> 3 > if2 22k> 2 2k> 2k> 

1 (1 3 1 
'3 (47l')3 e'2k; 2k> J

o 
(1 - 2'x + 2'x3

) dx = 2(27l')3 e'2 k; 

L'integrale W = J d3k1 J d3k2 [® lest donc W"'F _ + W"'F_' soit 2(27l')3e'2(k~+ +kL)· 
Retablissant la longueur r s et Ie parametre de polarisation (, on trouve pour 6.E : 

(29.15) 

Bien evidemment, l'energie est une fonction paire de (, que l'on se borne dans la 
suite a. etudier sur [0, 1] ; avec <: = 0, on retrouve bien (II-29.24). 

2. L'energie totale par particule, test ainsi don nee par: 

ce que l'on peut ecrire : 

avec f() ~ (1+()5/3_0'X(1+()4/3, X ~ ~, 0 ~ 13
0

(9;)2/3, 0' ~ H~)2/3. 

3. rs etant fixe, il s'agit d'etudier les variations de de). La derivee de f() est: 

soit : 

~[f() + f( -C)] = (1 + ()2/3 - (1- ()2/3 - 2( ~ )2/3 X [(1 + ()1/3 - (1- (?/3l 
d( 37l'2 

cette derivees'annule si (1+()2/3-(1-()2/3 = 2(~)2/3X[(1+()1/3_(1_() 1/3 ] : 

[(1 + ()1/3 - (1- ()1/3] [(1 + ()1/3 + (1- ()1/3 - 2(3~2)2/3 Xl = 0 . 
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Figure 29.7: Graphe de la fonction apparaissant dans la derivee de c(() . 

Outre la racine evidente ( = 0, on voit graphiquement (fig. 29.7) qu'il existe deux 

autres solutions symetriques ±(o si 21/ 3 <2(~)2/3X < 2, soit 2-2/3r82 <r8 <r82 

avec r 82 ~ e;2) 2/3 ao. Ce fait permet de d'analyser les differents cas. 

• 2( 2 )2/3 X < 21/ 3 r < 2-2 / 3 r 37f2 ' 8 82 

C'est Ie cas (a) sur la figure 29.8 ; la derivee de c(() est toujours positive, 
l'etat de plus basse energie correspond a ( = 0, et est denue de polarisation, 
N+ =N_. 

• 2(_2_)2/3 X = 21/ 3 r = 2-2/ 3r 
31T2 , 8 82 

Pour cette valeur precise (cas (b)), la derivee, toujours positive pour (E]O, 1[, 
s'annule aussi en ( = l. 

• 21/ 3 < 2(_2_)2/3 X < 2 2-2/3r < r < r 371"2 , 82 8 82 

Dans ces conditions, c(() possede un maximum en (max E ]0, 1[, la question 
etant maintenant de savoir quelle est la plus basse des deux energies c(O) et 
c(I). Le point de bifurcation est celui ou elles sont egales, soit si : 

1(0)+1(0)=1(-1)+1(+1) , 

c'est-a-dire si 2 [1 - §. (_2_) 2/3 X] = 25/ 3 _ §. (_2_) 2/3 X 24/ 3 . cette egalite 
2 371"2 2 371"2 , 

definit la valeur-seuil Xl ~ t e;2) 2/3 (1 + 21/ 3) et donc la valeur : 

2 (37r2 
) 2/3 1/3 r8 1 ="5 -2- (1 + 2 ) ao 

Pour X> Xl, c(l) < c(O) : l'etat completement polarise est Ie plus bas, mais 
l'etat non polarise ( = 0 reste stable tant que cl/(O) > O. Notons, quoique ceci 
est d'un interet relatif, qu'il est possible de trouver analytiquement l'expression 
de (max' En effet, ce nombre est la solution non nulle de : 
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£ ~£ £ £ £ 

~ --Y (c) (d) (e) 

·· .. -···-···-~Sl 
! 

[r. < 2 2/3" 821 1 1 ,'~ = T2/a,·.2Ii l 'I's - 1'sl l Il'sl < rs < "dl 
~ 

1 ( 1 ( ( 1 ( 1 ( 

Figure 29.8: Pour l'interaction it longue portee, allure de E(() selon les valeurs du 
parametre r s' 

posant x = 1 + (, y = 1 - (, les deux nombres x et y verifient le systeme 
x + y = 2, x 1/3 + y1/3 = p, d'ou : 

d'ou 1 - (2 et enfin : 

(max = [1- (p33~2)3r/2 = [1- (4~;r~:';2)3r/2 . 

On a (max C:::' 1- 4(I.L - 2-2/ 3 )3 pour r8 ? 2-2/3rs2 ; pour r8 < r82, on trouve 
~2 .- rv 

(max C:::' 3(1 - I.L )1/2 : en fonction de rS) (max varie typiquement comme le 
Ts2 

parametre d'ordre d'une transition du second ordre au sens de Landau (voir 
fig. 29.9). 

(max 

11---~ 

Figure 29.9: Variation de (max en fonction du parametre r8 • 

Cette discussion permet de qualifier l'etat fondamental, le critere etant de retenir la 
solution correspondant it l'energie la plus basse, pas forcement extremale puisque 
( est borne (par 1). Pour r8 < r81 C:::' 5,45 ao, l'etat (= 0 est le plus stable: 
l'etat fondamental est non magnetise ("paramagnetique"), mais, si rs est com­
pris entre 2-2/ 3r 81 et r 81, la solution ( = 1 existe et est metastable. Quand 
r 81 < r 8 < r82 C:::' 6,03 ao, l'etat le plus stable est ( = 1, correspondant it une magnet i­
sation maximum ("ferromagnetique"), et il existe toujours une solution non ma­
gnetique, qui est metastable. Enfin, pour r8 > r82, seull'etat ferromagnetique est 
stable. 

955 



Mecanique quantique 

4. Ces conclusions peuvent etre n§sumees par 1a variation de la p l al.'i atio11 < 
fonction de rs (fig. 29.10, a gauche). e (parametr d ' rdt ' st discontin ell 
on peut tracer une boucle d'hysteresis. r qu l qu I qll oit \ . 1)',lJ:am ~ et 
densite rs , les deux solutions ont des energies assez voisines (fig. 29.~O . it dl'Oit )~Ie 

( 
1 

para 

funo 

Ts T .. 

Figure 29.10: A gauche: variation en fonction de rs de la polarisatio~ pour l'interaction 
a longue portee; les arcs metastables sont representes en pointilles. A droite : variation 
de l'energie des deux solutions para et ferro en fonction de rs. 

Interaction it courte portee 

Pour modeliser une interaction a courte portee, on prend V(f) = 9 l~;~ a~ 5(f). La 
transformee de Fourier de la repulsion electronique est alors la simple constante 
V = ge'2a6, donnant la correction d'energie au premier ordre 6.E : 

- 2(~;)6geI2a5 J d3k1 J d3k2 [B(kF+ - k1)B(kF+ - k2) + B(kF- - k1)B(kF- - k2)] 

Chaque integrale triple donne Ie volume de la sphere de rayon kF±, d'ou : 

L3 12 2(41T)2 6 6 
6.E = - 2(21T)6 ge aD 3 (kF+ + kF_) 

compte tenu de 4; k~± = (2{)3 N ±, il vient : 

gel2a2 gel2a2 N 2 
6.E = - 2L3 0 (N% + N~) = - 8Lo

3 [(1 + ()2 + (1 - ()2] 

Introduisant a nouveau Ie rayon rs , on obtient : 

(29.16) 

noter une premiere difference majeure avec Ie cas longue portee: Ie terme d'echange 
varie maintenant comme r;3 et non plus en r;l (voir (29.15)). Comme l'energie 
cinetique est en r;2, l'interaction de contact fait diverger l'energie totale a -00 

aux grandes densites. Ainsi, selon la portee, les termes d'echange se comportent 
tres differemment en fonction de la densite Po = f!, = 4~ r;3 : 

I I6.Ecou]Omb I ex: p~/3 , I6.EDirac I ex: Po I 

956 



Matiere condensee ordonnee 

On en deduit l'energie par particule : 

soit : 

avec touJ'ours X = Ts et e = 2 (971")2/3 et de plus e" ~f §JL ( 4 )2/3 Le(s) ze 
aD 10 4' - 471" 971"' ros 

de la derivee de c:(() est(sont) donne(s) par : 

C" c'est-a-dire par l'abscisse de l'intersection du graphe de F(() avec la droite 2x( 
(voir fig. 29.11). 

~22/3 ............................... ........ ........ .. .. ~ 
3 G" /;t.:;~ 

2X' ... 7::>····1 ffi 

V ·····/ ! 
/" ; 

"........ j 

~ ~ 

1 

Figure 29.11: Determination graphique des zeros de la derivee de s(() pour Ie potentiel 
a courte portee. 

Si X est petit, Ie seul point d'intersection est en ( = 0 ; quand X augmente, la 
droite se rabat vers l'horizontale et une autre intersection se produit en ( = 1 si 

2 c" - 5 22 / 3 't' - ~ ( 2 ) 2/3 ~,~ 0 082 Q d ., x - 3" ,SOl Sl T's - 271" 971" aD - T'sl -, gao· uan T's contmue a 
augmenter, l'abscisse d'intersection decroit et se rapproche de zero, valeur atteinte 
au moment ou la pente de la droite est egale a F'(O) = 2

9
0 

; ceci se produit quand 

2 c" - 20 . . _ Stir ( 4 ) 2/3 ~ , ~ 0 097 x - 9' SOlt Sl T's - 871" 971" - T'S2 -, gao· 

Tant que T's < T'~1' la plus basse valeur de l'energie est en ( = 1 (voir fig. 29.12, cas 
(a)) : l'etat est completement polarise; lorsque T's depasse T'~1 mais reste inferieur 
a T'~2' un minimum apparait en (min < 1 (cas (c)) : la polarisation reste finie mais 
n'est plus totale. Enfin, au-dela de T'~2' Ie minimum est en ( = 0 : la polarisation 
est nulle. 

Avec ces resultats, on peut tracer Ie parametre d'ordre fixant la polarisation en 
fonction du parametre de densite T's (voir fig. 29.13, a gauche) : la polarisation 
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E(() E(() E(() E(() 

~ 
(c) (d) (e) 

-../l 
--/ I ( . { < .... 1 ( 1 ( 

Ie, = 1,,1 I..:, <", < ...... 1 Irs = r~d ~ 

Figure 29.12: Variations de c:(() pour le potentiel a courte portee selon les valeurs du 
parametre r s' 

est maintenant continue et il n'y a pas d'hysteresis. Comme deja note, une autre 
difference majeure avec le cas longue portee est la variation de l'energie des deux 
types de solutions en fonction de rs ; notamment, la hierarchie des energies est 
inversee : l'etat de plus basse energie aux faibles densites est maintenant l'etat 
paramagnetique. De surcroit, il n'existe pas de minimum (voir fig. 29.13, a droite), 
l'energie tendant vers -00 pour les grandes densites. On a deja note la dependance 
oc r;-3 de la correction 6.E, qui est une consequence immediate de caract ere extreme 
de l'interaction de contact ; de plus, comme dans le modele du jeZZium, et dans 
le traitement perturbatif adopte, seuls compte finalement la correction d'echange 
(toujours negative), il etait previsible que l'energie diverge vers -00 a tres haute 
densite. 

( ferro 
I -t--'-----'---------,.. 

para 

ferro 

Figure 29.13: A gauche: diagramme de phase pour l'interaction de contact; le "para­
metre d'ordre" est maintenant continuo A droite : variation de l'energie des deux solu­
tions para (c(O)) et ferro (c:(1)) en fonction de rs. 

On retiendra l'importance de la portee des interactions pour la nature de l'etat 
fondamental, pour une densite donnee, tout en gardant a l'esprit que les resultats ci­
dessus ont ete obtenus par un traitement naif de la repulsion entre electrons. 

29.4 Diffusion de neutrons par un gaz diatomique 

Un faisceau de neutrons de vecteur d'onde ki est diffuse elastiquement par un gaz diatomi­
que enferme dans un conteneur cubique de cote L. On designe par d~ I'axe nucleaire de la 
molecule i (1 :s; i :s; N), dont I'un des noyaux est repere par Ie vecteur Ii;, par if Ie transfert 
de moment, et on se place dans I'approximation de Born. 
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2. En delaissant la diffusion vers I'avant, montrer que I'intensite de diffusion est pro­
portionnelle a N(IF(q)12), OU F(q) est Ie facteur de structure d'une molecule, et OU 
les ( ... ) designent une moyenne sur les orientations de celle-ci. 

3. En deduire la reponse du gaz en fonction de I'angle () de diffusion. 

Un faisceau de neutrons de vecteur d'onde ki est diffuse elastiquement par un 
gaz diatomique enferme dans un conteneur cubique de cote L. On designe par d.; l'axe 
uucleaire de la molecule i (1 ::; i :::; N), dont l'un des noyaux est repere par Ie vecteur 
iii, par q Ie transfert de moment, et on se place dans l'approximation de Born. 

1. Pour une seule molecule AB , ['amplitude de diffusion est de la forme: 

ou Rj est la position de la molecule, et F (q) son facteur de structure. 

2. Pour Ie gaz de N molecules, ['amplitude de diffusion totale est: 

N 

S(q) = L [FA(q) + FB(q) eiq.d~l eiq.Rj . 
j = l 

L'intensite diffusee est proportionnelle a IS(qW, qui s'ecrit : 

N 

IS(q)12 = L Sj(q)Sj,(q) = N[1 + L ~ L [Sj(q )Sj,(q) -1]] 
j , j'= l j j' 

pour N »> I, Ie terme f:t L:j , reconstitue la moyenne sur les positions et les 
orientations des molecules du gaz, d'ou : 

IS(qW = N[1 + L ((Sj(q)Sj,(q)) - ~)] = NL(Sj(q)Sj,(q)) 
j j 

Cette derniere moyenne est (Sj(q)Sj,(q)) = (Fj(q)Fj~(q)eiq. Rje-iq.Rj') ; ['hypo­
these du chaos moleculaire au sein du gaz a l'equilibre assure que les positions 
des differentes molecules ne sont pas correlees entre elIes, et qu'il n'y a pas de 
correlation entre la position et l'orientation d'une molecule. Des lors, Ie produit 
des moyennes se factorise ; pour j' i- j : 
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La valeur moyenne de (eiif
.
Rj ) est: 

'-R- J 3 1 ' - R- 1 1£ 2 1'" . R Q (e 1q . j) = d r - e1q . = - R dR 27rsinBdBe1q casu = 
L3 L3 0 0 

47r 1£ . 47r (SinqL COSL) 47r 
-L RdR smqR = -L ~L2 - -L == -h(qL) q 0 q q q qL , 

ou j1 est lU fOll tion t · B ·I sel spMrique. Comme Lest aussi grand que l'on v 
ce terme est [' rigiue de la diffusion vers l'avant, les aut res termes j' = j conte;ut, 
I , , 'fi J ant a repons · sp .) qu lU gaz : 

IS(q)12 = NL(Sj(q)S;(q)) + diffusion vel'S l'avant . 
j 

Seulle premier terme contient de l'information sur Ie gaz, et est desormais exclu_ 
sivement considere ; il s'ecrit : 

la valeur moyenne etant bien evidemment independante de la molecule consideree 
notee simplement (IF(q)iZ) dans la suite. ' 

(IF(qW)e 
(IF(q) 12)O 

e 

(IF(rJWh; 
(IF(rJ)I2)o 

Figure 29.14: Diffusion elastique (dans l'approximation de Born) pour un gaz diatomique. 
A gauche: reponse en fonction de l'angle de diffusion, chaque courbe etant affectee de 
la valeur de kid. A droite : reponse en diagonale et vers l'arriere en fonction du module 
du vecteur d'onde des neutrons. Dans tous les cas, la structure de la reponse (presente 
si ki ~ 2:;) permet de remonter a la longueur de liaison d. 

3. En prenant pour chaque atome de la molecule une interaction de contact du genre 
pseudo-potentiel de Fermi (voir eq. (II-29.46)), caracterise par la longueur de diffu­
sion br (I = A, B), la premiere approximation de Born donne: 

- (~) Mn J 3 27rn? ,(-) 
FI q = - 27rn2 d r Mn bur = -br E lR. , 

d 'ou (IF(qW) = (bi + b~ + 2bAbB cosq.d) ; la moyenne de cosq.d est: 

(cosq.d) = ~(elq.d) = ~ 27rsinBdBelqdcas/:J = - sinqd , ~ .- - 1'" . 47r 
o qd 
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sin (2k·d sin It) 
(IF(q .... )1 2

) = b2 + b2 + 47fb b I 2 A B AB kd . (} 
i sm 2 

ou ki est le module du vecteur d'onde des neutrons incidents (et diffuses puisque 
la diffusion est supposee elastique). 
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Corriges du chapitre 30 

Electrons dans un cristal 

30.1 Modification de la sphere de Fermi pour un al­
calin 

Les alcalins (un electron de conduction par atome) cristallisent dans Ie systeme cubique 
centre (CC). Dans toute la suite, N est Ie nombre d'electrons quasi-libres, V est Ie volume 
de I'echantillon sur lequel sont definies les conditions cycliques de Born - von Karman; par 
ailleurs, on se place a temperature nulle. 

Preliminaires 

1. Soit k~ Ie module du vecteur d'onde de Fermi calcule pour des electrons libres. Donner 
I'expression de k~ en fonction de N et V. Quelle est I'energie de Fermi c~ correspon­
dante? 

2. Preciser Ie reseau reciproque, 8. On rappelle que si a designe Ie cote de la maille cubique 
conventionnelle du reseau direct B, la longueur du cote de la maille conventionnelle de 
Best egale a 47rja. 

3. Soit f Ie centre de la maille de Wigner - Seitz de i3 (premiere zone de Brillouin) et N 
I'un des douze plus proches voisins de f. Calculer la longueur fN. Dans toute la suite, 

~ ---> 
on designe par K Ie vecteur fN. 

4. En deduire que la sphere de Fermi des electrons libres ne coupe pas Ie plan de Bragg 
associe a K. Illustrer ceci par un schema aussi explicite que possible. 
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Modification de la sphere libre 

En raison du potentiel periodique (suppose faible), la loi de dispersion libre cO(k ) : 

2 -2 

cO(k ) ~~ ~ 
2m (30.1) 

est modifiee pres des plans de Bragg. Au voisinage du seul plan de Bragg de K, I'approxi 
tion des electrons presque libres donne les deux bandes : tna-

(30.2) 

ou : 

(30.3) 

et ou V(K) est la composante de Fourier pertinente du potentiel de reseau . Dans la suite 

on calculera en coordonnees spheriques (angles e et ¢) en prenant I'axe Oz dirige suivant R' 

1. Calculer ~(k ) et 6. (k ) en fonction del k, K et e. 

2. S'agissant de trouver la surface de Fermi modifiee par Ie petit potentiel periodique, quel 
signe doit-on choisir dans I'expression (30.2) ? Dans la suite, on designe simplement 

par c(k ) la branche ainsi retenue et on suppose que k < if. 
3. La surface d'energie constante donnee CF a formellement pour equation : 

c(k )= cF. (30.4) 

Expliciter cette relation en retenant les termes d'ordre 2 en IV(K)I au plus. Montrer 
qu'elle peut s'ecrire : 

(30.5) 

ou fest une fonction sans dimension de la forme: 

f(e) = 1 
1 - C cose ' 

c = 2 J2mc~ 
fiK < 1 . (30.6) 

Decrire qualitativement les modifications par rapport a la sphere libre de Fermi. 

4. Le niveau de Fermi, CF, s'obtient par I'equation : 

J d3k - N 
2 -8(cF- c(k))=-

(21f)3 V ' 
(30.7) 

ou 8(x ) est la fonction echelon-unite. D'ou vient Ie facteur 2 au premier membre ? 

l k designe Ie module de k, etc. 
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5. La contrainte exprimee par la fonction de Heaviside signifie que les niveaux sont remplis 
en k jusqu'a une certaine valeur kmax (dependant de I'angle e). Montrer que, toujours 
au meme ordre d'approximation et lorsqu'un seul plan de Bragg est en jeu, Ie niveau 
de Fermi est calculable a partir de I'equation : 

ou I designe "integrale : 

I ~ (o1f sine de. 
in 1- C cose 

N 
V' 

6. Deduire de ce qui precede que la variation de EF est don nee par: 

(30.8) 

(30.9) 

(30.10) 

Calculer I'integrale I pour obtenir I'expression finale de la variation du niveau de Fermi 
incluant au second ordre I'effet du potentiel de reseau pour un seul plan de Bragg: 

~ 2 0 0 
_ 0 __ IV(K) I kF 1 K + 2kF 

EF EF - 4E~ K n K - 2k~ (30.11) 

Compte tenu du nombre de plans delimitant la premiere zone de Brillouin, quelle est 
la variation totale du niveau de Fermi? 

Les alcalins (un electron de conduction par atome) cristallisent dans le systeme 
cubique centre (CC). Dans toute la suite, Nest le nombre d'electrons quasi-libres, V == L3 
est le volume de l'echantillon sur lequel sont definies les conditions cycliques de Born -
von Karman; par ailleurs, on se place a temperature nulle. 

Preliminaires 

1. Chaque etat orbital ¢k etant associe a un petit cube de cote (~) 3, et compte 

tenu des deux possibilites de spin on a 2(41f/3)k~3 - N d'ou kO - (371'2)1/3(!'L)1/3 , (21f/L)3 -, F - v' 
o 0 h,

2
k

o2 
0 h,2 ( 2 N)2/3 L'energie de Fermi EF correspondante est EF = ~, soit EF = 2m 371' V . 

2. Le reseau direct etant CC, le reseau reciproque Best CFC, avec une maille conven­
tionnelle de cote 471'/ a ; chaque n08ud de B a 8 premiers voisins, chaque n08ud de 
B en a 12. 

3. Soit f le centre de la maille de Wigner - Seitz de B ; son plus proche voisin est en 
un point N situe au centre d'une face de cote 4: : la distance fN est donc la moitie 

de la diagonale d'un carre de cote 4:, soit ~ 4: y'2, d'ou fN = J¥a' 
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4. Le reseau direct etant ee, la maille convent,ionn lie c;ontient 2 atomes : la de ' . 
~ est donc egale a ;3 : Ie vecteur d'ond d F rmi a pOUl" longueur k~ := (67l"2)0~1~6 
qui est plus petite que rN /2 pui:que 6 < 23/21f ~ 8 9 : la sph()l'e de Fel"01i tle c ii, 
donc pas Ie plan de Bragg de K et est tout enWll" largemen a l'in 'rielll" tp · 
maille de Wigner - Seitz (voir fig. 30.1). (e 1<1, 

Plan de Bragg de K 

47r 

a 

Figure 30.1: Representation plane a l'interieur la maille de Wigner - Seitz d'un alcalin. 
La sphere libre de Fermi a un rayon plus petit que la distance du centre de la maille a 
l'une de ses faces. La maille de Wigner - Seitz est en realite un dodecaedre regulier. 

Modification de la sphere libre 

Au voisinage du seul plan de Bragg de K, l'approximation des electrons presque libres 
donne les deux bandes ecrites dans l'equation (30.2). 

1. En raison des definitions rappelees, et en prenant l'axe Oz dirige suivant K, on a : 

~ 1 112 [~2 ~ ~ 2] 112 (2 K2 ) 
~(k)=-- k +(K-k) =- k +--kKcosB 

22m 2m 2 ' 

~ 1 112 [~2 ~ ~ 2] 112 K2 
~(k)=-- k -(K-k) =-(--+kKcosB). 

22m 2m 2 

2. La surface de Fermi modifiee par Ie petit potentiel periodique s'obtient en prenant 
evidemment Ie signe - dans l'expression (30.2). Dans la suite, on designe simple­

ment par c(k) la branche ainsi retenue et on suppose que k < If. 
3. c(k) se developpe suivant : 

2m (~) 2 K2 (kKcosB _ K22)2 + (2ml~2(K)I)2 __ /i:2c k = k + 2 - kK cos B - ,. 
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K2 K2 [ 1 (2mIV(K)I/112)2 
k2 + - - kK cos e - 1 kK cos e - -I 1 + -2 2 2 + ... J . 

2 2 (kK cos e - ~ ) 
La quantite a l'interieur de la valeur absolue en facteur etant negative puisque 
k < 1f, il reste : 

2m c(k) = k2 _ ~ (2n: IV (K)I!11
2

)2 + ... 
112 2 ~ - kK cos e 

La surface de Fermi est definie par l'egalite c(k) = cF, soit : 

2 1 (2mIV(K)I/112)2 2m 
k - - K2 + ... = ~cF 

2 "'2 - kK cos e " 
S'agissant de trouver la loi de dispersion a l'ordre le plus bas, on peut remplacer k 
au denominateur par v2mc~/112, d'ou : 

k2 _ ~ (2mIV(K)I/112)2 _ 2m 
2 ~2 _ v2mc~/112Kcose + ... - 112 cF , 

d'ou l'on tire l'expression de k, que l'on peut mettre so us la forme: 

J 2mcF [ 1 2mIV(K) 12 J 1/2 k ~ -- 1 + ----------;==--- -~~-i-'---
- 112 1- [2/(I1K)lv2mc~ cose 112K2c~ , 

so it : 

avec: 

kF ~ J272cF , f(e) ~ 1 C=2~ == k~ = 6
1

/

3 

< 1 
{. l-Ccose' 11K K/2 71'1/3)2 

L'ecart a la sphere libre de Fermi k = kF est decrit par le terme complementaire 
de 1 dans le crochet et fait apparaitre une deformation angulaire d'autant plus 
grande que l'angle e est petit, c'est-a-dire que k est proche de K, comme attendu 
(voir fig.30.2) ; on retiendra l'image : le plan de Bragg "aspire" la sphere libre 
et provoque une boursuflure de celle-ci. Noter que l'inegalite C < 1 assure que la 
fonction f(e) n'a pas de singularite (e est reel). 

4. Le niveau de Fermi, CF, est fixe par l'egalite 2 J (~:~3 8(cF - c(k)) = ~ ou 8(x) 
est la fonction echelon-unite; le facteur 2 provient des deux possibilites de spin: 
chaque petit cube fixant k a 2;; pres, donc l'orbitale ¢};" on peut mettre deux 
electrons de spins opposes pour fabriquer la spin-orbit ale 11/;};,) = ¢};, 0 I±)· 

5. L'egalite fix ant le niveau de Fermi CF s'explicite comme suit: 

1 1+00 

k2dk 17r ede {I si k :::; kmax(e) N 
-3 271' sin x 0 V ' 471' 0 0 autrement 
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" 
" " 

,plan de Bragg 

~'I------, I sphere deformee I 

Figure 30.2: Deformation de la sphere libre quand k est au voisinage de ~ . 

ou kmax((j) ~ kF[l + ~(e)l. L'integration sur k est immediate et on obtient : 

~ r sin ede k~ax(e) = N
V 

. 
67r io 

En restant toujours au meme ordre perturbatif vis-a.-vis du (petit) potentiel perio­
dique, [1 + ~(e)p ~ 1 + 3~(e), d'ou : 

_1_(2mE.'F)3/2[2+3mIV(KW r sine de] = N 
67r2 ti2 ti2K2E.'~ io 1- ccose V ' 

le 2 dans le crochet venant de 1071" sin ede, ou encore : 

ou I ~ r71" sing de. 
Jo 1- C cos g 

N 

V 

6. En l'absence de potentiel periodique (ordre zero), on a ~ e,;;~~ ) 3/2 = ~ ; faisant 

le rapport membre a. membre, il vient : 

(E.'F) 3/2 [1 ~ mIV(KW I] = 1 
o + 2 t.2K2 0 ' cF /L cF 

soit, toujours au plus bas ordre : 

L'integrale I vaut : 

17r sin e 1 171" 1 1 + C K K + 2k~ 
1 cede = C In(l - C cos e) = C ln -C = - ko ln K kO ' o - cos 0 1- 2 F -2 F 

d'ol! la variation du niveau de Fermi tant qu 'un seul plan de Bragg est en jeu : 

~ 2 0 0 
c _ cO = _IV(K)I kF In K + 2kF 

F F 4co K K _ 2ko 
F F 
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Le H3seau reciproque 13 est un CFC, ou chaque nceud possede 12 voisins ; il y a 
done, compte tenu de la symetrie cubique, 12 plans de Bragg delimitant la maille 
de Wigner - Seitz de 13 (la premiere zone de Brillouin est un dodecaedre regulier) . 
Chacun de ces plans provo que Ie meme deplacement du niveau de Fermi, de sorte 
qu'en definitive la variation tot ale est: 

- 2 a a _ a _ _ 3IV(K)1 kF I K +2kF 
EF cF - E~ K n K - 2k~ 

ou encore : 

30.2 Modulation de l'energie de site pour un reseau 
en liaisons fortes 

On considere un reseau unidimensionnel de para metre de maille a, traite en liaisons fortes, 
ou I'energie atomique varie d'un site a I'autre. Le Hamiltonien d'un electron se deplac;:ant sur 
Ie reseau est ecrit sous la forme H = Ha + V avec: 

Ha = -t 2)ln + l )(nl + In)(n + 11) (t > 0), V = L vn ln)(nl . (30.12) 
n n 

Les etats {In)} n sont des etats atomiques se deduisant tous les uns des autres par translation ; 
In) est I'etat localise autour du site d'abscisse x = na ; les etats { In )}n sont supposes 
orthonormalises ((nln') = onn')' Le cas echeant, on prendra en compte des conditions 
cycliques avec N sites. 

La modulation de I'energie de site est une onde plane d'amplitude Va et de nombre 
d'onde f), : 

27r 
v(x) = Va cos f),X , f), = - . (30.13) 

1/a 

ou 1/ et Va sont des quantites positives. Vn designe la valeur de v(x) au point x = na. 

Etats de Bloch 

l. Quelle difference qualitative existe-t-il entre Ie cas 1/ E N* ou rationnel, et 1/ irrationnel ? 

2. Dans Ie cas ou 1/ = P E N* , dessiner une maille elementaire du reseau. 

3. Dans cette question, on ne considere que Ha et on introduit les N etats : 

7r 7r 
- - < k < +- (30.14) 

a a 
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(a) Soit Tm I'operateur associe a la translation rna. Combien vaut Tmln) 7 T 
TmlV;k)' . rouver 

(b) En deduire que lV;k) est propre de Ho et donner I'expression de la valeur 
correspondante, t(O) (k) . propre 

Cas particulier p = 2 

Dans cette partie, on choisit p = 2. 

1. Quelle est une maille primitive? 

2. On pose: 

(30.15) 

ou k est dans I'intervalle [- ;a' +;al- Calculer Tmlv;k,,·). Qu'en deduit-on POur 
I'element de matrice (V;k,rIHIV;k',r/) quand k =I- k' ? 

3. (a) Utiliser les resultats obtenus precedemment pour ecrire HolV;k,r) (r = 0, 1) . 

(b) Calculer VIV;k ,r) (r = 0,1) . 

4. En deduire la matrice 2 x 2 representant H dans Ie sous-espace lV;k, r), r = 0, 1. 

5. Trouver les valeurs propres de H, trek) , avec to(k) < t l(k). En deduire les lois de 
dispersion dans I' intervalle [-21T

a' + 21Ta l et les representer graphiquement. 

6. L'etat propre associe a to(k) est note : 

(30.16) 

Donner I'expression de tanek. 

7. En deduire I'expression de I'etat propre l<I>k, 1) associe a tl(k). 

Cas p entier et p 2': 3 

Dans la suite, p est un entier positif :2: 3. On detinit les p vecteurs : 

1
0'. ) ~ _ 1_ ""' n ink a I ) cpk,r ffi 6 ar en, 

n 

7r 7r 
-- < k < +- , 

pa pa 
(30.17) 

ou les aT sont les raci nes p es de I' unite : 

(r = 0, 1, 2, . .. , p - 1) (30.18) 
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1. A quoi est egal HaIWk,r) ? En deduire les lois de dispersion dans la zone reduite 

[-;" +;aJ· 
2. En calculant VIWk, r) , montrer que Ie sous-espace engendre par les p vecteurs IWk, r) 

est stable par H. 

3. Combien y a-t-il de valeurs propres cr(k) ? 

4. Sans faire de calcul, tracer qualitativement pour p = 3 Ie graphe des valeurs propres 

de H en fonction de k pour k E [- 3
1T
a' + 31Tal-

Remplissage fractionnaire particulier 

On suppose que dans Ie cristal une fois constitue, il y a en moyenne 2/3 d'electron par atome. 

1. Pour Ie cristal non module (K: = 0), quel est Ie taux de remplissage de la bande ? 

2. Le solide est-il conducteur ou isolant ? 

3. Indiquer un moyen permettant d'inverser la propriete de conduction du solide. 

Il s'agit d\~tudier la consequence d'une modulation spatiale du potentiel periodique 
sur les proprietes electroniques d'un reseau unidimensionnel de parametre de maille a, 
traite en liaisons fortes. On verra notamment qu'en ajustant Ie taux de remplissage 
des bandes en fonction de la modulation, il est possible de modifier radicalement les 
proprietes de conduction, transform ant un conducteur en isolant, ou inversement. 

La modulation est decrite en ajoutant au Hamiltonien Ha d'un reseau parfait une 
perturbation V ayant sa propre periodicite : 

Ha = -t 2:) In + 1)(nl + In)(n + 11) (t > 0), V = :L vnln)(nl ; 
n n 

les etats {In)}n sont des etats atomiques orthonormalises se deduisant les uns des autres 
par translation; In) est l'etat localise autour du site d' abscisse x = na. La modulation V 
est done une variation locale de l'energie sur un site, que l'on peut imaginer traduisant 
la profondeur variable dans l'espace des differents puits atomiques. On la choisit comme 
une onde plane d'amplitude Va et de nombre d'onde K:, vex) = Va COSK:X avec K: = ~:, l/ 

et Va etant positifs, avec l'identification Vn = v( na). 
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Etats de Bloch 

1. Si v = pEN, la p r llL'bation introduit tme n uv 11 (plu p Lite) periode sp t. 
pa, mais nc l'uil1e pa la ymeLri d tran lation d rt qu · outes les prop~i ~a~e 
Mes a c tl. ill'tl'i P r i t 11 , av' tt no,lv 11 peri d I lUeme en presel1C etes 
V. La mem· perio Iici ' ubsisL si II L un rationn I ~. e de 

En revanche, si vest irrationnel, toute symetrie de translation est brisee. 

2. Quand v = p E N*, une maille s'etend sur p sites du reseau non perturbe. 

pnceuds 

Figure 30.3: Maille elementaire lorsque la perturbation a pour periode spatiale pa. 

3. Dans cette question, on ne considere que Ho et on introduit les N etats de Bloch 
IWk) = IN Ln einkaln) (-~ < k < +~). 

(a) Par definition, si ¢n(x) est la representation-q du ket In), on a: 

Trn¢n(x) = ¢n(x - ma) == ¢o (x - (m + n)a) , 

Ie resultat de l'operateur de translation etant une fonction decalee en bloc 
(sans deformation) de ma, d'ou Trnln) = In + m). Avec la definition de IWk ) : 

TmlWk) = ~ L einkaln + m) = ~e-imka 2:>in'ka ln') == e-imka IWk ) 
n ~ 

(b) Comme Ho commute avec tous les operateurs de translation, on a : 

montrant que si k' # k, l'element de mat rice de Ho est nul. Comme il y a 
aut ant de vecteurs IWk) distincts que de vecteurs In), IWk) est propre de Ho · 
Ceci peut aussi se voir directement en calculant l'action de Ho sur un IWk ) : 

en vertu de l'orthogonalite des etats localises, il vient : 

Holwk ) = - ~ L L(ln + 1)6n'n + In)6n'n+1) ein'ka = 
v l V n n' 
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l'indice n etant muet, Ie premier terme peut etre remplace par ei(n-1) ka ln ), 
donnant finalement : 

CaS particulier p = 2 

pans cette partie, on analyse une modulation sur deux sites. 

1. Avec p = 2, une maille primitive contient deux sites du reseau non perturbe j 

la maille primitive augment ant d 'un facteur 2, la premiere zone de Brillouin est 
contractee dans la meme proportion et s'etend entre ± {a' 

2. Avec les definitions : 

ou k est dans l'intervalle [- {a' +;:,], on a : 

T. In l' ) = _1_ '"""' einkaln + m) = e- imkalnl, ) m'l-'k,O ..fN L...J 'l-'k,O , 
n 

T. Inl, ) = _1_ '"""' eimr einka In + m) = e - im(ka+7r) In l, ) 
m 'l-'k,l ..fN L...J 'l-'k, 1 , 

n 

d'ou TmIWk ,r) = e- im(ka+r7r)lwk,r). Quand k =f. k', IWk, ,.) et IWk',r') sont propres 
de tous les operateurs de translation avec deux valeurs propres distinctes : l'element 
de matrice (Wk,rIHIWk',r') est donc nul, quels que soient r et r'. 

3. (a) L'action de Ho sur IWk, r) s'obtient immediatement : 

Holwk ,O) = -2tcoskaIWk,o) , 

Holwk,l) = -2tcos(ka + 7r)IWk,O) = +2tcoskaIWk,0) 

(b) Avec K, = ~: et p = 2, V = I:n Va cos (na~) In)(nl = Va I:n( -l)nln)(nl : 

VIWk,O) = ;H L( _l)n L ein'kaln')(n'ln) = VOIWk, 1) , 
n n' 

4. La mat rice 2 x 2 representant H dans Ie sous-espace IWk, r), r = 0, 1 est donc : 

H -> [ -2tcoska va ] 
va +2tcoska 
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5. Les deux valeurs propres sont les solutions de : 

1 

-2tcoska - c 
Vo 

Vo 
+2t cos ka - c 

soit, avec les notations introduites : 

1=0 

Les deux lois de dispersion sont repn§sentees sur la figure 30.4 avec I' === 0 5 
t , . 

Comme attendu, des gaps sont ouverts pour les valeurs de k donnant un croisernent 
de niveaux a l'ordre zero. 

+V4t2 + vB ----,...- cl(k) 

........................ 1.~9.L __ ...... 
i 
i k 

1f 1 • 
l+~ - 2a : ....................................... _.... 2a 

co (k )--t----.--

Figure 30.4: Lois de dispersion pour une modulation sur deux atomes (p = 2). 

6. Notant I <Pie, 0) = cos Ih l'lfile , 0) - sinBlel'lfile, 1) l'etat propre associe a co(k), on a: 

cos Ble ( - 2t cos ka + J 4t2 cos2 ka + V~ ) - sin Ble Vo = 0 , 

d'ou: 

tanBIe = ~ (- 2tcos ka +V4t2 cos2 ka + V~) = Va 
Va 2t cos ka + J 4t2 cos2 ka + v~ 

7. l' etat pro pre I <P Ie , 1) est orthogonal 801 <P Ie, 0) ; a une phase pres, il est : 

Cas p entier et p ~ 3 

1. Dans les notations introduites dans l'enonce, on a : 

Hal'lfile , r) = - ~ L Q~ einlea(ln + 1) + In - 1)) = 
n 
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__ t_ L ( ~ e-ika einkaln) + a r e- ika einkaln)) = -2t cos (ka + r 27r) l1fJkr) 
ffi n a r P 

Les lois de dispersion de Ho sont done: 

(r = 0, I, 2 .. . , P - 1) 

3a 

c~O\k) -2t 

Figure 30.5: A gauche: lois de dispersion c~o) (k) representees dans la premiere zone de 
Brillouin pour Ie reseau de maille pa entre ±.2C... A droite, Ie cas p = 3, repris ci-dessous. 

pa 

2. Par ailleurs : 

V = Vo Leos (27r na)ln)(nl = Vo L (a~ + ain) In)(nl , 
n pa 2 n 

d'ou: 

soit VI1fJk, 1') = T (l1fJk 1'+1) + l1fJk 1'-1)), egalite montrant que Ie sous-espace engendre 
par les p veeteurs l1fJk, 1') est stable par V, done par H : 

3. II yap valeurs propres c1'(k), que l'on peut trouver en diagonalisant numeriquement 
la mat rice de H ; les lois de dispersion sont prineipalement modifiees au droit des 
eroisements de niveaux, e'est-a-dire pour k = ° et k = ±;a' 

4. Par exemple, pour p = 3, la matriee de H est: 

[ 

-2tcoska 
H -4 vo/2 

° 
vo/2 

-2t eos(ka + 2
3
"') 

vo/2 
VOO/2 l · 

-2teos(ka+ 4;) 

L'equation earaeteristique a trois raeines reelles aux expressions rebarbatives ; leur 
variation en fonction de k est representee sur la figure 30.6. 
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~--~~--+---~~~---n k 

+3a 

Eo(k ) -2t 

Figure 30.6: Lois de dispersion cr Ck) representees dans la premiere zone de Brilloui 
pour Ie reseau de maille 3a et avec ~ = 0,4 ; les courbes en trait fin sont les valeur

n 

propres al'ordre zero CVo = 0) . s 

Remplissage fractionnaire particulier 

En inserant dans Ie solide des ions positifs compensateurs, on peut faire varier Ie nombre 
d'electrons disponibles pour remplir les differentes bandes. 

l. Chaque bande peut accueillir 2N electrons; comme seuls 2: electrons sont a caser, 
la bande unique du cristal non module est remplie au tiers de sa capacite : Ie taux 
de remplissage vaut ~, Ie cristal (non module) est conducteur. 

2. Une fois la modulation sur trois sites installee, chacune des trois bandes crCk) peut 
accueillir 2: electrons; maintenant la bande inferieure coCk) est pleine, les deux 
autres sont vides : Ie solide est isolant . 

3. La propriete de conduction du solide est inversee si on reduit Ie dopage en ions 
compensateurs, de sorte que Ie taux de remplissage soit superieur a ~ C ou a ~). 

30.3 RegIe de selection pour un cristal parfait 

II s'agit d'etablir la regie de selection impliquant Ie vecteur d'onde k caracterisant les etats 
propres electroniques d'un cristal suppose sans vibrations , et d'en donner une interpretation 
physique. Dans toute la suite, k est choisi dans la premiere zone de Brillouin. 

Definition du modele 

1. Les seuls etats excites consideres dans la suite sont des etats de Bloch I?)!;;;) ; ecrire la 

relation entre ?)!;;;(f + R) et '¢;;;Cf). 

2. L'etat fondamental du cristal, note I?)! g) , non-degenere, est invariant dans toute trans­
lation YCR) du reseau de Bravais B : 
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Sachant que cet etat, lui aussi, satisfait Ie theoreme de Bloch, quelle est la valeur du 
vecteu r d' onde de cet etat ? 

perturbation du cristal par un champ electromagnetique 

Le crista I est soumis a une on de plane monochromatique de vecteur d'onde if, traitee semi­
classiquement. Dans ces conditions, I'amplitude de transition A g-+f de I'etat fondamental a 
I'etat excite l?jif) est (au premier ordre) proportionnelle a une integrale (temporelle) contenant 

I'element de matrice (?ji f leiq·f'I?jig)· 

1. Pour un cristal tridimensionnel, on a : 

(30.19) 

En effectuant Ie changement de variable f' = f' 1 + ii, etablir la relation entre les deux 
integrales J d3r l .•. et J d3r ... 

2. A quelle condition I'amplitude de transition est-elle forcement nulle a cet ordre ? 

3. A contrario, exprimer d'une phrase impliquant Ie reseau n§Ciproque 13 la condition sur 
k - if pour que la transition soit possible2 . En donner une interpretation physique. 

4. Quelle autre condition Ie resultat evoque-t- il ? 

5. On suppose que la difference d'energie entre l?jig) et les l?jif) est de I'ordre de 2 eV. 
Quel est, pour une onde resonnante, I'ordre de grandeur de la longueur d'onde A et du 
module du vecteur d'onde if? 

6. Justifier I'appellation de transition verticaLe pour une transition dont Ie vecteur K E 13 
apparaissant dans la condition 3 est egal a zero (transition dite normale). 

7. Pour une transition verticale a partir de I'etat fondamental, quelle est la valeur de la 
quasi-impulsion de I'etat excite accessible? 

8. Sans calcul, mais en donnant une explication claire et precise, ecrire et interpreter la 
condition exprimant que la transition normaLe intrabande l?ji f ) -t l?jif ') est permise 
(I'illustrer par un petit dessin d La Feynman). 

Extension au cas d'un cristal bi- ou uni-dimensionnel 

1. Pour un reseau bi-dimensionnel Z} , de vecteurs primitifs ?h et 0,2, quelle est la forme 
du vecteur ii ? 

2En parei l cas, on dira simplement dans la suite que la transition est permise. 
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2. On introduit transitoir~ment un vecteur ii3 perpendiculaire aux deux vecteurs ~. 
Z2 On designe par B Ie reseau reciproque construit sur trois vecteurs prirn .t~f' ~e 

~ I IS b 
(i = j , 2, 3) formes en partant des relations usuelles entre les bj et les iii Ra j 

ces relations. . Ppeler 

3. On note f) I'angle entre iiI et ii2. (alculer les modules des bj . 

4. Pour engendrer de fait un reseau bidimensionnel, on fait tendre Ie module de a 
I'· f· . Q I I did b~' I I· . 7 3 Vers In Inl. ue va ent es mo u es es j a a Imlte . 

5. Suivant ce procede, quelle est la dimension du reseau reciproque du reseau bidirnen_ 
sionnel ? 

6. Quelle que soit la dimensionnalite du cristal, on a trouve precedemment la condition : 

ei(iJ-kJR = 1 , 

exprimant que la transition l1/lg) --; l1/lk) est permise. En deduire la forme precise de 

k - if pour que cette transition soit permise pour un reseau bidimensionnel. Illustrer 
par un schema . 

7. En se bornant aux transitions normales, quelle peut etre la quasi-impulsion k des etats 
excites accessibles par perturbation du champ electromagnetique ? 

8. Expliquer brievement comment ces resultats se transforment dans Ie cas d'un reseau 
uni-dimensionnel. 

Definition du modele 

1. Pour tout etat de Bloch l1/lk) , on a 1/l"k(f'+ R) = eik.R1/lk(f'). 

2. L'etat fondamental du cristal, I1/! g) , est invariant dans toute translation T (R), 
1/!g(f' + R) = 1/!g(T) : son vecteur d'onde de Bloch est done nul. 

Perturbation du cristal par un champ electromagnetique 

Dans Ie traitement precise, l'amplitude de transition Ag->k de l'etat fondamental a l'etat 

excite 11/l"k) est (au premier ordre) proportionnelle a (1/!kleiiJ·i'I1/lg). 

1. Le changement de variable f' = f'1 + R donne : 
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d'ou la relation entre les deux integrales : 

la variable d'integration ":' etant muette, les deux integrales ci-dessus sont egales 
entre eIles. 

2. Revenant a l'ecriture avec les elements de matrice, il vient : 

On en deduit que si ei(i/-f).R =1= 1, l'amplitude de transition est a cet ordre. 

3. La condition sur k - qpour que la transition soit possible est donc que la difference 
k - if cOIncide avec un vecteur du reseau reciproque : 

4. Ce resultat evoque manifestement une loi de conservation de l 'impulsion ; toutefois, 
comme Ie vecteur k au centre du theoreme de Bloch est seulement une pseudo­
impulsion, cette loi de conservation s'ecrit modulo un vecteur quelconque du reseau 
reciproque 8. 

5. Si la difference d 'energie entre l'¢Ig) et les l'¢If) est de l'ordre de 2 eV, la longueur 

d'onde d'une lumiere resonnante est de l'ordre de 6,6x10 -
34

X3x10
8 

x IOlOA soit 2x1,6x10 1 9 , 

).. ~ 6 200A, correspondant a q = 2; ~ 10-3 A-I. 

6. Dne maille du cristal a pour dimension lineaire ~ 2: ; avec a ~ 5 A, la dimension 

lineaire de la premiere zone de Brillouin est de l'ordre de 1 A-I . A cette echelle, la 
transition possible avec K = 0 est pratiquement verticale puisque q «< 1 A- I. 

7. Pour une transition normale a partir de l'etat fondamental , la valeur de la quasi­
impulsion de l'etat excite accessible est donc pratiquement nuIle. 

8. Pour une transition en absorption, Ik ) -4 Ik' ), la conservation de l'impulsion se 
traduit par k' = k + if ; il faut egalement satisfaire la conservation de l'energie : 
a l'interieur d'une bande dont la loi de dispersion est c(k) = nw(k), on do it avoir 
nw(k') = nw(k) + nw, avec w = kc s'il s'agit d'une transition induite par Ie champ 
electromagnetique. 

Ce processus elementaire peut etre illustre par un diagramme de Feynman (voir 
fig . 30.7 a droite) 
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bande d'etats 
excites 

fondamental 

bande d'etats 
excites 

k' = k+if 
rlW(k') = llw(k) + llw 

Figure 30.7: A gauche: illustration schem' tiqu d l' xcitatiol1 du cristal , a par it'd 
fondamental, par une onde de vecteur d'ond q. POUl' une transition dan .. l'OPLiq ' \l 
Ie vecteur g est minuscule a l'echelle, de la. pr'mib' zone de Bl'iUoUUl : I ran iL~1 
(normale, J( = 0) est quasi verticale. A droite: transition intl'abancie, l'app Ids loi ~n 
conservation pour une transition reelle et diagramme de Feynmau. e 

Extension au cas d'un cristal bi- ou uni-dimensionnel 

1. Pour un reseau bi-dimensionnel 'I}, tout vecteur REB est de la forme: 

2. Un jeu de vecteurs primitifs du reseau reciproque s'obtient par hI = 211' (_ ii2':<iit ) et 
aI, a21 aa 

permutations circulaires. Par construction, h3 est perpendiculaire au plan (aI, (2). 

3. Si 0 est l'angle entre ch et a2, on a : 

quant au produit mixte au denominateur, il vaut (aI, a2, (3) = ala2 sinO x a3 ; on 
en deduit : 

~ 211' 
IIblll=-·-O' alsm 

4. Quand on fait tendre Ie module de a3 vel'S l'infini pour engendrer de fait Ie n§seau 
bidimensionnel, les modules de hI et h2 sont constants, celui de h3 tend vel'S zero . 

5. Suivant ce pro 'd', 1 1" eau n3ciproque 13 du reseau bidimensionnel B2 est un 
reseau d droiles pn.rallel s coupant Ie plan (hI, b2 ) suivant un reseau 7i} de points, 
forme d interse tions d ces droites avec Ie plan; ces intersections forment Ie 
reseau reciproque 132 ordinairement considere. 

6. La condition ei(if-f)R = 1 exprime toujours que la transition l'¢Ig) -4 l'¢If) est 

permise : il faut done que q - k coincide avec un vecteur j( E 13. j( est ici un 
vecteur qui se decompose en la somme d'un vecteur j(2) du reseau 132 et d'un 
vecteur kl.. perpendiculaire a ce reseau plan: maintenant la loi de conservation 
n'est quantifiee que suivant Ie plan, la longueur du vecteur kl.. est quelconque (voir 
fig. 30.8). 
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figure 30.8: Le reseau reciproque d'un reseau bidimensionnel est un reseau de dT'Oit~s 

par alleles coupant Ie plan perpendiculaire suivant Ie reseau reciproque bidimensionnel 8 2 

habituellement considere. 

7. En se bornant aux transitions normales, la quasi-impulsion k des etats excites 
accessibles par absorption d'un photon d'impulsion nq est donc de la forme q + k.l : 
comme elle n'est plus quantifiee dans la direction perpendiculaire, un etat materiel 
est couple a. un continuum de photons, avec to utes les consequences physiques, 
notamment l'ouverture d'un canal radiatif (etat discret couple a. un continuum) 
entrant en competition avec les autres canaux de declin, par exemple la degradation 
par les phonons du reseau, ou tout autre processus permettant une conversion 
interne (voir Tome II, Remarques pp.1179 et 1344). 

8. Dans Ie cas d'un reseau unidimensionnel de parametre a, on considere ordinairement 
un reseau reciproque unidimensionnel, .81, de maille 2: ; en realite, Ie vrai ~eseau 
reciproque est un reseau de plans paralleles coup ant la ligne supportant 8 1 aux 
noouds de ce dernier. A nouveau, une excitation materielle accessible par absorption 
d 'un photon nq a une impulsion k de la forme q + k.l' OU k.l 1.. .81 . Le canal de 
declin radiatif existe a fortiori. 

30.4 Un modele pour Ie graphite 

La variete graphite du carbone est constituee d'un empilement de plans paralleles conte­
nant chacun un reseau en nid d'abeille. La relativement grande distance entre deux plans 
consecutifs3 justifie que I'on puisse, pour certaines proprietes, considerer cette structure 
comme un empilement de plans sans interaction mutuelle d'aucune sorte. (ette hypothese 
etant admise, I'etude du graphite se reduit a la consideration d'un seul plan, I'objectif etant 
ici d'analyser la conductivite bidimensionnelle. 

Dans tout Ie probleme, on considere donc un reseau plan en nid d'abeille, n, construit 
sur des hexagones de cote I dont chaque sommet est occupe par un atome de carbone. Le 
cas echeant, on rapportera Ie plan ~2 a un repere orthonorme (i, J) (voir fig. 30.9). 

3La distance entre deux plans consecutifs est environ 2,4 fois superieure it. la distance entre deux 
atomes voisins d'un meme plan. 
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Figure 30.9: Fragment du H~seau plan en nid d 'abeille 

1. Etude de la structure cristalline 

(a) Le reseau nid d'abeille est-il un reseau de Bravais? 

(b) Preciser un reseau de Bravais B et son motif (base) permettant d'engendrer Ie 
reseau R . 

(c) $oit aI, a2 deux vecteurs primitifs de B formant un angle aigu, al etant choisi Ie 
long de i. Exprimer leur longueur a en fonction de l. Quelles sont les composantes 
de a2 7 

(d) Quel est Ie "volume" d'une maille primitive de B ? 

(e) Trouver les deux vecteurs p~i~itifs hI, b2 du reseau reciproque associes a aI, a2 
(Ies exprimer sur la base (i, j )). Quel est Ie "volume" d'une maille primitive 
de B? 

(f) Independamment du motif, a quelle condition sur Ie transfert de moment kf - ki 
observe-t-on une tache de diffraction? 

(g) $oit P(g) Ie facteur de structure geometrique associe au motif. En esignant par 
Ii et Ii + dies rayons-vecteurs de deux elements du motif, ecrire I'expression de 
P(g). 

(h) Trouver la(es) condition(s) d'extinction des raies compte tenu du motif. 

2. Structure electronique dans l'approximation des liaisons fortes 

Dans toute la suite, on definit une fonction atomique de type4 2po sur chaque site de 
R; la fonction centree sur Ie site en Ii est notee <Pli' celie centree sur Ii+d est notee de 
meme <Pli+l. On negligera tous les produits scalaires entre deux fonctions atomiques 
localisees sur deux sites differents. Le cas echeant, on invoquera des conditions cycliques 
de Born - von Karman definies sur N mailles primitives de B. 

$oit Ho Ie Hamiltonien d'un electron du motif isole localise en Ii. On pose: 

(a) Pourquoi les elements de matrice (30.20) sont-ils independants5 de Ii ? 

4Cette notation designe une fonction construite avec l'harmonique spherique YI=l m=O. 
5Ceci etant, on pourra considerer dans la suite que Ho est relatif au motif situe en R = O. 
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(b) v est reel : pourquoi ? Dans la suite, on suppose les phases choisies de sorte que 
v soit positif. 

(c) Quelles sont les valeurs propres E± (E+ > E _ ) de Ho ? Ecrire les vecteurs 
propres correspondants I¢R±/ . 

(d) Utiliser la base des I¢R±/ pour former deux vecteurs l1Pk±/ satisfaisant Ie theo-
reme de Bloch. 

(e) Tracer la premiere zone de Brillouin . 

(f) Normaliser les l1Pk±)· 

(g) 50it H Ie Hamiltonien d'un electron sur Ie reseau ; combien vaut I'element de 

matrice (1PkryIH I1Pk,ry') ' V"" ",'=±, si k=/= k' ? Expliquer pourquoi il en est ainsi. 

(h) Montrer que : 

(1PkryI H I1Pkry'/ = L eik.R (¢Ory IHI¢Rry') . (30.21) 

RE B 

(i) On ecrit H = Ho+6V OU 6V est I'energie potentielle due aux atomes autres que 
ceux du motif en Ii = O. En se limitant aux termes venant des atomes seconds 
voisins au plus, on pose : 

(¢016 V I¢a,) = W (W > 0) . (30.22) 

Avec ces notations, montrer que la matrice de H sur la base l1Pk+/ , 11P;<; _) est 
don nee par6 : 

H = [ v( l + f) + 2wg ivh ] 
- ivh - v (l + f) + 2wg • 

(30.23) 

OU f, get h sont des fonctions, symetriques et a valeurs reelles, des deux produits 
scalaires kJh et k.a2 ; montrer qu'elles satisfont la relation : 

(1 + f)2 + h2 = 3 + 2g . 

Trouver I'expression des deux valeurs propres €±(k) en fonction de v, wet de la 
seule fonction g. 

3. Discussion 

(a) Pour N mailles primitives de S, combien existe-t-il d'etats k distincts pour une 
bande d'energie donnee ? 

(b) 5achant que chaque atome de carbone apporte un electron, combien y a-t-il 
d 'electron(s) par maille elementaire ? 

(c) Dans I'hypothese ou les deux bandes €± sont disjointes, un plan de graphite est-il 
conducteur ou isolant a temperature nulle ? 

6 a la constante additive 100 1 pres. 
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(d) Montrer que la fonction g introduite ci-dessus, dont I'expression est : 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

(30.24) 

satisfait -~ .5. g(k) .5. 3 'r/ k E BZl ; la valeur minimale de 9 est atteinte 

sommets de BZl , points notes r j. Quelle est la relation entre les e:l: (ic) aUl( 
points r i ? aUl( 

Si w = 0, y a-t-il TeCO UVTement entre les deux bandes E±(k) 7 

Qu'en concluez-vous pour la conductivite d'un plan de graphite quand w === 0 ? 

Les deux valeurs propres E± sont egales respectivement a deux fonctions Q ( ) 

Tracer sommairement Ie graphe de celles-ci en fonction de g. ± 9 . 

On designe par go la va leur de g telle que E- (go) = E+ ( - 3 /2) . A q uelle cond itio _ n 

sur go la bande E+(k ) est-elle partiellement remplie? Montrer que ceci se produit 
si Ie rapport ':!f- est superieur a une certaine valeur .Ao. Com bien vaut .Ao ? 

(i) En deduire que si w/v > .Ao, Ie present modele prevoit que Ie graphite est un 
semi-metal. 

On represente la variete graphite du carbone comme un empilement de plans 
param~les contenant chacun un reseau en nid d'abeille, modele justifie par la relativement 
grande distance entre deux plans consecutifs7, l'etude du graphite se reduisant alors a la 
consideration d'un seul plan. 

L'objectif est ici d'analyser la conductivite bidimensionnelle dans un schema de 
liaison fortes, et de mettre en avant une subtilite liee a la densite d'etats, montrant 
que Ie contact entre deux bandes, l'une pleine, ['autre vide, est une condition necessaire 
mais pas suffisante pour donner une conductivite non-nulle : encore faut-il qu'en ce(s) 
point(s) la densite d'etats soit non-nulle. La conclusion majeure est que Ie graphite est un 
semi-metal , que l'on ne peut convenablement decrire, qualitativement, qu'en introduisant 
effectivement un couplage entre sites seconds voisins. 

7La distance entre deux plans consecutifs est environ 2,4 fois superieure a la distance entre deux 
atomes voisins d 'un meme plan, et se souvenir que les integrales de saut entre etats localises ont une 
dependance exponentielle par rapport a la distance. 

Experimentalement , la conductivite est, sans surprise, fortement anisotrope ; a I'ambiante, elle est 
environ 2000 fois plus faible que celie du cuivre. 

La consideration d 'un seul plan de graphite n'est pas seulement d'interet en tant que modelisation du 
graphite . En efIet, on a reussi depuis quelques annees a etudier une feuille unique de carbone "cristal­
lise", dont les proprietes se sont revelees tres interessantes ; ce systeme porte Ie nom de graphene, dont 
une representation art istique est don nee dans la figure 30. 10. On notera I'absence de planeite : la 
feuille de graphene n 'est pas plane mais presente des ondulations, en conformite avec Ie theoreme de 
Mermin - Wagner sur I'inexistence d 'un cristal strictement bidimensionnel [53]. Prevu par Landau et 
Peierls, et confirme par Mermin, ce theoreme etablit que, en dimension D = 2, la divergence des fluc­
tuations thermiques conduit a des deplacements atomiques du meme ordre de grandeur que la distance 
interatomique, interdisant la permanence d'un ordre a longue distance, pre-requis pour I'existence d 'un 
crista!. 
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figure 30.10: Representation d'artiste de la vraie structure du graphEme. Noter les 
vagues, ecartant la contradiction du theOl'eme de Mermin - Wagner, et permettant de 
considerer Ie graphene plutOt comme une membrane. 

Dans la suite, on considere donc exclusivement un reseau plan en nid d'abeille, n, 
construit sur des hexagones de cote l dont chaque sommet est occupe par un atome de 
carbone. Le cas echeant, on rapportera ce plan ]R2 a un repere orthonorme Cr, ]) (voir 
fig. 30.9). 

1. Etude de la structure cristalline 

(a) Le reseau nid d'abeille n'est pas un reseau de Bravais; si l'on peut etre tente de 
dMinir deux vecteurs primitifs a~ et az Ie long des deux cotes d'un hex agone 
partant du meme sommet (voir fig. 30.11, a gauche), on voit de suite que leur 
somme donne un nceud situe au centre de l'hexagone, qui n'appartient pas a 
n. 

(b) On peut engendrer Ie reseau n en partant d'un reseau triangulaire forme de 
triangles equilateraux et en munissant chaque nceud de ce reseau (qui est de 
Bravais) avec un motif a deux atomes A et A' a la geometrie dument choisie 
(voir fig. 30.11, a droite). 

Figure 30.11: Reseau en nid d'abeille, R. A gauche, illustration du fait que R n'est pas 
un reseau de Bravais: l'etoile centrale n'est pas dans R. A droite, construction de R par 
un reseau de Bravais triangulaire E avec une base diatomique AA' ; le losange ABeD 
est une maille primitive de E. 

(c) On introduit deux vecteurs primitifs de E, (aI, (2), formant un angle de i, 
al etant choisi Ie long de i (voir fig. 30.11 a droite). Si lest la longueur d'un 
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cote d'hexagone, on a ~ = v:; l, d'ou a = V3l. Sur la base (i, J), on a ; 

(d) Le "volume" vest la surface egale au module du produit vectoriel al x a , . 
2 . 71" 2, SOlt a sm 3 : 

(e) On introduit provisoirement k ~f i X J et a3 ~ a'k. Des vecteurs primitifs du 
reseau reciproque sont les trois 6i : 

. . - 1, (1 7 .il -0') - 271" (7 1 -0') en partIcuher, b1 = 27r J3 a2 a' aa 2" z + 2 J X k = a Z - V3 J . De meme, 
2 

h2 = a~ J, et h3 = 2: k. Dans la suite, on s'en tient a la convention habituelle 

ou Ie res · au reciproqu sL I reseau bidimensionnel de points dont (hI, 6
2

) 

form · un base primitiv (11 toute rigueur, Ie reseau reciproque est un reseau 
de d1"Oites, obt uu en prenant la limite a' -+ +00 - voir Tome II, p. 1344) : 

Le "volume" d'une mailleprimitive deB est Ie module de 61 X 62 , so it : 

On a vv = V3 a2 871"2 = (27r)2 comme il se doit 
2 V3a2' . 

(f) Independamment du motif diatomique, la condition sur Ie transfert de moment 
g ~ kf - ki pour avoir une tache de diffraction est g = m 161 + m 262 , mi E Z. 

(g) Le facteur8 P(g) est Ie meme pour les deux atomes du motif; Ie facteur 

de structure geometrique du motif, F(g), est F(g) = P(g) (1 + eig.d), avec 

d- dH A-----tA, 1 (- + -) d' , = = 3" a1 a2, ou: 

(h) L'exponentielle est l'une des racines cubiques de +1, de sorte que Ie second 
membre de l'egalite ci-dessus n'est jamais nul: Ie motif du reseau triangulaire 
n'est donc la source d'aucune extinction de raie. 

BSa definition est donnee dans I'equation (II-29.70». 
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2. Structure electronique dans l'approxirnation des liaisons fortes 

Dans toute la suite, on definit une fonction atomique de type9 2po sur chaque site 
de R j la fonction centree sur Ie site en ii est notee <l>R' celle centree sur R + d est 
notee de meme <l>R+d' to us les produits scalaires entre deux [onctions atomiques 
localisees sur deux sites differents etant negliges j les conditions cycliques de Born 
- von Karman implicites sont relatives a N mailles primitives de E. 

Pour Ie Hamiltonien Ho d'un electron du motif isole localise en ii, on definit ses 
elements de matrice conformement a (30 .20). 

(a) Les elements de matrice (30.20) sont independants lO de ii en consequence de 
la symetrie de translation du reseau. 

(b) vest reel puisqu'il implique deux fonctions du type R2I Y lO : la fonction radiale 
est toujours reelle, et l'harmonique spherique contient eimt/>Im=o = 1. On peut 
toujours choisir les phases de chaque orbit ale de sorte que v soit positif. 

(c) H R etant Ie Hamiltonien pour un electron d'un motif (celui dont Ie point A est 

- [ co v ] en R), la matrice de H Rest ; les valeurs propres sont E± = co ± v, 
v co 

avecE_ <E+. LevecteurpropreassocieaE+ est I<I>R,+) = ~(I<I>R)+I<I>R+d))' 
celui associe a E_ est I<I>R, _) = ~(I<I>R) -I<I>R+d))' Dans toute la suite, on 
delaisse Ie decalage co, ce qui revient a prendre l'origine des energies a cette 
valeur. 

(d) Avec les deux vecteurs I¢R±)' on peut former comme d'habitude deux familles 
de vecteurs de Bloch : 

IWk,±) = C L e
ik.R I¢R,±) 

REB 

C etant une constante de normalisation a fixer en temps utile. 

(e) La premiere zone de Brillouin (BZ1) se trace comme d'habitude, en prenant 
les mediatrices des segments joignant un site de reference a ses voisins ; il 

s'agit d'un hexagone (voir fig. 30.12). On a or l l' = ~ IIbI ,!, soit ori = ~: 
- c'est aussi la longueur d'un cote de BZ1. 

(f) En prenant des conditions cycliques sur N mailles primitives du reseau trian­
gulaire, on a C = J-N, d'ou les vecteurs de Bloch normalises ('T] = ±) : 

9Cette notation designe une fanction construite avec I'harmonique spherique Yi=l m=O . 
10 Dans la suite, on cansidere que Ho est relatif au motif situe en it = O. 
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Figure 30.12: Premiere zone de Brillouin du n§seau reciproque du reseau triangulaire. 

(g) Chaque vecteur de Bloch est propre des operateurs de translation T(ii) : 

deux vecteurs l1/!k ) et l1/!k-' ,) avec k -=F kl correspondent donc a deux valeurs 
,"/ ,'7 

propres distinctes des operateurs de translation. H etant Ie Hamiltonien d'un 
electron sur Ie reseau, H commute avec tous les operateurs de translation de 
B : l'element de mat rice (1/!k "IHI1/!k' ,) est donc nul si k -=F kl, et ce quels 

"~I )TJ 
que soient 'r/, 'r/ I

• 

(h) On a : 

(1/!k,1]IHI1/!k,1]') = ~ L L eik.(R'-R)(1>R,1]IHI1>k,1]') = 
REB kEB 

la deuxieme egalit' r' ultant d u changement de variable ii' = iiI! + ii. La 
quantit' somrne n depend pas de ii : la sommation sur ii redo nne donc N 
foi Ie m"m terme egal a. ·e qui vient de n'importe quel motif, en particulier 
de elui qui est en R = 0, d'ou : 

(1/!k)HI1/!k,1]') = L eik.R" (1)0, 1]IHI1>RII, 1]') (30.25) 

k'EB 
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(i) Il s'agit maintenant de trouver les valeurs propres de H dans l'approximation 
des liaisons fortes en retenant les interactions en seconds voisins au plus, et 
en posant (¢ol.6.VI¢a.) = w, (w > 0). On ecrit H = Ho +.6.V ou .6.V est 
l'energie potentielle due aux atomes aut res que ceux du motif en Ii = O. On 
commence par calculer les elements de matrice sur les etats localises, pour 
pouvoir appliquer l'egalite (30.25) afin d'en deduire ceux de H. 

Figure 30.13: Couplages entre Ie motif 0 (couple d'atomes A et A') et ses six premiers 
voisins. 

Pour trouver les elements de matrice de H entre etats localises, il convient de 
bien faire l'inventaire des couplages entre atomes, en reperant ceux donnant v 
(correspondant a la longueur AA' = l) et ceux donnant w (longueur AB, egale 
a a = V3l). Selon l'hypothese des couplages aux seconds voisins au plus, Ie 
motif dont Ie point A est a l'origine Ii = 0 est couple a six autres motifs (voir 
fig. 30.13). Par exemple, pour Ie couple de motifs (0, 3), on a : 

soit : 

(¢o, 1)1.6. VI¢al, 1)') = ~ (1 + ryr/)w + ~ryV 
On a de meme, pour Ie couplage (0, 2) : 

Ces termes doivent etre inseres dans la sommation selon (30.25) afin de donner 
les contributions correspondantes a l'element de matrice de H ; il n'y a en fait 
que deux termes dans la sommation, traduisant les couplages (0, 3) et (0, 2) : 

'k- - (1 1) 'k- - (1 1 ) e' .aj -(1 + ryry')w + -rlv + e-' .al -(1 + ry'ry)w + -ry'v = 
2 2 2 2 

(1 + ryr/)w cos k.al + ~ (ry eik.a1 + r/ e-ik.(1
) 

2 

Les memes types de resultat sont obtenus si on remplace al par a2 (couplages 
entre Ie motif 0 et les motifs 1 et 4. 

On en deduit les contributions a la matrice de H venant du couplage entre Ie 
motif 0 et les quatre motifs 1 a 4 : 
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• elements diagonaux, ry = ry' = ±1 : 

2w(cos k.al + cos k.(2) + ryv(cos k.al + cos k.(2) 

• element non-diagonal, ry = ±1 , ry' = =Fl : 

iv(sin k.al + sin k.(2) 

On en deduit une premiere contribution de ~ V a la matrice de H, venant d 
couplages de 0 avec les quatre motifs 1 a 4 : es 

[ 
(2w + v)( c~s ral + c~s k.(2) 

-iv(sin k.al + sin k.(2) 

Le motif 6 est centre en a2 - al ; on a : 

iv(sin k.al + sin k.(2) 1 
(2w - v) (cos k.al + cos k.(2) 

(4)0, 1)1~ VI¢a2- ih , 1)') = ~(¢o + ry¢JI~ VI¢a2-al +17' ¢a2 - al +J) = 

~(w + ry' x 0 + ry x 0 + ryry'w) = ~(l + ryry')W 

Le meme resultat est obtenu avec Ie motif 5, centre en al - a2. La sommation 
pour reconstruire selon (30.25) l'element de matrice de H se reduit a ces deux 
seuls termes donne donc : 

~ (1 + ryry')w (eik.(ii2 - ad + eik.(iil -(2 )) = w(1 + ryry') cos k. (a2 - al) , 
2 

et ne contribue donc qu'aux deux elements diagonaux, par l'unique quantite 
2wCOSr(a2 - al). 
Au total, la matrice associee a ~ Vest: 

[ 
2wg(k) +vI(k) iVh(k) 1 

- ivh(k) 2wg(k)-vI(k)' 

avec les definitions I(k) ~ cos k.al + cos k.a2 et : 

g(k) ~ cosk.al + cosk.a2 + cosk.(a2 - al), h(k) ~ sink. al + sink.a2 

Comme la matrice de Ho est simplement [ +ov 

H, qui est bien egale a : 

~ [ I+I(k) 
H -) 2wg(k )12 + v -ih(k) 

o ], on en deduit cene de 
-v 

ih(k) 1 
-1 - I(k) 

(30 .26) 

Pour montrer que les fonctions 1, 9 et h satisfont la relation demandee, soit 
(1 + 1)2 + h2 = 3 + 2g, posons pour simplifier les notations Qi = k.ai. II vient : 

12 + h2 = (cos QI + cos Q2)2 + (sin Ql + sin Q2)2 = 2 + 2 cos( QI - Q2) , 
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d'ou (1 + 1)2 + h2 = 3 + 2 cos(al - (2) + 2(cosal +cos(2), qui est bien 3 + 2g. 
Les valeurs propres de la matrice (30.23) sont c± = 2w 9 ± vJ(l + 1)2 + h2 

soit, en vertu de la relation qui vient d'etre etablie : 

Ic±(k) = 2wg(k) ±vV3 + 2g(k) I 

3. Discussion 

(a) S'il y a N mailles primitives dans H, Ie vecteur k peut rendre N valeurs 
distinctes : chaque bande d'energie definit done N etats orbitaux differents, 
et peut ainsi accueillir 2N electrons. 

(b) Chaque atome de carbone apporte un electron, il y a deux atomes par maille, 
donc deux electrons par maille elementaire. 

(c) Si les deux bandes c± sont disjointes (pas de recouvrement et existence d'un 
gap), la bande inferieure est pleine avec ses 2N electrons, la bande superieure 
est vide: un plan de graphite est donc isolant a temperature nulle. 

(d) La fonction g(k) introduite ei-dessus s'ecrit aussi g(k) = f(k)+cos k. (al -(2). 
Si on ecrit k = /),lbl + /),2b2, Ie confinement de k a BZ1 entralne que I/),il :s; ~ ; 

~ ~ 2~ l~ ~ 

par exemple, si k est en f 1 , on a k = "3bl + "3b2' Avec ai.bj = 21TDij, on en 

deduit que k.ai = 21T/),i, de sorte que Ik.ail :s; 4; quand k E BZl. En f l , on a 

precisement k.al = 4;, k.a2 = 2; donnant f(fd = -1 et cOSk.(al -(2) = 23", 
d'ou g(f1 ) = -~. Par ailleurs, 9 :s; 3, valeur atteinte pour k = O. La fonction 

9 satisfait bienll -~ :s; g(k) :s; 3 V k E BZ1 ; la valeur minim ale de 9 est 
atteinte aux sommets de BZ1, points notes f i , et en ces points, les deux 
valeurs prop res c ± (k) sont egales entre elles. 

(e) Si w = 0, les deux bandes c±(k) sont distinctes, sauf aux points fi ou c_ = c+ : 
il n'y a donc pas de recouvrement entre les deux bandes. 

(f) Il en resulte que si w = 0, Ie graphite est un isolant (a temperature nulle). 
En effet, s'il y a bien contact entre la bande pleine c _ (k) et la bande vide 
c+(k), celui-ci ne se produit qu'aux six points f i , lesquels constituent en fait 
la "surface" de Fermi lorsque w = 0 (voir fig. 30.14). Cet ensemble est de 
mesure nulle, et Ie graphite est isolant. 
D'ailleurs, on sait que la conductivite est proportionnelle a la densite d'etats 
au niveau de Fermi CF, defini par l'egalite c_(k) = CF ; comme la bande est 
pleine, Ie niveau de Fermi correspond au maximum de c _ (k), soit aux points 
ou g(k) = -~, egalite qui definit justement les 6 points fi . La densite d'etats 
en energie de la bande inferieure est : 

V(E) = 2(2
L

) jd2kD(e(k) - E) = L22 ( ~ 1 _ d2k, (30.27) 
1T 21T JLE liVe (Ie )11 

11 Heureusement! Dans Ie cas contraire, la racine carn~e donnant les valeurs propres c( k) sera it 
complexe ... 
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Figw'e 3 .1 : Lignes d i 'o-energi pour Ia. bande IL (I) quand tv = O. L'energie E rort 
quaud on S'(§! ign du ·utr - d - Ja z n ; qUI;'\,nd E rappr ell de CF, Ie. Hgnes formout 
desp It s deplusen plus p t ite nVC::l'geanLv' r Ie somlll t d l'hcx.agou . Alalh it 
E = eF, -s po h · s nt 1'6duit sa 6 point. (1 s . ommets de 1 hexag 11 ) ·onstituan.t La 
surfa . dBI'm! qualld w = o. 

ou LE est l'ensemble des points satisfaisant c_(i~) = E. Avec E < CF, c'est 
une certaine ligne du plan, si E = CF, cet ensemble se reduit aux six sommets 
C, formant un ensemble de mesure nulle. De surcroit, on a : 

- ------+ -Ie crochet diverge comme Ilk- ori ll-1 / 2 quand k s'approche d'un r i , alors que 
...., _ ..... ----7 

IIV' g(k )11 s'annule comme Ilk - orill, de sorte que l'integrand diverge mais est 
localement sommable. Au total, l'integrale sur un ensemble de mesure nulle 
est nulle, donnant D(cp) = 0, et la conclusion: 

w = 0 ===? Ie graphite est isolant a temperature nulle 

(g) Ces resultats montrent que l'on doit effectivement inclure w pour rendre 
compte de la conductivite bidimensionnelle, ce qui exige d'analyser en detail 
l'eventuel recouvrement en energie des deux bandes c±(k). Pour cela, on les 
etudie en les prenant comme deux fonctions de g, Q±(g) ~ c±(k), etant en­
tendu que, physiquement, la variable 9 est confinee dans l'intervalle [-~, 3]. 

Les graphes des fonctions Q±(g) se tracent aisement (voir fig . 30.15). Ils for­
ment deux branches se rejoignant en 9 = - ~, ou Q _ (- ~) = Q+ ( - ~) = -3w ; 
l'ensemble a une vague allure de parabole dont l'axe, horizontal quand w = 0, 
se redresse vers la verticale quand w augmente. Noter que la valeur commune 
en 9 = -~ est aussi Ie minimum de Q+(g). 

(h) Les graphes de la fig. 30.15 permettent aisement de voir dans quelles conditions 
Ie maximum de c_ (k), survenant en 9 = -~ pour w = 0, peut se produire 
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]3 
~-t------: 'L (g) 

9 9 

Figure 30.15: Graphes des deux fonctions a±(g). 

ailleurs subitement quand w augmente. 11 est clair que ce basculement se 
produit quand w depasse une certaine valeur - seuil fixee par la condition 
E- (3) = E- (-3/2), c'est-a-dire si : 

6w - vV9 = -3w {=} I A ~ :; ~ AO = ~ I 
Des que w depasse la valeur ~, la valeur maximum de a_(g) n'est plus en 
9 = - ~ et devient superieure au minimum de a+ (g) : dans ces conditions, 
les deux bandes se recouvrent en energie. Le do maine D de BZ1 ou ceci se 
produit est fixe par la condition go :::; g(k) , l'expression de go s'obtenant en 

ecrivant a _ (go) = -3w, d'ou go = H(~)2 - 3]. D est donc Ie domaine ou : 

k~~ k~~ k~(~~) 1[( v )2 ] cos .al + cos .a2 + cos . a2 - al ~ 2" :; - 3 . 

Reperant BZ1 avec la base orthonormee (T, Y), on a al = ai, a2 = a(F+ '(!J) ; 
posant alors k = 2; (xi + yJ) , il vient k.al = 27rX, k.a2 = 7r(x + y'3y) et : 

g (k) = cos27TX+2coS7TXCOs7rV3y, 

de sorte que la frontiere de D est la ligne definie par : 

I cos 27rX + 2 cos 7T (x + V3 y) cos 7r (x - V3 y) = go I 

Ce domaine evolue comme suit quand A varie. Pour A compris entre ~ et 1., 
la frontiere est vaguement elliptique autour du centre de BZ1 ; au-dela de !, 
les "ellipses" continuent a se deformer cependant que des poches apparaissent 
dans les quatre directions ±b1 ± b2 . Pour A = 1, la frontiere est constituee de 
segments joignant les milieux des cotes de l'hexagone. Enfin, pour A > 1, de 
nouvelles lignes emergent a partir des six points rio 

(i) Les resultats ci-dessus, et l'analyse qu'ils autorisent, permettent de conclure 
que si w > ~, les deux bandes se recouvrent dans un certain domaine de BZ1 , 
de sorte que, a temperature nulle, il existe deux bandes partiellement remplies, 
situation typique d'un semi-metal et donnant une conductivite finie. 

993 



Mecanique quantique 

Figure 30.16: Lignes delimit ant Ie domaine V pour differentes valeurs de A = '{f ; chaque 
ligne est indicee par la valeur de A. 

30.5 

On retiendra l'importance du "detail" consistant a ne pas se borner a. des 
couplages limites aux premiers voisins d'un site, et a. inclure explicitement 
des termes allant au moins jusqu'aux seconds voisins: clairement, des finesses 
que l'on aurait tendance a negliger presque par habitude peuvent jouer un r6le 
qualitatif de tout premier plan pourvu que la geometrie de la maille cristalline 
soit un peu complexe. D'autres aspects de cette problematique peuvent etre 
trouves dans l'article de Wallace [54] . 

, 
Etats d'un electron presque libre sur un reseau 
hexagonal bidimensionnel 

On considere un reseau de Bravais monoatomique hexagonal B dont deux vecteurs primitifs 
sont a1 et a2, de meme longueur a et faisant entre eux un angle de 27r /3. On designe par 

V(r) Ie potentiel periodique du reseau et par v Ie "volume" de la maille primitive de B. k 
designe Ie pseudo-moment de I'electron dans Ie crista!' 

1. (a) Decrire Ie mode de construction de la maille de Wigner - Seitz et la dessiner. 

(b) Soit I'exponentielle eik.ii ou Ii E B ; combien vaut-elle si k E 8, ou 13 est Ie 
reseau reciproque plan? 

(c) Soit b1 et b2 les deux vecteurs primitifs de B construits avec a1 et a2 et n'importe 

quel autre vecteur a..L orthogonal aux ai. Expliquer rapidement pourquoi b1 est 
donne par: 

(30.28) 

(d) I. Calculer la longueur des vecteurs bi . 
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ii. Dessiner la maille primitive de 13 construite sur ces vecteurs, ainsi que la 
premiere zone de Brillouin (BZl). 

6 1 et 62 etant les "plans bissecteurs" des deux vecteurs bl et b2 , on designe dans 
la suite par Mi Ie point d'intersection de bi avec 6 i , par P Ie point d'intersection 
de 6 1 et 62, et par 0 Ie centre de BZl. 

(e) Soit 1/JjJr) un etat de Bloch; rappeler la relation entre 1/JkCP) et 1/Jk(r+R), quel 

que soit R E E. 

(f) Pourquoi la moyenne spatia Ie du potentiel de reseau peut-elle etre prise egale a 
zero ? 

2. (a) On designe par E(O)(k) la relation de dispersion d'un electron libre, et on definit 
les trois fonctions : 

(i=l,2) (30.29) 

Afin d'analyser la dependance en k lorsque k II bl , on pose: 

(,\ E lR) . (30.30) 

i. Combien vaut ,\ en bord de zone? 
(0) ~ (0) ~ ~ 

II. Tracer les graphes des deux energies EO (k) et El (k) quand Ie vecteur k 
varie de la sorte, tout en restant confine dans BZl. 

III. Quelle est la relation entre E~O) et ElO) pour k = b1/2 ? 

(b) S'agissant de trouver les etats propres approches de I'electron en presence du 

potentiel V(r) pour k ~ b1/2, rappeler pourquoi on peut se borner a considerer 

les deux types d'etats d'ordre zero associes aux valeurs propres E~O) et ElO). 

(c) Soit les trois ondes pia nes : 

(i=l,2) (30.31) 

Montrer que ces fonctions satisfont Ie theoreme de Bloch. 

(d) Lorsque k est au voisinage de M l , on traite Ie probleme par perturbation, en ne 
considerant que les deux etats 1/J0 et 1/Jl. Soit VOl I'element de matrice : 

(30.32) 

Exprimer VOl en fonction de la transformee de Fourier V(q) definie comme : 

(30.33) 

V( q) est reel: pourquoi ? 

(e) Ecrire la matrice representant Ie Hamiltonien (effectif) d'un electron dans Ie sous­

espace engendre par 1/J0 et 1/Jl en fonction de k, bl et VOl. 
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(f) i. En deduire les deux valeurs propres approchees t ±(k). 

II. Representer leur variation en fonction de k donne par (30.30) . 

III. Exprimer Ie gap en bord de zone, Eg , en fonction de VOl. 
iv. Soit Vg la vitesse de groupe d'un electron. 

A. Quelle est son expression en fonction des t± (k) ? 

B. Com bien vaut-elle en bord de zone? 

3. Dans cette partie, on examine ce qui se passe quand I'extremite de k est au voisina 
du point P, Ie long de la direction b1 + b2 . ge 

(a) Quelle est la relation entre les t~O ) (i = 0,1,2) lorsque I'extremite de k est en P? 

(b) Les nouvelles valeurs propres t(k) sont-elles extremales en P Ie long de la direction 
de b1 + b2 ? 

(c) Decrire la methode de resolution a utiliser lorsque I'extremite de k est proche du 
point P. 

(d) Exprimer les elements de matrice Val, Vo2 , V12 a I'aide de V(q ). 

(e) En deduire I'allure precise de la matrice a diagonaliser pour decrire convenablement 
Ie voisinage du point P ? 

(f) En formant des combinaisons lineaires simples des fonctions de base, montrer que 
Ie systeme 3 x 3 se factorise en deux blocs 1 x 1 et 2 x 2. 

(g) En deduire les valeurs propres ; retrouver Ie comportement prevu en examinant Ie 
voisinage du point P. 

Le rE3SeaU de Bravais hexagonal bidimensionnel se distingue du reseau en nid 
d'abeille par la presence d 'un nreud au cent re de chaque hexagone. On note a1 et a2 
deux vecteurs primit ifs de meme longueur a et faisant entre eux un angle de 2; . V(i) 
est Ie potentiel periodique du reseau et v designe Ie "volume" de la maille primitive de E. 

1. (a) La maille de Wigner - Seitz s'obtient en choisissant un nreud arbitraire de E, 
et en tra<;ant les mediatrices des segments joignant ce nreud a ses voisins 
(ici, seuls les premiers voisins interviennent). La maille WS est l'interieur 
du polygone ainsi dMini ; par construction, tout point a l'interieur de cette 
maille est plus proche du na md de reference que de tout autre nreud. De toute 
evidence, cette maille possede la meme symet rie ponctuelle que E, et c'est ce 
qui en fait tout l'interet , par rapport aux autres mailles primit ives. 

(b) Par definit ion du reseau reciproque 13, l'exponentielle eik.R est egale a 1 quel 
que soit Ii E E si k est dans E. 
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figure 30.17: Reseau hexagonal bidimensionnel. A g~uche : vecteurs primitifs et maille 
de Wigner - Seitz. Au centre: reseau reciproque B, dont une maille primitive est Ie 
losange dessine en haut a droite ; la premiere zone de Brillouin est \'interieur de I'hexa­
gone defipi par les mediatrices des segments joignant un noeud de reference de Eases 
voisins. A droite : notations geometriques utilisees dans la suite du probleme. 

(c) Les deux vecteurs bi construits comme indique sont lineairement independants 
et permettent de representer tout vecteur k de l'espace reciproque : 

pour tout REB, on a k.R = Lij mi/),jai.bj, OU les mi sont des entiers ; par 

construction des bi, on a ai.bj = 27rOij, de sorte que k.R = 27r L i mi/),i ; des 
lors, si on prend k E E, c'est-a-dire si les deux nombres /),i sont des entiers, Ie 
produit scalaire est de la forme entier x 27r et I'exponentielle vaut 1, que I que 
so it REB. Ceci montre, par definition d'un reseau de Bravais, que les bj sont 
bien des primitifs de E. 

(d) i. Les vecteurs bi ont visiblement meme norme ; pour b1 : 

Si un vecteur de l'espace reciproque est decompose suivant cette base, 
~ ~ ~ ~2 2 Z Z Z 1 . 
k = /),lb1 + /)'zbz, on a k = (/),1 + /),z)b + 2/),1/),zb x 2 ' salt : 

ii. La maille primitive de E construite sur ces vecteurs est tracee sur la 
fig. 30.17, ainsi que la premiere zone de Brillouin (BZl). 

t.l et t.2 etant les "plans bissecteurs" des deux vecteurs b1 et b2 , on designe 
dans la suite par Mi Ie point d'intersection de bi avec t. i , par P Ie point 
d'intersection de t. l et t. 2 , et par 0 Ie centre de BZl. 

(e) Pour un etat de Bloch 1/lJC(f), on a 1/lJJr + R) = eiJC ·R.1/lJCCr), 'V REB. 

(f) L'energie potentielle est toujours de£inie a une constante additive pres; on 
peut donc toujours (sauf dans Ie cas exceptionnel de puits ou de barrieres de 
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Dirac, voir probleme 17.6 p. 414) ajuster cette constante de sorte que: 

1 V(r)d3r = 0 . 
maille elementaire 

2. (a) Notant c(O)(k) la relation de dispersion d'un electron libre, on definit le t . 
s rOl8 

fonctions : 

(i = 1,2) , 

et, pour analyser la dependance en k lorsque k II b1 , on pose k = Ab1 (A E JR.). 

1. Le long de la direction de b1 , le bord de zone est le pied de la mediatric 
. 1 e, 

SOlt A = 2' 

11. Le graphe de l'energie c6°) (k) est une parabole centree en k = 0, celui de 

ciO)(k) s'obtient par une translation en bloc du precedent de b1 : les trois 
graphes de c(O)(k) et c(O)(k ± b1 ) sont donnes dans la figure 30.18. 

,,(O)(k + b1 ) 

E(O)(k) 

Figure 30.18: Schema en zones reduites le long de b1 pour les trois lois de dispersion 
d'ordre zero c(O)(k) et c(O)(k ± b1 ). 

iii. Si k = ~bl' c6°) = ciO) , puisque c(O) (k) ne depend que du module de k et 

que Il k llk=bl/2 = Ilk - b1 1I k=bl/2' 

(b) Pour k rv ~bl' les deux energies d'ordre zero c6°) et cia) sont quasi degenerees 
et doivent etre considerees simultanement dans un traitement perturbatif du 
potentiel de reseau. Au meme ordre de perturbation, tous les autres etats 
prop res d'ordre zero peuvent etre omis (voir Tome II, sous-section 30.4.1). 

(c) On a 'l/Jo(f + R) = Jv eik.(f'+R) = Jv eik.R eik.f' == eik.R 'l/Jo(r). De meme : 

la derniere egalite resultant de eibi .R = 1 quel que so it R. Les trois fonctions 
satisfaisant le theoreme de Bloch, elles forment bien une base de representation 
adaptee a la symetrie intrinseque du probleme, toute combinaison lineaire 
possedant la meme propriete. 
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(d) Le traitement par perturbation au premier ordre, lorsque k est au voisinage de 
J\h, consiste a diagonaliser la matrice de V dans l'espace effect if engendre par 

les deux vecteurs 'l/Jo et 'l/Jl . Soit VOl l 'element de matrice VOl ~ ('l/JolVl'l/J1) ; 
il s'exprime comme suit: 

V(q) est reel puisque V( -f') = V(f') (tout reseau de Bravais monatomique 
est symetrique dans !'inversion d'espace). 

[ 

1t2p 

(e) On en deduit la matrice a diagonaliser : Heff --+ 2m 
VOl 

VOl 
It' (k-bd 1 . 

2m 

(f) i. Les deux valeurs propres approchees c±(k) sont : 

~ ~ (0) ~ (0) ~ d ar 2 ' It' 
n. Avec k = )'b l , on a Co (k) = 4).2co, c1 (k) = 4(). - 1)2co, co = 3':na2 

il vient : 

L-__ ~~ ____ ~L-_. k 
o 

Figure 30.19: Lois de dispersion c±(k) quand k varie dans la direction b1 . 

~ l~ 

iii. Le gap en bord de zone est l'ecart entre les deux bandes pour k = '2b1, 

soit : 

lEg = 2IV (b1 )11 

iv. Si Vg designe la vitesse moyenne d'un electron, on a (voir eq. (II-30.67)) : 

A. vg ± = n-1'\lfc±(k) ; 

B. en bord de zone dans la direction b1 , les bandes sont extremales, d'ou 
vg ±(bl/2) = o. 

3. Dans cette partie, on examine ce qui se passe quand l'extremite de k est au voisinage 
du point P , intersection de deux plans de Bragg et exigeant donc la consideration 
simultanee d'un plus grand nombre d'energies non perturbees. 
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(a) Au point P, on a Ilkll = Ilk - blll = Ilk - b211 : les trois bandes d'energ' (0) 

c:~O) sont strictement degenerees. Dans la direction bl + b2 , II k - blll ==:: ~~jto ~ et 
de sorte que c:~o(k) = c:~0(i;;). -b2 11, 

(b) Avecl'invarianceparrenver emcntdu temps c: (- k) =c:(A;) Llap'ri I", 
- - - - - I It dans l3 c:(k) = c: (k - f(), L i "ilc: ' t 1111 fOll Lion onLiuu , 9 c: 'a . 

- - 1111\11(, 
pour k = 4 J( : dans ces conditions les lois de dispersion Ilt "tatiOl)tl . _ ru~ 

quanel It appro' p l'pelldictllairelUe.n~ d"lm plan d Bragg. lei 1 Point ~ 
t 1 inters l;iol1 d (letl..'C plan. (lign s) de Bragg, at OlT ' pond a !(b, +b.) . 

l 'argum nt pr(kad ' l1L valid lorsqu'un eul plan cst en jeu, ne tieu plu i.t . 
. t . t l' . , At t' I ( . L' t 1'1 11 n c u nun sen rgtcs a c r 'X r -ma s ce qLU peu Ileaom in Se pJ' _ 

duir cltUl.s des cas tres particnlier , voir ci-dessous). On v 1'1'a par la uite qUO 
en general elJes s'approch nL lineair'ement 12 d · I nI' val Ul" OlllunUll en p. e, 

(c) Lorsqu I' xtl'el1lit' d k l p1' ch du point P .il onvient d 'appliquer la 
m 'th d · d p rturl" atioll pour ltl1 niveau troi::; fois deg ' nere soit diagonaliser 
La matric : 

VOl 
fi2(k- bl)2 

2m 

V2l 

V02 

V12 
fi2(k-b2)2 

2m 1 
(d) Les elements de matrice VOl, V02 , VI2 s'expriment comme suit13 a ['aide de la 

transformee de Fourier V(q) : 

V02 = V(b2 ) = v , 

tous etant reels. Comme Ilbill = Ilbl - b211, et sauf particularite directionnelle 
des puits atomiques, on attend v '" v'. Si les puits sont a symetrie cylindrique 
autour d'un axe perpendiculaire a B, v = v'. 

(e) La matrice a diagonaliser pour decrire convenablement Ie voisinage du point 
P Ie long de bl + b2 est done : 

c:iO)(k) :' 
[ 

c:~O)~(k) v 1 
v' c:iO)(k) . 

(f) On a Veffl'lj;o) = v(l~h) + 1'Ij;2)), Veff(I'Ij;l) + 1'Ij;2)) = 2vl'lj;o) + v'(1'Ij;2) + 'lj;l)), 
egalites qui montrent que Ie sous espace {1'Ij;o), 1'Ij;1) + 1'Ij;2)} est stable par Veff· 
On a aussi v"ff( - I'Ij;l) + 1'Ij;2)) = -v'( - I'Ij;l) + 1'Ij;2)) ; des lors, si on introduit 
la base orthonormalisee : 

l'Ij;o) , 

12C'est pourquoi certains traitements theoriques [55], [56J reposent formellement sur I'equation de 
Dirac pour decrire la dynamique quantique d'un electron au voisinage de ces points, puisque cette 
equation introduit fondamentalement un Hamiltonien HD qui est lineaire par ra ort a. l ' impulsion 
(voir Tome II, section 20.5) ; par reference avec la relation de dispersion E = p 2 c2 + m 2c4 , on parle 
alors de fermions sans masse (massless fel'ffiions). 

13Ne pas confondre l'eJement de matrice v avec Ie volume v de la maille elementaire de B ! 
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la matrice a diagonaliser ~rend la forme : 

(g) Le systeme etant factorise en deux blocs 1 x 1 et 2 x 2, les valeurs propres 
~ (0) ~ 

s'obtiennent sans effort. L'une est evidente, c_(k) = c1 (k) - v', les autres 
sont les racines de : 

o - 0 

I 
c(O) - c y'2 v I 

y'2 v c~O) + v' - c - , 

soit : 

c ± = ~(c(O) + c(O) + v') ± ~ . /(c(O) + v' - c(0»)2 + 8v2 
s 2 0 1 2 V 1 0 

Le long de b1 + b2, on peut poser f = J-L(b1 + b2) ; alors : 

f - b1 = (J-L - 1)b1 + J-Lb2 , Ilf - bi ll 2 = (3J-L2 - 3J-L + 1)b2 

(0) _ fi.2b
2 

3 2 Co - -- J-L 
2m 

d' ' def mv I def mv' ou, posant a = fj,2 b2 , a = ~ : 

fi
2
b

2 
( ) c_ = -- 3J-L2 - 3J-L + 1- 2a' , 

2m 

Cs± = ~2~ [3J-L2 _ 3; + ~ + a ' ± J~(1- 3J-L+ 2a l )2 + 2a2
] 

Sauf valeurs particuli8res14 du rapport ~, toutes les energies s'approchent 

lineairement de leur valeur au point P, ou J-L = ~, et ou f = ~(b1 + b2) : 

[ 1 1] fi2 b2 

c_ ~ ("3 - 2a' ) + ("3 - J-L) 2m ' 

[
1 (1 3a

l
) 1 ] fi

2
b

2 

Cs± ~ - + a ' ± V2a2 + a '2 + - =f (J-L - -) -
3 2 2v'2a2 + a'2 3 2m 

Ces valeurs propres sont tracees sur la figure 30.20. Pour v' « v, les deux ban­
des c_ (f) et cs+(f) sont tres voisines l'une de l'autre et nettement separees 
de Cs- (f) ; si chaque atome apporte deux electrons, Ie solide est isolant 
a temperature nulle. Au contraire, quand v' :s v, les deux bandes c_ (f) 
et cs-(f) se croisent a l'interieur de BZ1, et Ie solide est un semi-metal. 
On retrouve encore, dans un cas d'ecole, l'importance de certaines finesses 
specifiant Ie potentiel periodique pour les proprietes de conduction du solide. 

14Dans Ie cas particulier au. a' = %' C:s - est stationnaire en P . 
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10< = 0, 06 0<' = 0, 001 1 

1.-__ ==-__ --'-_,. ~ 
3 

1 

I 0< = 0, 2 0<' = 0, 15 I 

~-

b====E=s~_ --~~~~l--+ ~ 

3 

Figure 30.20: Lois de dispersion E- (k) 2e~ Es±(k) quand k varie dans la direction b
1 
+ b 

Les energies sont comptees en unites n
2
! . 2 . 

30.6 Etats localises dus a une impurete 

On considere un reseau de Bravais B == {R}. Sur chaque site est defini un etat electroni_ 
que bien localise note IR), tous ces etats etant orthonormalises: (RIR') = 0RRI. Le cas 
echeant, on supposera adoptees des conditions cycliques, N designant Ie nombre de nceuds 
du reseau. 

1. Former les etats Ik) satisfaisant Ie theoreme de Bloch et les normaliser ; les energies 
propres correspondantes sont notees E(k). Que peut-on dire de la densite electronique 
des etats IA\ comparee a celie des etats IR) ? 

2. On dope Ie reseau en introduisant une impurete au site Ro. Ho designant Ie Hamiltonien 
du reseau non dope, on a maintenant H = Ho + V, avec V = vIRo)(Rol (v E lR). 
Interpreter physiquement la perturbation due a I'impurete. 

3. On introduit les operateurs (resolvantes) G(z) et Go(z) detinis comme : 

G(z) ~ 1 
zl-H ' 

Go(z) ~ 
zl- Ho 

1 
(30.34) 

Demontrer la relation suivante (equation de Dyson) : 

G(z) = Go(z) + Go(z)VG(z) (30.35) 

4. Quelle est I'expression de I'operateur Go quand on Ie developpe sur la base {Ik)} ? 

5. La resolvante est une sorte de transformee de Fourier de I'operateur avance U+(t) 
defini en (11-23.130). Validez sommairement cette affirmation en considerant I'inte­
grale fc+ efl.: ztG(z) dz, ou C+ est la droite parallele a I'axe reel, situee juste au-dessus 

de ce dernier. En definitive, les energies propres, zeros de Det(zl - H), ne sont rien 
d'autre que les poles de la resolvante et donnent les frequences de Bohr du systeme. 

6. On pose: 
(30.36) 

Utiliser I'equation de Dyson pour trouver I 'expression de g(z) en fonction de go(z) et v. 
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7. En deduire I'equation formelle donnant les energies propres du reseau avec I'impurete. 

8. En utilisant Ie developpement obtenu en 4, ecrire go sous la forme d'une somme de 
fractions rationnelles. 

9. Expliciter I'equation ecrite formellement en 7 sous la forme: 

1 
quelque chose = -

v 
(30.37) 

10. II s'agit ici de discuter graphiquement I'equation obtenue en 9 ; alors que N est en 
pratique rv 1023 , on fera les dessins avec N de I'ordre de quelques unites (5 a 10). 

(a) Verifier que I'equation (30.37) a bien exactement N solutions. Visiblement, I'une 
des racines se distingue nettement des autres : on I'appelle racine singuliere dans 
la suite. 

(b) Montrer que quand v ----; 0, on retrouve bien les energies du reseau sans impurete. 

(c) Soit [Emin, Emaxl I'intervalle contenant to utes les energies du reseau pur. Com­
ment se situe la racine singuliere par rapport a cet intervalle selon Ie signe de v ? 

(d) Que peut-on dire des autres racines quand N» 1 ? 

(e) Quand vest negatif, et grand en module par rapport a toutes les autres energies, 
I'impurete constitue un piege profond. A quoi ressemble dans ces conditions la 
fonction propre 'ljJsing associee a la racine singuliere ? 

(f) D'une fac;:on generale (Iorsque vest quelconque), comment se distingue 'ljJsing des 
etats etendus du reseau parfait? 

11. En presence de plusieurs bandes d'energie, decrire physiquement l'efFet du dopage. 
Quelles en sont les consequences sur la conductivite electrique ? 

12. Un semi-conducteur pur est-il conducteur a temperature nulle? Expliquer sommaire­
ment pourquoi, toujours a temperature nulle, un semi-conducteur dope a une conduc­
tivite finie. 

Ce probleme met a jour Ie mecanisme elementaire par lequel l'insertion d'une 
impurete dans un solide (dopage) per met de creer des etats d'energie situee en dehors 
des bandes du cristal pur. 

1. Les etats normalises If) satisfaisant Ie theoreme de Bloch ont pour expression: 

ces etats sont des combinaisons lineaires a poids egaux (leikR l2 = 1) d'etats lo­
calises: ils donnent une densite electronique etendue sur tout Ie reseau, au contraire 
de chaque vecteur IR). 
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2. On lDodtili'e 1 dopag ponctuel par V ~ vIRo)(RoI : ceci traduit Ie fait 
puit atomique n Ro ·st distinct de tous les autres (puits de profondeur ou b qU~, Ie 
d ha. Item different ). arflere 

3. Part ant de la relation a. demontrer, G(z) = Go(z) + Go(z)VG(z), on la multi r ' 
droite par G- l , puis I'egalite obtenue a. gauche par GO

l : P Ie a 

1 = GoG- l +GoV , GOl = G- l + V , 

soit zl - Ho = (Ho + V) - V, egalite qui est trivialement vraie. 

4. L'expression de l'operateur Go sur la base orthonormee {Ik)}, pro pre de Ho, est: 

"'- 1 -Go(z) = L...-Ik) _ (kl 
- z - c(k) 
k 

5. L'integrale introduite dans l'enonce a pour expression: 

1 1 
eTii: zt dz 

zl-H 

Si on decomposel5 G(z) sur la base propre de H, et supposant Ie lemme de Jordan 
applicable, Ie theoreme des residus, pour t > 0, donne I = 2i7r L:r eikErtl"¢>r)("¢>rl 
ou (Er, I"¢>r )) sont les modes propres de H. Pour t < 0, Ie meme theoreme donne 
1=0 : I reproduit bien Ie propagateur avance U+(t) (voir Tome I, section 14.2). 

6. Prenant l'element de matrice diagonal membre a. membre de l'equation de Dyson, 
il vient : 

(RoIG(z)IRo) = (RoIGo(z) IRo) + (RoIGo(z)VG(z)IRo) , 

soit g(z) = go(z) + (RoIGo(z)VG(z)IRo) ; substituant V = vIRo)(Rol : 

g(z) = go(z) + v(RoIGo(z)IRo)(RoIG(z)IRo) = go(z) + vgo(z)g(z) , 

d'ou: 

g(z) = go(z) 
1 - vgo(z) 

7. L'equation for melle donnant les energies propres du reseau avec l'impurete est 
g(lz) = 0, puisque si on prepare l'etat 1\II(t = 0)) ~ IRo), Ie developpement en 
temps de I \II (t > 0)) sur les etats propres de H fait apparaitre toutes les frequences 

15L'argument est deliberement schematique. Notamment, la question de la nature du spectre joue un 
role crucial. Si celui-ci est discret, les singularites de la resolvante sont isolees, et on peut effectivement 
parler de poles. Dans Ie cas contraire, les eventuelles coupures exigent une precaution de langage. II 
n'empikhe que, Ie plus souvent, c'est Ie prolongement analytique de G(z) dans les autres feuillets de 
Riemann qui possede des poles, a partie imaginaire negative, conduisant tout naturellement a la notion 
de resonance (voir par exemple Tome II , p. 1l64). 
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propres de H. Compte tenu de l'expression de g(z) obtenue plus haut, les valeurs 
propres de H ressortiront ainsi de l'equation16 : 

[ 1 - vgo(z) = 0 ¢==? go(z) = ~ [ 

8. En partant du developpement obtenu en 4, prenant l'element de matrice diagonal 
et utilisant l'expression des {Ik)}, il vient : 

~ ~ ~ 1 ~ ~ 1 ~ 'k ii 1 'k R go(z) = L-(Rolk) ~ (kIRo) = - L- el 
0 ~ e- I 

. 0 

k z-E(k) N k z-E(k) 

d'ou go(z) = k Lk z-:Ck)' 

9. L'equation donnant les valeurs propres de H est ainsi : 

(30.38) 

La forme de cette equation est assez universelle, et se retrouve dans de multiples 
contextes (voir par exemple eq. (II-32.70) a propos des paires de Cooper, ou Ie 
probleme 17.6, p. 414, question 5). 

1 

;J I\..... 

\ \ \ z 

~igure 30.21: Illustration graphique de l'equation aux valeurs propres (30.38) dans Ie cas 
,> O. 

10. La discussion graphique de l'equation (30.38) procede comme suit (voir fig. 30.21). 

(a) Le premier membre de (30.38) diverge pour chacune des valeurs propres c(k), 
et tend vers zero comme Z - l en z = ±oo j il y a ainsi N divergences. Les 
valeurs propres sont donnees par les abscisses des intersections du graphe du 

160n suppose que Ho et H n 'ont aucune valeur propre en co'incidence, ce qui est physiquement plau­
ible. 
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(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

premier membre avec la droite horizontale de cote ~ : il y a manifest 
intersections, donc N racines pour l'equation (30.38). ernellt N 
Visiblement, l'une des racines se distingue nettement des autres 
qu'elle est en dehors de l'intervalle [cmin, cmaxl OU sont confinees ptar Ie fait 

Outes 1 valeurs propres de Ho. es 

Avec v = 0, on retaIn e bien sur Je valeurs propres de Ho : quand v de . 
plus en plus petit la draite horiz utal s 61eve, et les abscisses des inter~~ell: de 
tendent vers lesell · rgic propr s c1u reseau en l'absence d'impurete. chons 

La racine singuliere est superieure a Cmax si v > 0, soit quand l'irnpur . 
constitue une barriere de diffusion. Au contraire, elle est inferieure a E . et~ 

O ' 'd' d 1" t· t 't nun SI V < ,c est-a- Ire quan Impure e es un pm s. 

Quand N » 1, les autres racines sont infiniment proches des valeurs non 
turbees, traduisant Ie fait que la concentration en impurete est infinitesi:a~r­

e. 
Quand vest negatif, et grand en module par rapport a toutes les aut res 
energies, l'impurete constitue un piege profond ; dans ces conditions, la racine 
singuliere est tres loin a gauche de Cl, la fonction pro pre 'l/Jsing associee etant 
essentiellement un etat localise, tres proche de l'etat localise d'ordre zero. 

(f) Le caract ere localise persiste mais est de moins en moins marque au fur et a 
mesure que v devient grand. 

11. En presence de plusieurs bandes d'energie, l'effet du dopage est d'introduire des 
etats dans Ie gap d'energie separant deux bandes. Ainsi, une bande pleine d'energie 
superieure peut se depeupler partiellement ; ne l'etant plus, la conductivite, nulle 
en l'absence de dopage, devient finie : Ie dopage peut donc transformer un isolant 
(a temperature nulle) en un conducteur. 

12. Un semi-conducteur pur n'est pas conducteur a temperature nulle, puisqu'il existe 
un gap fini entre la plus haute bande pleine et la premiere bande vide. Le dopage 
agit par compensation et depeuple la derniere bande pleine pour faire basculer dans 
l'etat conducteur. 

• Remarque 

L'aspect localise de l'etat induit par l'impurete peut exiger de bien prendre en 
compte la repulsion entre electrons. Dans certains cas, ceci peut conduire a la creation 
d'etats doues de magnetisme (voir Ie modele d'Anderson, detaille dans Ie probleme 30.8 
ci-dessous p.1008). • 
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Variation en temperature de la chaleur speCl­
fique d'un solide possedant des excitations sans 
gap 

On suppose que les P!emieres ~excitations d'un solide en dimension D ont une relation de 
dispersion isotrope E(k) = Gllkll"', a> 0 ; la repartition en temperature du nombre de ces 

e)<citations est une certaine fonction f(u) ou 1L ~ (3E. 

Montrer que I'energie moyenne a la temperature T varie comme T~+l et en deduire 
la variation de la chaleur specifique cv· 

Les hypotheses de l'enonce s'appliquent par exemple au cas ou les premieres ex­
citations sont des bosons dont Ie nombre ne se conserve pas, la fonction f(u) etant 
alors (eU 

- 1)-1 (1e gaz de Fermi degenere ne rentre donc pas dans Ie cadre de l'analyse 
ci_dessous17). L'energie moyenne a la temperature Test donnee par l'expression : 

et Cv = ~ ~~. Dans l'hypothese ou les premieres excitations du solide en dimension D 

ant une relation de dispersion isotrope E(k) = Gllkll"', a> 0, cette expression devient : 

au DD est la surface18 de la sphere de rayon unite dans lRP. Posant (3Gk'" = X, il vient : 

(+= 
E = cste T~+1 J

o 
X~ f(X) dX ; 

l'integrale etant un certain nombre (suppose fini, gare a la dimensionnalite i), toute la 
dependance en temperature se trouve maintenant dans Ie prefacteur. Ainsi : 

[ E ex T~+1 Cv ex T~ [ 

Pour un solide ordinaire D = 3 ; si les premieres excitations sont des phonons acoustiques, 
a = 1, et on retrouve Ie comportement Cv ex T3 typique d'un grand nombre d'isolants 
(voir Tome II, section 31.6). 

17Pour ce gaz, Cv <X T, comme Ie montre Ie developpement de Sommerfeld. 
18 _ 2-rrD/2 

OnaOD- r(~) . 
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30.8 Magnetisme localise : Ie modele d' Anderson 

Le modele analyse ici a ete propose par Anderson [57] pour demontrer la possibilit' 
formation de moments magnetiques localises resultant de la correlation electronique q e de 

d· . , d ' I Uand on ISSOut une Impurete ans un meta. 

En schematisant a I'extreme, Ie metal est represente par une seule bande d'ene . 
E(k) associees aux etats Ik) : rgle 

Hm = " E(k) c! Ck L...J k,S,8 

k,s 

(s = ±1/2) . (30.39) 

La densite d'etats p(E) est supposee non nulle au-dessus d'une certaine valeur Em· et ' 
In I a 

part cela, est quelconque ; on note CF Ie niveau de Fermi, CF > E min . 

L'impurete apporte un seul etat non degenere, Ii), d'energie E i , pouvant recevoir un 
ou deux electrons de spin quelconque ; compte tenu du caractere localise de cette orbitale 
il importe de tenir compte de la repulsion entre electrons, ce que I'on fait a la maniere d~ 
Hubbard en posant Ie Hamiltonien de I'impurete sous la forme: 

(30.40) 

Le parametre U > 0 mesure la repulsion de deux electrons de spins contraires. 

II reste a traduire la possibilite pour un electron de passer de la bande d'etats etendus 
a I'etat localise, ou inversement, ce que I'on fait en modelisant comme suit: 

L ~ t *~ t V = V(k) c- Ci s + V (k) c1· sCk-k,s ' , ,8 
(30.41) 

k,s 

Le cas interessant est celui ou Ie niveau de Fermi est un peu au-dessus de I'energie de 
I'impurete ; dans toute la suite on suppose donc CF ;2: E i . 

Calcul de la resolvante approchee 

Ne sachant pas trouver les etats propres exacts de H ~ Hm + Hi + V, on adopte desormais 
une approximation de champ moyen consistant a remplacer nsn-s par (ns)n-s + ns(n-s), 
(n s ) designant une valeur moyenne a calculer en temps utile par une equation auto-coherente. 
Une fois effectuee cette linearisation, on obtient un nouvel Hamiltonien Hmf. 

1. Ecrire Ie systeme pour les elements de matrice de la resolvante G(z) ~ (zl- Hmf)-l 
sur la base (Ii, s), Ik, s)). 
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2. En deduire que I'element diagonal Gj ,s(z ) ~ (i, s IG(z)li, s) est donne par : 

(30.42) 

ou on a pose Es ~ Ei + U(n - s). 

3. En effectuant la substitution habituelle 2::,;;; ----) U;,) 3 J d3 k, exprimer Gi, s (z ) en fonc­
tion de la quantite 6.(E) definie comme : 

(30.43) 

En deduire la contribution pi ,s(E ) de I'etat localise a la densite d'etats totale. Dans la 
suite, on neglige Ie deplacement (Ia renormalisation) de I'energie de I'etat localise. 

Equations auto-coherentes 

Le nombre moyen d 'electrons dans I'etat local ise est : 

r CF j CF 
(ns) = J~ pi ,s (E) dE ~ pi ,s (E) dE 

Ernin -00 

(30.44) 

1. On suppose que la fonction 6. (E) est a variation lente, ce qui autorise a I'extraire de 

I'integrale, en la remplac;:ant par sa valeur 6.(Es) ~ 6. . Montrer alors que la valeur 
moyenne (n s ) a pour expression : 

(30.45) 

2. On pose J ~ CF[jE;, 'Y ~ ~~ . Ecrire les deux equations couplees auto-coherentes 

pour (nr ) et (nt ). 

3. Construire graphiquement dans Ie plan ((nr), (nl )) Ie lieu des solutions de ce systeme 
dans I'hypothese J rv 1/2, pour les deux cas 'Y» 1 et 'Y« 1. 

4. Discuter la stabilite des differentes solutions. 

Discussion detaillee 

1. Determiner dans Ie plan (-y, J), une representation parametrique de la ligne de separa­
tion entre la phase magnetique et la phase non-magnetique. 

2. Donner I'equation approchee de cette courbe pour 'Y ----) 0 et pour 'Y ----) ~ . 
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3. En deduire I'allure de la ligne de transition. 

4. Exprimer la relation critique a I'aide de U et de la densite Pi,s(cF) . 

5. 8 etant fixe, tracer les variations des (n s ) dans la phase magnetique en fonction d 
e')'. 

6. Trouver les premiers termes du developpement de la magnetisation pour r petit t 
. . d I . . ,e SOn comportement au vOlslnage e a transition. 

7. Pour 8 = 1/4, 1/2, tracer aussi precisement que possible la variation des (ns) dan I 
phase non-magnetique en fonction de f. S a 

L model d And rson [571 me~ a jour la possibilite de formation de moment 
magnet.i.qlles locali.~e.~ r'sultant de la correlation electronique incontournable quand o~ 
dissou t une implJtete daus un metal: 1 sit singulier offre aux electrons du metal des 
etats de t.ype atomique (Ii '3, done localises), au sein duquel il n'est pas possible d'omettre 
la repulsion entre les electrons, en raison du confinement de ceux-ci dans un meme petit 
espace commun. La competition entre l'aspect localise de ces etats et Ie caractere etendu 
des etats de bande conduit a l'existence de plusieurs phases: l'une ne presente pas de 
changements qualitatifs majeurs par comparaison avec Ie metal pur, et prevaut lorsque 
la repulsion effective entre les electrons est faible. L'autre, physiquement pertinente 
quand l'interaction est forte, est caracterisee par l'existence d'une magnetisation locale 
sur l'impurete. On retrouve une fois encore ce fait fondamental, deja rencontre dans 
Ie cas Ie plus simple conceptuellement parlant (un atome a deux electrons) : ce sont les 
interactions electrostatiques qui, avec Ie concours du Principe de Pauli, sont les premieres 
responsables de l'apparition du magnetisme microscopique. 

'( 

Ej+U-t-
EF 

E j 

Figure 30.22: Illustration qualitative montrant que si Ie niveau de Fermi est intermediaire 
entre Ei et Ei + U, une magnetisation locale est privilegiee. A droite : diagramme de 
phase escompte. 

Il est utile de degrossir Ie probleme qualitativement, avant de demarrer la resolu­
tion detaillee, Ie parametre central du probleme etant 8, defini comme : 

8 ~ CF - Ei 
U ' 

qui mesure en unite U la distance entre l'energie de Fermi et Ie niveau d'impurete. Un 
electron de spin r se trouvant deja dans l'etat E i , l'adjonction d'un electron de spin 
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oppose coute Ei + U ; si cF » E;, Ei + U (5 » 1), l' energie 2Ei + U est tres au dessous de 
III surfac de la mer de Fermi, et les deux electrons peuvent aisement se retrouver dans 
J'etat 1 ali -13 j cette situation, caracterisee par ni, T = ni ,l, donne une magnetisation 
Jocal nulle (voir fig. 30.22, a gauche). 

Au contraire, si CF se trouve entre Ei et Ei +U (5 ;S 1), l'etat avec un seul electron 
localise est energetiquement favorise, et l'on attend ~;:: » 1 (ou l'inverse) : un moment 

rnagnetique localise apparait (fig. 30.22, au centre). 

En realite, les choses sont un peu plus complexes, eu egard au fait que la presence 
du continuum donne a chaque niveau localise une certaine largeur 6, tout comme un 
continuum de photons donne une lat'geur (dite nature lie) it tout etat atomique excite; 
dans ces conditions, la situation energetique entre Ie niveau de Fermi et l'etat localise 
s'apprecie plus precisement par"" (1 - 5)U - 6, la phase magnetique correspondant it 
(1- 5)U .2: 6 si 5 > ~, et 5U .2: 6 si 5 < ~. On prevoit done l'existence d'un diagramme 

de phase exhibant un domaine vaguement triangulaire dans Ie plan (5, I ~ ~0), ayant 
l'allure scMmatisee sur la figure 30.22 it droite. 

Le cas interessant etant celui ou Ie niveau de Fermi est un peu au-dessus de 
l'energie de l'impurete, on suppose dans toute la suite cF .2: E i , soit 5 "" ~. 

Calcul de la resolvante approchee 

Tout comme a propos du polyacetylene (voir probleme 28.5 p.891), l'approximation de 
champ moyen consiste a remplacer nsn-s par (ns)n-s + ns(n_s), (n s) designant une 
valeur moyenne a calculer en temps utile par une equation auto-coherente ; apres cette 
linearisation, Ie nouvel Hamiltonien Hmf est: 

1. On a immediatement : 

(i, slHmf Ii, s') = (Ei + U (n _sl) )5SS1 ~ ESI 5SS1 , 

(k, sIHmflk', s') = E(k) 6kkl5sS1 . 

Par definition de la resolvante, on a (zl- Hmf)G(Z) = 1 ; prenant des elements de 
matrice de cette identite, on peut notamment ecrire : 

(z - Es)(i, sIG(z)li, s) - L Vf(k, sIG(z)li, s) = 1 , 
k 

(z - E(k)) (k, sIG(z)li, s) - Vk(i, sIG(z)li, s) = 0 

Le meme systeme peut s'obtenir en jouant avec l'equation de Dyson, comme fait 
dans Ie probleme 30.6, p. 1002. 
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2. Eliminant (k, sIG(z)li, s) entre ces deux equations, on obtient : 

v,-
(z - Es)(i, sIG(z) li, s) - LVi k _ (i, sIG(z)li, s) = 1 

_ z-E(k) , 
k 

d'ou l'element diagonal Gi,s(z ) ~ (i, sIG(z)li, s) : 

1 G. (z) ____ 1_----::,----
1,S - W(k)12 - Z - Es - ~(z ) 

z - Es - L:k z-E(k) 

ou ~(z) a manifestement Ie role d'une self energy. 

3. Avec la substitution habituelle L:k -t (2~)3J d3 k, la somme ~(z) au denominateu 
devient l'integrale : r 

('£)3{d3k lV(k)~ =jdEj(.£)3d3kO(E-E(k)) lV(k)j2 = !!:...j I::!. (E') d ' 
27r j' Z - E(k) 27r z - E 27r Z - E' E , 

d'apres la definition de I::!.(E). 

La densite d'etats s'obtient par la partie imaginaire de la resolvante Ie long de la 
coupure; avec z = E + ie, Ie denominateur de Gi,s(z) est: 

. n 1+00 
I::!. (E') , 

E + Ie - Es - - E' E' dE ; 
27r E~in + le -

dans la limite e -t 0+, l'integrale definit la distribution P E!E' - i7ro(E' - E), d'ou 

pour Gf,~\E) ~ limc-->o+ Gi,s(E + ie) : 

d+)(E) = 1 
1,S E _ E _ .ll.PJ+oo ~(E') dE' + i.nl::!.(E) 

s 27r Emin E-E' 2 

A l'ordre Ie plus bas en V, Ie denominateur est: 

n 1+00 
I::!. (E') , i 

E - Es - 2 P E _ E' dE + -nl::!.(Es) , 
7r E=;n s 2 

expression qui montre clairement que l'integrale represente un deplacement d'ener­
gie I::!.Es (du me me type, techniquement parlant, que Ie Lamb shift), cependant Ie 
terme tout integre, imaginaire pur, est responsable de l'elargissement du niveau de 
l'impurete. 

La contribution Pi,s(E) de l'etat localise ala densite d'etats totale est -~'SGf~) (E), 
so it (negligeant Ie deplacement I::!.Es, omis dans toute la suite) : 

. E _ ~ nl::!.(E) 
p"s( ) - 27r (E - EsP + ¥1::!.2(E) 
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Si, profitant du caractere resonnant de cette expression, on s'autorise a remplacer 
6.(E) ~ 6.(Es) == 6., il vient : 

1 lt6. 
Pi,s(E) ~ 27r (E _ EsP + n; 6.2 ' 

qui est une distribution lorentzienne de largeur en pulsation 6. . 

Equations auto-coherentes 

II s'agit maintenant d'etablir une equation permettant de trouver les moyennes (ns) qui 
parametrisent tout le traitement, notamment par leur implication dans les energies Es. 
Le nombre moyen d'electrons dans l'etat localise, (ns), est: 

n - dE j EF 1 lt6.(E) 
( s) - -00 27r (E _ Es)2 + ~2 6.2 (E) . 

1. En admettant que la fonction 6.(E) est a variation lente, on la remplace par sa 
valeur 6. en Es j des lors, la valeur moyenne (ns) s'exprime comme suit: 

1 jEF lt6. 1 j h~ (EF-Ea) 1 
n - - dE - - -- dx 

( s) - 27r -00 (E - EsP + n;; 6.2 - 7r -00 x 2 + 1 

l'integrale est maintenant elementaire, et se decompose en deux: 

pour donner : 

( ) 
1 1 A 2(cF - Es) 

n = - + - rctan---'------'-.:.. 
s 2 7r lt6. 

ou -~ :::; Arctanx :::; +~. 

2. Le result at precedent s'ecrit : 

1 1 2 (EF - g - U (n ) ) 1 1 [ 1 ] 
(n s) = - + -Arctan ~6. -s == - + -Arctan -(8 - (n-s)) , 

2 7r 2 7r 'Y 

ou 8 ~ EF[/i, 'Y ~f ~~, d'ou l'on deduit les deux equations coup lees auto-
coMrentes pour (nj) et (nt) : 

1 1 [1 ] (nr) = - + -Arctan -(8 - (nt)) 
2 7r 'Y 

1 1 [1 ] (nt) = - + -Arctan -(8 - (nj)) 
2 7r 'Y 

(30.46) 
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1 1 

Figure 30.23: Illu trations des deux modes de constru~tion des solutions anto-coh 'rentes . 
a gauche, representation dans Ie plan ((nr), (nl))' A droite, repres nLa,tion eles point~ 
fixes de I'applicatioll <l? itere une fois. Toutes I . cow'b s sont tru e s av c 15 = 0 4 
correspond ant it un nivel.tu de Fermi un peu plus pres d Er qu de EI + U. ' , 

3. On voit que chaque (n s ) est le(s) point(s) fixe(s) de I'application X --t iI>(X) iteree 
deux fois ; par exemple : 

ou iI>(X) ~ ~ + ~Arctan[~(b - X)]. Les solutions s'obtiennent done comme 
les intersections du graphe de iI>oiI> avec la premiere bissectrice (voir figs. 30.23 et 
30.24 a clroite). Une autre methode consiste a tracer Ie graphe de iI>((nj)) qui 
donne I'ordonnee (nl) et a tracer Ie graphe symetrique par rapport a la premiere 
bissectrice : la(es) solution(s) est (sont) 1'(les) intersection(s) de ces deux graphes 
(voir figs. 30.23 et 30.24 a gauche). 

L'allure des courbes representatives est fortement conditionnee par la valeur du 
parametre I ; s'il est petit (U grand), les lignes trigonometriques ont une pente 
tres raide, et il existe trois solutions, nj :s 1 et n 1 ~ 0 (point A") ou Ie contraire 
(point A'), et nj rv nl (point A). Au contraire, si la repulsion entre electrons sur 
l'impurete est faible, il n'y a qu'une seule solution, nj rv nl (point A). Dans tous 
les cas, on n'a I'egalite (nl) + (nt) = 1 que si b = ~ (niveau de Fermi ami-chemin 
entre Ei et Ei + U). 

(nl) (cI>ocI» ( (nr ) ) 

1 A' Ii = 0,051 
1 

A" 

'~ ' A' 
>---1"-:--­

A 

A ~-------r 
1 (nr) 1 (nT) 

Figure 30.24: Identique a la figure 30.23 mais avec b = 0,07, correspondant a un niveau 
de Fermi tres pres de E i . 

4. La stabilite des differentes solutions peut s'apprehender physiquement : quand U 
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est petit h grand), l'unique solution est (nr) = (nl), et si U augmente encore, 
la repulsion grandissante favorise encore plus la situation d'egalite des nombres 
d'occupation . Au contraire, avec U tres grand, minimiser la repulsion revient a 
accentuer l'ecart entre les n s , et donc a favoriser ..E...L » 1. n_ s 

La stabilite s'obtient aussi immediatement dans la representation donnant les points 
fixes de l'application <P iteree (figs. 30.23 et 30.24, a droite) : la solution est stable 
si la pente19 du graphe de <Po<P est plus petite que 1, instable dans Ie cas contraire 
(voir fig. 30.25) . Ainsi, pour 'Y petit, la solution (nr) = (nl) (point A) est instable, 
alors que les deux solutions symetriques (nr) i- (nl) (points A' et A") sont stables; 
pour 'Y grand, l'unique solution (point A) est stable. 

( ([>0([> )( (nT ) ) 

h- = 0,21 

1 

1 

( ([>0([> )( (nT ) ) 

II = 0,5 1 

Figure 30.25: Construction habituelle des trajectoires permettant de mettre en evidence 
geometriquement Ie critere de stabilite des points fixes d'une application non-lineaire (ici 
0' = 0,4) . 

Discussion detaillee 

1. II y a visiblement, pour 5 donne, une valeur critique 'Ycr(O') separant les deux regimes 
ou l'on a respectivement une ou trois solutions; il existe donc une certaine ligne 
d'equation A(O', 'Y) = 0 separant des domaines ou une phase est favorisee par rapport 
a l'autre. Pour trouver la relation precise entre 0' et 'Y definissant la frontiere 
separant ces phases, plusieurs methodes sont possibles. L'une d'entre elles consiste 
a raisonner avec la representation dans Ie plan ((nj), (nl)) : au point de transition, 
les deux courbes sont visiblement tangentes l'une a l'autre au point A ou elles 
se croisent et d'ou vont emerger les deux points A' et A", et leur tangente est 
perpendiculaire a la premiere bissectrice. La transition est donc determinee par 
d~~n~;) = -1 au point A, ou encore d(nj) + d(nl) = 0 en A. 

Une autre fac;on de faire est d'ecrire que, a la transition (bifurcation), Ie graphe 
de <Po<P est tangent a la premiere bissectrice au point de croisement ; au point 

190n reconnalt au passage Ie crithe habituel pour les systemes dynamiques, permettant de trancher 
immediatement la question de la stabilite d'un point fixe. 
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citiqu - (l'un d ' parametres etanj, fixe), on a sirtluJtanemeut 1 s deux' " 
X = 1> (<I>(X)) , dt <I> (<I>( r)) = 1 j ~a fonction q> etant pal'ametl.'ce pal' l' galttes : 
satisfaction coujointe d ces deux equations f~ul'oira la relation ACY, 6) ~ ~t 6 1a. 
un form ou sous un a utre. On a [<I>(<I>(X))] = <1>' (cI>(X)) x <I> I ( ), mais ou!,> 

[ ( )] 
I , nl lllC 

,. = <I>(X) au point de croisem ·n on a aussi <I> <l?(X) = [<I>'(X)t Au t t. 

on doit avoil' simultanem nt r = <l?(X) [<I>'(X)] 2 
= 1, oit: • .\.1 , 

1 1 [1 ] X = - + -Arctan - (0 - X) , 
2 7r l' 

La premiere equation donne ~ (0 - X) = - cot 7r X, dont Ie report dans la seconde 

donne l' = ~ sin2 7r X, Injectant ceci en retour dans la premiere egalite, il vie t 
o = X - 2~ sin 27r X, d'ou une representation parametrique de la ligne de transitj~l 
Ab, 0) = 0 : 

1 . 
0= X - - sm27rX 

27r 

Dans Ie plan (0, 1'), ceci definit une ligne a deux branches symetriques par rapport 
ala droite vertic ale d'abscisse ~ ; en effet, si X ----7 1 - X, l' ne change pas et a 
devient 1 - O. D'ailleurs, la ligne de transition est une courbe bien connue : c'est 
une cycloide, Ie rayon de la roue de bicyclette etant egal a 2~' 

2. Pour X « 1, l' ~ 7r x 2 et 0 ~ 2;2 X3, d'ou l'expression approchee des deux 
branches pour l' tres petit : 

3 )2/3 0«1:1'~( r;;0 
2y7r 

[ 
3 2/3 

0;51: 1'~ 2y1F(I-0)] 

Le long de la ligne de transition, l' est borne superieurement par ~, valeur atteinte 
pour X = ~. Pour X ~ ~, on a l' ~ ~ -7r(~ - X)2 et 0 ~ ~ - 2(~ - X), d'ol! les 
deux branches pres du point ou elles se rejoignent : 

3. Tous ces elements permettent de dessiner a vue la ligne de transition, precisement 
tracee sur la fig. 30.26 ; Ie diagramme de phase ainsi obtenu est bien semblable a 
celui anticipe (voir fig. 30.22, a droite). 

4. La densite Pi,s (cF) est : 

1 n6. 
Pi,s(EF) = 27rU2 (0 - {n_

s
))2 +1'2 ' 
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1 
- ",..----..... 
7r ,. " 

/rhase magnetique 
O~------~~~~--·8 

Figure 30.26: Diagramme de phase dans Ie plan (0, 'Y) (c'est une arche de cycloide). 

d'ou : 
'Y 

7rU Pi,s(EF) = (0 - (n-s))2 + 'Y2 

Ie denominateur est (21
1T sin 27r(n_s)) 2 + (~sin2 7r(n_s)) 2 = ;2 sin2 7r(n_s ) = ;. 

En termes des grandeurs physiques, la relation critique prend done la forme remar­
quablement simple: 

5. Dans la phase magnetique, a 0 donne, 'Y varie entre 0 et une certaine valeur 'Yer(O) ; 
dans cet intervalle, l'egalite (n s ) = <1>o<1>((ns)) definit une fonction (ns)h). 

Les equations autocoherentes (30.46) s'ecrivent aussi : 

(30.47) 

et montrent que lorsque 'Y -> 0, on a soit (nr) -> 1 et (nl) -> 0 (solution representee 
par la limite du point A"), ou Ie contraire (solution de type A'). Considerons le 
premier cas; quand 'Y est tres petit, il en va de meme de (nl) et de 1 - (nr), de 
sorte que les equations ci-dessus s'approximent comme : 

d'ou, pour 'Y« 1, (nr) = 1- '-:0 + O(2
), (nr) = ~ + O(2

). 

Quand'Y s'approche de sa borne superieure 'Yer(o), (nr) et (n!) ten dent vers la 
me me limite, no, et on a les relations (pour la valeur de 0 fixee) : 

1 . 2 
'Yel' = - sin 7rno , 

7r 
1 . 

no - -- sm 27rno = 0 
27r 

(30.48) 

Posons (nr) = no + a, (n!) = no - (3, et 'Y = 'Yer - E (a > 0, (3 > 0) ; en ecrivant Ie 
developpement de Taylor du premier membre de la premiere equation (30.47), et 
utilisant (30.48), on a : 

[ 
11 27r 31 1 . f.i 

h er-E) cot 7rno-- a+-7rcot7rno a --2-(3-27r'Yer)a + .. ~ = -- sm 27rno-,u ; 
'Yel' 'Yer 3'Yer 27r 

il est essentiel de pousser Ie developpement de Taylor jusqu'au troisieme ordre 
indus en a : sans cette precaution, les equations degenerent pour 0 = ~. Les 
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termes d'ordre zero disparaissent et il reste : 

2 1r 3 1 1r 2 
-a+1r cot 1rno a ---(3-21r'"Yer)a -c: cot 1rno+-ac:-- cot1rnoa c:+ ... = -(3 

3'Yer 'Yer 'Yer 

En effectuant a f-4 -(3, on obtient l'equivalent pour la deuxieme equation (30.47) : 

2 1r 3 1 1r 2 
(3 + 1r cot 1rno fJ + -- (3 - 21r'Yer)fJ - c: cot 1rno - -fJc: - - cot 7rno(3 c: + ... = a 

3'"Yer '"Yer '"Yer 

En fai ant I hypoth e d travail que a i {H Ild nt vel'S zero ave Ie meme e.x:posant 
(0: fJ "" e;A), eha une de c equations monir qu 1a dilt'r He Q - fJ varie eOlUme 
c: au plu. bas ordre - plus prcei cment 011 a C\: - fJ = -c: cot7rno[l + O(c:I')]. 
I ~ail1t nant, la oustraetion mcmbre it. membre suivie d la division par a + fJ - qui 
ne peut A tr nnl - donne: 

d'apres l'hypothese de travail, Ie terme central (qui est essentiellement positif) se 
comporte comme c: 2

\ d'ou 2'>- = 1 par comparaison avec les autres termes. Posant 
alors a 2 + afJ + (32 = C2 c:, il vient d'abord C 2 = ~ -3 21 (1 - 7r'Yer cot2 7rno) soit 

7r - 'TrIer l 

compte tenu de (30.48), C 2 = 1_ 1:: , et finalement : 
3 fer 

'Y :s '"Yer 

Dans cette expression, 'Yer est la fonction de 5 tracee sur la figure 30.26 ; dans Ie 
cas symetrique 5 = ~, ou no = ~, '"Yer = ~, on a simplement : 

Les deux courbes nub) se raccordent donc l'une a l'autre avec une tangente ver­
ticale20 quel que soit 5. 

Les elements etablis ci-dessus permettent de tracer les graphes reportes sur la figure 
30.27, a gauche, pour 'Y 'S 'Yer (solution A"). 

Dans la phase non magnetique, (nr) = (nt) = n, solution de cot7rn = l.(n - 5) ; n 
I 

part de no en '"Yer et tend vers ~ quand '"Y --; +00 (U --; 0). 

6. La magnetisation locale est M = nr - nt. D'apres les resultats ci dessus, on a : 

'Y :s 'Yer : M ~ C' ,her - 'Y I 

20Les deux arcs de courbes donnant les (ns) dans la phase magnetique rappellent celles donn ant les 
densites d'un gaz et d'un liquide en fonction de la temperature, qui se rejoignent verticalement a la 
temperature critique. 
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M 

~----------~~ 7 
7cr 7cr 

Figure 30.27: A gauche: variation des (ns) en fonction de I dans la phase magnetique 
(A" ) et dans la phase non magnetique (A). A droite : variation de la magnetisation en 
fonction de I. 

avec G' = 2 l-t: ,et bien silr M = 0 si 12: ler (voir figure 30.27 a droite) ; 
3 fer 

posant M cv her - 1)(3 pres du point de transition, on trouve l'exposant critique 
(3 = ~, typique d'une theorie de champ moyen. 

Figure 30.28: Pour differentes valeurs de 0, variation de (nT) = (nl) = n en fonction 
de I dans la phase non magnetique (A) ; a la gauche de chaque point, c'est la phase 
magnetique qui est physiquement prevalente. ~ est la valeur de ler pour 0 = ~ (voir 
fig. 30.26). 

7. Pour 0 = 1/2, et dans la phase non-magnetique, on anT = nl = n, solution de 
n - ~ = ~Arctg [~( ~ - n)], donc la seule solution est n = ~, quelque soit f. D'une 

fac;on generale, n est l'intersection de la droite ~ (n - 15) avec Ie graphe de cot 7rn ; on 
voit graphiquement que pour I « 1, n ~ 15, de sorte que l'equation autocoherente 
s'approxime en ~(n - 15) ~ cot7rc5 - s in27r6(n - 15). A l'inverse, pour I» 1, la 

droite est quasiment horizontale et l'intersection se produit pour n ~ ~ ; on a ainsi 
~(n - 15) = tan7r(~ - n) ~ 7r(~ - n) . Au total: 

1 1 1 
n~-+--(c5--) 

2 1 + 7r1 2 

d 'ou les courbes reportees sur la figure 30.28. 
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30.9 Tour d 'horizon des proprietes magnetiques d es 
solides 

II s'agit de rassembler et d'exploiter les idees fondamentales expliquant certaines propriet ' 
magnetiques d'un solide, dont les objets constitut ifs sont des atomes ou des ions a couch es 
incompletes. Tous les aspects diamagnetiques son t ignores dans la suite. es 

La premiere partie est une analyse semi-qua ntitative montrant qu'une t heorie a Ut1 

particule ne peut decrire qu'un seul type de magnetisme (Ie paramagnetisme, sous une form e 
ou une autre) , en contradiction avec I'experience : la t heorie des bandes est fOncie remen~ 
inapte a expliquer Ie ferromagnetisme et sa caraeteristique principale, I'existence d 'une ai­
mantation spontanee en champ magnetique nul au-dessous d 'une certa ine temperat ure T. 

c· 

Dans la seconde partie, on rappelle comment la repulsion de Coulomb entre les 
electrons produit une forte dependance de I'energie d'un atome (ou d'un ion) par rapport 
au moment magnetique d'origine electronique. Puis, on introduit un Hamiltonien effectif 
reproduisant cette dependance pour N = 2 electrons , qui est generalise au cas d'un solide 
contenant N » 1 atomes ou ions (modele de Heisenberg) . 

Dans la troisieme partie, on traite Ie modele de Heisenberg en champ moyen, ce qui 
permet de mettre en evidence simplement I'existence d'une temperature Tc au-dessous de 
laquelle il existe une magnetisation non nulle en champ nul (aimantation spontanee) . 

Proprietes magnetiques prevues par la theorie des bandes 

Metaux Pour un metal (un alcalin, par exemple), on considere exclusivement la plus haute 

bande partiellement occupee, d' energie c(k ), Ie niveau de Fermi CF se situant vers Ie milieu 

de la bande. m et e designent la masse et la charge de I'electron , § represente son spin 
(S = 1/ 2), nMs la valeur propre de Sz . 

1. A la limite d'un echantillon macroscopique, to utes les sommes sur k peuvent etre 
remplacees par des integrales. Pour un integrand ne dependant que de I'energie, on 
peut a i nsi ecri re : 

~.= jdc V (c) . ; 
k 

(30.49) 

ceUe relation definit V(c), densite d'etats de la bande c(k) compt e non tenu du 
spin ; quelle est I'expression de V(c) , V (O) (c), si I'on s'en tient a I'approximation 

c(k ) c::: c(O)(k) = n.~!2 ? Exprimer V (O) (cF) a I'aide de k F pour un gaz d'electrons 
libres. 

2. En presence d 'un champ magnetique B dirige Ie long de Oz , Ie couplage entre un 
electron et ce champ est - J.1, z B , ou Ie moment magnetique {1 est relie au spin par : 

(30.50) 
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Quelle est I'energie EMs (k) d'un electron? Exprimer celle-ci notamment en fonction 
de Ms et du magneton de Bohr jiB = ;! ~ -6 x 10- 5 eV IT, en prenant ge = 2. 

3. Les electrons sont repartis conformement a la loi de Fermi - Dirac : 

1 
f(E) = e{3(E-,.,,) + 1 (30.51 ) 

OU Ji designe Ie potentiel chimique. Le nombre moyen d'electrons de spin !vIs est donc : 

nMs = J d3k f(EMs ) . (30.52) 

Ecrire nMs sous la forme d'une integrale portant sur I'energie. 

4. Le potentiel chimique Ji depend du champ magnetique. Lorsque21 \JiB\B « CF, cette 
variation est du second ordre : 

(30.53) 

cette faible dependance de Ji est negligee dans la suite. 

Soit M la magnetisation du metal (moment magnetique moyen de I'ensemble des elec­
trons) . Exprimer M en fonction des nMs et de jiB , puis sous la forme d'une integrale 
d'energie contenant deux fonctions f decalees. 

5. En utilisant Ie fait que \JiB\B « cF, effectuer un developpement limite pour en deduire 
I'expression de M a temperature nulle. Montrer que la susceptibilite magnetique est 
ici don nee par 22 : 

XPauli = 2Ji~D (cF) . (30.55) 

6. A temperature finie et dans des conditions usuelles, on a toujours kBT, \JiB\B « CF. A 
quelle condition sur c(k) la variation de XPauli en temperature reste-t-elle tres faible ? 

Isolants Pour un isolant forme d'ions a couches incompletes, on schematise la situation 
comme suit . D'une part la bande (pleine) la plus haute en energie (peu dispersee), d'autre 
part des bandes internes sans dispersion, provenant d'etats atomiques pratiquement inalteres 
lors de la formation du solide . 

1. L'observation frequente d'un fort paramagnetisme s'explique par Ie fait que les ions, 
ayant une couche incomplete, peuvent posseder un moment magnetique moyen non-nul. 
Le couplage Zeeman entre I'ion et Ie champ est de la forme : 

(30.56) 

21cas usue! ! 
22Comme definition genera!e de la susceptibilite magnetique, on adoptera : 

X = (8M) 
8B 6=0, T 

(30.54) 

Le resultat (30.55) deCl'it Ie paramagnetisme dit de Pauli . 
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On sait que, j etant Ie moment cinetique total, il existe (dans un sous-espace E 
donne) une relation de proportionnalite entre les divers elements de matrice, laq~' IIJ 
". ,., ee s ecnt preCisement : 

(L, S, J, MJILz + geSzlL, S, J, M~) = g (L, S, J, MJIJzIL, S, J, M~) , (30.57) 

ou g est un nombre (facteur de Lande)23. Quelle est en presence du champ magnetiq 
C ) Ue 

I'energie E:
J

n 
d'un ion dans I'etat IL, S, J, MJ) ? 

2. En considerant exclusivement les niveaux d'un multiplet J, quelle est la probabilite 
PMJ d'occupation de I'etat IL, S, J, M J ) a la temperature T ? 

3. En deduire I'expression formelle de la magnetisation totale moyenne M pour un echan_ 
tillon contenant N ions. Montrer qu'elle est donnee par: 

(30.58) 

ou BJ est une fonction de Brillouin (voir probleme 11.1, corrige p. 205) : 

2J + 1 (2J + 1 ) 1 (1) BJ(X) = -- coth -- X - - coth - X 
2J 2J 2J 2J (30.59) 

et ou X = gJJLB(3E. 

4. Sachant que cothx c:::' ~ + ~ quand x « 1, en deduire la suceptibilite magnetique24 

XvV due aux couches incompletes. 

5. Illustrer par un schema la variation de XvV en temperature (Ioi de Curie). 

6. En assimilant D et EF a leurs expressions pour N electrons libres dans Ie volume V, 
comparer, a I'ambiante, les susceptibilites XPauli et XvV. 

Hamiltonien effect if 

2 electrons So it un systeme a deux electrons de spins 81 et 82, soumis chacun a un certain 
champ de forces purement electrostatique25 et en interaction mutuelle par I'interaction de 
Coulomb V(r12). Le Hamiltonien est de la forme: 

(30.60) 

ou Ho est relatif au modele a particules independantes. 

1. On designe par In), Ii 1), ... les etats propres de spin communs a Slz et S2z. Former 

les etats propres de (82, Sz), IS, Ms), ou 8 est Ie spin total 8 = 81 + 82. 

23A - l' . d _ 3 S(S+1)-L(L+1) vee ge - 2, expresslOn e 9 est 9 - '2 + 2J(J+1) . 

24Cette forme de paramagnetisme est appelee paramagnetisme de van Vleck. 
250n laisse de cote tout ce qui a trait a l'interaction spin-orbite. 
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2. Soit {¢n} un jeu d'orbitales propres de H(l ). Quelles sont les fonctions d'onde d'espace 
acceptables construites sur deux orbitales distinctes ¢n et ¢n' ? 

3. Deux telles orbitales etant fixees, on traite V par perturbation; trouver la correction 
d'energie au plus bas ordre pour les deux etats possibles du spin total, en fonction des 
deux elements de mat rice : 

(30.61 ) 

Dans quelle gamme d'energie se situe la valeur numerique de ces integrales 7 

4. Expliquer physiquement pourquoi I'energie (perturbee) de I'etat triplet est injerieure a 
celie de I'etat singulet. Exprimer la difference Es - ET en fonction de K. 

5. Soit Ie Hamiltonien effectif : 

(30.62) 

Sur quelle base Heff est-il diagonal 7 Quelles sont ses valeurs propres 7 

6. Relier J defini dans I'equation (30.62) a K (equation (30 .61)) de sorte que, a une 
constante additive pres, Heff et Ho + V aient Ie meme spectre . 

N electrons sur N sites d'un reseau On considere maintenant un reseau26 de Bravais 
dont les nceuds sont reperes par R ; en chaque nceud se trouve un atome de spin SR 
(8 = 1/2). On admet que ce systeme - au moins pour les excitations (magnetiques) de 
basse energie - peut etre represente par un Hamiltonien effectif generalisant Ie cas N = 2, 
appele Hamiltonien de Heisenberg. En champ magnetique nul, on adopte ainsi dorenavant : 

(30.63) 

ou J(R) > 0 V R (version ferromagnetique du modele de Heisenberg) . 

1. L'etat fondamental est I'etat ou les spins sont tous paralleles entre eux (chaque spin 
est dans I'etat 11)). Donner I'expression de I'energie fondamentale Eo. 

2. Decrire les quanta d'excitation elementaires du reseau de Heisenberg, considere comme 
une juxtaposition de ses N sites. 

3. En pensant a I'approximation des liaisons fortes, contruire N etats propres de HHeis 

construits sur ces excitations de basse energie. 

26Comme toujours, on suppose que Ie systeme physique contient N sites dans un volume V, (N » 1). 
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Traitement en champ moyen du modele de Heisenberg 

Les excitations qui viennent d'etre mises en evidence permettent de comprendre cert . 
. , , , b ' L" d " I . I alnes propnetes a asse temperature. etu e a temperature que conque eXlge a connaissance d 

toutes les excitations elementaires et est de ce fait hors de portee. e 

On adopte maintenant un point de vue completement different, en traitant Ie proble 
par une approximation de champ moyen. En se focalisant sur un spin donne (celui qui est me 
~ en 

R), on pose : 

(30.64) 

L'approximation de champ moyen consiste a remplacer dans (30 .64) Sk par sa valeur 

moyenne (thermique) (Sk)' Des lors, Ie spin singularise est en simple interaction avec 

un champ effect if BOlf : 

(30.65) 

et I'on se retrouve formellement dans la situation rencontree dans la partie traitant des 
isolants, p. 1021, Bmf jouant ici Ie role que joue B la-bas. Dans les notations presentes, la 
magnetisation est : 

(30.66) 

notant que, pour un echantillon homogene, la moyenne thermique (Sfl) ne depend pas de R. 

1. Ecrire la relation satisfaite par M en utilisant la fonction de Brillouin B J =1/2. 

2. Discuter graphiquement la(es) solution(s) de I'equation precedente. Montrer notam­
ment qu'il existe une certaine temperature notee Tc en-dessous de laquelle la magne­
tisation en champ nul est non-nulle. Demontrer que Tc est donnee par : 

1 " ~ Tc = 4k ~J(R). B _ (30.67) 

R 

3. Preciser les conditions physiques dans lesquelles I'approximation de champ moyen est 
a priori raisonnable. 

? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? . ? • b • b • b . b • b • b • b • b • b • = ================== 
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proprietes magnetiques prevues par la theorie des bandes 

l\'1etaux Pour un metal (un alcalin, par exemple), on considere exclusivement la plus 
haute bande partiellement occupee, d'energie c(k), Ie niveau de Fermi CF se situant vers 
Ie milieu de la bande. m et e designent la masse et la charge de l'electron, 8 represente 
son spin (S = 1/2), fiMs la valeur propre de Sz. 

1. Dans la limite L --* +00, et dans ]RD, 2:k• --* (2I;..)D J dDk •. Si l'integrand ne 
depend que de l'energie, • == A(c), et que celle-ci a une dependance spMrique par 

~ 2 D/2 
rapport au vecteur k, 10 == c(k), on a dDk = ODkD- 1dk, ou OD = rCD!2) est la 

surface de la sphere unite dans ]RD : 

(~)DJdDkA(c) = (~)D roo ODkD- 1dkA(c) . 
271' 271' 10 

Si de surcrolt on prend la loi de dispersion des electrons libres, c(k) 
changement de variable k = fi- 1 v2mc donne l'integrale : 

1 L D 2m Q r+oo 
D r+oo 

2(271') OD(fi2) 2 10 c 2
-

l
dcA(c) = 10 VD(c)dc, 

d'ou la densite d'etats en energie (compte non tenu du spin) dans ]RD : 

autorisant d'utiliser l'egalite dDk = VD(c)dc des que la loi de dispersion c(k) ne 
depend en fait que de Ilkll, et que l'integrale manipulee n'implique que des fonctions 
de l'energie c. 

Homogene a l'inverse d 'une energie, la densite d'etats VD(c) est constante a D = 2, 
et diverge a l'origine en dimension inferieure a 2. Dans ]R3, la densite (simplement 
notee V(c) dans la suite) est: 

La densite s'annule a energie nulle, en consequence du fait que l'energie c(k) est 
stationnaire en k a k = O. D'une fa«on generale, la densite d'etats en energie 
est d'autant plus elevee que Ie gradient de c(k) est petit en module, la densite 
s'obtenant par une certaine integrale portant sur lI'\7c(k)II- 1 (voir eq. (II-30.193)). 

2. En presence d'un champ magnetique B dirige Ie long de Oz, l'energie EMs(k) d'un 
electron est EMs(k) = c(k) - ge2':n (8).13, soit (avec ge C::' 2) : 
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Figure 30.29: Energies d'electrons lib res en presence d'un champ magnetique, compte 
tenu de /hB < O. Les fieches entourees repn§sentent Ie mO Ill.ent cinetique de spin des deux: 
populations d'electrons, dirige en sens contraire du moment magnetique associe. 

3. Les electrons etant repartis conformement a la loi de Fermi - Dirac, Ie nombre 
d' '1 d' M t - r d

3 
k 't . moyen e ectrons e spm S es nMs - JR3 (JIE (k) - I ,SOl. 

e MS " +1 

1
+00 D(c)dc -1+00 

nMs = (3( 2M 13) = f(c - 2MS/hBB) D(c)dc o e £- S /1-B - /1- + 1 0 

4. Le potentiel chimique /h depend evidemment du champ magnetique: imaginer 
que les deux demi-paraboles sont deux cuvettes remplies de fiuide et obeissent au 
principe des vases communicants . Toutefois, dans les conditions usuelles, on a 
I/hBIB « CF, de sorte que la variation est tres faible ; par symetrie, elle est en fait 

du second ordre, /h(T, B) = /h(T, 0) [1 + 0 CJ~,~)) 2], et est negligee dans la suite. 

La magnetisation du metal est M = ge2~ ~(n+~ - n_~) = /hB(n+~ - n_ ~), soit : 

r+oo 

M = io [J(c - /hB B) - f( c + /hBB)] D(c)dc 

5. Comme I/hB IB « CF, Ie developpement de Taylor au plus bas ordre donne : 

M = /hB 1+00 [ - 2/hBB!,(c)] D(c)dc ; 

avec /h(T, B) '::0 /h(T, 0) et en se pla<;ant a temperature nulle, /h = CF, energie de 
Fermi. Alors, la fonction f est la marche 8(cF -c), dont la derivee est la fonction de 
Dirac -5(cF -c) ; il vient dans ces conditions M = 2/h~B D(cF)' Selon la definition 
generale de la susceptibilite magnetique, X(T) = (a/ii) 13=0, T' Ie resultat ci-dessus 
donne la susceptibilite magnetique (paramagnetisme de Pauli) a temperature nulle : 

I XPauli(T = 0) = 2/h~D(cF) I 
II s'agit bien de pammagnetisme, puisque la susceptibilite XPauli est visiblement 
positive. Le paramagnetisme de Pauli est ainsi une consequence directe du carac­
tere fermionique des electrons libres, ou en tout cas itinerants, presents au sein 
d'un metal. Par contraste avec Ie paramagnetisme des ions (ou des atomes), la 
susceptibilite correspondante est essentiellement independante de la temperature. 
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6. AT> 0, et dans des conditions usuelles, on a toujours kBT, If.LBIB «C:F ; la variation 
de XPauli en temperature reste faible si C:(k) varie lentement it l'echelle kBT. 

Isolants Pour un isolant forme d'ions it couches incompletes, on scMmatise la situa­
tion comme suit. D'une part la bande (pleine) la plus haute en energie (peu dispersee), 
d'autre part des bandes internes sans dispersion, provenant d'etats atomiques pratique­
ment inalteres lors de la formation du solide. 

1. Lorsque les ions possedent un moment magnetique moyen non-nul, Ie couplage 
Zeeman entre l'ion et Ie champ, - 2':n (Lz + ge Sz)B, provo que un deplacement des 
niveaux. Compte tenu du tMoreme de Wigner - Eckart pour les operateurs vecto­
riels, l'energie d'un ion dans l'etat IL , S, J, IvIJ ), en presence du champ B, est: 

ou M J est Ie nombre associe it la projection Jz du moment cinetique total J = L+s; 
- 3 8(8+1)-L(L+1) I f d L d' ( . - 2) gL8J - 2 + 2J(J+l) est e acteur e an e on a pns ge - . 

2. Pour un multiplet J donne, la probabilite d'equilibre PMJ est proportionnelle au 
facteur de Boltzmann e-fJEMJ (8) 

ou la fonction de partition ZJ({3) satisfait L~;:~~ ZJ(f3)e- fJE (iOn)(8) = 1, d'ou : 

E (i on) (B) () M" "dM eli B B dM ~" • avec MJ = E 0 - JI....l.E, I....l.E = gL8J2m == gL8Jf.LB ,et X = fJI....l.E, 11 
vient : 

et: 

P 
sinh~X M x 

M = e J 

J sinh (J + ~)X 

A haute temperature (kBT» If.LBIB, soit IXI « 1), PMJ ~ 2J~1 : les etats sont it 
peu pres equipeuples. Au contraire, it basse temperature (kBT « If.LBIB, IXI » 1) 
on a p-J ~ 1, toutes les autres probabilites etant exponentiellement petites: seul 
Ie fondamentallJ, M J = -J) est sensiblement peuple. 
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3. La magnetisation totale moyenne M pour un echantillon contenant N ions est: 

soit M = N9LSJJ.LBa~ InZ. Avec (In sinh ax)' = a coth ax, il vient: 

(30.68) 

ou BJ(X) ~ 2;Jl coth e;jl X) - 2~ coth UJ X) est la fonction de Brillouin, 
qui traduit la quantification du moment angulaire. Noter que BJ est une fonction 
impaire, de sorte que l'on a tout autant27 : 

Dans la limite J -7 +00 (grands nombres quantiques), eUe redonne la fonction 
classique de Langevin (voir Tome 1, sous-section 11.1.3, et probleme 11.1, corrige 
p.205). En champ fini, M sature it la valeur N 9LSJIJ.LBIJ it temperature nulle, et 
tend vers zero it haute temperature, plus precisement quand kBT » IJ.LBIB, voir 
fig. 30.30, it gauche. 

4. La susceptibilite s'obtient en determinant Ie coefficient du terme lineaire en B 
dans la magnetisation, definition equivalente a. (a:,;) 6 = 0 quand M ad met un 
developpement en puissances (au moins pour Ie premier terme, les suivants etant 
supposes nuls en champ nul) ; en utilisant Ie developpement limite coth x ~ ~ + ~, 
on trouve BJ(X) ~ WX quand X « 1, puis M ~ N (9LSJJ.LB)2 JH:~) B, d'ou la 
susceptibilite : 

2 J(J + 1) 
Xvv = N (9LSJJ.LB) 3kBT 

Xvv est extensive, et implique essentiellement Ie carre du moment magnetique effec­
tif de I'atome, flat = 9LSJJ.LBn- 1 j; Ie facteur j provient de l'isotropie de I'espace, 
et apparait tout natureUement dans une susceptibilite longitudinale : reponse Ie 
long de Oz it un champ Ie long de Oz . 

Noter que ce resultat provient de la limite en champ nul a temperature finie. La 
limite temperature nulle en champ fini est tres differente (Ies deux limites T -7 0 et 
B -70 ne commutent pas, puisque c'est Ie rapport ~ qui apparait partout). Quand 
kBT « IJ.LBIB, on a ; 

X » 1 : BJ(X) ~ 2J + 1 (1 + 2e-(2J+l)'f) - ~ (1 + 2e-'f) ~ 1 - ~e- 'f 
2J 2J J 

~ dans ce regime kBT « IJ.LBIB, on a done M ~ N 9LSJJ.LBJ (1 - Je- 9L SJ 
aT). 

5. La susceptibilite XvV est propotionnelle a ~ (loi de Curie) . 

27Rappelons que J.LB ~f ;;, < 0, avec la convention systematique e < O. 
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Figure 30.30: A gauche: variation, a champ fixe, de la magnetisation M en fonction de 
la temperature. A droite : variation en temperature de la susceptibilite paramagnetique ; 
la dependance ex: + est la caracteristique d'une loi de Curie. 

6. Le rapport des deux susceptibilites est: 

XPauli 

XvV 

XPauli kBT 
--rv--

XvV EF 

On a k~ = 9; (rsao)-3 ; prenant rs '" 10 (valeur typique pour un metal), on trouve 
EF '" 6 000 K ; ainsi, a l'ambiante, XPauli « XvV : Ie paramagnetisme des electrons 
itinerants est negligeable devant celui du aux ions du reseau - quand ceux-ci ont 
un moment permanent, bien sur. Elle a typiquement l'ordre de grandeur d'une 
susceptibilite diamagnetique et, de ce fait, est largement occultee par Ie parama­
gnetisme quand il existe. Sa mesure precise exige donc d'examiner une sonde se 
couplant preferentiellement avec les spins des electrons de conduction; comme les 
fonctions d'onde de ceux-ci contiennent Ie plus souvent des fonctions atomiques de 
type S (donc donnant une densite electronique non-nulle sur les noyaux) , on utilise 
souvent des techniques basees sur la RMN pour obtenir des informations precises 
sur Ie paramagnetisme de Pauli. 

Hamiltonien effect if 

2 electrons 

1. Les multiplets triplet et singulet sont : 

{

Iii) 
IS = 1, Ms) = jz(lil) + lli)) 

IH) 

Ms = +1 
Ms=O 
Ms=+l 
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2. Les fonctions d'onde d'espace acceptables sont jzl4>n(1)4>nl (2) - 4>nl (1)4>n(2)] Pou 

Ie triplet et jz l¢n(1)¢nl(2) + ¢nl(1)¢n(2) ] pour Ie singulet. r 

3. II s 'agit des integrales directe et d'echange, dont I'ordre de grandeur est l'eV. 

4. L'energie de l'etat triplet est injerieure a c 11 I )'etat ingul t pui qu ·, 11 raj 
du trou de Fermi, la probabilite est nulle d rOIlV r deux: l tron· l:).U LU ~ l11 p:.on 

dans l'etat triplet, alors qu'elle ne l'est pas pour 1 'tat singuleL : d Itx eJ. 'trons ,~ I~ ~ 
meme spin" se repoussent donc plus vi lemm ut. La di(f&· ne Es - Er est egal{] 
a. 2JC (voir probleme 27.1 p. 855), terme qui t po itif (voil' problem 27.3 p. 60). 

5. Le Hamiltonien effectif H eff = -:r,,-2} S1}2 est diago~al_sur la ~ase Eropre du 
moment cinetique de spin total, S = S1 + S2. Utilisant S1.S2 = ~(S2 - Sl- Sl) : 

, , 1- - I ) 1 (' , I -2 3!i
2

1s ) r,,2 [( ) 3] (S Ms S1· S 2 SMs = 2" S Ms S - 24 Ms = 2 S S + 1 - 2" 6SSI6MsM's . 

- - Ti2 
- - 3Ti2 

II vient ainsi S1.S2IS = 1Ms) = 4' S1.S2IS = 00) = -T· Les valeurs propres 
de Heff sont donc - i (etat triplet) et + 31 (etat singulet). 

6. Heff et Ho + V ont Ie meme spectre si 31 - (-i) = 2JC soit si J = 2JC. 

N electrons sur N sites d'un reseau 

1. Pour un reseau de Bravais, on definit Ie Hamiltonien effect if de Heisenberg dont 
I'expression est donnee en (30.63), avec J(R) > 0 V R (modele !ermmagnetique). 

Dans l'etat fondamental, tous les spins sont par alleles entre eux (chaque spin est 
dans l'etat I i)) : Ifond) = I Ii ... j) . Pour tout couple de spins, la moyenne du 
produit scalaire dans cet etat vaut Ti: ; I'energie fondamentale est donc : 

1 L: L: - -, n
2 

Eo = - - J(R - R ) -2!i2 4 . 
R R'"#R 

En posant R" = R - R', on obtient Eo = -~ LRu"#OJ(R") LR 1 ; a. des termes 
de surface pres, aussi petits que l 'on veut dans la limite macroscopique, la somme 
sur R donne Ie facteur extensif N : 

N"" -Eo = -8 ~ J(R) 
R"#O 

(N »> 1) 

Noter que I'energie par spin, N-1 Eo, n'est finie que si les interactions decroissent 
assez vite ; tY'piquement, si les interactions decroissent de fa<;on algebrique a grande 
distance, J(R) I"V R-u, la serie ci-dessus ne converge que si a > D, ou D est la 
dimension spatiale. Dans Ie cas contraire, on rencontre Ie probleme habituel pose 
par les interactions (nues) a. portee infinie. 
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2. Considerant Ie reseau de Heisenberg comme une simple juxtaposition de ses N 
sites, une excitation elementaire consiste a retourner un spin (on peut Ie faire de 
N fac;;ons). 

3. Soit IR) l'etat ou seulle spin en R a ete retourne. Les etats propres dans Ie sous­
espace {IR)} ii satisfont Ie theoreme de Bloch, c'est-a-dire sont prop res de tous les 

operateurs de translation T(R) ; caracterise chacun par Ie vecteur d'onde k, ces 

vecteurs propres, Ik) , sont done tels que T(R)lk) = e- ik.ii Ik) ; Ie meme calcul que 
dans l'approximation des liaisons fortes (Tome II, sous-section 30.4.2) donne; 

Traitement en champ moyen du modele de Heisenberg 

Le point de depart du traitement en champ moyen est une simple recriture du probleme. 
Singularisant Ie spin situe en R, on pose; 

1 -f - - def 1 -I ...... ...... 

Ie terme de droite peut s'ecrire -geJ.tBn- S RB, avec B = 2gen/l-B L,kl-R J(R - R') S jiJ, 

et se lit comme Ie couplage dipolaire magnetique entre Ie moment {iii ~ geJ.tBn-18ii 

et Ie champ magnetique 6 cree par tous les autres spins. A ce stade, il n'y a aucune 
approximation d'aucune sorte ; notamment, tous les spins ayant en realite Ie meme r61e, 
la magnetisation tot ale est toujours don nee par M = N geJ.tB n-1(8ii), la moyenne etant 

evidemment independante du site specifie par R. 

L'approximation consiste, dans Ie champ 6, a remplacer chaque spin 8 fi' par 
sa valeur moyenne, intrinsequement depourvue de toute fluctuation (d'ou l'expression 
champ moyen). On definit ainsi un champ cette fois moyenne ; 

- clef 1 ~ - -, -
Bmf = 2 n ~ J(R-R) (SjiJ) . ge J.tB _ _ 

R'I-R 

La moyenne (8 ii') est une inconnue, qui devra etre determinee en temps utile par une 
equation auto-coherente (a ecrire), selon Ie schema classique d'un traitement de champ 
moyen. 

1. Vne fois l'approximation de champ moyen effectuee, on se retrouve formellement 
dans la situation rencontree dans la partie traitant des isolants, ci-dessus p. 1027, 
6mf jouant ici Ie r61e que joue 6 la-bas. En recopiant les resultats alors obtenus 
(en particulier l'expression (30.68)), remplac;;ant Ie facteur de Lande par Ie facteur 
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anormal de l'electron et prenant J = 8 = ~, la magnetisation est Ie long du champ 
Bmf et vaut : 

1 1 
M = Nge/LB2B~ (2gelhtBBmf) j 

la fonction B ~ (X) est egale a 2 coth 2X - coth X = tanh X, d'ou une autre expres_ 
sion de la magnetisation (avec ge = 2) : 

M = N/LB tanh G,8n-1 (8) L J(R - R')) . 
k#fi 

Rapprochant ceci de M = N ge/LB n-1 (8), on obtient l'equation auto-coherente 
fermant la procedure de champ moyen: 

N ge /L: (8) = N /LB tanh G,8n-1 (8) L J(R)) , 
R 

ou on a utilise L-RIi=R J(R - R') = L-Roi=O J(R") . En definitive, l'equation fixant 
la valeur de la grandeur auxiliaire encore indeterminee, (8), est: 

(8) = ~ tanh G,8n-1 (8) L J(R)) 
R 

A des details pres, cette equation est la meme que celle intervenant dans la theorie 
de Weiss du ferromagnetisme, identique formellement a celie de Bragg - Williams 
pour la transition ordre - desordre (voir par exemple [58], complement IILK). 

2. En posant (8) = ~a, l'equation a resoudre pour trouver la valeur moyenne (8) est: 

a = tanh)..a , 1 '" ~ ).. = 8,8 ~J(R) . 
R 

Cette equation a une ou trois solutions, selon que ).. est plus petit ou plus grand 
que 1 (voir fig. 30.31), ).. grand signifiant basse temperature. II existe ainsi une 
temperature critique Te , correspondant a la valeur-seuil )..e = 1, d'ou : 

1 '" ~ Tc = 4k ~J(R) B _ 
R 

si la somme est effectuee sur ~lR3 et en utilisant la symetrie J( -R) = J(R). Noter 
que la temperature critique augmente avec la portee des interactions. 

3. L'approximation de champ moyen revient a remplacer les autres spins par leur 
valeur moyenne, ce qui elimine d'emblee leurs fluctuations (qu'elles soient d'origine 
quantique ou thermique). D'un autre cote, on sait bien que plus on additionne un 
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I 0- = tanh Ao- I 

b?:=, 
0-

Figure 30.31: Illustration des solutions de l'equation 0' = tanh AU. 

grand nombre de variables aleatoires, plus la fluctuation (relative) de leur somme 
est petite. Au total, il est raisonnable de croire a l'approximation de champ moyen 
si un spin donne interagit avec un grand nombre d'autres spins. Ceci peut etre 
realise de deux fa<;ons : la dimensionnalite d'espace est elevee (alors chaque spin a 
une grande coordinance) et/ou l'interaction J(R) est a longue portee. On connait 
des modeles et/ou des theories (celle de Landau, par exemple) de type champ moyen 
qui sont exactes aD> 4. 
Inversement, une approximation de champ moyen avec des interactions en premiers 
voisins, et a une dimension d'espace, a to utes les chances de donner de mauvais 
resultats. Un exemple fameux est Ie modele d'Ising : la solution exacte a une 
dimension (triviale) ne donne pas de point critique; Ie meme modele traite en 
champ moyen donne une temperature critique finie. En pareil cas, l'approximation 
de champ moyen est carrement catastrophique. 

30.10 Magnons et etats lies de magnons dans Ie 
modele de Heisenberg 

Le modele de Heisenberg vise a decrire certaines proprietes magnetiques des solides. Ce 
modele generalise pour un ensemble d'atomes I'idee simple suivant laquelle les interactions 
coulombiennes entre deux electrons peuvent etre traduites par un Hamiltonien effectif du 
gen re 81.82 OU les 8i designent les moments ci netiq ues de spi n des electrons. 

Dans toute la suite, on considere un reseau unidimensionnel de pas a ; Ie Hamiltonien 
de Heisenberg pour une chaIne parallele a Oy de N spins quantiques 8n = ~an s'ecrit comme 
suit : 

(N)> 1) (30.69) 

Les operateurs de deux spins distincts commutent entre eux. Jest une quantite positive (cas 
ferromagnetique). En presence d'un champ magnetique B parallele a I'axe Oz, Ie Hamiltonien 
total H doit etre complete par Ie couplage Zeeman: 

H = HHeis + HZeeman , 

1 N 
HZeeman = -2nwc L U zn 

n=l 
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Le cas echeant, on invoquera des conditions cycliques de Born - von Karman , en identifi 
N + 1 et 1. On rappelle I'expression des matrices de Pauli sur la base 1+), 1- ) des deux et

ant 
_ ats 

propres de (8 2 , 8z ) d'un spin 8 = ~ : 

et les relations caracteristiques : 

(30.72) 

On pourra utiliser la relation: 

(30.73) 

Etats a une excitation au plus 

1. Decrire I'etat fondamental, note Ivac) dans toute la suite. Quelle est son energie Eo 
en presence du champ? Dans toute la suite, les energies sont comptees a partir de Eo, 
ce qui revient a poser Eo = O. 

2. So it Ip) I'etat obtenu en basculant Ie spin Sp de I'etat fondamental : 

Ip) = C7p _lvac) . 

L'ensemble des {lp)}P engendre un sous-espace note £1 . 

(a) Calculer C7nz C7n+l z lp) , puis C7n - C7n+l+ lp). 

(b) En deduire Hlp). 

(30 .74) 

3. Soit T I'operateur agissant dans I'espace des etats et associe a une translation elemen­
taire du reseau ; on a en particulier : 

Tip) = Ip+ 1) (30.75) 

Soit Ik) un vecteur propre de T appartenant a £1, Tl k) = e- ikalk). 

(a) Rappeler pourquoi k doit etre reel. 

(b) En raisonnant avec TN, trouver les valeurs possibles de k . 

(c) On pose Ik) = 2:p akplp ). Trouver la relation entre akp et akp- 1. 

(d) D'une phrase, expliquer pourquoi les etats Ik) sont egalement etats propres de H . 
Donner I'expression normalisee de ces derniers. 

4. Deduire de ce qui precede les valeurs propres E(k ) de HHeis dans Ie sous-espace £1 . 

5. Chaque etat Ik) est une excitation au-dessus du fondamental appelee magnan. 
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(a) Tracer la relation de dispersion de ces magnons dans I'intervalle [-~ , +:!!:]. qui 
joue Ie role de premiere zone de Brillouin. a 

(b) Calculer les valeurs moyennes dans un etat Ik) des produits O"nzO"n' z , O"nx O"n'x et 
O"nxO"n'Y' 

(c) En raisonnant par reference a un spin donne, Bn=o par exemple, montrer qu'un 
etat de magnon peut etre schematise comme une chaine de spins precessant dans 
I'espace aut~ur de Oz quand on parcourt la chaine. 

(d) Preciser la structure magnetique quand k est en centre de zone (k = 0) ou en 
bord de zone (k = ~). 

6. Etablir I'egalite (11-30.217) . 

Etats lies de deux magnons 

Dans ceUe partie, on considere les etats appartenant au sous-espace £2 engendre par tous les 
vecteurs Ipp') formes a partir du fondamental en basculant les deux spins situes en p et p' : 

(30.76) 

1. Com bien y a-t-il d'etats Ippl ) 7 

2. Expliquer (sans calculs) que £2 est stable par H. 

3. Soit les etats a deux magnons independants, notes Ikk'), definis comme Ie simple 
produit tensoriel : 

N 

Ikk') - Ik) Q9lk') = C L ei(kp+k'p')a Ipp') (30 .77) 
p,p'=l 

ou C est une constante de normalisation . 

(a) Combien y a-t-il d'etats Ikk' ) distincts 7 

(b) En deduire que ces etats ne peuvent etre propres de H. 

4. II s'agit maintenant de trouver I'action de H sur un etat du type Ipp') . 

(a) De com bien varie I' energie lorsq ue I' on retou rne les deux spi ns situes en p et p' 
(distinguer les cas Ip - p/l "11 et Ip - p/l = 1) 7 En deduire que les elements 
diagonaux de la matrice de H sur la base Ipp/) sont egaux a : 

(30.78) 
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(c) En notant que (In-IP) = (1 - 6np )Inp), deduire de 4b que : 

L (In-(ln+l+lpp') = Ip - Ip' ) + Ipp' - 1) (30.79) 
n 

5. L'analyse pn§Cedente montre que deux magnons libres Ik ) et Ik') sont en interaction· 
I'existence d'etats lies, etablie ci-dessous, montre que cette interaction est attractive' 
On peut done visualiser la situation en imaginant deux magnons d'impulsions kl et k2 
subissant des collisions. 

(a) Combien vaut Tlpp' ) ? 

(b) En deduire que Tlkk' ) = e-i(k+k' )alkk' ). 

(c) En raisonnant avec Ie commutateur [HHeis, 7], montrer que HHeis ne couple que 
les etats Ikl k2 ) et Ik~ k&) tels que kl + k2 = k~ + k&. Interpreter ce resultat . 

6. Soit 11J.i ) un etat propre de H appartenant a £2, HIIJ.i) = EIIJ.i), developpe sur la base 
Ipp' ) : 11J.i ) = 2:p,p' cpp' Ipp' )· Compte tenu des resultats acquis en 5, on peut poser : 

iK~a , cpp' = e 2 'l/JK(P - p) , (30.80) 

K = kl + k2 est I'impulsion totale de deux magnons. Expliquer pourquoi 'l/JK(P - pi) 
est une fonction paire. Com bien vaut 'l/JK(O) ? 

7. Les resultats etablis en 4 montrent que les coefficients cP+"p sont donnes par Ie systeme : 

avec r =I- 0 et ou c = 2 E- 2rt1c2J. Dans la suite, on suppose - 7r :::; K :::; +7r. 

(a) En deduire, pour r ~ 1, la relation satisfaite par la fonction 'l/JK(r) definie en 
(30.80). 

(b) On pose 'l/JK(r) = e-ru (r ~ 1, u > 0). A I'aide de la relation ecrite en 7a, 
montrer que28 : 

Ka 
c + 4 cos 7: cosh u = 0 

c +2 __ -;-;- = e-u . 
2 cos Ka 

2 

(30.82) 

(c) En deduire c, puis I'energie propre correspondante E b . 

8. Quelle est I'energie E(K, q) d'une paire de magnons Ik = If + q, k' = If - q) sans 
interaction? 

9. Montrer que Eb :::; minq E(K, q) et en deduire I'energie de liaison Eliaison de la paire 
de magnons lies. Tracer Eliaison en fonction de K. 

28Considerer successivement les deux cas r ~ 2 et r = 1. 

1036 



Electrons dans un cristal 

10. La fonction d'onde de I'etat lie, 'lfJK(r), est une exponentielle caracterisee par une 
longueur~. Montrer que : 

~ = _ a 
In cos Ka ' (30.83) 

2 

Correler la variation de ~ a celie de I'energie de liaison. Exprimer a I'aide de 'lfJK(r) la 
valeur moyenne dans I'etat lie de la distance entre les deux spins retournes ; donner 
I'allure de sa variation en fonction de K. 

===============?~?~?~?~?~?~?~?~?~?=============== 

A une dimension d'espace et avec des interactions limitees aux premiers voisins, 
Ie Hamiltonien de Heisenberg en presence d'un champ magnetique dirige Ie long de Oz 
s'ecrit (voir Tome II, eq. (II-30.212)) : 

N N 

H = _!i,-2 J L Sn ,Sn+l - !i,-l,,(B L Szn = HHeis + HZeeman 
n=l n=l 

en introduisant les matrices de Pauli (in, avec Sn = ~(in' il vient : 

ou We ~ !i,-l"(B, Ie facteur gyromagnetique "( etant suppose positif. 

S'exprimant exclusivement avec des produits scalaires, HHeis est invariant de ro­
tation ; en revanche, Ie terme Zeeman n'est invariant de rotation qu'autour du champ 
ext erne ; en definitive, H possede cette seule derniere symetrie, immediatement traduite 
par la commutation de H avec la composante Ie long du champ du spin total: 

Dans la suite, on retrouvera des questions discutees dans Ie Tome II, section 30.6, 
redemontrant d'ailleurs certains resultats par des methodes quelque peu differentes, et 
complementaires. 

Etats a une excitation au plus 

1. L'etat fondamentaI, note Ivac), correspond a un alignement de tous Ies spins entre 
eux, tous diriges dans Ie sens du champ b est suppose positif) : Ivac) = I TTl··· I)' 
Tous les produits scalaires (in.(in+l ont pour moyenne +1, de sorte que l'energie 
fondamentale Eo est : 
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Ivac) In) == O"_nlvac) 

Figure 30.32: Etat fondamental (ferromagnetique) et allure des premiers etats excit' 
(d 'ordre zero), In) , ou un seul spin est bascule (Ie facteur gyromagnetique 'Y est pr~: 
positif). 

2. Ip) est l'etat obtenu en basculant Ie spin Sp de l'etat fondamental, Ip) = O"p-Ivac). 
L'ensemble des {Ip)}p est une base pour Ie sous-espace note [1 (voir fig. 30.32). 

(a) O"nzO"n+lzlp) = -Ip) si P = n ou P = n + 1, O"nzO"n+lzlp) = +Ip) si P of. n et 
P of. n + 1, so it : 

Par ailleurs O"n-O"n+Hlp) = 0 si n = P ou si n + 1 of. P, O"n-O"n+Hlp) = Ip -1) 
si n + 1 = P : 

I O"n-O"n+Hlp) = Onp-llp - 1) I 
Enfin, O"n+O"n+1-lp) = 0 si n of. P ou n + 1 = P, O"n+O"n+l - lp) Ip + 1) si 
n=p: 

(b) Les egalites precedentes permettent d'ecrire Ie resultat de l'action de HHeis 
sur Ip), en utilisant an.an+l = O"nzO"n+lz + 2(O"n+O"n+l- + O"n-O"n+H) : 

HHeislp) = -~ L [(1-20np-20n+1P)lp)+2(Onplp+1)+Onp- 1IP-1))] = 
n 

-{(N - 4)lp) - {(Ip + 1) + Ip - 1)) 
4 2 

par ailleurs, Hzeemanlp) = -~nwc[(N -1) x (+1) + 1 x (-l)llp), Au total: 

I HIp) = (J + nwc)lp) - ~(Ip + 1) + Ip -1)) I 

Cette egalite montre aussi que l'espace [1 est stable par H ; on notera l'importance 
cruciale pour ce resultat du fait que les spins sont egaux it ~ (variables binaires), 
avec pour consequence qu'un spin, une fois retourne, ne peut que revenir en-haut. 

3. L'operateur T agissant dans l'espace des etats associe it une translation elementaire 
du reseau est tel que Tip) = Ip + 1) ; si Ik) E [1 est un vecteur propre de T, on a 
Tlk) = e-ikalk). 
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(a) Les operateurs de translation etant unitaires, leurs valeurs propres sont de 
module 1 ce qui impose k E R D'ailleurs, si k avait une partie imaginaire 
finie, on aurait des divergences exponentieUes d'un cote ou de l'autre. 

(b) En raison des conditions cycliques, qui permettent d'identifier Ie site N + 1 
avec Ie site I, l'operateur TN est l'identite29 , dont toutes les valeurs propres 
valent 1. Les valeurs propres de TN sont les nombres (e-ika)N, qui doivent 
donc tous etre egaux a I, ce qui donne k = entier x i!a. 

(c) Posant Ik) = 2::p akplp), l'egalite Tlk) = e-ikalk) se transforme en : 

LakpTlp) =e-ikaLakPlp) <==? LakPlp+l) =e-ikaLakplp) , 
p p p p 

d'ou par identification: 

ou C est une constante pour l'instant arbitraire. 

(d) Le sous-espace [1 est de dimension N, et il est stable par H. Les N vecteurs 
propres de T (et de tous les autres operateurs de translation) ont to us des 
valeurs propres differentes (pas de degenerescence), de sorte que les elements 
de matrices (kIHlk') sont tous nuls si k -I- k' : tout compte fait, chacun des 
vecteurs Ik) est ainsi egalement propre de H. La normalisation s'ecrit : 

N 

(klk) = ICI 2 L (pip') = 1 ; 
p,p'=l 

avec (PIp') = 6pp" il vient (klk) = 10122:::=1 1 = 1, soit NICI2 = 1. Les etats 
propres normalises communs a tous les TT (1 ::; r ::; N) et H sont donc, a une 
phase pres: 

La transformation des {Ip) h aux {Ik) h etant forcement unitaire, on a la 
relation inverse : 

4. Les valeurs propres c(k) de H dans Ie sous-espace [1 s'obtiennent comme suit: 

Hlk ) = CL eipka Hlp) = CLeipka [(J + nwc)lp) - ~(Ip + 1) + Ip - 1))] , 
p p 

I Hlk) = c(k)lk) c(k) = nwc + J(l- coska) I 
29De fait, avec N »> 1, la translation de a est "tangente" a la rotation de ~ autour d'un axe 

p erpendiculaire au reseau. 
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5. Chaque etat Ik) est une certaine excitation, douee de la loi de dispersion c(k) et 
appelee magnan. 

(a) La premiere zone de Brillouin est l'intervalle [_Z!:, +Z!:] ; la relation de dispe 
a a r-

sion se trace aisement (voir fig. 30.33) ; elle a une largeur egale it 2J et Vaut 
(u;.;c en centre de zone (k = 0). 

c(k) 

2J 

~_~:::t::==::::t==' k 
1f 1f 

+-
a a 

Figure 30.33: Loi de dispersion d'un magnon dans la premiere zone de Brillouin. 

(b) 0 ( ) def (kl Ik) - 1 '\' ik(p'-p)a ( I I ') . n a O"nzO"n'z = O"nzO"n'z - N L..p,p' e P O"nzO"n'z P ,avec 
O"nzlp) = (1- 26np )lp), il vient : 

(O"nzO"n'z) = ~ L eik(p'-p)a(p l(l_ 26np )(1 - 26n,p' ) Ip') = 
p,p' 

finalement : 

Pour trouver les moyennes transverses O"nxO"n'x, O"nxO"n'Y et O"nyO"n'Y' il est 
commode de passer par les 0" ± : 

d'ou la necessite de trouver (O"nc;O"n'c;') == (kIO"nE:O"n'c,lk) ou c, c' = ± : 

( ) _ 1,,", ik(p'-p)a( I I ') O"ncO"n'c;' - N ~ e P O"ncO"n'c' P , 
p,p' 

ou encore, introduisant l'autre notation pour Ie produit scalaire (et compte 
tenu de O" t = O"'f) (O"ncO"n'c') = il I:p,p' eik(p'-p)a (O"n-c Ip)', O"n'c,lp')). Comme 

il s'agit de spins S = ~, on ne peut pas basculer un spin plus de deux fois, de 
sorte que O"n-IP) = 0 si n = P ; si n =I p, on obtient un etat In, p) ou deux 
spins ont ete bascules, orthogonal au fondamental et it tous les etats une fois 
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excites: il en resulte que to utes les valeurs moyennes (O'ngO'nlg) sont nulles 
quels que soient n et n', et que : 

On a par ailleurs : 

d'ou: 

(kIO'n_O'nl+lk) = ~ L ei(pl - p)kaOnpOnlpl = ~ ei(n' - n)ka 
p,p' 

(kIO'n+O'nl-lk) = onnl(kIO'nzlk) + ~ ei(n-n')ka = 

onnl ~ Lei(P-p')ka(p'IO'nzlp) + ~ ei(n- n')ka 
pp' 

avec O'nzlp) = (1 - 20np )lp), Ie premier terme est: 

J: 1 ~ i(p-p')ka( J:)J: _ J: ( 2 ) Unn' N ~ e 1 - 2unp Uppl - Unn' 1 - N ' 
pp' 

d'ou (k IO'n+O'nl-lk) = onnl (1 - iJ) + tJ ei(n- n')ka. 

Ce result at peut aussi s'obtenir comme suit; part ant de O'n+IP) = onplvac), 
O'n-IP) = (1- onp)ln, p), il vient: 

(pIO'n+O'nl-lp') = (O'n- IP) , O'nl - IP')) = (1- onp)(l- Onlpl )(In, p), In' , p')) = 

(1 - onp)(l- Onlpl ) (onnloppl + onplopnl ) = (1- onp)onnloppl+(l- onnl )onpl opnl , 

d'ou: 

(k IO'n+O'nl - lk) = ~ L ei(pl-p)ka [(1 - Onp)onnloppl + (1 - onnl )OnplOpnl] , 
p,p' 

qui donne (kIO'n+O'nl - lk) = (1- iJ )Onnl + tJ ei(n-n')ka. D'une fagon ou d 'une 
autre, on en deduit : 
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(c) En prenant pour n§ference Ie spin (fa, les resultats precedents donnent : 

4 2 2 
(17nz 17oz ) = 1- N(l-c5no ) , (17nx 170x ) = (17ny 170y) = (1- N)c5no + N cosnka , 

. 2 2. 
(17nx170y) =-(17ny170x) =1(1- N)c5no - N smnka. 

Par rapport a it d refer nc Ia comp sante longitlldinale des autres 
spins est c n tant cependa.ut que les composantcs transv rses, tres petites 
tournent de Pangl ka d'tm site au sUlvant : il y a bi n PI' ession quand o~ 
parcourt Ia. chaine de spins (voir Torn IT fig. 3 .10) . 

Revenant aux spins clLx-memcs par la relation = ~ (f , on obtient la fonction 
de correlation longitudinnl (8,,%. ool:} = li2 [~ - k(l - c5na )] ; la fonction de 

correlation transvers · 'i Ck(n 0) = ,~2 (17ru:170:c + 17ny170y) , soit : 

Ck(n, 0) = h2 [~(1 - ~ )c5nO + ~ cosnka] , 

en accord avec Ie resultat general (voir eq. (II-30.211)). 

(d) Plus precisement, quand k est en centre de zone (k = 0), la structure rnagne­
tique est homo gene dans l'espace, toutes les fonctions de correlation etant 
strictement constantes (en mettant a part Ie site de reference) : 

4 2 
(17nz 17Qz) = 1 - N ' (17nx 17Qx) = (17ny 170y) = N ' 

et (17nx170y) = - (17ny170x ) = O. L'uniformite des fonctions de correlation 
traduit simplement Ie fait que l'etat Ik = 0) est invariant de translation. 

A l'inverse, si k est en bord de zone (k = ~), on a (toujours pour n =f:. 0) : 

et toujours (17nx170y) = - (17ny170x) = o. Si la rnagnetisation parallele est encore 
de type ferromagnetique (fonction de correlation longitudinale constante dans 
l'espace), il existe une (petite) structure antiferromagnetique dans Ie plan 
perpendiculaire, caracterisee par une alternance de signe : 

6. II s'agit de demontrer que si, part ant de l'etat fondamental, line excitation locale 
bascule Ie spin Sn a un instant t = 0, la valeur moyenne du spin en n' a l'instant t 
est donnee par : 

1 2 (Jt) (Snlz)(t) = "2 - Jln- n/ l n (30.84) 

ou I n designe une fonction de Bessel ordinaire (comme J_n I n , Ie module de 
l'indice n'est la que pour marquer la symetrie - evidente - de la distribution). 
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La valeur moyenne cherchee it l'instant test (w(t)ISn1zlw(t)) ou Iw(t)) est Ie 
vecteur d'etat issu de l'etat In) = O"n_lvac) prepare a t = 0: Iw(t)) = U(t) In) ; 
injectant l'operateur d'evolution U(t) so us la forme U(t) = L:k Ik)e- iwkt(kl, ou 

Wk ~ Ii-le(k), il vient : 

(Sn1z)(t) = (nIUt(t)Snl zU(t) ln) = I>i(Wk - Wkl)t(nlk)(kISnlzlk')(k'ln) 
k,k' 

comme (nlk) = J-Neinka , on obtient : 

(Sn1z)(t) = ~ L ei(Wk-Wkl)t ein(k-k')a(kISnlzlk') 
k ,k' 

avec: 

(kISn'zlk') = ~ Lei(k'pl - kP)a(pISnlzlp') = ~ Lei(kIPI-kP)a(~ - 8nlpl)8ppl = 
P1P' p,p' 

Ii [INS: ei(kl-k)n1a] 
N :2 Ukk' - , 

la valeur moyenne (Sn1z)(t) devient : 

(8 I ) (t) = !!:. _ !!:.... ~ ei(Wk- Wk,)t ei(n-n')(k-k')a 
nz 2 N2~ , 

k ,k' 

soit (Sn1z)(t) = ~ - lil-h L:keiwktei(n-nl)kaI2. Dans la limite N ~ 1, la somme 

peut etre remplacee par une integrale ; les valeurs de k etant quantifiees sur une 
grille de pas 8k = ~:, on a inversement * = .:'" 8k, d'ou : 

Pour la suite du calcul, on peut omettre toutes les constantes additives dans Wk, qui 
donnent des phases temporelles disparaissant par Ie module au carre apparaissant 
dans l'expression de (Sn1z)(t). L'integrale qui reste est (T = "r:, m = n - n') : 

l'integrand etant 27r-periodique, on peut tout aut ant integrer entre -~ et 3; 
posant alors x = ¢ + ~, on obtient (a une phase pres) l'integrale : 

1 12
'" .. . _ e1T sm x e1mx dx 

27r 0 ' 

qui est l'une des representations integrales de la fonction de Bessel ordinaire Jm(T), 
d'ou finalement la moyenne d'expression donnee en (30.84). 
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Ii 
+-

2 

Ii 
2 

n l = 2 

I+----------,-- n 

Figill' 30.34: Di tribution spatio-temporelle des moyen~es (Sn1z)(t) des spins, apres 
preparation dans 1'6tat ou Ie spin en n l = 0 a ,ete bascule. A gauche: evolution en temps 
dll 5l in ba cuM ct de ses premiers voisins. A droite : distribution spatiale des spins a 
differents instants . 

La distribution des valeurs moyennes (Sn1zl(t) est representee sur la figure 30.34. A 
n l fixe (it gauche), on voit que seuls les premiers voisins du spin initialement bascule 
oscillent avec une amplitude notable. Au cours du temps, l'inhomogeneite initiale 
se dilue Ie long de la chaine, comme Ie montrent les courbes de droite, ou l'on voit 
des ondulations spatiales devenant de plus en plus faibles au cours du temps. A 
grand temps (t » ~, mais "i « In - n'D, on peut utiliser la forme asymptotique 
des fonctions de Bessel pour obtenir : 

1 2li 2 (J t I 7f 7f ) 
(Sn1z)(t) ~ 2" - 7fJt cos n: -In - n 12" - 4" ; 

en un point donne, l'amplitude de l'oscillation regresse donc dans Ie temps suivant 
la loi-puissance C 1 , c'est-a-dire tres lentement. 

Le spin total etant une constante du mouvement, on doit avoir : 

c'est bien Ie cas en vertu de la relation connue des fonctions de Bessel [60] : 

J6(X) + 2 L J;(x) = 1 
nEN* 

Etats lies de deux magnons 

On considere maintenant Ie sous-espace £2 engendre par tous les vecteurs Ipp') formes a 
partir du fondamental en basculant deux spins: Ipp') ~ O"p_O"pl _ lvac). 

1. Comme un spin ne peut etre bascule qu'une seule fois, il y a ~N(N -1) etats deux 
fois excites; ce nombre est donc la dimension de }'espace £2. 
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2. Le terme a deux corps de H contient les termes an .an +1 ; ce produit scalaire s'ex­
prime comme (Jzn(Jzn+l + 2((Jn-(Jn+l+ + (In+(Jn+l-). Seuls les termes transverses 
basculent les spins, mais comme les produits (In±(Jn+l'f apparaissent exclusivement, 
ces operateurs retournent un spin et inversent l'un de ses deux voisins: au total, Ie 
nombre de spins bascules ne change pas - ce qu'exprime d'ailleurs la commutation 
de H avec la composante Sz du spin total. Le sous-espace [2 est bien stable par H. 

+ , + t ; ; + 
n-l n n+1 

In) == (J -n Ivac) 

Figure 30.35: Illustration de l'action de (In+l-(Jn+ sur un etat a un spin retourne : Ie 
"defaut" glisse d'un cran a droite, Ie nombre de spins bascules ne changeant pas. 

3. Les vecteurs [pp') ne sont evidemment pas propres de H, mais on pressent qu'il 
existe des paires du genre magnon, ce qui conduit a. introduire, en premiere etape, 
les etats a deux magnons, notes [kk' ), juste formes comme les produits tensoriels : 

N 

[kk') == [k) 0[k') = ~ L ei(kp+k'p')a [pp') . 
p,p'=l 

(a) Chaque nombre d'onde pouvant prendre N valeurs distinctes entre ±~ et 
quantifiees sur la grille de pas ;"'7a' il y a N 2 vecteurs [kk') distincts. 

(b) Ce simple decompte montre que les [kk') ne peuvent etre tous deux a deux 
orthogonaux, puisque la dimension de I'espace [2 est strictement inferieure a. 
N 2 . De cette impossibilite resulte immediatement Ie fait que les N 2 vecteurs 
[kk') ne peuvent etre propres de I'operateur hermitique H. 

4. La diagonalisation de H dans Ie sous-espace [2 exige de trouver d'abord l'action 
de H sur un etat quelconque du type [pp'). 

(a) Relativement a I'etat fondamental, quand Ie spin en na bascule, I' element 
diagonal du produit scalaire an.an+l varie de 2, ce qui coute I'energie 2~ ; il 
en va de meme pour Ie produit scalaire an-l.an , et au total, Ie basculement 
d'un spin coute +J. Quand on retourne deux spins non premiers voisins 
(donc sans interaction directe entre eux), Ie cout total est ainsi egal a 2J. En 
revanche, Ie basculement conjoint de deux spins premiers voisins ne modifie 
pas leur energie mutuelle d'interaction et Ie cout est donc seulement egal a J. 
Dans tous les cas, la variation d'energie Zeeman pour un spin est fMc ; pour 
deux spins, voisins ou non, I'energie Zeeman augmente de 2fMc. En definitive, 
les elements diagonaux de H sur la base {[pp')}P, de [2 sont : 

I (pp'[H[pp' ) = 2fMc + J[2 - (Op'p+l + Op'p-l)ll 
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Ce resultat peut aussi S obtellif par 1 calcul suivant. Exprimant Ie prod . 
1 · - - . t - - 2( Ult sea alre 0'71..0''1\+1 SUivan 0'».0',,+1 = O'nzO'n+lz + 0'71. - 0'71.+1+ + 0"71.+0" 

il est clair que sur la base "localisee , seul Ie premier terme contrib~: 1-), 
elements diagonaux de FIHels . On a : au);: 

O"71.+lzlpp') = [(1 - b71.+lp)(1 - b71.+lpl ) - (b71.+l p + b71.+lp l )] Ipp') = 

(1 - 2b71.+lp - 2b71.+lpl) Ipp') , 

ou on a utilise Ie fait que Ie terme "carre" avec les b ne compte pas puis qUe 
l' on ne peut pas basculer un spin deux fois (O";_lvac) = 0" p- Ip) = 0). U tilisant 
cette egalite pour n et n + 1, on peut ecrire : 

developpant et sommant sur n, on obtient : 

-~ L O"71.zO"71.+l z lpp') = -~[N - 8 + 4(bppl+l + bppl - dllpp') , 
71. 

soit, avec la convention Eo = 0, HHeislpp') = J(2 - bppl+l - bppl- 1)lpp') ; 
ajoutant Ie cout Zeeman, on obtient bien Ie resultat obtenu ci-dessus en raison­
nant physiquement. 

(b) Comme l'operateur ne peut que redresser un spin deja retourne et autrement 
donne zero, on a : 

(c) Pour les memes raisons, l'egalite O"71.-IP) = (1 - b71.p)lnp) est evidente. On en 
deduit : 

71. 71. 

71. 

(1-bp_1p')lp-1p')+(1-bpl_lp )lp'-lp) , 

mais comme les etats Ipp) sont identiquement nuls, il reste : 

L 0"71.-0"71.+1+ Ipp') = Ip - 1p') + Ip' - 1p) == Ip - 1p') + Ipp' - 1) 
71. 

Par Ie meme type de calcul (ou raisonnant avec l'operateur hermitique conju­
gue), on trouve aussi : 

L O"n+O"n+l-lpP') = Ip + 1p' ) + Ip' + 1p) == Ip + 1p') + Ipp' + 1) 
n 

1046 



Electrons dans un cristal 

5. L'analyse pn§cedente, mettant en evidence Ie fait que les etats jkk') ne sont pas 
prop res de H, demontre que deux magnons lib res jk) et jk') sont en interaction, 
ce couplage s'exprimant par Ie fait que les elements non-diagonaux (k~ k~jHjkl k2 ) 

sont a priori differents de zero. L'existence d'etats lies, etablie ci-dessous, revele 
que cette interaction est attractive. On peut se representer la situation en imaginant 
deux magnons comme des particules d'impulsions likl et lik2 entrant en collision 
l'une avec l'autre, et en ressortant avec des impulsions lik~ et lik~. 

(a) L'action de l'operateur de translation est Tjpp') = jp + 1p' + 1). 

(b) On a : 

Tjkk') = ~ LeiPkaeiP'k'aTjpp') = ~ LeiPkaeiP'k'ajp+ 1p' + 1) = 
pp' pp' 

(c) Le commutateur [HReis , T] est nul puisque Test une operation de symetrie ; 
en particulier : 

developpant Ie commutateur en exploitant l'action simple de T sur Ie bra et 
Ie ket, on obtient : 

(e- i (k 1 +k2)a _ e-i(k~+k;)a)(k~ k~jHHeisjkl k2 ) = 0 ; 

cette egalite montre que si kl + k2 =I=- k~ + k~, I' element de matrice de H Reis est 
forcement nul. A priori, Ie Hamiltonien ne peut donc coupler que des paires 
de magnons libres ayant la meme impulsion tot ale K ~ kl + k2' ce que l'on 
traduit physiquement en disant que les collisions conservent K. 

6. Soit jW) un etat propre de H appartenant a [2, Hjw) = Ejw), developpe sur la 
base jpp') : jw) = L:p,p' Cpp' jpp'). Les resultats acquis en 5 permettent de poser 

d'emblee cpp' = eiK~a 'l/JK(P - pi), K = kl + k2' puisque K est une constante du 
mouvement30 ; les coefficients cpp' jouent Ie rOle d'une fonction d'onde discrete: 
jcpp,j2 est la probabilite de trouver les deux spins renverses a la distance jp - p'ja 
l'un de l'autre. 

Par ailleurs, comme les etats jpp') et jp'p) sont identiques, cpp' = cP'p, entrainant 
que 'l/JK(p - pi) est une fonction paire, avec toutefois 'l/JK(O) = 0 puisque les deux 
spins renverses ne peuvent cohabiter sur Ie me me site. 

30La situation est exactement la meme que lors de la reduction classique du probleme a deux corps 
en interaction centrale: la fonction d'onde se factorise en une onde plane decrivant Ie mouvement du 
centre de gravitt\ que multiplie une fonction decrivant Ie mouvement relatif des deux particules. lei, les 
indices p et pi jouent les roles des rayons-vecteurs TI et T2. 
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7. En rassemblant les resultats etablis en 4 et omettant Ie decalage inessentiel ~ 
(on peut toujours prendre l'energie du fondamental comme origine, ce que l'on fai~ 
dorenavant), on a : 

Les etats propres IIJ!) de H etant ecrits IIJ!) = 2:pp' cpp'lppl), l'identification des 
deux membres de HIIJ!) = EIIJ!) donne la relation de recurrence suivante pour les 
coefficients cp+rp : 

[E + 2(or+l + Or -dl Cp+ rp + Cp+r+l p + Cp+r- l p + Cp+rp+l + Cp+rp-l = 0 , (30.85) 

avec r f= 0 et ou E = 2 E - 2tuyc
2J 

; dans la suite, on suppose - ~ ::; K ::; + ~, ce 
qui est licite puis que chaque k i est defini modulo 2:. 

(a) Reportant dans ce systeme cpp' = eiKP
'
l
/ a 'ljJK(P - p'), il vient : 

eiK2P+;- la'ljJK(r -1) + eiK2P+;+la 'ljJK(r -1) +eiK2p+;-la'ljJK(r + 1) = 0 , 

soit : 

(b) Si l 'on pose 'ljJK(r) = e- 1r1u (Irl ~ 1, u > 0), c'est dans l'espoir de trouver 
une telle solution, qui decrit visiblement un etat lie de deux excitations de 
spin, puisque la "fonction d'onde" cpp+r a une decroissance exponentielle par 
rapport a la distance entre les deux spins retournes. Cela etant pose, l'equation 
precedente se recrit : 

Ka Irl ~ 2 : E + 4 cosh U cos 2 = 0 

OU, pour l'equation Irl = 1, la condition 'ljJK(O) = 0 a ete prise en compte. Ces 
deux relations se recrivent bien comme : 

Ka 
E + 4 cos 2 cosh u = 0 

E+2 __ =- =e-u 

2 cos Ka 
2 

(30.86) 

(c) L'elimination de E donne d'abord ell cos ~a = 1 ; tirant eU de cette derniere 
equation et reportant dans l'expression de E = -4 cos ~a cosh u, on obtient : 

Ka 1 Ka Ka 
E = - 2 cos - (--K- + cos -) = -2 (1 + cos2 

-) 
2 cos -f 2 2 
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la valeur propre Eb associee a cet etat lie est31 Eb = 2fU,.;c + 2J + ~J, soit : 

L'energie de liaison Eb(K) est minimum (nulle) si les impulsions des deux 
magnons vont a la rencontre l'un de l'autre avec des vitesses opposees, maxi­
mum si les deux magnons se deplacent de conserve. 
Noter que, au contraire de l'energie de l'etat lie de deux particules en inter­
action centrale, l'energie depend ici de l'impulsion totale de la paire, fiK , en 
consequence du fait que celle-ci se deplace dans un espace dont la symetrie de 
translation est discrete; pour deux particules dans l'espace libre euclidien, la 
symetrie de translation est continue (homogeneite de l'espace). 

8. L'energie E(K, q) d'une paire de magnons Ik = l} + q, k' = l} - q) sans interaction 
est la somme des energies de chaque magnon, soit : 

E(K, q) = 2fU,.;c + J[2 - cos (~ + q)a - cos (~ - q)a] , 

c'est-a-dire : 

I E(K, q) = 2fU,.;c + 2J( 1 - cos ¥ cosqa) I 

9. L'expression precedente donne minq E(K, q) = 2fU,.;c + 2J( 1- cos ~a) : Ie bas du 

continuum de magnons libres est done a l'energie 2fU,.;c + 4J sin2 ~a. L'energie de 
liaison de la paire liee est la difference entre cette energie et Eb, soit : 

( . 4 Ka 
Eliaison K) = 4J sm 4 

Cette energie est visible sur la figure 30.36. 

__ L-____ ~~~ ____ ~~ Ka 
+11' 

Figure 30.36: Energie Eb de la paire liee en fonction de l'impulsion totale K ; l'energie 
de liaison est la difference avec Ie seui! du continuum de paires dissociees. 

31 Rappelons que l'energie du fondamental est conventionnellement prise comme origine des energies. 
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10. La fon t.ion d'ond d - J etat lie, W[«(7"), est done l'expon ntiell - 1,'1" 011 tt 

fixe par 'lI c 1~(l = , oit 11, = In cos\!!.' Co rome 17'1 est la di anc uLI' ~L 
lellx .1 ins r · tournes, compt.e ·n Wlite de pas du l'e' au a on voit apparait 

t la 
I ngll Ul' ··'tl"a· el."i tiqu ~ d > la fon tiol1 1 1 eta Ii ,egal it: 

I ~ = - In co: ~ I 
Comme l'energi d liaison ' t. d'alltant plus grande que K a est grand, on trouv 
tout natur -11 m nt q le plus lao paire t fortemen liee, plus elle est ramassee. A 
I'inverse, p ul' l( a ~ 0, la fOll tiOll d'onde st trcs diffuse et I'energie de Ia paire 
est au voisinag ulUnediat du s uil d dissociat ion. 

30.11 Excitations d 'un reseau de spins 

II s'agit d'examiner les proprietes magnetiques d'un condensat de spins et notamment d'ex­
pliquer /'ecart aux lois classiques. Lorsque les spins sont sans interaction, Ie systeme se 
comporte comme un paramagnetique parfait, dont la susceptibilite obeit a une loi de Curie or­
dinaire , simplement revisitee pour tenir compte de la quantification des moments magnetiques 
(cinetiques) . 

Experimentalement, on trouve souvent que, a basse temperature, la magnetisation en 
champ nul a la temperature T suit en fait une loi du genre: 

M(T) = [1 - cst eT3/ 2j M(O) . (30.87) 

Cette variation peut s'expliquer a I'aide d'un modele prenant en compte des interactions entre 
les spins. Dans la suite, on s'interesse a I'etat fondamental et aux excitations de basse energie 
(magnons) dans Ie cadre du modele de Heisenberg; I'origine et les fondements de celui-ci 
sont etablis dans la premiere partie. Dans la deuxieme, les etats pertinents de ce modele sont 
construits en detail. Enfin, on demontre que la magnetisation obtenue dans ce cadre obeit 
bien a une loi du genre de celie don nee en (30 .87) . 

Deux spins 

Soit un systeme de deux spins 1/2 qui commutent, 51 et 82 . Les etats propres de Slz , S2z, 
51

2 et 5:j sont conventionnellement notes 16'16'2), OU 6' = ±1 donne Ie signe de la valeur 
propre de la projection Ie long de Oz . 

1. Quelle est I'interaction la plus simple invariante par rotation des spins (justifier la 
reponse) ? 

2. Calculer tous les vecteurs du genre 51.52 /cr 6'2). 
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3. En deduire I'egalite : 

(30.88) 

4. Que fait I'operateur 21i-2S1.S2 + ~l ? Quel nom proposez-vous de lui donner? 

N spins sur reseau 

On considere maintenant un ensemble de spins 1/ 2, dont chacun est situe en un n~ud d'un 

reseau de Bravais cubique simple, B. Le spin localise en H est note SR ; d'un site a I'autre, 
tous les operateurs commutent entre eux : 

(30.89) 

Comme d'habitude, on suppose Ie reseau macroscopique mais fini ; N designe Ie 
nombre de spins, z est Ie nombre de premiers voisins d'un n~ud donne. Le cas echeant, on 
invoquera des conditions aux limites periodiques. 

En presence d 'interactions, et au vu des resultats precedents, on ecrit Ie Hamiltonien­
modele Ie plus simple sous la forme d 'une somme de termes d 'echange (modele de Heisen­
berg) : 

- 2 '" - -H = -Ii J 6 S k S R' 
(R,R') 

(J > 0) . (30. 90) 

Le symbole (H, H') signifie que la sommation est faite sur to utes les paires ordonnees de 

deux spins situes aux deux n~uds H et H' qui sont premiers voisins I'un de I'autre. 

Etat fondamental 

1. Quelle est I'energie d 'interaction de deux spins premiers voisins de meme orientation? 

2. Expliquer pourquoi , dans I'etat fonda mental (note 10) ), t ous les spins sont paralleles. 

3. Quel est , en fonction de N et de z , Ie nombre de paires ? 

4. Quelle est I'energie Eo de I'etat fondamental. 

Excitations de basse energie 

Pour construire les premiers etats excites, on considere les N etats deduits de 10) en retournant 
un seul spin. Afin de fi xer les idees, on prend pour 10) I'etat ou tous les t: sont egaux a +1 ; 

des lors, il existe N etats notes IH) ou tous les spins pointent vers Ie bas, a I'exception de 

celui sur Ie site H, qui pointe vers Ie haut. 
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1. O'une phrase, expliquer pourquoi la question de I'indiscernabilite ne 5e Pose pas d 
, ans Ie present contexte. 

2. En raisonnant physiquement, trouver la difference (RIHIR) - Eo. 

3. Quel est Ie nombre de paires n'impliquant pas Ie spin bascule ? 

4. Que vaut SiVSii',IR) quand R' 01 R et R" 01 R? 

5. Que vaut SR,.SR"IR) quand R' = R ou R" = R? 
6. En deduire I'egalite suivante : 

HIR) = _(N -1) zJ IR) -!... " (IR') - ~IR)) 
2 4 2 ~ ~_ 2 ' 

R'EV(R) 

(30.91) 

oll V(R) designe I'ensemble des spins voisins du spin bascule. 

7. Simplifier Ie second membre de (30.91), notamment en y faisant apparaltre Eo. 

8. Soit I' etat Ik) : 
Ik) = N- 1/ 2 L eik.RIR) 

REB 

Cet etat satisfait-il Ie theoreme de Bloch? 

(30.92) 

9. En argumentant a partir de la reponse a la question precedente, expliquer pourquoi 
I'egalite suivante est vraie : 

L'etat Ik) est une excitation elementaire de type onde de spin (magnon). 

10. Etablir I'expression suivante de I'energie E(k) : 

E(k) = Eo + ~ L (1- eik.R) 
REV(O) 

En deduire que I'energie d'un magnon est: 

- "fR -E(k) = Eo + J ~ sin2

2 == Eo + Jb.(k) 
REV(O) 

Variation de la magnetisation it basse temperature 

La magnetisation M est: 

en 
/-LB = 2m ' 

oll Sz est la composante suivant Oz du spin total S = 2:REB Sk 
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1. Montrer que If) est vecteur propre de Sz et donner la valeur propre correspondante . 

2. Quelle est la consequence de I'excitation thermique des magnons sur la valeur moyenne 
de I'aimantation ? 

3. Pour pouvoir calculer les moyennes thermiques, il convient au prealable d'elucider la 
nature d'un magnon : boson ou fermion? Pour cela, on considere les etats a deux 
magnons qui sont certaines combinaisons lineaires des etats obtenus en basculant deux 
spins a partir du fondamental ; un tel etat est note IH, H'). 

(a) Expliquer pourquoi IH, H') = IH', H), et conclure. 

(b) Peut-on creer une double excitation sur Ie meme site H ? 

(c) Conclure en completant la phrase : 

Les magnons sont des ...... de CCEur . .. . (30.97) 

Dans la suite, on admettra que les magnons sont suffisamment dilues pour former 
un gaz parfait de particules sans interactions. 

(d) Quel est Ie spin d'un magnon ? 

4. La magnetisation a la temperature Test don nee par: 

M(T) = M(O) + ge/LB L nk(T) , 
k 

Oll nk(T) est Ie nombre moyen de magnons a la temperature T : 

n~(T) _ 1 
k - e{3Jt:..(k) _ 1 

Commenter I'expression (30.98). Combien vaut M(O) ? 

5. Montrer que M (T) peut se mettre sous la forme: 

M(T) = M(O)[l- J(T)] , 

oll J(T) est une certaine integrale a preciser. 

(30.98) 

(30.99) 

(30.100) 

6. On suppose maintenant que la temperature est suffisamment basse pour que seules les 
petites valeurs du module de f soient importantes. Montrer qu'alors I'integrale J(T) 
est de la forme: 

J(T) c:::: A T 3 / 2 , (30.101) 

Oll A est une constante pratiquement independante de la temperature. Conclusion? 
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Pour un ferromagnetique, les theories de champ moyen donnent typiquement 
variation exponentielle de l'aimantation spontanee a basse temperature, so it : line 

M(T) = [1 - Ae--¥] M(O) , 

alors que, experimentalement, on trouve tres souvent nne variation en loi-pui sane pi 
precisement M(T) = [1 - csteT3/2] M(O). C t variation p'cinque p ut s ompl"e:~~ 
dre par l'intervention d'excitations sans ga1} qu.i , activ ~ th· rmiqu · menL, cOlltl"ibu nt a 
diminuer la magnetisation moyenne, et a transfotmer la. dependance exponentieU , en 
temperature, en une dependance en loi-pui sanee (vOi)' ausi 1 pl'obl 111 30.7, P.lOQ7). 
On montre dans la suite que les magnons peuvent effe tivement condu ir il, un tel com_ 
portement a basse temperature. 

Deux spins 

Soit un systeme de deux spins 1/2 qui commutent, 81 et 82 . Les etats propres de 
81z , 82z , 8?, 82

2 sont conventionnellement notes 1c;1 C2), ou c = ±1 donne Ie signe de la 
valeur propre de la projection Ie long de Oz. 

l. L'interaction la plus simple invariante par rotation des spins est Ie produit scalaire 
81 .82 : en effet, on a vu au chapitre 17 que Ie produit scalaire de deux operateurs 
vectoriels est un operateur scalaire (voir en particulier Ie probleme 17.1, p. 407). 

2. Pour calculer tous les vecteurs du genre 81.821c1 c2), il est commode d'utiliser Ie 
developpement : 

-2 - - 1 Ii 8 182 = 81z82z + "2(81_82+ + 81+82- ) , 

se souvenant que 8+1+) = 0,8_1+) = lil-), etc. On a : 

2 - - 1 Ii- 8 182 1 + +) = 41 + +) , 

-2 - - 1 1 
Ii 81821+-)=--1+-)+-1-+) 

4 2 

3. Par inspection, on voit que ces egalites sont toutes des cas particuliers de l'egalite : 

(30.102) 

4. On a maintenant : 

[ 
2- - 1] 21i- 81.82 + "21 IC1 c2) = 1c2 c1) , 

egalite montrant que l'operateur du premier membre echange les valeurs des deuX 
spins: on peut l'appeler opemteur d'echange. 
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N spins sur reseau 

pour decrire un ensemble de spins 1/2 en interaction, chacun situe en un nc~ud R d'un 
reseau de Bravais (que l'on suppose cubique simple quand il faut preciser les choses), Ie 
Hamiltonien Ie plus simple formellement est une somme de termes d 'echange (modele de 
Heisenberg) : 

-2 ,,~~ 

H=-n J L SkSk 
(R,ii l

) 

(J > 0) , 

au (H, H') designe une paire ordonnee de deux spins situes aux deux nreuds R et H' 
premiers voisins l'un de l'autre. 

Etat fondamental 

1. Si les deux spins ont la meme orientation, la moyenne de leur produit scalaire vaut 
~n2 : leur energie d'interaction est done egale a -;f. 

2. J etant positif, l'etat Ie plus bas en energie est visiblement celui ou tous les spins 
sont alignes (etat ferromagnetique) ; supposant les spins d'origine electronique, et 
Ie champ magnetique (infinitesimal) dirige vers Ie haut, tous les spins sont alignes 
vel'S Ie bas dans \'etat fondamental. 

3. Chaque spin interagit avec z = 6 premiers voisins (cubique simple) : Ie nombre de 
paires de spins en interaction est done egal a N z. 

4. L'energie Eo de l'etat fondamental est done ~Nz-;f, Ie facteur ~ evitant de compter 
deux fois l'energie au sein d'une meme paire : 

Excitations de basse energie 

Il existe N etats notes IH) ou to us les spins pointent dans la meme direction, a 1 'exception 
de celui sur Ie site H, dirige en sens contraire. 

1. La question de l'indiscernabilite ne se pose pas ici puisque chaque spin est attache 
a son site et ne se promene pas : il ne risque done pas de se mel anger avec les 
autres . 

2. Quand un spin bascule, son energie d'interaction avec l'un de ses VOlsms passe 
de --;f a +-;f : elle augmente done de ~. Compte tenu des z voisins, on a ainsi 

(HIHIH) = Eo + z~. 
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3. II y a ~zN paires or donnees de spin en interaction; parmi eUes, il y en a Z qui 
impliquent Ie spin retourne. Le nombre de paires n'impliquant pas Ie spin bascule 
est (~N - l)z. 

4. L'etat IR) est de la forme 1---... -+--... ), ou I'unique + se refere au site en R. Si 
ii' cJ ii et ii" cJ ii, Ie terme S ii.1'S ii.1I de H implique exclusivement une paire 1- _) . 
d 'apres l'egalite (30.102) avec 101 = 102 -=, - , il vient 1i-2Sk,Sii.lllii) = iIR). Dan~ 
H, il y a (~N - l)z termes de cette sorte, qui au total donnent donc la premiere 

contribution suivante au result at de l'action de H sur Iii) : 
1 1 ~ 

-(-N -l)zJ-IR) . 
2 4 

5. Au contraire, quand ii' = R ou RI! = R, Ie terme correspond ant SRI,Sii.1I agit SUr 
une paire du genre 1- +), ou 1+-)· Selon l'egalite (30.102) avec 101 = +,102 =_, 
ou l'inverse, on a : 

-2 ~ ~ ~ 1 ~ 1~, 
Ii SkSii.IIIR) = -4 IR ) + 2"IR) , 

ii' designant l'un quelconque des voisins de R. Ces termes de H donnent done 
comme result at : 

-J '" (- ~IR) + ~IR')) _~ _ 4 2 
R/EV(R) 

ou V(ii) designe l'ensemble des spins voisins du spin bascule. 

6. Au total, l'action de H sur IR) est: 

HIR) = _(N -1) zJ IR) -!... '" (IR') - ~IR)) 
2 4 2_~_ 2 

R'EV(R) 

7. Le second membre s'ecrit aussi -( 1¥- - 1) z/IR) + ztlR) - t 2:ii./EV(ii.) IR'), sait 

(-Nzi; + zt - t 2: IR'), d'ou: 

On retrouve bien dans l'element diagonall'excitation +zt anticipee sur des raisons 
physiques dans la question 2. 

8. L'etat Ik) = N-1/2 2:ii.EI3 eik.ii.I ii) est propre des operateurs de translation Y(ii). 
En effet : 

Y(R)lk) = N- 1/ 2 L eik.ii.'Y(ii)IR') = N-1/ 2 L eik·ii./IR' + ii) == e- ik·ii. lk ) 

Cette egalite est l'un des enonces du theoreme de Bloch. 
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9. H commutant avec tous les operateurs de translation, ces operateurs ont des 
vecteurs propres en commun. Il y a N etats ou un seul spin est renverse et 
Ie spectre de chaque T(R) ne presente aucune degenerescence: en consequ~nce 
chaq ue etat I k) est aussi vecteur propre de H, d' ou : 

I Hlk) = E(k) Ik) I 

Ce mode propre est un magnon. 

10. Repartant de l'egalite HIR) = EoIR) + ~ 2:il'EV(R)(lR) -IR')), on obtient : 

La premiere sommation donne (2:R1EV(R) 1) Ik) = zlk) = (2:kEV(O) 1) Ik) ; la 
deuxieme se recrit comme suit : 

L ( L /k.(R- R1») eik.R'IR') ; 

R'EB REV(k) 

la somme entre parentheses, independante de fit , peut etre notee 2:REV(a) eik.R 

pour la clarte. La deuxieme sommation reconstituant Ik), il vient : 

Hlk) = Eolk) + ~ ( L 1 - L eik.R) Ik) = E(k)lk) , 
REV(a) REV(a) 

l'energie d'un magnon ayant de ce fait pour expression: 

E(k) = Eo + ~ L (1 - eik.R) 
REV(O) 

La somme peut se calculer en regroup ant les deux prerrilers voisins situes en ±R, 
ce qui donne une somme de termes 2 - 2 cos k.R = 4 sin2 k;/, sur la moitie des 

premiers voisins ; toutefois, la symetrie en R permet de retablir la somme sur tous 
les voisins au prix d'un facteur ~. Au total, on obtient : 

- ~ kR -E (k ) = Eo + J L.J sin 2 T = Eo + J 6. (k ) 
REV(a) 
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Variation de la magnetisation it basse temperature 

Chaque spin SH donnant Ie moment magnetique geJ.lBn- 1 (SHz)' avec J.lB = ;!, la Ina­
gnetisation M suivant la direction d'un champ in~niment pe~t est M = geJ.lBn- 1 (Sz) 
ou Sz est la composante suivant Oz du spin total S = L,REB S k 

1. Chacun des vecteurs I H) entrant dans la decomposition de I k) a un seul spin 
bascule, et est donc propre de Sz avec la meme valeur propre (N -l)~ + -;Ii : Ik) 
est donc vecteur propre de Sz avec la valeur propre (q- - 1) n. 

2. L'agitation thermique cree des magnons par activation, chacun d'entre eux venant 
reduire la valeur moyenne de la magnetisation : la temperature fait donc decroitre 
l'aimantation. 

3. (a) Visiblement, les deux etats IH, Rt) et IH', H) sont identiques physiquement, 
de sorte que les etats a. deux magnons doivent etre symetriques dans l'echange 
H <-+ H' : les magnons se comportent donc comme des bosons. 

(b) Comme chaque site porte un spin ~, il ne peut etre doublement excite. 

(c) On en deduit que les magnons sont des bosons de cmur dur ; dans la suite, on 
suppose la temperature suffisamment basse pour que, Ie nombre de magnons 
etant peu eleve, leurs interactions sont neglige abIes : ils forment donc un gaz 
parfait . 

(d) La creation au l'annihilation d'un magnon fait varier d'une unite Ie spin total: 
Ie spin d'un magnon est donc egal a. 1. 

4. La magnetisation a. la temperature Test donnee par : 

M(T) = M(O) - gelJ.lBI L nf(T) , 
f 

au nr;(T) est Ie nombre moyen de magnons a. la temperature T, puis que chaque 
magnan, faisant varier (Sz) d'une unite n, reduit la magnetisation de gelJ.lBI. La ma­

gnetisation a. temperature nulle est M(O) = NgeJ~ ~ = NIJ.lBI en prenant ge = 2. 

5. A temperature finie, on a : 

au l'integrale sur k est, en toute rigueur, restreinte a la premiere zone de Brillouin. 
La magnetisation (extensive) se met ainsi sous la forme: 

M(T) = M(O)[l - J(T)] , 
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6. A basse temperature f3J » 1, Ie facteur exponentiel auto rise d'une part a rejeter 
les bornes a l 'infini sans commettre d'erreur appreciable, d'autre part a remplacer 
la vraie loi de dispersion par son approximation aux petits k, soit a ecrire : 

a et ant Ie cote de la maille cubique alignee sur les trois directions d'un repere 
trirectangle ; Ie facteur 2 provient des deux premiers voisins situes en ±a Ie long 
de chacune de ces trois directions. Ainsi : 

J2 1 roo X 1 / 2 

I(T) ~ ~ (f3 J) 3/2 Jo eX _ 1 dX, 

qui donne bien I(T) ex T 3/2. P lus precisement, l'integrale en X valant V; (( ~), 
( (z) etant la fonction de Riemann, l'approximation en cours fournit : 

30.12 BOlte quantique sous champ magnetique 

Depuis quelques annees, on sait fabriquer des systemes de taille nanometrique, appelees 
bo ftes quantiques (quantum dots), qui permettent de confiner les electrons de conduction 
d'un solide a basse temperature. Une bOlte quantique est realisee en deposant un materiau A, 
jouant Ie role de puits, sur un substrat d'un autre materiau, B. La possibilite de controler les 
etats d'energie d'une bOlte, notamment en jouant sur sa geometrie, permet des applications 
interessantes en micro- et opto-electronique. 

Dans la premiere partie, on analyse Ie mouvement bidimensionnel d'un electron dans 
une bOlte constituant un potentiel harmonique. Dans la deuxieme, on etudie les modifications 
apportees par I'application d'un champ magnetique. La troisieme est une breve confrontation 
avec les resultats de I'experience et propose une amelioration du modele developpe afin de 
rendre compte des observations. 

L'existence de la structure de bande precise au sein du materiau A compliquant consi­
derablement Ie formalisme, on admettra partout qu'un electron dans la bOlte ne differe d'un 
electron libre que par sa masse effective, notee J-L . 
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Oscillateur harmonique a deux dimensions 

On admet que I'energie potentielle effective d'un electron confine dans Ie plan x Oy est : 

(30.103) 

de sorte que Ie Hamiltonien decrivant Ie mouvement bidimensionnel de I'electron est : 

2 2 

H Px Py V ( ) H ( ) H ( ) h = 2p, + 2p, + x, y == x, Px + y , Py . (30.104) 

1. On definit les operateurs d'annihilation au (u = x, y) comme suit : 

dH 1 ( (iJ:W i ) 
au = V2 V 11: u + J ltp,w Pu ; (30.105) 

les operateurs de creation at sont les hermitiques conjugues des au ; on a : 

(30.106) 

Exprimer H (u, Pu) a I'aide de au et at . 

2. L'operateur Nu ~ atau a pour valeurs propres les entiers naturels ; ses etats propres 
sont notes Inu) : 

(nu EN) . (30.107) 

Comment construit-on les etats propres Inx, ny) de Hh 7 Posant n = nx +ny, quelles 
sont les valeurs propres En correspondantes 7 Quelle est la degenerescence gn de En 7 

3. Soit Lz la composante du moment cinetique de I'electron sur I'axe Oz perpendiculaire 
au plan x Oy. Exprimer Lz en fonction des au et at. 

4. On sait que : 

(30.108) 

Quel est Ie resultat de I'action de L z sur un etat Inx, ny) 7 La composante L z a-t-elle 
une valeur bien definie dans cet etat 7 

5. Par un argument de symetrie, montrer que [Hh' L zl = o. 

6. Soit les operateurs d'annihilation "gauche" et "droit" : 

der1 ( . ) 
a g = V2 ax + lay , (30.109) 

ainsi que leurs hermitiques conjugues at, a~. Quelles sont les relations de commutation 
entre ces quatre operateurs 7 
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7. Exprimer Hh et L z en fonction de Ng = a~ag et Nd = a~ad ; combien vaut [Ng, Nd] ? 
En deduire que les vecteurs propres communs a Ng et Nd , egalement notes lng, nd) , 
sont prop res de Hh et L z . ng et nd etant donnes, Ie vecteur lng, nd) s'exprime en 
combinaison lineaire de certains Inx, ny) : lesquels? 

8. On note En=ng+nd et mn les valeurs propres de Hh et L z . Quelles sont les valeurs 
possibles de m dans un etat d'energie En ? 

9. Pour un oscillateur a une dimension, la fonction d'onde fondamentale est la gaussienne : 

(
J.lW) 1/4 _ f'wX2 

1/Jo ( x) = 1r n en . (30.110) 

Quelle est son extension spatiale Llx pour J.l = 0, 07 me (me est la masse de I'electron) 
et nw = 0, 06 eV? A la temperature T = 10 K, quel est Ie rapport des populations 
entre les deux premiers etats de I'oscillateur? Quelle est la longueur d 'onde d'absorption 
du rayonnement entre deux etats consecutifs de I'oscillateur ? 

BOlte quantique dans un champ magnetique 

On applique maintenant un champ magnetique de module B , dirige Ie long de I'axe Oz ; Ie 
potentiel-vecteur A est choisi sous la forme: 

~ 1 ~ 
A = 2B x r . (30.111) 

La frequence cyclotron est definie comme We ~ leIB/J.l, et on pose W dH VwU4 +w2. 

1. Dans Ie Hamiltonien (30 .104), par quoi doit-on remplacer if? On obtient ainsi un 
nouveau Hamiltonien note H B . 

2. Transformer I'expression de HB pour y faire apparaitre L z . 

3. En deduire que I'on peut toujours trouver des etats propres communs a I'energie totale 
et a la projection L z . 

4. Donner I'expression de I'energie, Eng,nd' La degenerescence en champ nul est-elle 
completement levee en presence du champ? Donner ses expressions approchees en 
champ faible (we « w) et en champ fort (we» w) . Pour les trois premiers etats, 
tracer la variation de leur energie en fonction de B. Pour quelle valeur de B les deux 
niveaux Eo, 1 et E2 ,o se croisent-ils (en donner la valeur numerique) ? 

5. AT = 10 K et pour des champs magnetiques plus petits que 20 T, de quel etat partent 
les transitions en absorption? 

6. Trouver les expressions des frequences v± (v_ < v+) des deux premieres transitions et 
tracer leur variation en fonction du champ magnetique. 
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7. On a jusqu'a present suppose que Ie mouvement de I'electron est strictement bidim 
sionnel ; il s'agit maintenant de preciser les conditions justifiant cette hypothese en-

(a) Pour un potentiel de confinement dans la direction Oz tel que Vz(z) "" 0 . 
o < z < D et infini autrement, quels sont les niveaux d'energie associes Sl 

. 0 7 au mouvement sUlvant z. 

(b) Quelle condition de type energetique doit etre satisfaite pour que seul Ie fonda_ 
mental suivant Oz soit pertinent? En deduire une inegalite entre D et Llx. 

Comparaison avec l'experience 

Experimentalement, on observe que les deux frequences 1/± varient en fonction du champ 
magnetique (3 ;S 10 T) comme indique sur la figure 30.37 et que, par ailleurs, I'absorption 
depend de la polarisation du champ electromagnetique. II s'agit de rendre compte du Com­
portement observe (a petit champ magnetique) en incorporant une anisotropie du potentiel 
dans Ie plan xOy. Pour simplifier, on se bornera a considerer Ie cas du champ nul (3 = 0) . 

~
hvmev 

v+ 

60 

v_ 

10 BTesla 

Figure 30.37: Variation observee des deux premieres frequences d'absorption en fonction 
du champ magnetique. 

1. On remplace desormais V(x, y) par V(x, y) dMini comme : 

- ( d,f 1 2 2 2 V X , y) = "2ILw [(1 + c)x + (1 - c)y 1 , (O<c«l) (30.112) 

Dans ces conditions, Ie Hamiltonien du mouvement dans Ie plan est : 

(30.113) 

Quelle est I'expression de I'operateur W ? 

2. On traite I'anisotropie par perturbation au premier ordre des etats Inx, ny), nx+ny=l. 
Sans faire vraiment de calculs, indiquer I'allure de la matrice de perturbation dans Ie 
sous-espace degenere. 

3. Calculer effectivement les elements de matrice de la perturbation et en deduire les 
corrections d'energie en champ nul resultant de I'anisotropie. 
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4. L'ecart de fn§quence mesure en E = 0 est voisin de 8 meV jh. En deduire la valeur 
numerique du taux d'anisotropie E. 

Les systemes de taille nanometrique, appelees boftes quantiques (quantum dots), 
permettent de confiner les electrons de conduction d'un solide a basse temperature. La 
taille L de la boite influe directement la separation des niveaux (penser a un puits infini 
dont l'energie des niveaux varie comme b). Par ailleurs, on ignore la structure de 
bande, admettant qu'un electron dans la boite ne differe d'un electron libre que par sa 
masse effective /h. Enfin, on retrouvera dans la suite des questions abordees quelque peu 
differemment dans les problemes 18.9 p. 469 et 23.14 p. 727. 

Oscillateur harmonique a deux dimensions 

Avec les hypotheses precisees dans l'enonce, Ie Hamiltonien est une somme de deux 
operateurs identiques agissant respectivement suivant les directions Ox et Oy : 

p2 p2 Hh = 2; + 2: + V(x, y) == H(x, Px) + H(y, Py) 

ou l'energie potentielle effective d'un electron confine dans Ie plan xOy est supposee 
harmonique et isotrope, V(x, y) = ~/hW2(x2 + y2). 

1. Pour chaque direction (u = x, y), les operateurs d'annihilation au sont : 

au = ~( ~u+ V~/hWPu) , 

les operateurs de creation at etant les hermitiques conjugues des au ; ces operateurs 
satisfont les relations de commutation [au, at] = ouv, [au, av] = [at, at] = o. 
Inversement, on a : 

_{§ t u - -(au + aJ , /hw 
1V/hnw 

P = - -(a - at) u i 2 u u (30.114) 

Le report de ces expressions dans H(u, Pu) donne: 

p; ~ 2 2 _ _ nw 2 t 2 _ t _ t nw 2 t 2 t t _ 
2f-L + 2f-LW u - 4 (au + au auau auau) + 4 (au + au + auau + auau) -

d'ou l'expression classique : 
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2. L'operateur nombre de particules Nu ~ at, all a pour vccteurs propr In). 
Nulnu) = nulnu), avec 11, E N. Hh etant la somme de d ux operateur id nti~ . 
(mais agissant sur des variables different ) ses etats propres Inz, 71,,} se OllStl~l~<; 
sent comme les produits tensoriels impliquan 1 mem typ eI ' ~ tat (il 'agit t~ll~ 
jours des etats propres de l'oscillateur a. une dim· 11 ion) Inx} ® Iny) == In.,. n ) 1:~ 

.. 1/. ou 
les nu sont des entiers naturels : . 

1 1 
[H(x, Px)+H(y, py)]lnx)®lny) = w(Nx+ 2)lnx, ny)+(Ny+ 2)lnx , ny) = 

w(nx +ny + l)lnx, ny) 

posant 11, = nx + ny, les valeurs propres En correspondantes sont donc : 

La degenerescence gn de En s'obtient en denombrant les couples (nx, ny) d'entiers 
naturels dont la somme a pour valeur un entier 11, donne: il y en a visiblement 
11, + 1, soit (0, 11,), (1,11, - 1), (2,11, - 2), ... , (11,,0), d'ou gn = 11, + 1. 

3. La composante du moment cinetique de l' electron sur l'axe Oz perpendiculaire au 
plan xOy est Lz = XPy - YPx j avec les egalites (30.114), on trouve facilement : 

4. Avec aulnu) = ..;n;;.lnu -1), atlnu) = v'nu + 11nu + 1), l'action de L z sur un etat 
Inx, ny) est: 

Visiblement, les etats du type Inx, ny) ne sont pas propres de Lz j cette observable 
n'a donc pas en general une valeur bien definie dans ces etats et possede alors une 
variance finie b.L; > 0 j la moyenne de L z etant nulle, on obtient : 

a l'exception de l'etat fondamental, b.L; > O. Pour les etats a symetrie cylindrique 
(nx = ny == nu), b.L; = 2nu(nu + 1)11,2 

5. Hh est invariant par rotation autour de l'axe Oz j Lz etant Ie generateur in­
finitesimal des rotations, Ie commutateur [Hh' L z] est nul: Lz est une constante 
du mouvement. 

6. Les operateurs "gauche" et "droit" se deduisent des au et at par une transformation 
visiblement unitaire j il en resulte que les relations de commutation sont invariantes 
en forme, de sorte que lag, 4] = 1 = [ad, a~], lag, ag] = [ad , ad] = lag, ad] = 0, 

[a~ , a~] = [a~, a~] = [a~, a~] = 0, toutes relations que l'on peut verifier par Ie calcul 
direct. 
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7. Avec les relations inverses ax = ~(ag+ad)' ay = i~(ag -ad), on trouve de suite: 

Par ailleurs, de toute evidence [Ng, Ndl = O. On peut donc trouver des vecteurs 
propres communs aux deux operateurs nombres de particules gauche/ droite, notes 
Ing) 0 Ind ) == lng, nd). ng et nd etant donnes, Ie vecteur lng, nd) s'exprime en 
combinaison lineaire des Inx, ny) tels que nx + ny = ng + nd. 

8. Soit En=ng+nd les valeurs propres de Hh, chacune d'entre elles etant degeneree n+ 1 
fois ; si mn est la valeur propre de L z , on am = nd - ng : 

I Hhlng, nd) = (ng + nd + l)1i.wlng, nd) == (n + l)1i.wlng, nd) I 

I Lzlng, nd) = (nd - ng)hlng, nd) == mhlng, nd) I 
Dans un etat d'energie En (done 17, fixe), m peut prendre les 17, + 1 valeurs n, 
17, - 2, n - 4, ... , -n : il n 'y a donc aueune degenereseenee de nature "accidentelle", 
l'existence des n + 1 etats de meme energie traduisant l'isotropie euclidienne passee 
au crible de la quantification. 

g. La fonction d'onde fondamentale etant la gaussienne 'ljJo(x) = (~)1/4 e-'''2',,2 , sa 

largeur ~x est egale a /if ~ 43 A, quand on prend p., = 0, 07 me et 1i.w = 0, 06 e V. 

Le rapport des populations d'equilibre des deux premiers etats est: 

nw o,o~lel 
e - kBT = e - 10 B ~ 6 X 10-31 , 

d'ou l'on deduit que seulle fondamental est peuple en pratique. La longueur d'onde 
d'absorption entre deux etats consecutifs de l'oseillateur est A = o,~~el ~ 21 p.,m : 
e'est dans l'infrarouge. 

BOlte quantique dans un champ magnetique 

La frequence cyclotron est definie comme We ~ lel8/ p." et on pose w ~ vi w~ /4 + w2
• 

1. En presence d'un champ magnetique derivant du potentiel-vecteur A(r), il faut 
effectuer la substitution p --+ p - eA ; on a donc : 

1 2 1 2 
H(3 = 2p., (Px - eAx) + 2p., CPy - eAy) + Vex, y) 

2. Avec Ie choix A = ~B x T, on a VA = 0, de sorte que [A, pI = 0 ; deveioppant et 

rempiagant A par son expression, on obtient : 

1 (2 2 e8 1 ( 2 e
2
8

2 
) 2 2 

H(3 = 2p., Px + Py) - 2p., Lz +"2 p.,w + 4';- (x + y ) , 
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soit, avec les notations introduites : 

3. H6 commute avec L z , de toute evidence; les etats propres de H13 sont les vecteurs 
Ing) ® Ind) == lng, nd) trouves plus haut. 

4. L 'energie propre Eng, nd associee a lng, nd) est: 

Lorsque nd > n g , l'electron tourne dans Ie sens positif autour du champ, correspon_ 
dant a un moment magnetique dirige en sens contraire de 8, donc a une energie 
elevee comparee au cas contraire ou Ie moment magnetique est dans Ie sens du 
champ. La degenerescence a 8 = 0 est completement levee par Ie champ : on 
obtient n + 1 niveaux distincts, separes d'un multiple de ~fiwe, situes entre les deux 
valeurs (n + l)fiw ± ~fiwe. Les expressions approchees sont : 

fiwe (2) We« W : Eng,nd = E[n,mj = (n + l)fiw + m-
2
- + 0 8 , 

W « We: Eng ,nd = E[n,mj = (n + m + 1) m;c + (n + 1)n.:: + 0(8- 2
) 

L-~-------------8 
8 0 

Figure 30.38: Variation en fonction du champ magnetique de l'energie Eng, nd des trois 
premiers niveaux en champ nul. La degenerescence en champ nul, d'ordre ng + nd + 1, 
est completement levee par Ie champ. Les deux fleches representent les deux premieres 
transitions lorsque 8 < 8 0 . 

Les energies Eng , nd des trois premiers niveaux correspondent aux trois valeurs 0, 
1 et 2 de n = ng + nd sont (voir fig. 30.38) : 

Eo, a = E[o,oj = nw ; E1 ,0 = E[l, - lj = nw 
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EO,2 = E[2, +2J = 3nw+nwc , E 1,1 = E[2 , oJ = 3nw , E 2, 0 = E[2, -2J = 3nw-nwc . 

Les deux niveaux Eo, 1 et E 2 , 0 se croisent pour la valeur 8 0 du champ telle que 
3w = 2w + ~wc(80), soit wc(80) = :/2, ou encore 80 = Aiel' Numeriquement : 

8 = 0,07me X 0,06 ~ 25T 
o V2ti 

5. Pour 8 :::; 20 T, (nwc)eV :::; 0,02 eV, d'ou nw :::; 0,07 eV et k~wT ~ 78 : com me 
Ii," 

e - k B T '" 10-34 , toutes les transitions en absorption partent de fait de l'etat fonda-
mental. 

6. Comme 8 < 20 T < 8 0 , les deux transitions de plus basse frequence sont vers les 
deux so us-niveaux d'energie 2nw en champ nul, (0,0) ---4 (1,0) et (0,0) ---4 (0, 1) 
(voir fig . 30.38) ; les frequences v± sont : 

v± = ~(w ± ~wc) ~ ~ ± lel8 + 0(82 ) ; 
27r 2 27r 47r JL 

leur variation en fonction du champ magnetique est quasi-lineaire, et elles se re­
joignent en champ nul. 

7. Afin de preciser les conditions physiques justifiant de traiter Ie mouvement de 
l'electron comme bidimensionnel, il suffit de voir dans queUe mesure la coordonnee 
z peut etre ignoree purement et simplement. 

(a) Pour un puits infini dans la direction Oz d'extension D, les niveaux d'energie 

O f 
2 2n2 , , 

associes au mouvement suivant z sont de la orme n2;D2 ,ou n E N*. L'ecart 
3 2 f;.2 

entre Ie fondamental et Ie premier etat excite est done 21f D2 . Faire abstraction 
de la coordonnee z, c'est finalement admettre que cet ftat fondamental est Ie 
seul et unique etat possible pour Ie degre de liberte z. 

(b) Cet ecart pourra etre considere comme "infini" s'il est plus grand que toute 
autre energie du probleme, en particulier nw ; il faut done: 

il faut done essentiellement D « 4Dox, soit D « 160 A. II faut aussi que 
~:~: » nwc , soit D2 « ~~I~ ; pour 8 :::; 20 T, ceci fournit la borne compara­

ble D « 220 A. 
Par ailleurs, Ie mouvement dans Ie plan ayant ete pris sans confinement, il faut 
que la dimension lineaire horizontale du substrat, L, soit tres grande devant 
Dox, largeur de la fonction d'onde fondamentale de l'oscillateur. En definitive, 
on peut se borner a un mouvement plan si : 

Ceci signifie que la boite quantique doit etre tres aplatie. 
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Comparaison avec l'experience 

Les deux frequences v± mesurees ne varient pas n fon tion cill champ magnctiqlle om 
on vient de Ie trouver : loin d'etre lineairel , ell s ne oin id n pan h IUp l1Uln, I 

presentant un gap indiscutable. On peut rencit' mp d mp r Ul. nL n in ol'J~ 
rant une anisotropie du potentiel dans Ie plan , 'Oy se boruant clan, un pr mier nIp 0: 
considerer Ie cas du champ nul (8 = 0). n 

1. Avec: V(x, y) ~ ~J.lW2[(1 + c)x2 + (1- E)y2], Ie Hamiltonien du mouvement dans 
Ie plan est de la forme Ph = Hh + dV, avec W = ~f.lW2(x2 _ y2). 

2. Le traitement par perturbation de l'anisotropie necessite d'ecrire la matrice de cW 
dans Ie sous-espace degenere {Inx , ny) }nx +ny=l, engendre par les deux vecteurs 
10, 1) et 11,0). Pour un oscillateur harmonique lineaire, on sait que la cordonnee 
n'a d 'elements de matrice non-nuls qu'entre deux etats differ ant d'un quantum; en 
consequence, les elements non-diagonaux de u 2 entre les deux etats degeneres sont 
nuls : la matrice de West donc diagonale sur la base des vecteurs degeneres. 

Notons que pour l'etat fondamental, les deux corrections selon x et y se compensent 
exactement : la variation des frequences de transitions due a. ['anisotropie resultera 
donc exclusivement des corrections d'energie des etats excites. 

3. La valeur moyenne de ~f.lW2U2 est egale a. la moitie de l'energie propre d'ou : 

Les corrections d'energie en champ nul resultant de l'anisotropie sont donc simple­
ment ±E r~ : la difference des frequences en champ nul est E fU.u. 

4. L'ecart de frequence mesure en 8 = 0 est voisin de 8 meV /h, d'ou €hv = 8 meV, 
avec toujours hv = 0,06eV, soit E = 6

8
0 = 1

2
5 ' 

5. Le traitement perturbatif en champ non-nul mais faible se fait aisement. Dans 
ce cas, l'operateur de perturbation a. considerer est W ~ cW + ~wcLz ; il n'y a 
toujours pas de deplacement au premier ordre de l'energie fondamentale. En ce qui 
concerne les etats degeneres, on a (0, I ILzl l, 0) = ili(O, llaxat - alayll, 0) = iii, 
les elements diagonaux etant nuls. La matrice de la perturbation est donc : 

Ii [ EW 

2 iwc 
-iWc] , 
-cW 

dont les deux valeurs prop res sont ±~J(€w)2 + wg. Leur variation (voir fig. 30.39) 
est tout a. fait comparable a. celle indiquee dans l'enonce. 
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W 

271" 

L-------------~ B 

Figure 30.39: En presence d 'anisotropie, variation des frequences v± des deux premieres 
transitions en fonction du champ magnetique. Les lignes droites (asymptotes) correspon­
dent aux frequences pour Ie puits harmonique isotrope de pulsation propre w. 

30.13 Oscillations de Bloch pour un atome 

II s'agit de mettre en evidence tres directement Ie comportement apparemment paradoxal 
d'une particule soumise a un potentiel periodique . 

On se souvient qu'un electron dans un metal subit une reflexion (dite de Bragg) lorsque 

son impulsion32 atteint la valeur fiK/2, ou K est un vecteur du reseau reciproque 8. Pour les 
electrons dans un metal, I'observation directe est rendue impossible par Ie fait que Ie temps 
entre deux collisions est extremement court, de I'ordre de 10-14 s. 

Le traitement ci-dessous s'inspire d'experiences faites avec des atomes ultra-froids [61], 
qui manifestent la meme "anomalie" de comportement. Pour la simplicite, Ie mouvement de 
I'atome est suppose unidimensionnel ; sa coordonnee est notee x, Ie moment conjugue est 
p . Eventuellement, on bornera IR au grand segment [-L/2, +L/2]' sur lequel les fonctions 
d'onde - sauf avis contraire - sont normalisees a I'unite. 

Transposition it l'atome des resultats connus pour les electrons 

Un atome (de masse M) est soumis a une onde stationnaire non-resonnante33 de nombre 
d'onde ko . En raison de sa polarisabilite, I'atome est soumis a une force proportionnelle au 
carre du champ electrique et, au total, la force exercee par I'onde sur I'atome est propor­
tionnelle a I'intensite de celle-ci . Le Hamiltonien de I'atome couple semi-classiquement au 
champ est : 

2 

Ho = :M + Vo sin
2
(kox) (Vo > 0) . (30.115) 

1. Quelle est la periode spatiale AO du reseau optique? Dans toute la suite, on posera 
b = 2ko et, Ie cas echeant, on notera K tout vecteur d'onde de la forme nb avec n E Z. 

32prise au sens de quasi-impulsion. 
33i.e. la frequence de l'onde est loin de toute resonance atomique propre. 
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2. Soit T(.\o) I'operateur de translation spatia Ie elementaire, dont I'action sur toute ~ onc_ 
tion f( x ) est: 

T(.\o)f(x ) = f(x - .\0) == e->'oix f(x) (30.116) 

Exprimer T(.\o) en fonction de I'impulsion p. 

3. Le theoreme de Bloch permet d'ecrire toute fonction propre de Ho, 1/Jk(X), d'energie 
c(k), sous la forme: 

1/Jk(X) = eikxuk(X) . (30.117) 

En utilisant Ie fait que 1/Jk est aussi fonction propre de 7(.\0) (quelle est la valeur propre 
correspondante 7), retrouver precisement la propriete fondamentale de la fonction U k . 

4. Deux fonctions 1/Jk et 1/Jk+K representent-elles deux etats differents 7 Dans toute la 
suite, sauf mention contraire, on restreindra kala premiere zone [-ko, +kol. 

5. Ecrire I'equation aux valeurs propres satisfaite par la fonction Uk, en introduisant un 
Hamiltonien H(x, p; k). 

6. On designe par: 

(30.118) 

la fonction donnant la loi de dispersion d'un atome libre. Tracer la variation en fonction 
de k des valeurs propres de Ho dans la limite Vo -; O. 

7. En supposant Vo petit, on traite Ie probleme par perturbation, en ne considerant que 

les deux bandes non perturbees les plus basses en energie, d'energies c~O)(k) definies 
comme suit: 

Les fonctions correspondantes a I'ordre zero sont notees 1/J~ok ; pour k > 0, on a : 

(30 .120) 

Pour Ie traitement de perturbation, on envisage successivement les deux cas suivants : 

(i) k est tres loin de ko . Calculer en fonction de I'amplitude Vo la correction d'energie 
au premier ordre, 6.E. 

(ii) k est au voisinage de ko. Trouver les elements de matrice de la perturbation 
dans ce sous-espace et en deduire, par perturbation au premier ordre, les deux 
valeurs propres en presence du potentiel periodique. Representer leur variation en 
fonction de k. 
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On ajoute une force constante F = M 9 ; Ie Hamiltonien de I'atome devient : 

H = Ho -Mgx (g > 0) . (30.121) 

l. La solution de I'equation de Schrodinger est cherchee sous la forme : 

w(x, t ) = eik(t )x Uk(t) (x , t ) . 

Par un choix judicieux de la fonction k(t) (Ie donner), montrer que Uk(t) (x , t ) satisfait : 

in:tUk(t) (x, t ) = H(x, p; k(t)) Uk(t ) (x , t) 

2. On introduit Ie changement de variables suivant : 

1 2 
X l = X - '2 gt , pi =p _ M gt 

Interpreter classiquement cette transformation. 

3. Au changement de repere ci-dessus, correspond une transformation unitaire S dans 
I'espace des etats, reliant les deux vecteurs dans un repere et un autre: 

IWI) = SIW ) ~ WI(X , t ) = S (x , p, t)W( x , t ) . (30.122) 

Iw) satisfaisant : 

in:tlw)=HIW) , 

montrer que IWI) satisfait une equation du meme type avec un Hamiltonien HI dont 
on donnera I'expression en fonction de H, de S et de sa derivee. 

4. On pose : 
S(x, p , t) = eh(t) e i<>(t )p ei/3(t)x . 

Donner les expressions des observables transformees S xS t et spst . 

5. En deduire I'expression de HI . 

Mise en evidence de l'oscillation de la vitesse d'un atome 

Le champ de nombre d 'onde ko contient maintenant, entre les instants t = 0 et t = t:,.t , une 
derive de phase ¢(t ) quadratique en temps ; tres precisement, Ie Hamiltonien de I'atome est 
alors : 

(30.123) 
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1. Effectuer sur cet Hamiltonien la transformation S introduite en (30.122), et e . 
I'expression de Hb. Trouver successivement a(t), puis f3(t) et enfin I'(t) pour queC~; 
se reduise a un Hamiltonien statique du genre (30.121). 0 

2. D'apres la question 1 de la partie precedente, les fonctions propres (dans Ie ' repere 
accelere) sont de la forme: 

ik(t)x (t) ( e Unk(t) X, , 30.124) 

ou Unk(t) est propre de H(x, p, ; k(t)). En adoptant I'hypothese d'adiabaticite et 
sachant que I'atome est au depart dans I'etat d'impulsion bien determinee k =:0 0 
quelle est sa fonction d'onde \fJ'(x, t) a I'instant t ? ' 

3. Quelle est la relation entre la valeur moyenne de la vitesse v = (p/M) et la valeur 
propre E(k(t)) ? 

4. Sans calcul (en utilisant notamment Ie schema de zones repetees), montrer que la 
vitesse v a une variation periodique ; exprimer sa periode TB en fonction de n, ko, M 
et g. 

Population atomique 

Figure 30.40: Population atomique en fonction de la vitesse reduite (p/(nko)) , pour 
differentes valeurs de !:::..t (figure extraite de [61]). 

5. La figure 30.40 represente, dans Ie repere accelere, la variation de la population atomi­
que en fonction de la vitesse v, les atomes etant prepares dans un etat ou k est en 
moyenne nul et peu disperse a I'echelle de la premiere zone de Brillouin. Chaque courbe 
correspond a une valeur don nee de I'intervalle de temps !:::..t pendant lequel on applique 
la derive de phase ¢ definie plus haut. 

Commenter sommairement cette figure. Sachant que les courbes successives corres­
pondent, de bas en haut, a !:::..t = 0, 1,2, ... ms, quelle est la duree d'une oscillation 
de Bloch? 
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Ce probleme revient sur Ie comportement apparemment paradoxal d'une particule 
soumise a un potentiel periodique, dont on sait qu'elle subit une reflexion de Bragg lorsque 
son impulsion34 atteint la valeur nK /2, ou K est un vecteur du reseau reciproque B. Pour 
les electrons dans un metal, l'observation directe est rendue impossible, notamment par 
Ie fait que Ie temps entre deux collisions est extremement court, de l'ordre de 10-14 s, 
tres inferieur au temps necessaire a l'electron de parcourir une fraction notable de sa 
premiere zone de Brillouin. 

Le traitement ci-dessous s'inspire de l'interpretation d'experiences conduites avec 
des atomes ultra-froids [61], pour lesquels la meme "anomalie" de comportement a pu 
etre tres directement mise en evidence. Pour la simplicite, Ie mouvement de l'atome est 
suppose unidimensionnel, lR. etant borne au grand segment [-L/2, +L/2]' sur lequelles 
fonctions d'onde, prises comme des ondes planes, sont normalisees a l'unite. 

Transposition it l'atome des resultats connus pour les electrons 

Comme explique dans l'enonce, l'atome de masse M est soumis a une force prop or­
tionnelle a l'intensite lumineuse de l'onde de nombre d'onde ko. Le Hamiltonien semi­
classique de l'atome couple au champ est Ho = {~ + Vo sin2 (kox). Vo > 0 signifie que 
l'onde fabrique des puits spatialement periodiques, separes par des barrieres, exactement 
comme un reseau d'ions positifs dans un solide Ie fait pour des electrons. 

1. Le carre du sinus apparaissant dans Ie terme de couplage, la periode spatiale AO 
du reseau optique Best AO = i?:a == 2;;. best la longueur du vecteur primitif du 

reseau reciproque B ; les points de B sont les extremites de K = nb, n E Z. 

2. T(AO) etant l'operateur de translation spatiale elementaire, on a par definition 
T (AO) f (x) = f (x - Ao). Supposant la fonction f (x) analytique, son developpement 
en serie de Taylor centre en x apparait formellement comme Ie developpement en 
serie entiere de l'operateur == e-'\o/': agissant sur la fonction f(x) ; avec p = -ind~ 
on peut finalement ecrire T(AO) = eth'\oP. 

3. Le theoreme de Bloch repose sur Ie fait que Ie Hamiltonien commute avec tous les 
operateurs de translation T(nAo), nEZ, qui commutent tous entre eux et forment 
un groupe abelien ; en fait, comme T(nAo) = [T(AO)]n, il suffit de raisonner avec 
la translation elementaire T(AO), 

11 existe donc des fonctions propres communes a Ho et aux T(nAo) ; en tant que 
fonction pro pre de T(AO), 'l/Jk(X) satisfait T(Ao)'l/Jk(X) = Tk (Ao)'l/Jk (x), Tk(AO) etant 
la valeur propre. Par definition de T(AO), Ie premier membre est 'l/Jk(X - AO), d'ou : 

eik(x-'\o)Uk(X - AO) == e-ik,\o eikxuk(X - AO) = Tk(Ao)eikxuk(X) ; 

ceci montre d'une part que la fonction Uk(X) est Ao-periodique, d'autre part que la 
valeur propre de T(AO) est Tk(AO) = e-ik,\o. Le nombre d'onde k est evidemment 
reel puis que les operateurs de translation sont unitaires. 

34prise au sens de quasi-impulsion. 

1073 



Mecanique quantique 

4. La fonction 'ljJk+K satisfait T(AO)'ljJk+ldx) = e- i(k+I<)><o'l/;k+Jdx) . en vertu d· 1 
relation fondamentale de definition du n~seau nkiproque (voir eq. (ll-29.36)) 0 a 
e-,I<>-'o = 1, de sorte que les deux fonctions 1h+J( et 'if>k satisfont la lllem relat? a 
caracteristique et peuvent etre identifiees Il.me a. p~\utl' (pom Ull autre argum

lOn 

prouvant ceci, voir eq. (II-30.51)). Pour cctte raison, dans toute la suite 011 restrein~ 
kala premiere zone [-ka, +ko]. 1) . 

5. L'equation aux valeurs propres pour un electron dans Ie potentiel Vo(sin2 kax) est 
(representation-q) : 

-~ . 
- 'ljJI/(x) + Vosin2 kax'ljJ(x) = c(k)e'kx'ljJ(x) ; 
2m 

on connait les solutions d'une telle equation: ce sont les fonctions de Mathieu35 
dont la representation analytique est fort complexe ([59], chapitre XIX). L\~quatio~ 
pour Uk(X) s'en deduit immediatement : 

la derivee seconde donne [(ik)2 + 2iku' + ul/] eikx . Retablissant p par ;x = -j;p, il 
vient finalement : 

dont Ie premier membre peut s'ecrire H(x, p; k)Uk(X) , avec: 

clef 1 ( ) 2 . 2 H(x, p; k) = 2m p + lik + Va sm kox (30.125) 

6. La loi de dispersion d'un atome libre - i.e. en l'absence de reseau optique - est 
c(O)(q) = r~J!;/, nq etant son impulsion, constante du mouvement en l'absence de 
champ de force. Dans la limite Va ---> 0+, la symetrie de translation discrete est tou­
jours presente, et les lois de dispersion sont les branches b-periodiques de la forme 
c~O) (k) ~f c(O) (k - nb), ou nEZ, b = 2ko. Dans la premiere zone de Brillouin 
(Ikl ~ ko), ce sont donc des arcs de parabole translatees de nb, comme indique a 
gauche sur la figure 30.41 pour n = 0, ±1, ±2. 

7. Le probleme est maintenant traite par perturbation, en ne considerant que les deux 
bandes c~a)(k) et ciO)(k) (0 ~ k ~ ka, fig. 30.41, a droite). Les fonctions correspon­
dantes a l'ordre zero notees .1.(0) sont .I.(a) (x) = _1_ ei(k-nb)x = (xlk - nb) Pour , 'l'nk' 'l'nk VL - . -
conduire proprement Ie traitement perturbatif, il est necessaire d'envisager succes­
sivement les deux cas: 

35 La forme standard de l'equation de Mathieu est f" (x) + (a - 2bcos 2x)f(x) = O. 
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Figure 30.41: A gauche: lois de dispersion libres tracees dans Ie schema en zones reduites. 
A droite : agrandissement pour les deux branches etudiees plus particulierement dans la 
suite. 

(i) k est tres loin de ko 

Dans ce cas, les deux energies d'ordre zero sont nettement differentes, et on 
peut appliquer la recette ordinaire pour des niveaux non-degereres: la cor­
rection d'energie au premier ordre est simplement la valeur moyenne de la 
perturbation calculee avec les fonctions propres d'ordre zero. 

Pour la bande fondamentale, la correction est : 

+L 
1 J "2 1 'k 2 l' k Vo 6.E = - -e-' x 11, sin k x -e' x dx = -
L _10 VI 0 0 VI 2 ' 

2 

en neglige ant les effets de bord, ce qui revient a admettre que la grande boite 
de confinement contient exactement un nombre entier de periodes du potentiel. 
La me me approximation donne un decalage identique pour la bande excitee. 
Ce decalage constant pour les deux bandes est donc inessentiel, d'autant plus 
que l'on aurait pu d'ailleurs ajuster la constante additive implicite de V(x) de 
sorte qu'il soit nul. En definitive, on retrouve Ie resultat classique (voir Tome 
II, sous-section 30.4.1) : loin d'un point de croisement, Ie potentiel periodique, 
suppose faible, ne provoque que des corrections au second ordre pour les lois 
de dispersion. 

(ii) k est au voisinage de ko 

Il faut alors traiter sur un pied d'egalite les deux fonctions propres quasi­
degenerees, c'est-a-dire ecrire la matrice de la perturbation dans Ie sous-espace 
correspondant, et la diagonaliser apres y avoir ajoute les elements diagonaux 
contenant les energies d'ordre zero. Cette situation a d'ailleurs eM rencontree 
en d'autres circonstances (voir par exemple Ie probleme 23.11 p. 712). 

Les elements de matrice diagonaux de la perturbation sont ~ ; l'element non 
diagonal est : 

+10 

(01,(0) IV(x)lo/'(O) = ~J 2 e- ikx (e2ikox - 2 + e-2ikox)ei(k-b)x dx 
'f'Ok 'f'lk (2i)2 L _10 

2 

comme b = 2ko, cet element vaut -J;f, toujours a des efi'ets de bord negligea-
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bles pres. Au total, il faut diagonaliser la mat rice : 

[ 

(0) (k) Va 
H ~ Co + "2 

elf - _}:Q 
4 

dont les deux valeurs propres sont : 

La modification essentielle des lois de dispersion se manifeste donc au voisinage 
de ko, OU le reseau periodique provo que un anticroisement. En k = ko, les deux 
energies C± sont separees par le gap ~ : en ko, il n'existe pas d'etat possible Pour 

un electron dans la bande ciO) (ko) ±.!f (bande interdite). 

Ces solutions sont tracees sur la figure 30.42. Noter qu'au point N, il conviendrait 

d'effectuer le meme travail avec les bandes c~{(k) que ci-dessus au point r ; on 

trouverait alors evidemment un anticroisement, cette fois pour les deux bandes c±(o) 
1, 

et ouverture d'un gap. 

N 

c(k) 

+ka 

I Va 
4 

k 

Figure 30.42: Lois de dispersion c±(k) traitees au premier ordre. Pour la clarte, le 
decalage ~ est ignore, et les lois de dispersion d'ordre zero ont ete retracees. 

Introduction d'une force constante 

Avec l'ajout d'une force constante F = Mg, le Hamiltonien de l'atome est de la forme 
(30.121). 

1. Posant w(x, t) = eik(t)x Uk(t) (x, t), l'equation de Schr6dinger s'ecrit : 

in [ik x eik(t)x U + eik(t)x ~U ] = H (x p' k(t)) eik(t)x U k(t) at k(t) " k(t) , 

soit : a . 
inatUk(t) = nkXUk(t) +H(x, p; k(t))Uk(t) -MgxUk(t) . 
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Il suffit maintenant de choisir la fonction k(t) comme solution de nk = M g pour 
obtenir : 

in :t Uk(t)(X, t) = H(x, p; k(t)) Uk(t) (x, t) 
1 

k(t) = -nMgt + k (30.126) 

Ainsi, en choisissant convenablement la phase k(t) apparaissant dans l'enonce 
du theoreme de Bloch, on se retrouve exactement dans la meme situation qu'en 
l' absence de force exterieure (constante). Si la fonction U est prise so us la forme 
F(t)Unk(t)(X) OU Unk(t)(X) est une solution propre de Ho(x, p; k(t)) 

Ho(x, p; k(t))Unk(t) (x) = En(k(t))Uk(t) (x) , 

l'equation de Schrodinger ci-dessus pour Uk(t) (x, t) devient : 

in :t [F(t)Uk(t) (x)] = E(k(t)) F(t)un k(t) (x) 

La derivation au premier membre fait apparaitre deux termes ; l'un d'entre eux 
implique ftun k(t) (x) = k tk Un k(t) (x). Cette derivee peut s'exprimer id'aide de tous 
les autres36 etats propres Un' k(t) (X) de H (x, p; k(t)), et donc induit des transitions 
entre les differentes bandes a la valeur k(t). 

L'hypothese d'adiabaticite consiste a admettre que ces transitions entre bandes 
sont negligeables : cette hypothese est plausible si la force exterieure est faible37 , 

et sera adoptee dans la suite. Des lors, une seule bande est pertinente (celle ou se 
trouve l'electron au depart), ce qui justifie d'alleger les notations en supprimant 
l'indice n a la fonction u. Surtout, l'equation de Schrodinger se simplifie en : 

inUk(t) (x) :t F(t) = E(k(t)) F(t)Unk(t)(X) , 

ce qui donne immediatement la fonction F(t) : F(t) = eflt J~ c(k(t')) dt' ; ceci montre 
aussi la fonction propre eik(O)x Uk(O) (x) n'est autre que l'etat initial W(x, 0), devant 
toujours etre prescrit. En definitive, et avec l'hypothese d'adiabaticite, un electron 
partant de l'etat de Bloch eikxuk(X) at = 0 se retrouve al'instant t dans l'etat : 

W(X t)=efltJ~c(k+¥t')dt'u M (x) , k+--F!-t (30.127) 

Au fond, l'hypothese d'adiabaticite etant admise, tout se passe comme si la fonction 
restait propre, avec pour seule modification la dependance en temps de la valeur 
propre E(k(t)), l'electron voyage ant dans sa bande avec l'impulsion variable nk(t). 

36En raison de la normalisation de Unk(t)(X), Ie produit scalaire de cette fonction et de sa derivee 

/1 Unk(t)(X) est nul. 
"§7En realite, Ie probleme sous-jacent est extremement subtil, puisque des qu'il existe une force cons­

tante, Ie potentiel total est une sinusolde inclinee, ce qui supprime d'un coup tout possibilite d'etats 
lies (tout comme pour un atome en presence d'un champ electrique, voir la discussion dans Ie Tome II, 
p.1074). Ce probleme difficile a ete discute dans la litterature [62] et porte Ie nom d'echelles de Wannier 
- Stark. 
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2. Le changement de variables x' = x - ~gt2, p' = P - Mgt revient a se placer d 
Ie repere accelere de l'atome. ans 

3. Le changement de repere ci-dessus est associe a une transformation unitaire38 

dans l'espace des etats, reliant les deux vecteurs d'etat dans un repere et un aut S 
I\[!') = Sl\[!) ou, de fac,;on equivalente, \[!'(x, t) = S(x, p, t)\[!(x, t). re, 

Partant de l'equation in%t I\[!) = HI\[!) satisfaite par I\[!), on y injecte I\[!) = stl\jJl) 
obtenant : ' 

in~I\[!') = SHstl\[!') _ ins
aSt 

. 
at at 

Comme sst = st S = 1, Ie dernier terme est aussi +in ~~ st ; en definitive: 

in~ I\[!') = H' I\[!') 
at 

4. Avec S(x, p, t) = eh(t) eia(t)p ei(3(t)x, on a (voir eq. (II-13.204)) : 

SxSt = eia(t)pxe-ia(t)p = x + ina(t)[p, x] = x + na(t) , 

spst = ei{3(t)xpe -i{3(t)x = p + in;3(t) [x, p] = p - n;3(t) . 

5. L'expression de H' est H' = S[2lrp2 + V(x)]st + in~~St. Le premier terme est 
2lr [p - n;3(t)j2 + V(x + na(t)) ; Ie second s'ecrit : 

-n[i'(t) s + a(t)pS + /3(t)ei,(t) eia(t)p xe i{3(t)X] st = 

-n[i'(t) + a(t)p + /3(t) eia(t)p x ei(3(t)x e- i{3(t)x e-ia(t)P] = 

-n[i'(t) + a(t)p + /3(t) [x + na(t)J] , 

d'ou Ie Hamiltonien transforme : 

1 . 
H' = 2Ji:1[p - n;3(t)]2 + V(x + na(t)) - n[i'(t) + a(t)p + ;3(t) [x + na(t)J] 

Mise en evidence de l'oscillation de la vitesse d'un atome 

Avec la derive de phase transitoire, Ie Hamiltonien de l'atome entre 0 et 6.t est : 

p2 . 2 [( 1 2)] 
Ha = 2M + Va sm ka x + 29t . 

38Une transformation du meme genre a ete manipu18e, en representation-p, dans Ie probleme 14.8, 
p.279. 
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1. Compte tenu des n§sultats precedents, Ie Hamiltonien transforme Hb ~f SHaSt se 
forme a vue: 

1 1 2 . Hb = 2M [p- n,6(tW+Vo sin2 ko (x+ na(t) + "2 gt )-n[i'(t) +a(t)p+ ,6(t) [x+ 00 (t)J] . 

Pour que Hb se reduise a un Hamiltonien statique du genre (30.121), on commence 
par choisir a( t) = - 2\ gt2 ; cela fait, Hb est: 

Hb = 2~ [p - n,6(t)]2 + Va sin2 ka x - n"i(t) + gpt - n/3(t) (x - ~gt2) . 

Pour annuler les termes lineaires en p, il faut choisir - !f3(t) + gt = 0, soit 
,6(t) = ~t, toute constante d'integration additive pour (J(t) etant clairement sans 

pertinence. A ce stade, on obtient : 

2 

Hb = {M + Vo sin2 kox - Mgx + Mg2t2 - n"i(t) . 

II reste enfin a choisir "((t) de sorte que les deux derniers termes disparaissent, soit 
"(( t) = AM g2t3 . En definitive, on a : 

2 

Hb = {M + Va sin2 ka x - Mgx 
i 2 3 1 2 i S(x, p, t) = eJliMg t e2iligt P eKMgtx 

Le resultat important de ce calcul est l'existence d'une transformation permettant, 
en presence du glissement de phase quadratique, de se ramener a un Hamiltonien 
statique identique a (30.126). 

Noter que la formule de Glauber permet d'ecrire une autre expression pour S : 

2. Dans la question 1 de la partie precedente, on a etabli l'expression de l'etat a 
l'instant t a partir d'un etat initial de Bloch (voir eq. (30.127)). Ce resultat, ap­
plique a la representation dans Ie repere accelere, donne l'expression suivante pour 
la fonction d'onde a l'instant t dans ce repere : 

w'(x t) - eft f~ c(k(t')) dt' eik(t)x u (x) , - nk(t) . 

3. Avec l'hypothese d'adiabacite, Ie cadre de travail est formellement identique a celui 
pour les etats propres, avec pour seule modification la substitution de k en k(t). En 
particulier, la relation entre la valeur moyenne de la vitesse v = (fI) et la valeur 
propre €(k(t)) est la meme que pour un electron decrit par un etat stationnaire de 
Bloch; on sait que v = * g% (voir Tome II, sous-section 30.3.3). 

4. La valeur propre €(k) est periodique dans l'espace k, avec la plus petite periode 2ka ; 
quand Ie nombre d'onde augmente comme n- I Mgt, done lineairement en temps, la 
periodicite en k se transpose comme une periodicite temporelle : l'energie propre 
€(k(t)) oscille dans Ie temps avec la periode TB ~ 2!~Q (voir fig. 30.43). 
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E:(k(t») TB = 2ftko 
Mg 

Mg 
k(l ) =-t 

/l 

Figure 30.43: Illustration de l'oscillation de l'energie adiabatique (donc de la vitesse) a 
la periode TB quand l'impulsion augmente lineairement en temps. 

5. La figure reproduite dans l'enonce, til'ee de l'article de Peik et al. [61], donne, dans Ie 
repere accelere, la repartition des atomes selon leur vitesse v, ceux-ci etant prepares 
dans un etat ou k est en moyenne nul et peu disperse a l'echelle de la premiere zone 
de Brillouin. La courbe inferieure correspond a 6.t = 0 et sert donc de distribution 
de reference, la vitesse moyenne etant nulle. On voit que plus 6.t est grand, plus 
la vitesse moyenne est grande, mais s'inverse de +va a -Va quand 6.t passe de 4 
a 5 ms : c'est la reflexion de Bragg en bord de zone. C'est cette reflexion qui est 
a l'origine de l'oscillation de Bloch: l'atome etant parvenu en +ka a cet instant, 
reapparait de l'autre cote de la premiere zone avec l'impulsion -ka. La periode 
d'une oscillation est donc TB = 8 ms. 

30.14 Atomes dans un reseau optique 

A I'aide de trois lasers mutuellement perpendiculaires accordes a la longeur d'onde A, on 
peut realiser un reseau optique de Bravais, caracterise par un potentiel periodique V. La 
maille primitive a une dimension de I'ordre d'une longueur d'onde optique. Typiquement, Ie 
potentiel Vest de la forme: 

V(x, y, z) = Vx sin2 kx + Vy sin2 ky + Vz sin2 kz , (30.128) 

avec k = 2;. Le reseau etant constitue, on y injecte un ensemble de N atomes dont il s'agit 
d'etudier la dynamique quantique. La profondeur des puits OU peuvent se pieger les atomes 
est ajustable en faisant varier I' intensite des lasers. 

Un tel systeme se prete bien a I'etude de questions fondamentales initialement ap­
parues en Matiere condensee, d'une part en exploitant une gamme de parametres physiques 
inaccessibles dans les solides ordinaires (Ia taille de la maille, par exemple), d'autre part en 
ayant la possibilite de faire varier presque ad libitum des caracteristiques autrement imposees 
(Ia profondeur Vu des puits par exemple), ou en tout cas faiblement variables. Enfin la nature 
des atomes (bosons ou fermions) permet de mettre en evidence les differences fondamentales 
de comportement des deux classes de particules. 

Une caracteristique physique importante du systeme est la den site d'atomes rela­
tivement a la dimension de la maille primitive ; on se place dans la limite ou chaque site est 
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essentiellement occupe par un petit nombre d'atomes, 0, 1 ou 2. 

Dans toute la suite, I'espace des etats de chaque atome i de masse !vI est reduit a un 
multiplet de spin Si = 1 qui, en pratique, est une variete hyperfine de I'etat fondamental de 
dimension 2Si + 1. 

Interaction effective entre deux atomes 

de Fermi On admet que deux atomes n'interagissent que s'ils se trouvent sur Ie meme site 
du reseau, et que cette interaction est essentiellement fi xee par la valeur S du spin total 
3 = 31 + 32 . On ecrit ainsi I'interaction sous la forme traditionnelle d'une interaction de 
contact39 : 

VintCf1' 7'2) = 4;::2 b(f'l - 7'2) L: asPs ; 
s 

(30.129) 

as est appelee longueur de diffu sion; Ps est Ie projecteur 2:: M s IS Ms) (S M si dans Ie 
sous-espace associe a la valeur S du spin total. 

1. Quelles sont a priori les valeurs possibles de S dans I'expression (30.129) ? 

2. On designe par la), (a = + , 0, - ) les trois etats de spin d'un atome Ms, = +1, 0, 
-1 et, pour simplifier, on notera la) la' ) I'etat produit tensoriel la) ® Id). Donner 
I'expression de I'etat IS = 2, M s = 2) == 12, 2) du spin total en fonction des la) la' ). 

3. Par des applications successives de I'operateur S_ en deduire : 

(a) les etats 12, 1), 12,0), 

(b) les etats 11 , 1) , 11,0), 

(c) I'etat 10 , 0). 

en fonction des la) la' ). Preciser a chaque fois la symetrie de permutation de ces etats 
de spin. 

4. Lorsqu'ils sont sur Ie meme site, deux atomes sont forcement dans la meme orbitale . 
En deduire que la valeur S = 1 est alors en fait interdite et que, par consequent, la 
somme sur S dans (30.129) se reduit a deux termes. 

5. A partir de 31 .S2 = ~(S2 - Sf - S~), et en notant que 32 est un operateur scalaire 
dans un sous-espace S fi xe, montrer que : 

(30.130) 

39 du lTIeme genre que pour la diffusion neutron - noyau, voir Tome II, chapitre 29, eg. (II-29.46). Le 
facteur 2 addit ionnel provient de la masse reduite M/2 . 
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6. En remarquant que Po + P2 = 1, montrer que : 

(30.131 ) 

ou 10 et I sont des longueurs dont on donnera I'expression en fonction des longueurs 
de difFusion . 

7. Pour I'atome 23 Na, on a ao c::: 46aB, a2 c::: 52aB, aB designant Ie rayon de la premiere 
orbite de Bohr. En deduire la nature, ferromagnetique ou antiferromagnetique, de 
I'interaction efFective entre deux atomes de sodium situes sur Ie meme site du reseau. 

8. So it <p(f') I'orbitale utilisee sur chaque site . Donner I'expression de Us, energie d'une 
paire d'atomes (immobiles) situes sur Ie meme site, et en deduire I'inegalite entre Uo 
et U2 . 

Hamiltonien effect if en presence de passage tunnel (2 atomes) 

Tout atome situe en un site du reseau a la possibilite de passer par efFet tunnel vers les 
premiers voisins. L'objectif de cette partie est, sous I'hypothese que Ie tunneling est faible, 
d'etablir I'expression suivante pour Ie Hamiltonien efFectif d'une paire d 'atomes : 

(30.132) 

au les constantes c , J et K s'expriment a I'aide des energies Us et de I'amplitude tunnel t 
(definie plus precisement ci-dessous) . En temps utile, on s'appuiera sur I'hypothese I J

s 
I « 1, 

bien verifiee pour as « A. 

Pour deux sites premiers voisins A et B, on note <Pa et <Pb les deux orbitales localisees 
orthogonales, respectivement centrees sur A et sur B (chacune est la jumelle translatee de 
I' autre). 

a 
\~'~i' (1~ • • • • • •• 

I 1 I I I 1 
A B A B A B 

Figure 30.44: Les trois configurations considerees dans Ie texte: pour deux sites adjacents 
A et B, un at ome sur chaque site, ou deux atomes sur un meme sit e . • represente un 
atome, 0 un site vide. Pour la configuration AB, Ie spin total peut prendre les trois 
valeurs 0, 1 et 2 ; pour les configurations AA et BB, les seules valeurs possibles sont 
S = 0,2 . 

Pour deux atomes, on ecrit Ie Hamiltonien sous la forme : 

H2at = Ho( l , 2) + T( l ) + T (2) == Ho + W (30.133) 
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Ho correspond aux atomes immobiles et a donc pour energies propres 0 (S = 0, 1, 2) et Us 
(S = 0,2). Test I'operateur independant du spin qui assure Ie passage d'un atome d'un site 
vers un premier voisin; on pose tres precisement : 

(30.134) 

Modifications au second ordre dues a l'effet - tunnel 

l. Pour S = 0,2, on note <Pij(l, 2)IS, Ms) (i = a, b, j = a, b) les etats a deux atomes 
dont la partie d'espace normalisee <Pij est construite avec les orbitales ¢a et ¢b. Donner 
les expressions normalisees de <Paa , <Pab et <Pbb. 

2. Que peut-on dire des elements de matrice de W entre deux etats IS, Ms) difFerents ? 

3. Montrer que: 

(<paaIWI<paa) = (<PbbIWI<pbb) = (<pabIWI<pab) = 0 , 

(<pabIWI<paa) = (<pabIWI<pbb) = h t . 

(30.135) 

(30.136) 

4. S et Ms etant fixes, ecrire la matrice de H 2at sur la base ordonnee <Pab, <Paa , <Pbb et 
son equation caracteristique. 

5. En deduire les trois valeurs propres de H 2at developpeesjusqu'a I'ordre 2 inclus en J
s

' 

On a vu ci-dessus que pour un spin total S = 1, les configurations AA et BB sont 
interdites ; en outre, un petit calcul montre que I'element de matrice diagonal de H 2at est 
nul. Au total, pour S = 1, Ie tunnelling n'a pas d'efFet, I'energie propre restant nulle meme 
en presence d'efFet - tunnel. 

Hamiltonien effect if Dans toute la suite, on ne conserve que les trois etats d'energies 
les plus basses, a savoir : 

ES=1 = 0 , (30.137) 

II s'agit de montrer que I'on peut alors ecrire un Hamiltonien efFectif tel que H eff donne en 
(30.132). 

l. Quelles sont, pour chaque valeur de S, les valeurs moyennes de 81 .82 et de (81 .82 )2 

dans un multiplet {IS, Ms) }-S<Ms<+S du spin total? 

2. En donnant aSses trois valeurs possibles et en utilisant I'expression (30.132) de Heff, 

ecrire Ie systeme lineaire reliant les trois parametres c, J et K aux trois energies Es 
(S = 0, 1,2). 
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3. Trouver I'expression de ces parametres en fonction des deux energies Es-o N 
23 - ,2. oter 

que pour Na : 
O< J ;5 K. (30.1 38) 

Ceci acheve la determination du Hamiltonien effectif H eff donne en (30. 132) pour deux 
atomes. 

Etude de l'etat fondamental d 'un reseau unidimensionnel 

Dans to ute la suite, on omet la constante additive E . Par ailleurs, en supposant une forte 
anisotropie du potentiel, Vx « Vy , Vz , les atomes sont pratiquement confines Ie long de I'axe 
Ox et Ie reseau optique est de fait un reseau unidimensionnel, dont chaque site est repere 
par I' indice n E Z. Enfin, on se met strictement dans I'hypothese d 'un demi-remplissage, OU 

chaque site contient 1 atome en moyenne. 

En raison de ce qui precede, il est naturel de poser, pour Ie reseau I-d, Ie Hamiltonien 
effectif suivant (Sn = 11::1n) : 

(30.139) 
n n 

Dans Ie cas-limite K = 0, H res se reduit au Hamiltonien de Heisenberg. Le cas K -l Oa ete 
I'objet de nombreuses etudes donnant lieu a des resultats parfois contradictoires. 

L'une des dificultes du probleme tient a I'importance de la nature quantique des spins, 
comme Ie montrent les reponses aux questions suivantes : 

1. si les spins etaient de simples vecteurs au sens classique du terme, quel serait I'etat 
fondamental de la chaine d'atomes ? Le representer par un petit schema . 

2. On a vu que E s=o < ES=2 , de sorte que I'etat fondamental d'une paire d'atomes est 
un etat singulet. Intuitivement, comment a-t-on envie a priori de schematiser I' etat 
fondamental de la chaine? 

Dans toute la suite , on raisonne en unites J de sorte que I'operateur d' interet est : 

if = _n-2 L [Sn.Sn+l + n-2 tan I (Sn.Sn+l)2 ] , K 
tan'" = - . 

I J ' (30.140) 
n 

compte tenu des valeurs numeriques pour 23 Na , I'angle I est dans I'intervalle [%' ~ [ . 

Dans la litterature, on s'accorde a penser que si I est voisin de ~ , I'etat fondamental 
est la juxtaposition de dimeres forme essentiellement de paires d'atomes (un sur chaque site) 
et decrit convenablement par la fonction d'onde de spin: 

(30.141 ) 
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ou IFnn+l ) est la fonction de spin total singulet construite avec deux atomes de spin Si = 1 
sur les sites n et n + 1, selon la configuration AB de la fig. 30.44 etendue a un reseau I-d . On 
a vu plus haut (premiere partie, question 2) que chacune de ces fonctions est de la forme : 

(30.142) 

La question de la stabilite de cet etat quand "( decroit a partir de ~ est controversee. 
En particulier, un autre etat, dit nematique, a ete considere, ou chaque site contient un 
atome dans I'etat de spin In = 0) == 10), donnant la fonction de spin: 

(30.143) 

Dans la suite, on examine ces questions particulieres a I'aide d'une methode variationnelle40 . 

Introduction d 'une fonction variationnelle et calcul de l'energie On pose la 
fonction variationnelle suivante : 

~ 1 
IFnn+1) = ~2(1+ ) 1 -) + 1-)1+) - ~IO ) IO))nn+1 , 

V2 + ~-

ou ~ designe Ie para metre variationnel, suppose reel positif. 

1. A quoi correspondent respectivement les deux limites ~ = 1 et ~ = 00 7 

(30.144) 

2. L'energie variationnelle d 'une paire d'atomes s'obtient en calculant la moyenne de iI 
(voir (30.140)) a I'aide de I'un des facteurs apparaissant dans (30.141), Fnn+1 par 
exemple. Montrer que I'energie de la paire (71" n + 1) , Enn+l' est la somme de deux 
contributions : 

E- - E-(intra) + E- (inter) nn+1 - , (30.145) 

ou E(inter ) provient de I' interaction de la paire (n, n + 1) avec la paire (n+ 1, n +2) . 

3. Montrer que : 

jJ;{intra) = 2: ~2 [1 + 2~ - (3 + 2~ + e) tan ,,{] , 

4. Par ailleurs, un calcul un peu long montre que : 

jJ;(inter) = 2 24 
(2 + ~2)2(3 + 2~ +~ )tan "{ 

En deduire I'expression de I'energie variationnelle par paire E(~). 

40 p our plus de details, vo ir [63]. 
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Discussion Dans cette partie, on analyse la fonction E(~), ~ 2': 1, parametree par 'V f ' 
. I d I" f d I ' I " a In de tirer des conclusions sur a nature e etat on amenta prevue par e traitement variat' 

. lonnel 
Cl-dessus. 

1. Un calcul fastidieux montre que Ie developpement limite de E(O pres de ~ = 1 est: 

815 
E(~) = 1- 3 tan-y + 3(-9 tan-y -1)(~ _1)2 + O((~ _1)3) (30.148) 

En deduire la stabilite de I'etat dimerise selon la valeur de T 

2. Etudier sommairement Ie comportement de E(~) pour ~ » l. 

3. En deduire I'allure du graphe de E(~) selon la valeur de T 

4. Tirer les conclusions de I'approche variationnelle sur la nature de I'etat fondamental. 

Ce probleme aborde des questions ayant motive des experiences recentes conduites 
avec des atomes fro ids plonges dans un reseau optique. L'idee centrale de ces recherches 
est la realisation de systemes analogues a ceux que la Nature fabrique dans la matiere 
condensee ordinaire, mais en se donnant la possibilite d'ajuster presque a souhait Ie 
pas du reseau, la profondeur des puits, la masse des particules soumises au potentiel 
periodique, etc., et aussi - encore plus fondamentalement - leur nature (bosons au 
fermions). L'exemple traite ici porte implique des atomes de spin 8 = 1. 

Comme dans les systemes analogues en Matiere condensee, une caracteristique 
physique importante du systeme est la densite de particules, ici d'atomes, relativement 
a la dimension de la maille primitive ; on se place dans Ie cas ou chaque site peut etre 
occupe par un petit nombre d'atomes, 0, 1 ou 2. 

Interaction effective entre deux atomes 

On admet l'hypothese suivant laquelle deux atomes n'interagissent que s'ils se trouvent 
sur Ie meme site, leur interaction etant exclusivement determinee par la valeur 8 du spin 
total 8 = 81 + 82 au meme titre que, dans un atome a deux electrons, on peut representer 
la repulsion de ceux-ci par un Hamiltonien de spin effectif introduisant un couplage de 
type jerromagnetique (voir probleme 27.1, p. 855), l'etat triplet 8 = 1 etant dans ce cas 
plus bas en energie que l'etat singulet 8 = 0, en raison du caractere positif de l'integrale 
d'echange (voir probleme 27.3, p.860) . Comme on Ie verra ci-dessous, pour des atomes 
de spin 8 = 1 (bosons i), cet ordre des energies est inverse. 

Cela etant admis, l'interaction prend naturellement la forme traditionnelle d'une 
interaction de contact de Fermi, donnee par l'expression (30.129). as est la longueur 

de diffusion, supposee isotrope41 
; Ps ~ LMs 18 Ms)(8 Msi est Ie projecteur dans Ie 

sous-espace associe a la valeur 8 du spin total. 

41as est en facteur de Ps qui contient une somme sur toutes les valeurs de Ms . 
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1. Les deux spins 8 i valant I , Ie spin total 8 peut avoir les valeurs S = 0, I, 2. 

2. L'etat 18 = 2, Ms = 2) == 12, 2) se forme immediatement puisqu'il n'existe qu'un 
seul vecteur donn ant MSl + MS2 = 2, c'est 11)11) : 

11 2,2) = 11)11) I 
3. Les autres etats du spin total se forment par la procedure habituelle de descente : 

(a) On a d'une part 8-12,2) = n/2(2 + 1) - 2(2 -1) 12,1) = 2lil2, I ), d'autre 
part, puisque 12, 2) = 1+)1+) : 

(81- + 82-)12, 2)=1i( /1(1+1)-1(1-1)10)11) + /1(1+1)-1(1-1)11)10))= 

liJ2(IO) 11) + 11 )10)) , 

d 'ou : 

12,1) = ~(10)11) + 11)10)) 

On a maintenant d'une part 8_12, 1) = liJ2(2 + 1) - 1(1 - 1)12, 0), d'autre 
part : 

d'ou: 

12,0) = ~(1-1)11) + 210)10) + 11)1-1)) 

les aut res compos antes Ms = -1, - 2 s'obtiennent en renversant tous les MSi 
en bloc. Tous ces etats sont symetriques dans l'echange des nombres quan­
tiques des deux spins. 

(b) Pour les etats II, I ), 11, 0), il suffit de jouer avec leur necessaire orthogonalite, 
a M s donne, aux vecteurs 12, Ms). Ainsi, II , 1) est orthogonal a 12, I) , d'ou 
a une phase pres : 

11,1) = ~(IO)11) -11)10)) 

Maintenant, on a 8_11, 1) = liJ211, 0) et (81- +82-)11, 1) = 1-1) 11)-11)1 - 1) 
d'ou: 

11,0) = ~(1-1)11) -11)1-1)) 

Toutes les composantes de ce multiplet sont antisymetriques dans l'echange. 
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(c) L'etat 10, 0) est une combinaison lineaire des troL vecteurs ayant Ms = 0 s . 
1-1)11), 10)10) et 11)1-1), et il do it etr~ orthogonal a 12 0) et 11, 0). Ecriv:~~ 
10, 0) = al- 1) 11) + blO) 10) + ell) 1- 1), il £au t done a- c = 0 et a + 2b + e = 0 
d'ou a = e = -b ; apres normalisation on obtient : ' 

10, (0) = 7s(1-1)11) -10)10) + 11)1-1)) 

Il est symetrique dans l'echange. En definitive, tous les etats ont une symetrie 
bien definie dans l'echange des spins, a savoir (-l)S, 8 designant Ie spin total. 

4. Deux atomes situes sur Ie meme site ayant la me me orbit ale ¢ par necessite, la 
partie d'espace de leur fonction d'onde est ¢(1)¢(2). S'agissant de bosons, leur 
fonction d'onde tot ale do it etre symetrique : la partie d'espace l'etant deja, la 
fonction de spin doit l'etre aussi, ce qui exclut la possibilite du spin total 8 = 1 
dont les fonctions sont antisymetriques. Il en resulte que la somme sur 8 dan~ 
(30.129) se reduit de fait a deux termes seulement, 8 = 0 et 8 = 2, quand les deux 
atomes sont sur Ie meme site du reseau optique. 

5. L'egalite Ik82 = ~(82 - 8i - 8n se decompose comme suit: 

fi2 
2- L [8(8 + 1) - 4]Ps = fi2( -2Po + P2) . 

S=0,2 

1 ( -2 ~ ~) 6. Comme par ailleurs Po + P2 = 1, on obtient d'une part Po = 3' 1 - fi 8 1 .82 , 

P2 = H21 + fi- 281 .82) , d'autre part, d'ou : 

soit : 

7. Pour 23Na, on a ao ~ 46aB, a2 ~ 52aB, aB, so it 10 = 150aB et 1 = 6aB > 0 ; la 
constante en facteur du terme de couplage 8 1 .82 etant positive, l'energie est abaissee 
si les spins sont antiparalleles : il s'agit donc d'une interaction antiferromagnetique. 

8. Si ¢(r) est l'orbitale utilisee sur chaque site, l'energie Us d'une paire d'atomes 
situes sur Ie meme site se reduit a leur interaction (atomes immobiles, pas d'energie 
cinetique). La fonction d'onde d'une paire d'atomes situes sur Ie meme site (seule 
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configuration ou ils se voient l'un l'autre) est donc ¢(f'd¢(f2) 0 1S, Ms). Pour une 
valeur donnee du spin total, l'energie est Us = (¢¢l i %,2 aso(Tl - f2)I¢¢), soit : 

Hamiltonien efl'ectif en presence de passage tunnel (2 atomes) 

On passe maintenant a une description plus realiste ou est incluse la possibilite pour 
tout atome de passer par effet tunnel vel'S les premiers voisins, avec toutefois l'hypothese 
que Ie tunnelling est faible en raison principalement de la masse elevee des atomes. 
Dans l'hypothese de faible dilution deja precisee, les trois configurations pertinentes sont 
representees sur la figure 30.44. Pour deux sites premiers voisins A et B, on note ¢a 
et ¢b les deux orbit ales localisees orthogonales, respectivement centrees sur A et sur B 
(chacune est la jumelle translatee de l'autre). 

Pour un couple d'atomes et avec Ie tunnelling, Ie Hamiltonien est choisi comme 
en (30.133). Ho correspond aux atomes immobiles et a donc pour energies propres 0 
(S = 0, 1, 2), correspondant a une configuration ou les atomes occupent deux sites 
distincts, et Us (S = 0, 2) quand les deux atomes sont sur Ie meme site. Test l'operateur 
independant du spin qui assure Ie passage d'un atome d'un site vel'S un premier voisin; 
on pose (¢aITI¢b) = t E ~, etant entendu que (¢aITI¢a) = (¢bITI¢b) = O. 

Modifications au second ordre dues a l'efl'et - tunnel 

1. Pour S = 0, 2, toutes les fonctions d'espace <I>ij (1, 2) doivent etre symetriques, 
d'ou <I>ab(l, 2) = ~[¢a(1)¢b(2) + ¢b(1)¢a(2)], et bien sur <I>ii(l, 2) = ¢i(1)¢i(2). 

2. Comme l'operateur W ne depend pas du spin, tout element de matrice de W entre 
deux etats differ ant par leur S et/ou leur Ms est nul. 

3. On a (<I>aaIWI<I>aa) = (¢a¢aIT(l) + T(2)I¢a¢a) = 2(¢aIT(1)I¢a)(¢al¢a) = 0, et de 
meme pour (<I>bbIWI<I>bb). Par ailleurs : 

1 
(<I>abIWI<I>ab) = 2(¢a¢b + ¢b¢aIT (1)+T(2)I¢a¢b + ¢b¢a) = 0 , 

puisque chaque operateur T(i) n'agit que sur une seule variable ala fois, que chaque 
element de matrice (¢iITI¢i) est nul, tout comme Ie produit scalaire (¢al¢b). Enfin: 

1 1 
(<I>aa IWI<I>ab) = v'2 (¢a¢b IT(l) + T(2) I¢a¢b + ¢b¢a) = v'2 (t + 0 + 0 + t) = v'2 t 
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4. La matrice de H2ut ur 1a bas ordonnee Pab . IDaa, Pbb est diagonale par bl 
3 x 3, chacull d'entre ellx orrespondan a lin couple (S, Ms) donne. Les eleme~~s 
diagonaux sont dans I ol'dl'e 0, Us, Us les non-diagonaux sont egaux a V2t po s 
les premieres Jign'; coloru I · t sont nuls aillelU's : lir 

v0.t 
Us 
o 

vgt 1 
Us 

(S = 0,2) . 

5. L'equation caracteristique Det(Ps H2atPs -)..1) =0 est ().- Us )().2 - U s).-4t2 ) ==0 
donnant les trois valeurs propres ). = Us et : ' 

1 { U + 4t
2 

A = "2 (Us ± JUs + 16t2) ~ _~t2 Us 

Us 

(EB ) 

(8 ) 
(S=0,2;t«Us ) . 

Comme toujours, I'effet tunnel stabilise les etats de basse energie et augmente celie 
des etats excites (tout comme dans Ie cas d'un double puits). 

Pour la valeur S = 1 du spin total, les configurations AA et BB sont interdites 
puisque la fonction d'espace antisymetrique est identiquement nulle. Pour deux atomes 
sur deux sites distincts, la bonne fonction d'espace est ~[<Pa( 1)<Pb(2) - <Pb(1)<Pa(2)] 
l'element de I'effet tunnel permettant I'echange simultane des atomes est: 

il est visiblement nul. A cet ordre, I'effet-tunnel est inactif pour Ie spin triplet. 

La figure 30.45 resume I'ensemble de ces resultats en schematisant Ie spectre d'une 
paire d'atomes pour les trois valeurs du spin total S. Pour l'etat excite (ou les atomes 
interagissent effectivement), la nature antiferromagnetique de leur couplage est visible 
par Ie fait que c'est pour S = 0 que I'energie est plus basse. 

Hamiltonien effect if Les resultats precedents montrent que, en raison de I'effet tunnel 
quantique, l'energie depend du spin total des deux atomes. L'idee est maintenant de 
construire un Hamiltonien de spin effectif reproduisant Ie spectre obtenu ci-dessus, en ce 

2 
qui concerne exclusivement les trois etats d'energies les plus basses, Es = - Vs ' S = 0, 2, 
et El = O. On pourra ainsi, par la suite, se rapprocher de modeles de spins en interaction 
familiers en Matiere condensee ; de surcroit, cette procedure est une fa<;on de transposer 
I'aspect essentiellement quanti que de I'effet tunnel dans la nature quantique des spins, 
elle-meme codee dans I'algebre specifique des moments cinetiques. 
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Figure 30.45: A gauche: spectre du Hamiltonien d'une paire d'atomes, avec et s(j.ns 
(faible) passage par effet tunnel. A droite : agrandissement pour les trois premiers 
niveaux en presence d'un petit effet tunnel. 

1. On a 81 .82 = ~2 (8 2 - 8? - 8l) = ~2 [8 2 - 2 x 1(1 + 1)] ; cet operateur a pour 

valeur propres ~2 [S(S + 1) - 4], de sorte que les valeurs moyennes sont42 : 

clef 2 -t -+ 4 -t --I 2 
2. Avec un Hamiltonien Heff = c - fi- JS1 .S2 - fi - K(Sl.S2) , l'energie est: 

{ 

c + 2J - 4K si S = 0 
(Heff)= c+J-K s~S=l 

E - J - K S1 S = 2 

L'idee est de trouver les trois constantes c, Jet K de fa<;on a reproduire Ie spectre 
des trois energies Es retenues. Il faut donc : 

I c + 2J - 4K = Eo 

3. Le systeme lineaire ci-dessus se resout sans peine; avec El = 0, on a E = -J + K, 
d'ou J - 3K = Eo et -2J = E 2 , soit finalement : 

4t2 1 1 c=-(---) 
3 Uo U2 

Noter que pour 23Na 0 < J ;S K ; si donc on delaisse les etats excites d'energie 
'" Us (S = 0, 2) avec deux atomes sur un meme site, le couplage est essentiellement 
ferromagnetique (J > 0). 

A ce stade, on a donc "code" l'effet tunnel dans la nature quantique de spins 
apparaissant dans l'expression d'un Hamiltonien effect if de spin. 
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Etude de l'etat fondamental d'un reseau unidimensionnel 

D'apres les resultats precedents, et avec l'hypotlles d'Ull dcmi-rcmplissag , il t l1atul' ,] 
de poser, pour Ie reseau I-d, Ie Hamiltonien effcctif (30.139) (S,. = 1 Vn). i]< :=; 0 
fIres se reduit au Hamiltonien de Heisenberg. Le cas f( f 0 a ete I'obje de 11 111b1' U : 

etudes donnant lieu a. des resultats parfois contradictoir s, llIn d s dificultes du Pl'Oble~S 
tenant a l'importance de la nature quantiqll ' des I ins, laqu 11 traduit I eIl' ttmn'1. \ 

1. Si les spins etaient de simples vecteurs au sens classique du terme, l'etat fonda_ 
mental de la chaine serait ferromagnetique, tous les spins pointant dans la meme 
direction. 

2. D'un autre point de vue, et comme en realite l'etat fondamental d'une paire 
d'atomes est singulet (E8=0 < E8=2), on peut aussi se figurer que l'etat fonda­
mental est antiferromagnetique. 

t ; t ~ t ~ t 
n - l n 71+1 

Figure 30.46: A gauche: ce que serait I'etat fondamental avec des spins classiques. A 
droite : ce que peut etre l'etat fondamental quand on imagine Ie reseau d'atomes COmme 
une juxtaposition de dimeres dans leur etat fondamental. 

Dans toute la suite, on raisonne en unites J de sorte que l'operateur d'interet 
se recrit comme en (30.140) ; compte tenu des valeurs numeriques pour 23Na, J ;S K , 
Pangle 'Y est dans l'intervalle [~, H. fI est une somme de Hamiltoniens a deux spins: 

fI = LfInn+l , (30.149) 
n 

Lorsque 'Y est voisin de ~ (J « K, so it Uo « U2 ), l'etat fondamental essen­
tiellement un ensemble de dimeres d'atomes (un atome par site), convenablement dtkrit 
par la fonction d'onde de spin (30.141), ou !Fnn+l) est la fonction de spin total singulet 
construite avec deux atomes de spin Si = 1 sur les sites n et n + 1, selon la configuration 
AB de la fig. 30.44. On a etabli ci-dessus (premiere partie, question 2) que chacune de 
ces [onctions est de la forme IFnnH) = ~(I+)I-) + 1-)1+) - IO) IO»)nnH ' 

La stabilite de cet etat quand 'Y decroit a. partir de ~ est controversee. En parti­
culier, un autre etat, dit43 nematique, peut etre considere, ou chaque site contient un 
atome dans I'etat de spin la = 0) == 10), donnant la fonction de spin (30.143). Dans la 
suite, ces questions sont abordees dans Ie cadre d'une methode variationnelle [63] . 

43Cette appellation, usuelle, semble abusive: un materiau nematique est caracterise par Ie fait que 
si ses composants microscopiques ont une caracteristique vectorielle presentant un ordre a. assez grande 
distance, leurs positions ne sont nullement figees. 
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Introduction d'une fonction variationnelle et calcul de l'energie On pose main­
tenant la fonction variationnelle (30.144), ~ designant Ie parametre variationnel, suppose 
reel positif. 

1. La limite ~ = 1 correspond a la fonction IFdim), la limite ~ = 00 a IFnem). La 
fonction variationnelle introduite est done un ansatz interpolant entre ces deux 
extremes. 

2. L'energie variationnelle est E = U1n Fnn+llHI TIn Fnn+1) ; apres avoir fait Ie pro­
duit scalaire des fonctions non concernees par l'operateur a deux spins, elle s'ecrit : 

E = ... + (Fnn+l 1 H nn+l IFnn+l) + (Fnn+1Fn+2n+3IHn+1n+2IFnn+1Fn+2n+3) + ... 

et apparalt done sous la forme d'une somme de termes Enn+1 : 

- def - - - - --

Enn+l = (Fnn+l 1 Hnn+l IFnn+1) + (Fnn+lFn+2n+3IHn+1n+2IFnn+1Fn+2n+3) , 

dont Ie sens est bien clair: E(intra) ~ (Fnn+lIHnn+1 IFnn+l) est l'interaction au 
sein de la paire d'atomes (n, n + 1), alors que: 

-(inter) dM - - --
E = (Fnn+lFn+2n+3IHn+1n+2IFnn+lFn+2n+3) , 

represente l'interaction entre les paires (n, n + 1) et (n + 1, n + 2). 

3. Pour calculer E(intra), on ecrit 8 1 .82 = S1zS2z + ~(S1-S2+ + S1+S2-), d'ou: 

2 - - 1 
h,- S1,S21+)I-) = -1+)1-) + 2(210)10) + 0) = -1+)1-) + 10)10) , 

2 - - 1 
h,- S1,S21-)I+) = - 1-) 1+) + 2(0 + 210)10)) = - 1-)1+) + 10)10) , 

2 - - 1 
h,- S1,S210)10) = 0 + 2(21-)1+) + 21+)1-)) = 1-)1+) + 1+)1-) 

La moyenne du terme en -h,-28n .8n +1 est ainsi Ie produit scalaire : 

- 2 ~ e (1+)1-) + 1-)1+) - ~IO)IO), -(1 + ~)(I+)I - ) + 1-)1+)) + 210)10)) , 

(81.82)2 1+)1-) = 81.82( - 1+)1-) + 10)10)) = 21+)1-) + 1-) 1+) -10)10) , 

(81.82?1-)1+) = 81.82(-1 - )1+) + 10)10)) = 21-)1+) + 1+)1-) -10)10) , 

(81.82)2 10)10) = 81.82(1-)1+) + 1+)1-)) = -1-)1+) -1+)1-) + 210)10) , 

d'ou la moyenne du terme en -h,-4(8n .8n+l?' elle aussi exprimee sous la forme 
du produit scalaire : 

- 2 ~ e (1+)1-) + 1-)1+) - ~IO) IO ), (3 + ~)(I+)I-) + 1-)1+)) - 2(1 + 010)10)) , 
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, -4 ~ ~ 2 2 2 
dont Ie developpement donne -n ((Sn. Sn+1)) = - H2E (3+2~+~ ). Rassemblant 
ces resultats, on obtient : 

E(intra) = _ 2 _ [1 + 2~ - (3 + 2~ + e) taw),] 
2+e 

4. Calculons maintenant E(inter), recrit pour la commodite sous la forme: 

E(inter) = (FnF34IH23IFn F34) . 

En developpant Ie produit F12 F34 , la fonction dans les bra et ket a l'expression : 

IF12 F34 ) = _1_ [I+-+-)+I+--+)-~I+-OO)+I-++-)+I-+-+)-~I-+OO) 
2+e 

-~IOO + -) - ~IOO - +) + el + -00)] , 
ou les nombres quantiques sont ecrits de gauche a. droite relativement aux indices 
1, 2, 3, 4. On obtient ensuite successivement : 

-2 - - 1 n S2z S3z1F12 F34) = 2+e(-I+-+-)+I+--+)+I-++-)-I-+-+)) , 

-2 - - 2 2 n S2+S3-1F12 F34) = 2 + e (I + 00-) - ~I + 0 - 0) - ~IO + 0-) + ~ 10 + -0)) , 

-2 - - 2 2 n S2-S3+IF12F34) = 2 + e (1- 00+) - ~I- 0 + 0) - ~IO - 0+) + ~ 10 - +0)) 

dans Ie produit scalaire avec IF12 F34 ), seuls les termes venant de S2z S3z IF12 F34 ) 
contribuent, mais la somme des produits deux a. deux des composantes vaut zero. 

Par inspection de ces egalites, on voit que Ie vecteur 31.32IF12F34) a douze com­
posantes non nulles sur les 1(};1(};2(};2(};4) visibles ci-dessus, tous differents les uns des 
autres ; l'element de matrice pour les termes en ~ s'obtient aussi comme : 

~~ ----*-+2~- -+--+-- ----

(F12 F34 1 (Sl, S2) IF12F34 ) = (Sl,S2IF12F34), Sl,S21F12F34)) , 

c'est-a.-dire comme Ie carre de la nor me de 31.32IF12F34), soit la somme des carres 
des douze composantes, egale a. ~(6 + 4e + 2~4). En definitive: 

E(inter) = _ 2 (3 + 2c2 + C4 ) tan ry 

(2 + e)2 ."." I 

Assez curieusement, Ie facteur entre parentheses se deduit de celui venant du meme 
couplage (31 .32 )2 dans l'expression de E(intra), en changeant simplement ~ en e. 
L'expression de l'energie variationnelle par paire E(~) est la moitie de la somme des 
energies E(intra) + E(inter), soit : 

ou encore: 

E(~) = 1+2~ _ K 2~4+2e+7e+4~+9 
2+~2 J (2+e)2 
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Discussion Dans cette partie, on analyse la fonction £(~), ~ 2 1, parametn~e par 'Y, 
afin de tirer des conclusions sur la nature de l'etat fondamental prevue par Ie traitement 
variationnel ci-dessus. 

1. Connaissant Ie developpement limite de £(~) pres de ~ = 1 donne dans Ie texte, 
on regIe immediatement la question de la stabilite de l'etat dimerise : cet etat 
est stable si la concavite de la fonction £(~) est positive pres de ~ = 1, soit ssi 
tan'Y> t : 

Etat dimerise stable {==} 
def 9 

'Y > 'Yc = Arctg"5 

Ceci ne signifie pas qu'il n'existe pas d'autres etats stables pour d'autres valeurs 
de ~ > 1 (voir ci-dessous). 

2. Le developpement limite a l'infini de £(~) est: 

1 
£(~) = -2tan'Y + 2(1- tan'Y)~ + O(C2

) 

£(~) tend done vers -2 tan 'Y, par au-dessus au par au-dessous selon que 'Y est plus 
petit au plus grand que i, soit selon que K < J au K > J ; pour 23Na, c'est ce 
dernier cas qui est realise (voir p.1092), et seul considere dans la suite. 

--+-..+-----8/5 

i 

9/5 

[dil erise ' j 
! if 

, j :em!R , , ~ 
~12/5 

Figure 30.47: A gauche : energie variationnelle pour quelques valeurs de tan 'Y ~ ~ 
l'etat dimerise devient stable pour ~ > t, mais n'est l'etat Ie plus bas que pour ~ > 2. 

A droite : agrandissement pres de ~ = 1 pour t < ~ < 2. 

3. Comme £(1) = 1- ~ tan 'Y, cette valeur est superieure a la valeur £(+00) si tan'Y < ~ 
(K < ~J) ; celle-ci etant atteinte par en-dessous, £(~) passe par un minimum pour 
une certaine valeur ~min > 1. En fait, taut que tan'Y < t (K < tJ), l'etat 
dimerise est instable et il existe done forcement un minimum pour une certaine 
valeur ~min > 1, qui decroit quand K augmente. Des que tan'Y > t (K > tJ), 
l'etat dimerise devient stable, mais Ie minimum absolu en ~min > 1 persiste (voir 
fig. 30.47) jusqu'a tan'Y = 2, valeur pour laquelle les deux energies £(1) et £(2) sont 
egales entre elles. Au-dela de cette valeur, l'etat dimerise est Ie plus stable. 
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La derivee de E(~) est: 

dE ~ - 1 [ 3 3 2 ] - = 2 tan ,(~ + 4) - ~ - 2~ - 2~ - 4 
d~ (e + 2)3 

la val Ul' ~mill lonnan~ Ie minimum s~ visible sur la fig. 30.48 ; monotone decrois_ 
sant n foucLioll d ~ 1 ll · 'sL 6g<~le a. 2 pour .g. = 2, et se termine, prenant la 
va.Iew· Jinie ~min(fl) = 1,679 669 9~O ... pour une valeur 11 dont la tangente est 
obtcmue en e rivant qu Ie polynoll1 tall,(C + 4) - C - 2e - 2, - 4 a une racine 
double; posant pour simplifier 7 = tan 11, on obtient 7 par l'egalite : 

2 + )2(37 - 1) _ ~_ 
( ) 

- V67 - 5 1, 
37-1 

dont la resolution donne la tres vilaine expression: 

1 1 
tan 11 = 1 + - vi 4 + 62/ 3 + -

6 6 

Ces resultats peuvent se resumer en introduisant un "parametre d'ordre" carac­
teristique, defini comme la valeur de , correspondant a l'etat Ie plus stable; en 
K = 2J, ce parametre saute de 2 a 1, un fait qui evoque une transition du premier 
ordre au sens de Landau (voir fig. 30.48) . 

10 

2 
1 

nematique 

J( 
r-------r-~----

2 J 
2, 030105 ... 

9/5 1 

Figure 30.48: Variation en fonction de .g. du "parametre d'ordre" associe a I'etat Ie plus 
stable. La branche de type nematique s'arrete un peu au-dela du point A, precisement 
pour ~ = 2,030105 .. . , ou elle vaut 1,679670.... Les deux petits segments verticaux 
completent une sorte de cycle d'hysteresis. 

4. Suivant l'approche variationnelle ci-dessus, on peut conclure que l'etat dimerise est 
l'etat Ie plus stable tant que K > 2J. Pour K < 2J cet etat devient metastable, 
cependant qu'il existe un etat de type nematique, caracterise par la valeur 'min, 

laquelle diverge quand J -t +00 (limite nematique pure). L'etat dimerise ne conser­
ve toutefois sa metastabilite que jusqu'a .g. = ~, valeur au-dessous de laquelle il 
est instable. La transition d'un etat a l'autre ressemble a une transition de phase 
du premier ordre, avec des arcs metastables. 
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30.15 Competition entre confinement magnetique et 
interactions dans un reseau de plaquettes 

Le but de ce probleme est d'analyser les proprietes electroniques d'un reseau soumis a un 
champ magnetique 8. Le reseau choisi est une chaine de plaquettes carrees (voir fig . 30.49, 
a droite). Dans la premiere partie, on se borne a une theorie a une particule et on met 
en evidence un phenomene de localisation remarquable quand Ie flu x du champ par pla­
quette prend certaines valeurs bien determinees [64]. Dans la deuxieme partie, on analyse 
I'effet de I'interaction entre deux electrons sur Ie phenomene de localisation mis en evidence 
precedemment pour un electron celibataire [65] 44 

Figure 30.49: A gauche: un motif. A droite : reseau de plaquettes obtenu par juxtaposi­
tion des motifs . 

Le site Mn a pour abscisse na (n E Z). Sur chaque site, on introduit une meme 
fonction atomique cp , normalisee et de faible extension spatia Ie ; on note CPn , cP~ et cP~ les 
fonctions centrees respectivement en M~, Mn et M~ (toutes ces fonctions se deduisent donc 
les unes des autres par des translations) . On negligera tous les produits scalaires entre deux 
fonctions atomiques distinctes. 

Etats et dynamique d'un electron sur Ie reseau 

Etude d'un motif Pour simplifier, on note cP, cP U et cP~ les trois orbitales definies sur les 
trois atomes d'un motif unique. Dans cette sous-section, Hm designe Ie Hamiltonien d'un 
electron situe dans ce motif isole. 

1. On note S I'operateur associe a la symetrie par rapport a I'axe horizontal passant par 
Ie point M. 

(a) Que vaut [Hm, S1 ? 

(b) Quelles sont les valeurs propres de S ? 

(c) Ecrire I'expression du vecteur propre de S, la), associe a la valeur propre negative 
de S. 

44Des coquilles presentes dans cet article ont ete rectifiees pour la redaction de ce probleme. 
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(d) En deduire la forme genera Ie des deux autres vecteurs propres de S ; quelle est la 
valeur propre de S correspondante ? 

(e) En deduire que la) est aussi vecteur pro pre de H m. 

2. Pour simplifier, on ne considere que les amplitudes de saut entre plus proches voisins 
et on pose : ' 

(v E JR+) . (30.150) 

Les elements diagonaux de H m , tous egaux entre eux, definissent I'origine de I'energie. 

(a) Quelles sont les valeurs propres de Hm ? 

(b) Exprimer les vecteurs propres correspondants en fonction de I¢), I¢H) et I¢b) . 

Etats electroniques du reseau en presence d'un champ magnetique On sait 
que pour une particule de masse m et de charge q en presence d'un champ magnetique fJ, Ie 
Lagrangien s ' ecrit : 

L 1 - 2 A-= 2mv +q .v, (30.151) 

ou A est Ie potentiel vecteur (fJ = V x A). 

1. Feynman a montre que Ie propagateur quantique U(r, t; ro , to) peut Ie plus souvent45 

s'obtenir en effectuant une somme sur tous les chemins possibles de I'exponentielle de 
I'action, chemins allant de (ro, to) a (r, t). Symboliquement, ce resultat s'ecrit : 

U(r , t ; ro , to ) = L 
chemins 

1. r t Ldt' 
e n Jto (30.152) 

(a) Ecrire tres precisement Ie facteur additionnel46 survenant lorsque I'on appl ique Ie 
champ magnetique, en y faisant apparaltre une integrale curviligne representant 
la circulation du potentiel-vecteur. 

(b) Ce facteur est-il invariant47 de jauge ? 

(c) Qu'en est-il si I'integrale curviligne est prise sur un circuit ferme (boucle) ? 

2. Transposes au reseau traite en liaisons fortes , ou I'electron passe d'un site a I'autre, 
les resultats precedents se traduisent par une phase additionnelle sur les elements de 
matrice du Hamiltonien entre deux fonctions localisees sur les sites constituant les 
extremites du chemin. Le champ iJ est orthogonal au plan du reseau de plaquettes. 

Par un choix judicieux de la jauge, il est possible de n'alterer qu 'une seule des quatre 
amplitudes associees aux quatre liens d'une plaquette ; la figure 30.50 decrit precisement 
Ie choix adopte dans la suite - la fleche sur Ie lien 'de M~ vers Mn +1 exprime Ie fait 

450n admettra que c'est Ie cas ici . 
46 La phase additionnelle est responsable de l'effet de Bohm-Aharonov. 
47 On rappelle qu'un changement de jauge s'exprime not amment par A I = A + V J. 
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Figure 30.50: A gauche: situation en l'absence de champ magnetique. A droite : "Yest 
la phase additionnelle due au champ magnetique, relative a l'un des quatre liens. 

que I'element de matrice correspondant est maintenant complexe. H designant Ie 
Hamiltonien d'un electron se deplas;ant sur Ie reseau en presence du champ magnetique, 
on a tres precisement : 

(30.153) 

les trois autres amplitudes de saut etant inchangees : 

(30.154) 

(a) Montrer que: 

(30. 155) 

et interpreter Ie resultat48 . 

(b) Estimer la valeur du champ 13 pour avoir "Y '" 1 dans les deux cas suivants : 

I. Ie reseau est de nature atomique (a'" 1 A) ; 
II. Ie reseau est constitue de "points quantiques" (quantum dots) relies par des 

fils de longueur mesoscopique (a est de I'ordre du micron) . 

3. II s'agit maintenant de trouver les etats propres d'un electron sur Ie reseau . 

(a) A I'aide des vecteurs l4>n), 14>!, ) et 14>~II)' former trois classes d'etats de Bloch, 

notes l1/Jk) , 11/J~) et l1/Jk) (justifier la reponse en montrant que les etats ainsi 
construits satisfont bien Ie theoreme de Bloch) . Normaliser49 ces etats. 

(b) On designe par :F la transformation permettant de passer des 14» aux 11/J) : 

14» ~ 11/J) 

Les etats I1/;) sont-ils localises ou etendus ? 

(c) Calculer HI1/Jk) , HI1/J~) et HI1/J:) 

(d) En deduire la matrice de H sur la base (l1/Jk), 11/J!), 1 1/J~)) 

48Le rapport 'Po ~f ~ est appeie flux elementaire. 

(30.156) 

49Ici comme ailleurs, on fera reference a des conditions cycliques de Born - von Karman definies sur 
N » 1 mailles eiementaires. 
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(e) On pose : 

R(ka) = 2/1 + cos ~ cos (ka - ~) (30 .157) 

Trouver les valeurs propres de H, que I'on notera ca(k), ex = 0, ±l. 

(f) Representer la variation des ca(i~) dans la premiere zone de Brillouin. Comment 
se comparent-elles aux valeurs propres d'un motif isole ? 

(g) Que se passe-t-il pour les valeurs propres a demi-flux, c'est-a-dire si 'Y = 7r ? 

(h) Revenant a 'Y quelconque, on pose: 

AO = 1 + e- ika 
, 

Former les vecteurs propres normalises lifJ k, a) correspondants. 

(i) Inversement, exprimer I'l/ik) en fonction des lifJk, ±l). 

(30.158) 

Isolant vs. conducteur? Dans cette sous-section, on considere I'ensemble des electrons 
apportes par chaque atome et on remplit les bandes conformement a la prescription habituelle 
pour former I'etat fondamental du cristal en I'absence d'interactions entre electrons. 

l. Les bandes ca(k) sont-elles toutes dispersees ? 

2. Quelle est, en fonction de 'Y, la valeur du gap en bord de zone? 

3. Quelle est la vitesse (moyenne) va(k) d'un electron de Bloch dans chacune de ces 
bandes ? 

4. Soit respectivement ne, n~ et n~ les nombres d'electrons apportes par chaque atome 
situe en M n , M~t et M~ ; discuter brievement les proprietes de conduction a tempe­
rature nulle du reseau dans les cas suivants : 

(a) ne = n~ = n~ = 1 ; 

(b) ne = 3, na = n~ = l. 

5. Si ne = 2, n~ = n~ = 1, comment varie schematiquement en fonction de B la conduc­
tivite a temperature don nee non-nulle5o ? 

Dynamique d'un paquet d'ondes On suppose I'electron initialement situe au site 
Mn=o, dans I'etat l4>n=o) : 

Iw(t = 0)) = 14>0) ; (30.159) 

il s'agit de trouver I'etat a un instant ulterieur, lifJ (t)) , et d'analyser Ie mouvement spatial de 
I'electron ainsi prepare. 

50C'est un exemple d'oscillation de la magnetoresistance. 
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1. En raisonnant intuitivement, decrire qualitativement Ie mouvement attendu du paquet 
d'ondes. 

2. Exprimer I¢n) en fonction des l'ljJk). 

3. En deduire I¢n=o) en fonction des l'ljJk) , puis en fonction des I'h,a). 

4. Afin de calculer (ommodement I'evolution, on ecrit la decomposition spectrale de 
I'operateur d'evolution U(t) : 

U(t) = L IWk,O)(1l1k,ol + ... (30.160) 
k 

achever d' ecri re Ie second mem bre. 

5. En deduire I'expression de I'etat Iw(t)) developpe sur les l'ljJk) , 1'IjJ!) et l'ljJt)· 

6. Soit Aoo I'amplitude (¢o lw(t)) . Que represente la quantite Po(t) ~ IAoo(t)12 ? 

7. Montrer que dans la limite N -t 00 : 

1 r+ 7T 

[vt ] Aoo(t) = :; J
o 

cos liR(x) dx , (30.161) 

au la fonction Rest definie en (30.157). 

8. Comment varie Po(t) aux petits temps? Pourrait-on a priori observer I'effet Zenon? 

9. L'amplitude Aoo(t) s'ecrit aussi : 

Aoo(t) = rR1(1') , 
1 r+7T 

1(1') = - ) eirR(x) dx 
7r 0 

vt 
1'= -

'Ii 
(30.162) 

A I'aide d'un argument de phase statio l'llnaire51 on peut montrer que, pour l' » 1 : 

r+7T 

eiTR(X) dx '::::' TJ f2i L 1 eirR(xj) ; 

Jo V ---;- j J-iRII(Xj) 
(30.163) 

Xj designe un extremum de R(x) et TJ vaut 1 ou ~ selon que Xj est dans I'intervalle 
]0, 7r[ ou a une extremite. Le symbole Vi designe la branche de la ra.:ine carree qui 
prend des valeurs reelles positives sur Ie demi-axe reel positif. 

En deduire que pour t » ~ et si 0 :S I < 7r : 

(30.164) 

ou Rj ~ 2yT+( -l)j cos l Commenter ce resultat. Dans quelle mesure confirme­
t-il la prevision intuitive de la question 1 ci-dessus ? 

51 II s'agit plus generalement d'une methode de col (saddle-point method). 
A titre de d ivertissement (!?), il est vivement suggere d'une part d'etablir la formule (30.163), 

d'autre part de compareI' numeriquement l'expression (30.164) au resultat exact obtenu par quadra­
ture (numerique) de l'expression (30.161). 
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Figure 30.51: Vue d'artiste (7!) de la cage de confinement d'un electron pour Ie cas de 
demi-fiux (, = ?T) . 

10. L'expression (30.1 64) n'a pas de sens pour "y =?T (demi-flux), une valeur pour laquelle 
un phenomene remarquable se produit . 

(a) Trouver Po(t) pour"Y = ?T. 

(b) En deduire qu 'a demi-flux I'electron reste confine, tout en respimnt. 

(c) Ecrire explicitement I'expression de Iw(t)). 

(d) En deduire que I'electron oscille entre Ie site Mo et la couronne formee par ses 
plus proches voisins: on peut ainsi dire que52 l 'electron est enferme dans une 
cage. 

(e) Que represente la figure 30 .52 ? Commenter. 

(f) Soit Ao I'amplitude de probabilite en champ nul pour aller d'un atome a I'un de 
ses plus proches voisins. Expliquer Ie confinement a demi-flux en combinant les 
amplitudes des chemins possibles conduisant de Mn a M n +1 . 

T 
t = -

4 

T 
t= -

2 

Figure 30.52: Que representent ces dessins (identifier T) 7 

52Un tel dom aine reserve est appele cage de A haronov-Bohm. 
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Effet des interactions entre deux electrons 

Les derniers resultats montrent qu'il existe un confinement - surprenant - aux valeurs demi­
entieres du flux reduit. Un point important est de savoir si cet effet de localisation est robuste 
et resiste a d'autres effets inevitables, comme I'interaction entre electrons. Dans toute cette 
section, on suppose que deux electrons sont deposes sur Ie reseau et interagissent entre eux. 

Afin de modeliser Ie plus simplement possible leur repulsion, on choisit une interaction 
a La Hubbard : si les deux electrons ont des spins opposes et s' ils sont sur Ie meme site , ils 
se repoussent avec I'energie U > 0 ; dans tous les autres cas, les deux electrons ne se voient 
pas (classiquement parlant). Formellement, Ie Hamiltonien des deux electrons s'ecrit : 

(30.165) 

Proprietes generales du probleme en interaction II s'agit de discuter sommaire­
ment Ie cadre general du probleme des deux electrons en interaction, avec tres peu de calculs. 

1. Commenter brievement ce choix pour Hint. 

2. Dans cette question, on ignore Ie spin . 

(a) Soit IWk ,a) (00 = 0, ±1) I'un quelconque des etats obtenus dans la theorie a une 
particule (voir premiere partie) ; Tn designant I'operateur de translation tel que 
Tnf(x) = f(x - na), 'tj f(x), combien vaut TnIWk, n) ? 

(b) Soit I'etat a deux particules IWk,n) ® IWkl,al) == Ik, 00, k', 00'). Combien vaut 
Ynlk, 00, k' , 00') ? 

(c) Le Hamiltonien 7-{ defini en (30.165) est-il invariant par les translations du reseau? 

(d) Independamment du spin, les etats a deux particules peuvent etre cherches comme 
des combinaisons lineaires des Ik, 00, k', 00'). Expliquer pourquoi 7-{ ne couple 
entre eux que des etats ayant la meme valeur pour la somme k + k' == K. 

(e) Quel sens physique peut-on attribuer a K? Commenter en utilisant I'image d'une 
collision entre deux particules ayant des impulsions donnees et interagissant entre 
elles par un terme de contact. 

3. Quelles sont les valeurs du spin total? 

4. Que se passe-t-il pour les etats triplets? 

5. Avec deux orbitales quelconques f et g, on peut former les etats If) @ Ig) == If g). 
Ecrire la partie d'espace de I'etat singulet construit avec ces deux orbitales (distinguer 
les deux cas f y':. g et f = g). Un tel etat est note generalement If 9)8 dans la suite. 
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Etude detaillee du cas "y = 7r La question etant de savoir si la localisation spectacula' 
a demi-flux persiste en presence d'interaction , on choisit strictement 'Y = 7r dans toute I~e 
suite . Dans cette situation particuliere, chaque electron pre pare dans sa cage a envie d ,a 
rester confine, mais la repulsion de I'autre a plutot tendance a I'en expulser : Ie point es~ 
done de voir si la repulsion rend la localisation impossible ou si celle-ci est assez robuste Pour 
se maintenir malgre tout. Techniquement, ce qu ' il faut eta blir est I'existence ou I'inexistence 
en presence de I'interaction, d'une dispersion pour les energies d ' une paire d 'electrons. ' 

1. Ecrire precisement les vecteurs propres iWk,a) pour I = Jr . 

2. Effectuer la transformation :;::-1 (voir (30.156)) sur les iW k, a) pour construire des etats 
i<pn,a) : 

(30.166) 

(a) Quelle est la nature des etats i<pn, a) ? 

(b) Faire des figures d'un fragment de reseau OU sont portes (a un facteur pres) les 
coefficients des i<pn, a) developpes sur les i¢n), i¢~ ) et i ¢~)· 

3. Compte tenu de la conservation de I'impulsion totale lors d'une collision entre deu x 
electrons, on introduit les fonctions d 'espace (singulet) correspondant a une impulsion 
totale don nee, K : 

(30.167) 

L E Z designe la distance en unites a des deux electrons dans I'etat iX
L 

(K, a, a' )). 
Clairement, si L ~ 2, I'interaction de contact choisie est sans effet et les etats ix

L
) 

sont propres de H, avec une energie propre qui est la simple somme Ca + Ca'. 

Seuls importent done les etats L = 0, 1. On peut en fait montrer que H ne couple 
pas53 iXL = 0) et iXL = 1)' en raison des phases particulieres qui apparaissent dans la 

definition des i<pn,a)' Dans la suite, on se borne a etudier Ie mouvement d'une paire 
"Iiee" L = 0 : la question posee se reduit a la possibilite de la cohabitation de deux 
electrons au sein d'une meme cage en presence d'interaction . 

(a) K etant fixe, quelle est la dimension du sous-espace engendre par les vecteurs 
iXo(K, a , a')) a priori couples entre eux par H ? 

(b) Un calcullaborieux mais sans aucune difficulte permet d'etablir Ie polyn6me carac­
teristique fixant les valeurs propres c. Elles sont donnees par : 

P(c; v, U, K) ~ c6 - 2U c5 + (U2 
- 20v2)c4 + 28v2U c3 + 

8v2 (8v2 
- U2 )c2 

- 8v4 U(7 + 3 cos K a)c + 
+8v4 U2 (1 + cosKa) = 0 (30.168) 

A priori, que peut-on dire a propos de la dispersion des valeurs propres ? 

53 Au total, on peut dire que "L est un bon nombre quantique" . 
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(c) Toutefois, I'existence de solutions non dispersees n'est pas totalement exclue, et 
c'est Ie point que I'on examine maintenant. 

i. A quelle condition sur e Ie polynome P ne depend-il pas de K ? 

ii. En deduire la condition form elle sur vet U pour qu'il existe une valeur propre 
non dispersee54 . 

(d) II s'agit maintenant de trouver les valeurs propres approchees dans les deux limites 
U « v et v « U. 

l.a ~!l..« l 
v 

A. A la limite U ---t 0, quelles sont les valeurs propres eeO) et leur dege­
nerescence ? 

B. Un comptage rapide des puissances dans (30.168) indique que la premiere 
correction relative est en a. Poser e = EeO) (1 + ca) et en ded ui re que les 
valeurs propres sont, a cet ordre, a peu pres egales a : 

1 
±2v ± 4(1- cos Ka)U , 

1 
±4v ± 16 (5 + cos Ka)U , 

(30.169) 
ou les signes sont solidaires les uns des autres 

dH v 1 
II . P = fJ « 

A. A la limite v ---t 0, quelles sont les valeurs propres eeoc) et leur dege­
nerescence ? 

B. Poser E = eeoc) + Cpv et en deduire que les six valeurs propres sont a 
peu pres egales55 a : 

v2 

U +2(3± J5+4cosKa)u ' 

ou les signes sont independants les uns des autres. 

(e) Que peut-on generalement conclure en ce qui concerne Ie confinement a demi-flux 
quand les deux electrons sont en interaction? 

Le reseau etudie dans ce probleme est d'un genre un peu particulier, puisqu 'il 
s'agit d'une chaine de plaquettes carrees (voir fig. 30.49 , a droite). Au contraire d 'un 
site ponctuel, chaque plaquette a une surface finie, ce qui donne au reseau, quand il 
est soumis a un champ magnetique, des proprietes tres particulieres. En particulier, on 
trouvera que pour une valeur remarquable du flux par plaquette, un electron depose sur 
un site reste piege sur ce site (et ses premiers voisins) [64]56, au lieu de se diluer dans la 
chaine au cours du temps com me l'intuition semble devoir l'imposer. 

54Cette derniere condition est satisfaite pour U = 6 v . 
55Noter que, dans cette limite, quatre d'entre elles ne dependent pas de U. 
56Des coquilles presentes dans cet article ont ete rectifiees dans la redaction de ce probleme. 
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Dan 1)11 deuxiem temps, on examinera la robustesse de cette localisation qUa d 
deux el ctl'on int.eragi sent entre eux. On verra que, dans un modele de Hubbard ~ 
localisation It resist pas it la repulsion entre electrons, chaque electron expulsant l'a1.:t ,a 

, I . 1 fi Ie de la cag ou on vouc ralC es con ner. 

Le site Mn a potu' ab 'i s na (n E Z). Sur chaque site, on introduit une lUerne 
fonction atomique ¢, normalise t de faible extension spatiale ; on note ¢n, ¢~ et ¢~ les 
fonctions centrees re pectivem'llt en MA, Mn et M~. 

Etats et dynamique d'un electron sur Ie reseau 

Etude d'un motif Pour simplifier, on note ¢, ¢~ et ¢' les trois orbitales definies SUr 
les trois atomes d'un motif unique. Dans cette sous-section, Hm designe Ie Hamiltonien 
d'un electron situe dans ee motif isole. 

1. S ciesigne l'operateur associe it la symetrie par rapport it l'axe horizontal passant 
par Ie point M. 

(a) L'operation geometrique associee it S etant une symetrie, Hm commute avec 
S : [Hm, Sj = O. 

(b) Comme S2 = 1 et en vertu du theOl'eme de Cayley - Hamilton, les valeurs 
propres de S sont ±l. 

(c) On eherche la) tel Sla) = -Ia) ; de toute evidence, la) = I ¢~) - I¢'), it une 
phase pres. 

(d) Les deux aut res vecteurs propres de S etant orthogonaux ala), ils sont de la 
forme I¢) + A(I¢~) + I¢D)) ; visiblement invariants par S, ils correspondent a 
la valeur propre + 1 de S . 

(e) Le sous-espace orthogonal ala) correspondant a une valeur propre +1, tout 
element de matrice de H entre la) et ce sous-espace est forcement nul: la) est 
done aussi propre de Hm. 

2. Compte tenu des definitions donnees dans l'enonce, la matrice de Hm sur la base 
ordonnee (I¢), I¢~), I¢')) est: 

(a) L'equation caracteristique est: 

- E v v 
v - E 0 = 0 {=} - E3 + 2v2 E = 0 , 
v 0 -E 

dont les solutions sont E = 0, ±J2 v. 

1106 



Electrons dans un crista I 

(b) Les vecteurs propres normalises correspondants sont : 

Etats electroniques du reseau en presence d'un champ magnetique Pour une 
particule de masse m et de charge q en presence d'un champ magnetique f3, Ie Lagrangien 

t L 1 ~2 A~ ~ es = 2mv + q .v. 

1. Selon la prescription de Feynman, on admet que Ie propagateur quantique s'obtient 
en sommant sur tous les chemins possibles l'exponentielle de l'action, e*fLdt . 

(a) Par rapport a la situation en l'absence de champ magnetique, Ie facteur addi­
tionnel est : 

!.9. r' A.vdt' !.9. rM, A.dl e" Jto = e 1[ JMo . 

(b) Par un changement de jauge A I = A + V f, ce facteur devient : 

ce qui produit Ie facteur supplementaire e~[f!M')-f(Mo)J : a ce stade, il n'y a 
donc pas invariance de jauge. 

(c) Si l'integrale curviligne est prise sur un circuit ferme, Ie facteur supplementaire 
est evidemment nul. 

2. (a) Pour Ie reseau traite en liaisons fortes, Ie facteur invariant de jauge relatif a 
2 

une plaquette de surface a2 implique l'integrale : 

designant par ABeD les sommets d'une plaquette, la phase du facteur de 
Feynman est la somme des integrales sur chacun des quatre cotes; comme un 
choix astucieux de jauge permet d'annuler la contribution venant de trois des 
quatre cotes, la phase totale se reporte exclusivement sur l'amplitude relative 
a un lien de la plaquette, par exemple celui reliant M~ a Mn+l ; la not ant " 
on a ainsi : 

= eBa
2 

= 2 (Ba
2
)/2 = 2 .:t 

, 2!i 7r hie - 7r ¢o 

et (¢n+lIHI¢~) = veil', (¢nIHI¢~) = (¢nIHI¢~) = (¢~IHI¢n+l) = v. La 
phase, est ainsi simplement donnee par Ie rapport entre Ie flux du champ a 
travers une plaquette et Ie flux elementaire ¢o ~ ~. 

(b) Pour avoir, ~ 1, il faut Ba2 ~ lei ~ 1,3 X 10-15 MKS. 
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1. Avec un reseau de natUl'e atomiqu (a'" 1 A)" '" 1 exigerait B '" 105 T 
ii . Au c Iltl'air · , av d 'point qualltiques" , a est de l'ordre du rni ". 

cette conctition fa il ment reaU able puisqu'elle demande B '" 10:~on, 
T. 

3. Les etats propres d'un electron sur Ie reseau se construisent en conforrnite aVe 1 
theoreme de Bloch, Ie cadre de travail etant ici celui des liaisons fortes. c e 

(a) On peut de fait former trois classes d'etats de Bloch, en prenant successivern 
les trois types d 'orbitales localisees : ent 

l'l/JrllD) = CHou. L eiknal¢~OllD) . 
n n 

Ces etats satisfont bien Ie theoreme de Bloch. Par exemple, avec I'operateur 
de translation T (pa), on a : 

n n 

un simple glissement d'indice muet donne alors T(pa)I 'l/Jk) = e-ikpal'I/Jk), qui 
est l'une des ecritures du theoreme de Bloch (voir eqs. (II-30.5) et (II-30.8)). 
Avec des conditions cycliques a. N mailles, toutes les constantes de normali­
sation sont egales a. J-N. 

(b) Les etats I'I/J) obtenus des I¢) par la transformation :F sont visiblement eten­
dus; en particulier, leur module est inchange quand on leur applique n'importe 
queUe translation du reseau. 

(c) On a : 

HI'l/Jk) = _1_ L eikna HI¢n) = 
VN n 

)N L eikna(v l¢~ ) + vl¢~) + Vl¢~_l) + ve-i'YI¢~_l)) = 
n 

On trouve de meme : 

HI'I/J~ ) = )N L eikna(vl¢n) + vl¢n+l)) = V(I'l/Jk) + e-ikal'I/Jk)) , 
n 

(d) En consequence, la matrice de H sur la base (I'l/Jk), I'l/Jh I'l/JI)) est: 
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(e) L'equation donnant Ie spectre {c} de H est: 

c [c2 
- 2v2 [2 + cos ka + cos(ka -1')]] = 0 , 

d'ou les valeurs propres : 

Les valeurs propres sont 2; -periodiques en k de sorte que Ie dephasage ~ est 
inessentiel. En general, on a : 

ca = ±o:vR(ka) R(ka) ~ 2)1 + cos ~ cos (ka - ~) 0: = 0, ±1 

(f) Les ca(k) varient comme indique sur la fig. 30.53. La bande co n'est pas 
dispersee ; les valeurs extremales des c± sont ±2vJ1 ± cos l Les valeurs 
propres d'un motif isole sont 0, ±-/2 v : comme toujours, la possibilite de 
saut d'un site a l'autre induit une dispersion des energies autour des valeurs 
atomiques. 

2v Vl + cosb/2) 

2vy'1- cosb/2) 
-11" 

Figure 30.53: Valeurs propres c± en fonction de k (-7r < l' < 7r). 

(g) A demi-fiux, l' = 7r, Ie facteur cos ~ s'annule, et to utes les bandes deviennent 
plates: 

I A demi-flux : Ca = 20:v (0: = 0, ±1) I 

(h) Avec les notations AD ~ 1 + e- ika , A = 1 + e+he-ika , la mat rice de H est: 

H -> [ ~o 
A* 

AD 
o 
o 

Notant Cl'f/ik) + cUI'f/if) + +c"I'f/i~) les vecteurs propres, il vient : 

i. co : AOC U + AC" = 0 , AOC = 0, d'ou C = 0 et c: = _c~o et Ie vecteur 

propre associe a co = 0 : IWk,O) = C(AI'I/lf) - Aol'f/i~»); la constante de 
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normalisation C est telle que ICI2(1)'012 + 1>'12) = 1, de sorte que Ie v t ec eUr 
pro pre normalise est : 

ii. Pour la valeur propre Ea, on a : 

-aRc+>'oc~+>'cD=O, >'~ c -aRc U = O, >.*c-aRcD=o 

les deux dernieres egalites donnent c U = ~CI, cD = ~~CI, avec: 

d'ou les vecteurs propres (a = ±1) : 

(i) Inversement, on a : 

C'=~ 
)2' 

Isolant vs. conducteur? Il s'agit ici, formant l'etat fondamental du cristal dans une 
theorie supposee a une particule, de discuter les proprietes de conduction en suivant les 
arguments classiques. 

1. Seules les handes E ±l (k) sont dispersees ; la hande EO est plate. 

2. Le gap Egap est Ie minimum de lEo - E±I, soit 2vV1 - cos ~, qui est de la forme: 

I Egap(B) = 2vJl- cos(27rB/Bo) I 

3. La vitesse (moyenne) v,Ak) d'un electron dans la hande EO! est Ii-l~ (voir eq. (II-
30.67)). Elle est nulle pour EO ; pour les autres handes : 

() 
av "y sin(ka-~) 

Va k = -a-cos-[======~== 
Ii 2 yh + cos ~ cos (ka - ~) 

4. (a) avec ne = n~ = n~ = 1, il y a trois electrons par maille elementaire. A 
temperature nulle, la hande inferieure E - l est pleine, et la hande EO est a 
moitie pleine/vide. Toutefois, comme elle est plate (pas de dispersion), Ie 
soli de est isolant, un champ electrique ne pouvant pas faire gagner de l'energie 
a un electron. 
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r 
B 

Figure 30.54: Allure scMmatique de la variation de la conductivite en fonction du champ 
magnetique quand ne = 2, n~ = n~ = 1. 

(b) Avec ne = 3, n~ = n~ = 1, il y a 5 electrons par maille, donnant un remplissage 
total pour C-l et pour co, alors que la bande superieure C+l est a moitie 
pleine/vide : Ie solide est conducteur a temperature nulle. 

5. Quand ne = 2, n~ = n~ = 1, les deux bandes C-l et cO sont pleines ; en champ 
fini, Ie soli de est isolant, ou en fait plutot un semi-conducteur, puisque Ie gap est 
alors petit. Comme Ie gap est une fonction periodique du champ magnetique B, il 
en va de meme de la conductivite, qui varie comme illustre scMmatiquement sur 
la figure 30.54. 

Dynamique d'un paquet d'ondes Il s'agit de trouver }'etat IW(t)) a l'instant t, 
l'electron ayant ete prepare dans l'etat l<I>n=o), et de l'analyser. 

1. Les amplitudes de passage d'un site a ses voisins etant non nulles, on s'attend ace 
que Ie paquet d'ondes initial se dilue dans la chaine au cours du t emps. 

2. La transformation inverse F- 1 s'obtient a vue en jouant avec l'unitarite : 

(30.171) 

4. L'operateur d'evolution U(t) se decompose sur les etats propres de H : 

U(t) = L [IWk,O)(Wk,o l+ej,£+l(k)t IWk,+l)(Wk,+II+eft£_t(k)t IW k, - 1)(Wk, -11] 
k 

L [IWk,O )(Wk,ol + I L eftavR(ka)t IWk,a)(Wk,al] 
k a =±1 
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5. L'etat IW(t)) est egal a U(t)lw(O)), soit : 

IW(t)) = L [IWk,O)(Wk,ol + I L ej,avR(ka)t IWk,a)(Wk,al] IcPo) 
k a=±l 

Le produit scalaire (Wk,olcPo) est nul; par ailleurs : 

d'ou IW(t)) = v%N 2:k 2:a=±l ej,avR(ka)t IWk,a). Developpant les exponentielles 
par les formules d'Euler, on obtient finalement : 

(30.172) 

6. Po(t) ~ IAoo(t)12 est la probabilite pour que l'electron etant en n = 0 au depart, 
on l'y retrouve a l'instant t. 

7. Comme (cPOI1/!k) = ffi, et d'apres les resultats ci-dessus, l'amplitude est egale a : 

A () 1"" vtR(ka) 
00 t = N L...- cos n . 

k 

Dans la limite N ---t 00, la somme devient une integrale, l'element differentiel 
s'obtenant par 15k = i,: ; posant de plus ka - ~ = x, on obtient : 

1 r+7r 

[vt V 'Y ] Aoo(t) = :;;: J
o 

cos 2Ji 1- cos 2" cos x dx (30.173) 

8. Avec 7 ~ 'if et 7 « 1, il vient : 

1 1+7r 

2 'Y Aoo(t) = - [1- 27 (1- cos - cosx) + ... J dx ':::' 1- 272 , 
7r 0 2 

d'ou Po(t) ':::' 1- 472 : Po(t) s'ecarte donc quadratiquement de sa valeur de depart, 
ce qui rend a priori possible l'effet Zenon (voir Tome II, p. 919), et son observation 
si cette phase de declin quadratique est assez longue relativement a une echelle de 
temps experimentalement accessible. 

9. L'integrale I(7) est: 1(7) = ~ Jo+7r e2iTVHJlcosx dx == ~ Jo+7r eiTf(x) dx, /L = cos l 
S' agissant de trouver le comportement de I ( 7) pour 7 » 1, la methode standard 
consiste a chercher le(s) point(s) ou la phase est stationnaire. Les extrema de f(x) 
sont en x = j7r (j E /Z) ; au voisinage de ces points, on a : 
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o 1 0,1 

Figure 30.55: Variation de la probabilite Po(t) en fonction du temps pour r = ~. A 
gauche: trace exact par integration numerique ; a droite, trace de l'expression approchee 
(30.174), valide aux grands temps. Noter que l'approximation de la phase stationnaire 
est tres bonne. 

Reportant ce developpement dans l'exponentielle, on obtient : 

1 .. 1+7r i"T (_1)1+
1 

(X_j7r)2 
J(7) ~ - L e,Tf (J7r) e 4Vl+(-1)J" dx 

7r j=O, 1 0 

En utilisant Jo+
oo 

e-ax2 dx = ~J7f a- 1/ 2 , -7r < Arg a < +7r, chaque integrale de la 

somme ci-dessus est a peu pres egale a ~ 

et finalement : 

n. {'" 1/2 [vt 7r] }2 Po(t) c:= ~ R. cos -R- - (-1)1-
27rv l cos(-y /2) J=o, 1 J n. J 4 

(30.174) 

avec Rj ~ J1+(-1)jcos~. Ce resultat montre que la probabilite de trouver 
l'electron sur son site de depart tend vers zero quandt -> +00, confirmant l'idee 
intuitive suivant laquelle l'excitation localisee se dilue Ie long de la chaIne au cours 
du temps. 

10. L'expression asymptotique de Po(t) n'a visiblement pas de sens pour r = 7r (demi­
flux), une valeur pour laquelle un phenomene remarquable se produit, comme on 
va Ie voir. 

(a) Quand r = 7r, la fonction R(ka) est constante et vaut 2 ; l'expression (30.173) 
de l'amplitude donne immediatement : 
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0,1 

Figure 30.56: Identique a la figure 30.55 pO'll1' ; = ~o. NoteI' qu 1 appl'oxim G'l.Lion d 
la phase stationnaire est encore tres bonne. P Ul' . tt val 'lit' d' ; pr ch d la vatett~ 
critique 71', la probabilite presente des bouffe 1'e \ll'gentes (1' viV(Lls) tr · nett au I 'bu~ 
du mouvement tendant a reformer la localisati 11 initia l :van d · final men!.. am 01' ch· 
avec une enveloppe ex t. 

(b) Ce n~sultat montre qu'a demi-ftux, la probabilite de retour l'origine oscille 
periodiquement dans Ie temps, avec la periode T7f = 1~, attestant du fait que 
l'electron reste confine au voisinage de son point de depart. 

(c) Pour cette valeur de "I, l'expression (30.172) donne: 

1 "'" [2vt i 2vt ~ b ] Iw(t)) = -IN L: cos TI1Pk) - 2 sin T().;I1Pk) + ).*I1Pk)) , 

avec ). * = 1 - eika , ).;; = 1 + eika . Compte tenu de la relation de Fourier 
inverse, (30.171), Ie vecteur d'etat est: 

2vt i 2vt (~ ~ b b) 
Iw(t)) = cos T 11>0) - 2 sin T 11>0) + 11>-1) + 11>0) -11>- 1) 

(d) Cette expression montre que, a demi-flux et a tout instant, Iw(t)) n'a des 
compos antes non nulles que sur Ie site de depart est ses quatre plus proches 
voisins: l'electron est bel et bien enferme dans une cage. Pour t = 71' 4: == ~T7f ' 
on a: 

( 1 ) _ i( ~ ~ b b). Iw 2T7f ) - -2 11>0) + 11>-1) + 11>0) -11>-1) , 
a chaque multiple impair d'une demi-periode T7f , Ie site central est totalement 
depeuple et chacun de ses voisins porte une probabilite egale at. 

(e) La figure 30.52 p.ll02 represente les probabilites sur Ie site central et ses qua­
tre premiers voisins a des instants separes d'un quart de periode du mouvement 
strictement periodique a demi-flux. 

(f) Si Ao est l'amplitude de probabilite en champ nul pour aller d'un atome al'un 
de ses plus proches voisins, les valeurs des quatre amplitudes en champ fini et 
a demi-flux ont les valeurs indiquees sur la figure 30.57. L'amplitude de saut 
de Mn a Mn+l est donc la somme des amplitudes sur les deux chemins : 

AMn-->Mn+1 = AM M~M + AM M ' M +1 == Ao x Ao + Ao x (-Ao) = 0 n n n +l n n n 
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Figure 30.57: Amplitudes pour relier un site a. ses voisins a. demi-flux b = 7l') : la somme 
des amplitudes pour aller de A a. C est nulle. 

Effet des interactions entre deux electrons 

Un point important est de savoir si la localisation trouvec i-d s us a demi-flux eJ t 
stable au sens ou elle resiste a. d'autres /lets inevitables, comme Pint ·'ra ii n entre 
electrons. Dans toute cette section, on suppose qu deux electrons nt depose ' sur 
Ie reseau et interagissent entre eux Ii la Hubbard d parametre U > 0 I ur Hamil­
tonien s'ecrivant formeHemeni c mm e11 (30.165). Le terme d'interaction, qu'il n'est 
pas necessaire d'expticiter pour 1'in ·tant, est effectif exclusivement pour deux electrons 
de spins opposes t localises sur Ull mem site du reseau de plaquettes. 

Proprietes generales du probleme en interaction 

1. L'interaction de Hubbard modelise a. l'extreme Ie fait que, en raison du trou de 
Fermi, deux electrons de meme spin interagissent moins fortement que deux elec­
trons de spins contraires ; radicalisant ce constat, elle ne retient que la repulsion 
de deux electrons i et 1 situes pres l'un de l'autre, c'est-a.-dire ici, s'ils sont sur Ie 
meme site du reseau de plaquettes. 

2. Dans cette question, on ignore provisoirement Ie spin. 

(a) Les etats obtenus dans la theorie a. une particule IWk, 0) sont des combinaisons 

lineaires du type ckol'l/Jk) + c~ol'l/J~) + ctol'l/J~) ; chacun des vecteurs de cette 
combinaison acquiert Ie meme [acteur de phase eikna sous l'effet de Tn, d'ou : 

(b) Compte tenu du dernier resultat, l'etat a deux particules IWk,o) ® IWk',o')' 
aussi note Ik, ex, k', ex'), satisfait l'egalite : 

T.lk ex k' ex') = ei(k+k')nalk ex k' ex') n , , , ) , , 
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(c) Le Hamiltonien 1{ defini en (30.165) .\ t 'videnUll nt invl.ujant par les tr 
lations du reseau puisque les termes a un pat'ti ul 1 oni e que Ie te~ns­
d'interaction est invariant dans toute tl'anslabion infinitesimal (homogene~t: 

l'd' ) I e 

(d) 

euc I lenne . 

Les etats a deux particules definis ci-dessus sont donc propres de tout T. 
associes a la valeur pro pre ei(k+k')na ; la commutation de 7t avec tout 7:' 
entralne que (kl' aI, k2, a21[7t, Tnllk~, a~, k~, a~) = 0, d'ol.! : n 

il en resulte que si kl + k2 =I- k~ + k~, l'element de matrice de 1{ est nul . 
1{ ne couple que les etats a deux particules ayant la meme impulsion total~ 
kl + k2 = K = k~ + k~. 

Figure 30.58: Illustration scMmatique de la conservation de la (quasi-)impulsion totale. 

(e) Le sens physique de cette condition est clair: l'impulsion totale est une cons­
tante du mouvement (a un vecteur du reseau reciproque pres). On peut se la 
representer comme la collision de deux particules en interaction, ici de contact 
puisque c'est Ie choix de Hubbard qui a ete adopte. 

3. Les valeurs possibles du spin total sont S = 0 et S = 1. 

4. En ce qui concerne les etats triplets, ils sont inaffectes par l'interaction entre 
electrons, par definition du terme de Hubbard. 

5. La partie d'espace singulet construite avec deux orbitales f =I- 9 est: 

1 v'2 [f(1)g(2) + f(2)g(1)] , 

puisque la partie de spin est antisymetrique dans l'echange ; si f = g, la partie 
d'espace est simplement f(1)f(2). 

Etude detaillee du cas 1 = 7r La question est maintenant de savoir si la repulsion 
de deux electrons dans la meme cage est capable de detruire la localisation observee a 
demi-flux pour chacun d'entre eux independamment de l'autre. Le point est donc de 
trancher entre l'existence ou l'inexistence, en presence de l'interaction, d'une dispersion 
pour les energies d'une paire d'electrons. Dans toute la suite, on fixe 'Y = ?T. 
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l. Pour, = 7f, Ao = 1 + e- ika , A = 1 - e- ika , de sorte que: 

IWk,O) = ~ [(1 + e-ika)I?/J~) + (1- e-ika)I?/J~)J ' 

IWk, Q) = ~ [I?/Jk) + ~ [(1 + eika)I?/J~) + (1 - eika)I?/J~) J] 

2. La transformation de Fourier inverse F-1 permet d'ecrire : 

soit: 

et de meme : 

(a) Tous ces etats l<I>n, Q) sont visiblement localises, au contraire des Iw k, Q), qui 
sont etendus. 

(b) La figure 30.59 precise les coefficients des etats localises l<I>n, Q) sur les etats 
de site. 

Figure 30.59: Poids des difl"erents etats l<I>n, a) sur les Icf>n), Icf>~) et Icf>~). 

3. Les fonctions d'espace (singulet) correspondant a. une impulsion totale donnee, K 
sont IXL (K, a, d)) = IN EnEZ eiKnal<I>n, Q<I>n+L, 0 1 )8, L E Z designant la distance 
en unites a des deux electrons dans l'etat IXL (K, a, a')). Clairement, si L 2 2, 
l'interaction de contact choisie est sans effet, puisque les couples (l<I>n, Q, <I>n+L, Q/) 
impliquent alors des fonctions de sites n'ayant aucun indice commun ; les etats Ix L) 
sont donc propres de Ji, avec une energie pro pre qui est la simple somme Co + Cal. 

En revanche, les etats L = 0, 1 impliquent des couples ayant des fonctions de 
site communes, a priori sensibles a. l'interaction. Un examen attentif (et un peu 
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laborieux:) p l'met toutefoi de voir que 1t ne couple pa Ix L = 0) et I ' r.. =: }, les 
diff6rentes contribution, non nulles so compen ant exactement en raison des sigl1es 
sp'cifiqu apparai. sa1lt dans la. d'finit;ion des I cI>n , 0,)' Oeci justifie que l' n 'c 
focalise stir la qu tiOll . ntl'al de In resistance a la localisation pOtlr un pail'e 
"Hee' L = 0 c'est-a-dir d · 1a possibilit6 pom deux electrons de cohabiter a,u ein 
dune meme cage meme quand ils c repoussent effectivement. 

(a) K etant fixe, chacun des indices a et a' peut prendre les trois valeurs 0 ±1. , , 
il y a donc 9 couples possibles, mais comme il s'agit d'etats singulets, la partie 
d'espace lcI>n, ocI>n, o')s est symetrique dans l'echange: il suffit de garder les 
six couples ou (a, a') ou a' :s; a. La dimension du sous-espace engendre par 
les vecteurs Ixo(K, a, a') a priori couples par 1t est donc egale a. 6. 

(b) Un calcullaborieux57 mais sans reelle difficulte per met d'etablir Ie polynome 
caracteristique fixant les valeurs propres E, egal a [64] : 

P(E; v, U, K) ~ E6 - 2UE5 + (U2 - 20V2 )E4 + 28v2 UE3+ 

8v2 (SV 2 
- U2 )E2 - 8v4U(7 + 3 cosK a)E + Sv4U2(1 + cosKa) 

Ce polynome etant parametre par K, ses zeros E sont des fonctions de K : 
tout comme pour les magnons (voir probleme 30.10 p. 1033), l'energie d'une 
paire depend a priori de l'impulsion totale, en raison de la presence du reseau, 
et on attend donc des valeurs propres dispersees . 

(c) L'existence de solutions non dispersees est toutefois possible si la dependance 
en K disparait. On note d'abord que l'equation caracteristique peut s'expri-

. l' bl X def E def v mer umquement avec es vana es = If et p = If : 

P(X; p, K) ~ X6-2X5+(1-20p2)X4+2Sp2X3+8p2(Sp2-1)x2-

Sl(7 + 3cosKa)X + Sp4(1 + cosKa) = ° 
1. La condition pour qu'il en soit ainsi est que Ie coefficient du terme en 

cos K a soit nul, c'est-a.-dire --24p4X + Sp4 = 0, soit X = ~ : 

I E independant de K {==::} E = ¥ I 
ii. Cela etant, encore faut-il que cette valeur de E annule Ie polynome carac­

teristique, c'est-a.-dire qu'il faut et suffit d'avoir l'egalite P G ; p) = 0, 
laquelle s'ecrit explicitement 64Sp4 + lSp2 - 1 = ° ; les racines de cette 
equation sont p = ± ~ et ± 3~ ; seule la racine ~ est acceptable, equivalen­
te a U = 6v. Lorsque U et v sont relies de la sorte, il existe done une 
valeur propre sans dispersion, egale a. ¥. 

(d) II s'agit maintenant de trouver les valeurs propres approchees dans les deux 
limites U « v et v « u. 

57 C'est typiquement pour ce genre de calculs que les logiciels de calcul formel sont d 'une extreme 
utilite. U est Ie parametre de Hubbard, modelisant l'interaction suivant UNnTNn1 . 
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1.1J~Q«1 
v 

A. Pour analyser la limite IJ « 1, il est commode de n§Crire l'equation 
caracteristique avec la variable Y ~ ~, et de l'ordonner suivant les 
puissances croissantes de IJ : 

p(Y; IJ, K) ~y6-20y4+64y2+[-2y5+28y3_8(7+3 cos Ka)YjlJ+ 

(y4 _ 8y2 + 1 + cos Ka)1J2 = ° , 
Si U = 0, cette equation se reduit it y6 - 20y4 + 64y2 = 0, dont les 
racines Yo sont 0, ±2 et ±4, so it c(O) = 0, ±2v, ±4v, correspondant 
bien aux valeurs Ca + Ca' des deux electrons en l'absence d'interaction 
(et pour 'Y = 1r) ; seule la valeur pro pre ° est degeneree (deux fois). 

B. Un comptage rapide des puissances montre que la premiere correction 
relative est en IJ. Posant c = c(O) (1 + CIJ), soit Y = Yo + rw, IJ « 1, Ie 
developpement limite du premier membre donne l'expression suivante 
pour p(Yo + rw; IJ, K), it O(1J2

) pres: 

(-56Yo - 24Yo cos K a + 128Yo7] + 28Yo
3 

- 80Yo
3 7] - 2Yo

5 + 6Yo57])1J 

it cet ordre, il faut donc : 

egalite donnant la valeur de 7] selon la solution Yo d'ordre zero : 

1 
Yo = ±2 : 7] = ± 4; (1- cos K a) , 

1 
Yo = ±4 : 7] = ±16(5+cosKa) , 

etant entendu qu'il n'y a pas de correction au premier ordre pour la 
valeur propre nulle. On obtient ainsi les six valeurs propres : 

O(U
2

) 
V 

± [2V + ~(1- cos Ka)U] ± [4V+ 11
6

(5 + cos Ka)U] 

la valeur propre nulle restant degeneree deux fois it cet ordre. 

ii. p ~ V « 1 

A. Dans cette limite, on ordonne maintenant P(X; p, K) suivant les 
puissances croissantes de p : 

8(8X2 -7X -3X cosKa+1+cosKa)p4 

Quand v = 0, les valeurs propres c(oo) sont les zeros de X4(X _1)2, 
soit Xo = 0, degeneree quatre fois et Xo = 1, deux fois degeneree. 
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B. On pose e = e Coc) + Cpv == U(Xo + ~pV). En raison de la fo t 
degenerescence des eCoc) a l'ordre zero, il est ici plus clair d 'exam' r e 
successivement les deux familles de solutions perturbees. lner 
En ce qui concerne les soluti n qui t nd nt. v l' zero quand p ----+ 0 
Ie comptage des puissances l'tt nLre itnm6diatcm nt que ces solution' 
sont ex p ; avec X = ~p, on obti nL illllu.ecUatem ut : s 

~4-8e+8(1+cosKa)=0 {==:> ~=±2J1±lsinI~al, 
les signes etant independants. 
Pour les solutions tend ant vers 1, on ecrit Ie developpement limite du 
polyn6me centre en X = 1 : 

P(X; p, K) = 16(1-cos Ka)p4 -12p2[1- 2(3 -cosKa)p2](X -1)+ 

(1-44p2+64p4)(X -1)2+0((X -1)3) . 

L'inspection des puissances montre que X - 1 ex p2 ; posant cette fois 
X - 1 = ~p2, on obtient e -12~ + 16(1- cosK a) = 0, equation dout 
les solutions sont ~ = 2(3 ± 2/5 + 4 cos Ka ). 
Au total, dans la limite v « U, les six valeurs propres sont approxi­
mativement donnees par : 

v2 

el± '::::'.U + 2(3 ± 2v'5 + 4cosKa) U 

On note que, dans cette limite, les quatre valeurs propres e±± ne 
dependent pas de U. 

Figure 30.60: Valeurs propres en fonction du rapport p ~ V pour K a = 0, 7r. La 
numerotation est celle definie dans Ie cas-limite p « 1. Pour Ka = 7r, la valeur propre 
e+_ est nulle Vp. 

(e) Les resultats precedents montrent que, dans les deux limites v « U et U «v, 
les bandes sont en general to utes dispersees, un fait prouvant que la repulsion 
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entre les electrons, traitee de cette fagon, fait disparaitre Ie pMnomEme de 
localisation a demi-flux. 

Pour les valeurs K = 0 et K a = 71', Ie polyn6me carateristique se factorise, et 
il est possible d'obtenir les expressions analytiques des solutions. Pour K = 0, 
on a: 

dont les zeros sont Xoo = 1, Xo± = ±2p, XOl , X 02 et X03 ou : 

X 1 [ f(p) [( )]1/3] 
01 =:3 1 + [gO(p)]1 /3 + go P , 

_ 1 [ 1( . (;:;) f(p) 1( . (;:;)[ ()]1/3] 
X 02 -:3 1 - 2 1 + IV 3 [gO (p )]1 /3 - 2 1 - IV 3 go p , 

_ ~ [ _ ~( _ . (;:; f(p) _ ~( . (;:; [ 1/3] 
X03 - 3 1 2 1 IV3) [gO (p)]1/3 2 1 + Iv3) go (p)] , 

avec f(p) ~ 1 + 48p2, go(p) ~ 1 + 18p2 + 6iJ3pJI024p4 + 61 p2 + 1. 

.I - } c++ 

i 6 10 c+_ 

}c __ U 
l2l v 

}c_+ 

Figure 30.61: Valeurs extremes, quand K varie, des energies propres dispersees ~ en 

fonction du rapport (J ~ !(;. L'indexation des Css' est celie definie dans Ie cas-limite 
(J » 1 ; pour la c1arte, l'interieur de c1~ue bande est signale par un numero d'ordre 
encadre. Noter Ie pincement de la bande L!l pour U = 6v, ou elle vaut ¥, et Ie croisement 

evite des deux bandes [i] et [II au point designe par • . 

Pour K a = 71', on a : 

X - ~[ f(p) [( )]1 /3] 
11'1 - 3 1 + [g11'(p)]1/3 + g11' p , 
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_ ~ [ _ ~( . (;:;) f(p) _ ~( _. (;:;)[ ()]1/3] 
X 7r2 - 3 1 2 1 + 1V3 [g7r(p)]1/3 21 lV3 g7rP , 

_ ~ [ _ ~ _. (;:;) f(p) _ ~( . (;:; [ ()]1/3] 
X 7r3 - 3 1 2(1 lV3 [g,,(p)p/3 2 1+lV3)g7r p , 

avec : 

Toutes ces racines sont evidemment reelles malgre les apparences58 , leurs ex­
pressions complexes etant moins vilaines que leur equivalents reels; la racine 
[gKa(p)p/3 est sans ambigu'ite, ayant pour argument un angle ~Arctg hKa(p), 
compris entre 0 et ~, la fonction hKa(P) se lisant facilement sur les expressions 
ci-dessus. 

Ces n~sultats permettent Ie trace exact des valeurs propres en fonction de U 
(voir fig. 30.61). Noter Ie pincement de la bande E++ pour Ie rapport parti­
culier ~ = 6, ou elle vaut ¥ = ~. A l'exception de ce point remarquable, 
toutes les bandes sont dispersees des que U > 0, si toutefois la dispersion 
reste relativement faible (meme a grand U) - souvenir attenue de l'absence 
totale de dispersion a demi-flux et pour U = o. 

58 On peut aussi s 'en assurer geometriquement en tra~ant a la main Ie graphe de X3 - X2 -16p2 X +8p2 . 
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Corriges du chapitre 31 

Vibrations 
d'un solide ordonne 

31.1 Vibration d 'une chaine monoatomique 1D 

50it un reseau de Bravais unidimensionnel de parametre a, dont Ie motif est un atome de 
masse M . Chaque atome effectue des petites vibrations Ie long du reseau dont I'ampli­
tude est notee Un ; a I'instant t, la position de I'atome situe pres du site d ' indice nest 
xn(t) = na + un(t). Le cas echeant, on utilisera des conditions cycliques en identifiant N + 1 
et 1. 

Dans I'hypothese des petites vibrations et d'interactions a courte portee, I'energie 
potentielle de vibration est : 

(31. 1) 

Quel est Ie signe de K et pourquoi ? Dans toute la suite, on pose Wo = JK/M. 

Equations d u mouvement 

1. Ecrire les equations du mouvement (classiques) pour les deplacements Un et les in­
terpreter. 

2 . Pour resoudre ces equations, on pose un(t) = J~::: Un(w) e- iwt dw. Ecrire les equa­
tions satisfaites par les amplitudes Un(w). 

3. Les solutions du systeme obtenu plus haut sont de la forme Un(w) = Ceinka , ou west 
fonction de k. Deduire des resultats precedents la relation entre w et k. 
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4. Suivant I'un des resultats precedents, il faut w = +w(k ) ou w = -w(k) , ou w(k) e 
une certaine fonction positive a preciser. II en resulte que les deplacements peuve~~ 
etre decomposes comme suit: 

Un (t ) = L einka (~k+eiw(k) t + ~k_ e- iw(k)t ) , 

k 
(31.2) 

ou la somme sur k court sur les valeurs discretisees situees, par exemple, dans la 
premiere zone de Brillouin. Donner les developpements des deplacements initiaux un(O) 
et des vitesses initiales correspondantes un(O). 

5. Dans toute la suite, on suppose qu'a I'instant initial chaque atome est ecarte de Sa 
position d 'equilibre sans vitesse initiale. Dans cette hypothese, que devient I'expression 
de un(t) ? 

6. En utilisant les relations de Fourier!, exprimer un(t ) en combinaison lineaire des depla­
cements initiaux un (O). 

7. Dans la limite N » I, toutes les sommes discretes sur k peuvent etre remplacees par 
des integrales. Ecrire la forme finale de un(t) qui resulte de cette substitution . 

8. Etablir I'egalite (11-31.52) . 

Etude a grande echelle 

Dans cette partie, on suppose que Ie champ des deplacements varie tres lentement a I'echelle 
a et on pose awo = c. 

1. Dans cette situation , que devient la loi de dispersion w(k) ? 

2. Quelle est la vitesse de groupe Vg ? Comment se compare-t-elle a la vitesse de phase v¢ ? 

3. Pour les champs lentement variables, il est licite de transformer les expressions obtenues 
precedemment en prenant la limite continue d'espace - ce qui revient a faire tendre Ie 
parametre a vers zero. On posera : 

lim na = x , 
a --+ 0, n --+ +00 

lim un(t) = u(x, t ) 
a --+ 0, n --+ +00 

Montrer que u(x, t) se met alors sous la forme : 

1
+00 

u(x, t ) = -00 G(x - x' , t ) u(x' , 0) dx' 

et donner I'expression integrale de la fonction G. 

1 Pour des variables conj ugwles de Fouriel' , on a : 

AI L -ikna k =/ii n Qn
e 
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4. En deduire I'equation de propagation satisfaite par Ie champ des deplacements u(x, t). 
Connaissant u(x, 0) , donner I'expression formelle de u(x, t) et commenter. IIlustrer 
ces resultats par un schema representant la variation spatia Ie de u a t = 0 et a un 
instant quelconque t. 

Retour au reseau discret 

On suppose maintenant que Ie champ des deplacements varie vite a I'echelle a ; dans ces 
conditions, il convient de garder la loi de dispersion trouvee pour Ie reseau et I'expression 
premiere des deplacements un(t). 

1. Tracer Ie graphe de la variation de la vitesse de groupe, vg , en fonction de k. 

2. Donner I'expression approchee de Vg lorsque k est en bord de zone. 

3. On suppose que les ecarts initiaux sont repartis suivant un(O) = (-l)nuo, OU Uo est 
donne, ce qui definit une structure alternee presentant un ordre a longue distance. 
Trouver un(t) sachant que : 

lim I::einqa 
= 27r8(qa) 

N -> +oo 

11' 11' 
(-- < q < +-) 

a a 
(31.6) 

n 

Que devient I'ordre initial au cours du temps? 

Dans l'hypothese harmonique et pour des interactions a courte portee, l' energie 
potentielle de vibration est Uh = ~ K L:n E Z (Un+l - U n ) 2 . Comme le reseau est repute 
avoir une configuration d'equilibre stable ou tous les ecarts Un sont nuls, la constante K 
est strictement positive. 

Equations du mouvement 

1. Le Lagrangien (classique) de la chaIne est : 

n n 

Avec xn(t) = na + un(t), on a xn = Un, d'ou une autre expression du Lagrangien : 

.L({Un}, {Un}) = L~MU~ - ~K L (Un+1 - Un)2 , 
n n 
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I N' t' d L d aL aL 0 0 aL M' donnant es equa lOns e agrange Cit BUn - aUn = . n a aU
n 

= Un et : 

-K[(un - Un-I) - (Un+I - Un)] , 

d'ou les N equations classiques du mouvement : 

so it : 

I {un = -K(2un - Un-I - Un +l)}n=I,2 , .... N I 
Ces equations sont bien les equations de Newton ecrites pour chaque atome : Ie 
second membre est -K[(un - Un-I) + (Un - Un+I) : c'est la somme des forces de 
rappel exercees sur l'atome en na par ses deux voisins. 

2. Avec un(t) = J.~: Un(w) e- iwt dw, on a Un = (- iw)2 J!": Un(w) e-iwt dw ; la trans­
formation (de Fourier) effectuee sur les equations du mouvement donne Ie systeme 
d'equations (K = MW5) : 

3. Ce systeme (lineaire) pour les Un(w) est aux differences finies, et admet forcement 
de ce fait des solutions du genre Un(w) = en</>. Le parametre (complexe) ¢ do it 
avoir une partie reelle nulle, faute de quoi on aurait des divergences exponentielles 
d'un cote ou de l'autre dans la limite N -4 +00. ¢ etant imaginaire pur, et compte 
tenu de l'echelle de longueur a disponible, il est naturel d 'ecrire ¢ = ika, ou k est un 
nombre d'onde reel. Finalement, posant Un(w) = Ceinka , Ie report dans Ie systeme 
donne, apres simplification par einka : 

(w2 
- 2w5) + 2w5 cos ka = 0 {=} 

4. Ce dernier resultat montre que la pulsation w doit etre egale a +w(k) ou -w(k) , 
ou w (k) est la fonction positive par definition: 

de[ I' ka I w(k) = 2wo sm 2 

En vertu des conditions cycliques adoptees, les valeurs de k sont discretisees suivant 
une grille tres fine k E {kq} q, ou kq = q ~:, I' entier q prenant N valeurs de fagon 

a epuiser to utes les valeurs non redondantes du nombre d 'onde k, par exemple 
q = 1, 2, ... N. Formellement, la transformation (integrale) de Fourier implique un 
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integrand ou apparait Ie peigne de Dirac L:q o(k - kq), de sorte que la relation 
integrale inverse est en fait, a tout instant t, une somme discrete: 

Un(t) = 2: [Un(w(kq )) e+iw(kq)t + Un ( - w(kq )) einkqae- iw(kq )t] , 
q 

ce que l'on peut recrire plus sobrement : 

Un(t) = 2: einka (~k+eiw(k)t + ~k_e-iW(k)t) , 
k 

0\' it st ous-entcndu que la omm til· k courL ur I valeurs dis reti ces situee 
par exempl dan Ja PI' miru:e zon d Brillouin. L amplitude ~J.:± sont pour 
I in tant qu lconqu s, et nt d faiL les 21 constant d integrati ns que I' n 
d6t rminera ult rl urem nt n. 1'ai Ie des 2N conditions ini ia.les ll'n(O) i£,~ (O). 

On en deduit, avec en plus une derivation en temps : 

Un(O) = 2:einka (~k+ +~k- ) 
k 

Un(O) = i 2: einka W(k)(~k+ - ~k- ) 
k 

5. Les conditions initiales un(O) quelconque et un(O) = 0 donnent ~k+ - ~k- = 0, soit 
~k+ = ~k- == ~k quel que soit k, d'ou, pour cet etat de depart: 

Un(t) = 2: 2~keinka cosw(k)t 
k 

6. En utilisant les relations de Fourier pour des variables conjuguees : 

{=:::} Ak = ~ 2: an e- ikna 

n 

avec an = un(O) et Ak = 2~k, on a 2~k f:t L:n un(O) e- ikna reportant cette 
expression de ~k dans celle de un(t), on obtient : 

Un(t) = ~ 2: 2: un,(O) ei(n-n')ka cosw(k)t 
k n ' 

egalite qui acheve la resolution du probleme dynamique, exprimant la deformation 
a l'instant t en fonction de la deformation initiale. 

7. Dans la limite N» 1, les sommes discretes sur k peuvent etre remplacees par des 
integrales selon la substitution habituelle L:k -t A J dk, avec ok = ~:, donn ant : 

+" 
Un(t) = 2: [,,~ dk 0 Un' (O)ei(n- n')ka cosw(k)t 

~ n 

(31.7) 
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8. Posant k
2
a = ¢ et n - n' = m E Z, l'integrale sur k apparaissant dans l'expression 

precedente de Un (t) est : 

Posant ¢' = ¢ + 'if dans l'integrale avec -Wo et utilisant la relation de Chasles : 

I = ~ j+7r e2imq, e2iwo tsin q, d¢ == Jm ( 2wot) 
2'if -7r 

ou J m est une fonction de Bessel d'indice entier m. On en deduit : 

n ' 

qui est l'egalite (II-31.52). Comme seule la fonction Jo est non-nulle a l'origine, 
l'egalite precedente est bien satisfaite a t = O. 

Etude a grande echelle 

Il est evident physiquement que si Ie champ des deplacements au depart varie tres lente­
ment a l'echelle a, il en ira de meme a tout instant ulterieur. 

1. Cette situation revient a regarder Ie reseau "de loin", Ie pas du reseau a devenant 
tres petit pour la resolution oculaire j la contrepartie for melle consiste a. prendre 
la limite a ----+ 0 (limite du reseau "continu"), auquel cas la loi de dispersion w(k) 
devient : 

IW (k) ----+ kcl 
ou c ~ awo. Dans cette limite , la loi de dispersion est lineaire. 

2. La vitesse de groupe (formelle) Vg s'obtient par derivation de la relation de disper-
sion: 

dw ka 
Vg = I dk I = awo cos 2 ' 

qui, dans la limite continue, tend vers awo == c : 

La vitesse de phase vq, est 1;;w(k), qui tend vers ¥ k2a, soit : 
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A la limite contum , vice 'e de pbas t vit o 'se de groupe coincident en consequence 
du fait qu la relaLion d di pet 'ion devient lineaire : Ie milieu n'est plus dispersif 
(toutes 1 . omposan e n frequ nee se PI' pagent ala meme vitesse, il n'y a plus 
d'etalem. nL d un paquet d oneles). 

3. Tous les champs des deformations etant lentement variables, on peut effectuer 
la limite continue d'espace, pn§cisement definie comme lima --+ 0, n--+ +00 na = x, 
lima --+o,n--++ooun(t) = u(x,t), Dans cette limite, la combinaison aLn, dans 
l'expression (31.7) devient J dx', et on obtient : 

u(x,t) = 2~ [~ dk [:00 dx' eik(x-x') u(x', 0) cos ket , 

d'ou la fonction G(x, t) par identification: 

d'f 1 / +00 . G(x, t) ~ - e1kx cosketdk 
27r -00 

(31.8) 

(31.9) 

et l'expression compacte u(x, t) = J~:: G(x - x', t)u(x', 0) dx', qui fait apparaitre 
la fonction G(x-x', t) comme Ie propagateur (ou fonction de Green) du champ des 
deplacements, u(x, t) se met alors so us la forme: 

/
+00 

u(x, t) = -00 G(x - x', t) u(x', 0) dx' (31.10) 

FormeUement padant, cette expression est tout a fait generale et ne repose que 
sur l'approximation harmonique pour l'energie potentieUe, queUe que soit la na­
ture precise des couplages harmoniques (a courte ou longue portee), La linearite 
inMrente a. cette approximation est la raison assurant que la reponse a. l'instant t 
est exactement reMe a la perturbation initiale par une simple proportionnalite, 

4, La derivation de l'egalite (31.8) donne: 

02 1 / +00 /+00 . , 
ot2 u(x, t) = 27r -00 dk -00 dx' e1k(x-x ) u(x', 0) ( - k2e2

) cos ket 

par ailleurs, on a aussi : 

02 1 /+00 /+00 ., 
ox2u(x, t) = 27r -00 dk -00 dx'(_k2)e1k(x - x)u(x', 0) cosket , 

d'ou: 

Cette equation est identique a celle donnant la dynamique d'une corde vibrante, 
ou a l'equation de propagation pour une composante du champ electromagnetique 
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u(x, 0) 

Figure 31.1: Propagation du champ des deplacements dans la limite continue. 

en jauge de Lorentz. On aura d'ailleurs reconnu en la chaine d'oscillateurs l'un 
des premisses de la quantification du champ (voir Tome II, chapitre 25, plus parti­
culierement sous-section 25.1.1). 

L'equation aux derivees partielles ci-dessus a pour solutions toutes les fonctions du 
genre f(x ± ct) ; la solution generale est donc de la forme J+(x - ct) + f _ (x +ct) ou 
les deux fonctions f ± sont pour l'instant quelconques. Le calage sur la condition 
initiale u(x, 0) = uo(x), donne J+(x) + f _ (x) = uo(x) . Par ailleurs , la symetrie par 
renversement du temps2 exige u(x, -t) = u(x, t), d'ou J+(x) = f-(x) = uo(x) 
finalement, on obtient : 

1 
u(x, t) = "2 [uo(x - ct) + uo(x + ct) 

Ce resultat peut d'ailleurs s'obtenir directement en remarquant que Ie propagateur 
(31.9) a pour expression: 

1 
G(x, t) = "2 [o(x - ct) + o(x + ct) ] (31.11) 

(on a utilise J(x) = 2~ fIR eikx dx). 

Le champ des deplacements se separe ainsi en deux parties se deplac;ant en sens 
contraire ; au bout d'un temps tel que ct est grand devant toute echelle caracterisant 
Ie paquet initial, les deux paquets sont bien separes : le profil de u(x, t) ne change 
pratiquement plus au cours du temps, les deux composantes s'eloignant en bloc a 
vitesse constante l'une de l'autre (voir fig. 31.1), chacune d'entre elles etant Ie clone 
du champ initial, simplement reduit d'un facteur ~. Cette dynamique tres parti­
culiere, specifique d'un milieu non dispersif, vient fondamentalement du fait que, 
la relation de dispersion etant lineaire, to utes les composantes de Fourier avancent 
ala meme vitesse (vitesse de phase et vitesse de groupe co·incident). 

Retour au reseau discret 

Quand Ie champ des deplacements varie vite a l'echelle a, il faut garder la loi de dispersion 
trouvee pour Ie reseau et les deplacements discrets un(t). 

2consequence du fait que l'equation dynamique est du second ordre en temps. 
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1 L 't d t dw ka . a VI esse e groupe es Vg = dk = awo cos 2"' 

awo 

L-______________ ~~~ k 

a 

Figure 31.2: Variation de la vitesse de groupe. 

2. Quand k est en bord de zone, k = ~ - c, on a Vg = awo sin a2c c::: awo a2c, d'ou : 

I k ~ ~ : Vg c::: ~ (7f - ka) I 
La vitesse de groupe s'annule lineairement en bord de zone. Un paquet d'ondes 
ayant majoritairement des composantes k pres de ~ se deplace dons tres lentement 
relativement a awo. 

3. Le champ initial des deplacements un(O) = (-l)nuo, Uo donne, correspond a 
une dimerisation du reseau ; notamment, il varie vite a I'echelle a. Revenant a 
I'expression (31.7), on a : 

+'" 
a 1 a ~ 1.( ') Un(t) = - dk L-.(-l)n uoe l n-n ka cosw(k)t 

27f ". 
-(1 n' 

Comme (-l)n' = e- in' '''', la somme discrete est: 

uoeinka L( _ l)n' ein' (7r-ka) = uoeinka 27fo(ka - 7f) 
n 

l 'ecart un(t) est alors : 

+'" 
un(t) = auo [ ",a einka cosw(k)to(ka - 7f) dk 

a 

Avec o(ka -7f) = ~o(k - ~), et w(k = ~) = 2wo, il vient : 

I un(t) = un(O) cos 2wot I 
n voit ainsi que l'ordl'e i.n itial se m~ill ient au c urs du t· mp " la chaine retrotlvant 

peri diquemeni sa. configw.·ation de depar pom t = ntier x ..!L. C la tient au fait 
w(} 

que la distribuLioD i.l1itiale est de la forme uoeinka avec ka = 7r : I paquet. d'ondes 
o 'a des omp saote llon-nuUes que pour les valeurs de k qui annulent 1a vite d 
groupe. 
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31.2 Vibration d 'un reseau unidimensionnel de 
dimeres 

So it un reseau unidimensionnel de pas3 a, dont Ie motif est une molecule diatomique homo­
nucleaire formee de deux atomes de masse M, separes (a I'equilibre) de la distance d < a 
(reseau de dimeres, voir fig. 31.3) ; les constantes de raideur sont maintenant differentes : 
K j pour Ie ressort entre les deux atomes separes de d (vibration intramoleculaire), K pour 
deux atomes appartenant a deux molecules adjacentes ; afin de fi xer les idees, on suppose 
K i > K, qui est la situation physique usuelle. On designe par X l ,j I'ecart de I'atome qui 
vibre autour de ja, X2 , j I'ecart de celui qui est pres de ja + d. On pose : 

!vi 

• 
ja 

2 K 
no= M ' 

K; 
!vi 

• 
j a + d 

K 
!vi 

• 

r.2 r. 2 2 
HO + Hj = Wo 

K; 
!vi 

• (j+l)a (j + l )a+ d 

Figure 31.3 : Positions d 'equilibre du reseau de dimeres. 

1. Ecrire les equations du mouvement. 

2. En deduire Ie systeme determinant les composantes de Fourier X1 , j et X 2 , j . 

3. Trouver les relations de dispersion; qualifier les deux branches obtenues. 

4. Quel est Ie gap en bord de zone? 

5. Analyser les relations de dispersion pour k,...., 0 et Ikl :s ~. 

(31.12) 

== == == ================ 

1. Les equations du mouvement sont : 

3p our la comparaison avec les expressions obtenues avec celles trouvees pour Ie reseau a deux masses 
(section 31.3), se souvenir qu'alors la mai lle avait pour cote 2a. 
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2. Les equations pour les compos antes de Fourier Xl,j et X 2, j s'en deduisent imme­
diatement: 

et : 
[MW2 - (Ki + K)] X 2,j + KiXl,j + K X1,j+l = 0 

P ,..,,2 K,..,,2 _ K; ·1 . t· osant ~ Go = M' ~ Gi - M' 1 Vlen . 

et : 

{ 

(w2 - n~ - On 0 1 + (ilf - ika + 05) O2 = 0 

(w2 - 05 - O~) O2 + (Of + 05 + ika) C1 = 0 

qui ad met une solution non triviale ssi : 

soit : 

w2 
- 05 - Of 

Of + 05 eika 
Of e- ika + 05 
w2 

- 05 - Of 1=0 

1[ [ 2 .2ka]l/2] M K+Ki± (K+Ki) -4KKi slll ""2 • 

et donne a nouveau une branche acoustique et une branche optique : 

tracees sur la figure 31.4 avec -if = 0,5. En bord de zone, ces branches prennent les 

valeurs JO~ + Of ± 10~ - Orl ; quand K < Ki (cas physique), Wac(~) = y'2oo, 
WoPt(~) = y'2 0 i. 

4. Le gap en bord de zone est donc en general : 
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optique 

iV2.(1; 
;-./2.(10 
f 

~--------------~~ k 

a 

Figure 31.4: Relations de dispersion pour Ie reseau de dimeres. 

5. En centre de zone (k ---t 0), on a : 

Wac ~ 
KK 

2M(K; lq Ikla , 

En bord de zone (ka ---t 7r), et si Ki > K : 

31.3 Vibration d 'un reseau avec des couplages har­
moniques a longue portee 

Dans toute la suite, on considere un reseau unidimensionnel de pas a forme de N atomes 
identiques de masse M. Tn designe4 la position instantanee du n e atome : 

Rn=na. (31.13) 

Un est I'ecart a la position d'equilibre. Afin de depasser I'approximation ordinaire ou I'on 
n' introdu it que des couplages entre premiers voisins, I'energie de vibration harmonique est 
ecrite sous la forme suivante : 

(31.14) 

II s'agit principalement de trouver la relation de dispersion de ce modele et d'etudier 
ses particularites en fonction de la decroissance spatia Ie, lente ou rapide, des constantes de 
raideur K m , supposees toutes positives. 

1. Ecrire Ie Lagrangien du reseau, £. 

2. Ecrire I'equation de Lagrange pour Un a I'aide de ~au . 
Un 

4Comme on l'a vu, Tn (ou Un) est indifferemment une variable classique ou la valeur moyenne quan­
tique de l'opel'ateur position dans la descrip t ion de Heisenberg. 
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3. Calculer explicitement ~au . 
Un 

4. En deduire que I'equation du mouvement de Un a la forme suivante : 

lvIun = - L Fm (un, U n+m' U n- m) , 
m>O 

(31.15) 

ou Fm est une fonction lineaire de ses arguments dont on precisera I'expression . 

5. Afin d'obtenir la solution de I'equation (31.15), on pose Un = Ce- iwteikna, ou C est 
une constante. Com bien vaut la partie imaginaire de k ? 

6. En deduire que la pulsation west don nee par: 

w=±w(k) , w(k) = 2 [L Am(k) ]
1/2 

(31.16) 
m>O 

Donner I'expression des Am(k). 

7. Dans la limite des deplacements lentement variables a I'echelle du reseau (approxi­
mation des grandes longueurs d'onde), montrer que la relation de dispersion est a peu 
pres donnee par : 

w(k) -::= Iklc , (31.17) 

a condition toutefois que la serie S == I:m m 2w;;, soit convergente. Donner I'expression 
de la vitesse du son c. 

8. Si I'on admet que Km a une decroissance algebrique du genre : 

K 
K m =-, 

mP 
(31.18) 

quelle est la condition sur I'exposant p pour que Ie resultat (31.17) ait un sens ? 

9. On suppose maintenant 1 < p < 3 (couplages harmoniques a tres longue portee). Des 
lors, il n'est plus sense de remplacer Ie sinus par son argument; toutefois , la limite 
des grandes longueurs d'onde autorise a substituer la somme I:m par une integrale sur 
I'abscisse continue x : 

L 
m>O 

K 
. 2 kma 

sm --
m 2 

Com bien vaut I'exposant q ? 

Kaq dxx-P sin2 - . 1+00 kx 

o 2 
(31.19) 

10. Effectuer Ie changement de variable convenable pour obtenir I'expression suivante : 

w(k) = 2 ApJK/M (ka)(p-l)/2 , (31.20) 

ou Ap est un nombre. A quelle condition sur p ce nombre est-il fini ? Donner I'allure 
de la loi de dispersion dans Ie voisinage de k = O. Peut-on dans ce cas definir une 
vitesse du son? 
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Il s'agit principalement de trouver la relation de dispersion de ce modele et 
d\ltudier ses particularites en fonction de la decroissance spatiale, lente ou rapide, des 
constantes de raideur Km, supposees to utes positives. 

L'energie de vibration harmonique est ecrite sous la forme: 

N 1 
Uh = L L 2Km(Un, - un'+m) 2 , 

n'=l m>O 

les Un etant les ecarts aux positions d 'equilibre. Le cas ordinaire correspond a une SOmme 
sur m bornee au seul terme m = 1. 

1. Le Lagrangien du reseau dans l'approximation harmonique est : 

~ 1 .2 ~,,1 )2 
[, = L 2 Mun - L L 2Km(Un - Un+m 

n=l n=l m>O 

2. L'equation de Lagrange pour Un est A~ = _QQn. 
dt BUn BUn 

3. La derivee QQn est: 
BUn 

N 

L L Km[(un, - un'+m)on'n - (Un' - un'+m)on'+mn] = 
n'=l m>O 

L Km(2un - un+m - u n- m ) 
m>O 

4. On en deduit l'equation du mouvement de Un : 

MUn = - L Fm{un , Un+m' Un- m ) , 
m > O 

ou Fm = Km(2un - U n +m - un - m ), fonction lineaire de ses arguments. 

5. On pose Un = Ce-iwteikna, ou C est une constante, le nombre d'onde k etant 
forcement reel. 

6. Reportant cette forme de Un dans l'equation du mouvement, il vient (Km = Mw;,) : 

M( - iw)2 = - L Km(2 - eimka - e- imka ) 

m>O 

d'ou w2 = Lm>o 2w;, (1 - cosmka), soit w = ±w(k) ou : 
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7. Dans l'approximation des grandes longueurs d'onde, ).m(k) ~ iw~(mka)2 , et on 
peut ecrire : 

[ ]

1/2 
w(k) ~ Ikla L m2w~ ; 

m>O 

cette ecriture exige bien sur que la serie S == 2:m m2w~ soit convergente. Par 
identification, la vitesse du son a pour expression: 

8. Si Km a une decroissance algebrique Km = ,;;" == ~~; , la serie S est wi 2:m m 2
-

p
, 

et converge ssi p > 3 ; lorsque tel est Ie CaB, S = wr((p - 2), ou ( est la fonction de 
Riemann, et alors : 

La vitesse du son diverge quand p -; 3, et tend vers aWl quand p -; +00, limite 
reproduisant essentiellement Ie CaB usuel de couplage entre premiers voisins (voir 
fig. 31.5). 

9. Lorsque la serie diverge, il faut reverur un cran en arriere et repartir de l'expression 
(31.21). Si l'on s'en tient a la limite des grandes longueurs d'onde, ). » a, la 
variable kma == 21Tm~ est quasi-continue et on peut remplacer la somme 2:m par 
une integrale sur l'abscisse continue x : 

L 
m>O 

K 
. 2 kma 

sm --
m 2 

par l'analyse dimensionnelle, on a [Km] = [K]Lq Ll - p, d'ou q = p - 1. 

c(p) 

p 
3 

Figure 31.5: Vitesse du son c(p) avec des constantes elastiques Km = n~'" 

10. Posant X = kx, l'integrale I devient : 
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" 2(k) - 4w2 1k IP- l C C ~ r+oo X - p . 2 X dX ·t· d ou W - 1 a p, p - Jo sm"2 sm. 

I w(k) = 2ApW1 Ikal(p- l)/2I 

ou Ap = (Jo+oo X - p sin2 ~ dX) 1/2. L'integrale donnant Ap est finie si 2 - p > -1 
(sommabilite a l'origine) et si p > 1 (sommabilite a l'infini). Au total, il faut 
1 < p < 3, ce qui est suppose. D'ailleurs, l'integrale Cp se calcule aisement et 
vaut: 

1 . p~ ~ 
Cp = -2'f(l - p) sm 2 = - 4f(p) cos T 

la deuxieme ecriture, resultant de la formule des complements f(z )f(1- z) = ~ 
Sln7rZ l 

montre clairement que la constante Cp est bien positive si 1 < p < 3. 

La vitesse de groupe est Vg = (p - l)a Apwo (ka)(p-3)/2 : elle diverge a l'origine ; la 
courbe w(k) tend donc vers zero en k = 0 avec une tangente verticale. Par exemple, 
pour p = 2, on a : 

Quant a la vitesse du son, elle est la limite du rapport fW(k) quand k tend vers 
zero. Ici : 

~W(k) = 2 ApW1 (ka)(p-3)/2 , 

qui diverge a l'origine pour p ::; 3 ; en pareil cas, on ne peut pas definir une vitesse 
du son. II est bien clair que to utes ces particularites decoulent de la decroissance 
algebrique des constantes de couplage Km ; si, par exemple, celles-ci ont un com­
portement exponentiel, la vitesse du son est toujours finie. 

• Complement 

C'est une bonne occasion d'analyser Ie propagateur G(x, t) (voir probleme 31.1 
p.1123, eq. (31.9)) dans Ie cas ou la relation de dispersion n'est plus lineaire a 
basse frequence. On a d'une fac;on generale, dans la limite continue: 

1 /+00 G(x, t) = - eikx cosw(k)tdk , 
2~ -00 (31.22) 

G(x, t) permettant de construire Ie champ des deplacements a l'instant t par la 
relation integrale (31.10). 

Le propagateur G(x, t) est ici plus specifiquement (T ~ 2Apw1t) : 

1 /+00. 1 1+00 
G(x, t) = - e1kx cos (Tlkal(p-1) /2 ) dk = - cos kx cos (T(ka) (p- 1) /2 ) dk , 

2~ -00 ~ 0 
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soit G(x, t) == Q(x, t) +Q(x, -t) , ou Q(x, t) ~ 2~ Jt>" cos (kx+T(ka)(P- l)/2 ) dk j 

Ia derniere egalite montre que G(x, t) est la composante paire en temps de la 
fonction Q(x, t) . Noter que Q(x, t) est invariante dans l'inversion espace - temps: 

Q(x, t) = Q( -x, -t) , 

et satisfait Q(x, 0) = ~o(x). De toute evidence, on a aussi : 

G(x , t) = G( -x, t) = G(x, -t) = G( -x, -t) , G(x, 0) = o(x) , 

et: 

£:00 G(x, t) dx = 1 I;j t 

cette egalite est caracteristique des lois de dispersion qui s'annulent en k = O. 

Le champ des deplacements a l'instant t est a nouveau Ia somme de deux fonctions 
identiques se depIa<;ant en sens contraire : 

u(x, t) = f(x, +t) + f(x, -t), f(x, t) ~ £:00 Q(x - x', t)uo(x' , 0) dx' . 

Prenons plus particulierement p = 2, auquel cas A2 = 4- j il vient (T = j7rWlt) : 

G(x, t) = - e'kx COS(T~) dk , 1 1+00 . 
27r -00 

d'f 1 1+00 

1 1+00 

. Q(x, t) ~ - cos (kx + T~) dk = ~- e1(KX+n!K) dK , 
27r 0 27ra 0 

avec X = ~. Comme Q( -x, t) = Q(x , -t), Ie calcul ci-dessous est fait avec x > O. 

Posant K = u2 , on obtient : 

En completant Ie carre de l'exponentielle , cette derniere integrale est mise sous la 
. , 2 

forme e-14X J, ou : 

J = e'X(u+ 2X ) du = - -. - - e'xu du 1+
00 . T 2 1 p; 12x . 2 

o 2 -lX 0 

Posant u = ei % X-l/2~, la derniere integrale s'ecrit ~J; e- e d~, Z ~ e- i7r / 4 2rx 

et s'exprime donc avec Ia fonction Erreur5 i[l(z) ~ };r J; e-e d~ j il vient ainsi : 

5 auss i notee Erf(z). 

J = j7r ei % [1 - i[l(z)) 
2VX 
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On a donc maintenant : 

soit : 

1 .("+T2)[ T e- if 2 2] Q(x, t) = Re- 1 "4 4X - i-[I- <I>(z)] - ____ e-z = 
2aV1rX 2X 2.,(X fi 

T R[ei(1J- ;~ )[<I>(z) -1]] . 
4aXy'1rX 

Utilisant <I> ( -z) = - <I>(z), on en deduit finalement l'expression de G(x, t), avec 
toujours T = fi WI t : 

G(x, t) = T R[ei(1J-~rx~)<I>(e-i7r/4 T )] 

41xl v1r(lxl/a) 2JIXI7G: 
Le propagateur contient visiblement une singularite essentielle a l'origine x = o. 

h A o +:-~-----.... 
- ih 

Figure 31.6: Chemin d'integration permettant de mettre en evidence les parties reelle et 
imaginaire de <I> (z). 

2 
Noter que, la fonction e- U etant holomorphe, peu importe Ie chemin d'integration ; 
Ie trajet OAB (voir fig. 31.6) permet de mettre en avant les parties reelle et imagi­
naire de <I>(z) : 

. T 2 I T /( 2..J25{) 2 l- T /(2..J25{) . 2 
<I>(e- I7f /4 __ ) = - ( e- X dx+ e- (IY) d(iY)) == h -iJz , 

2.,(X fi 0 0 

avec: 

h = <I> ( ~), 
2y2X 

2 I T /(2..J25{) 2 

12 = - eY dy . 
fio 

Avec ces elements, et compte tenu de la symetrie de Q(x, t), on peut finalement 
recrire Vx : 
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d'ou, utilisant Ie fait que h et I2 sont des fonctions impaires de T : 

T [ 7r aT
2 

. 7r aT
2 

G(x, t) = j h cos (-4 - -41 I) +h sm (-4 - -I-I) 
21 xl 7r(lxl/a) x 4 x 

Ce propagateur est bien different de celui obtenu pour une loi de dispersion lineaire 
(voir eq. (31.11)), en raison ssentiell m nt d · J'a umulatioll de composantes ayant 
une vitesse de phase res pe ite. ·lon (31.10) G(x t) donne Ie champ des deplace­
ments quand celui-ci e.-I. illitiaJement 1LOO(X) - au facteur uo pres. Au fil du temps, 
la distribution des d plac ment s'etire Ie loug de In chain , mais acquiert simul­
tanement une structul' de plll n plus irreguliere au voisinage de l'endroit ini­
tialement etire. Dans cette limite continue, elle n'est pas en fait representable 
graphiquement pres de l'origine, en raison des oscillations de plus en plus serrees 
au fur et a mesure que l'on s'approche du point x = O. 

G(x, T = 0,1) G(x, T = 1) G(x, T = 2) 

0,25 x/a 0,25 x/a 0,25 x/a 

Figure 31.7: Propagateur G(x, t) a differents instants. Noter que la singularite essentielle 
a l'origine est d'autant plus manifeste que Ie temps augmente. 

2 
On remarque que la variable pertin ute pour p = 2 est la combinaison !,;, qui est 

en quelque sorte 130 variabl dual de c lie, xt

2
, que l'on obtient pour une relation 

de dispersion w ex: /,;2 (voir par xelUple Ie propagateur quantique d'une particule 
libre (Tome I, eq. (1-14.129»). II est aise d'en comprendre les raisons. 

Dimensionnellement parlant, l'expression generale (31.22) implique essentiellement 
la combinaison tlkl(p-l)/2, de sorte que, traduite dans les unites naturelles du 
probleme, Ie propagateur (au facteur ~ pres), est une fonction de la seule variable: 

wlt t 
(x/a)(p-l)/2 ex: x(p-l)/2 ' 

2 

ou, si l'on prefere, d · la variable X;-l' La relation de dispersion "usuelle" pour 
une particul rna ive st w ex: k 2 , et correspond a p = 5 ; en pareil cas, la bonne 
variable e (;;~:p ex :}r ou, de fa<;:on equivalente, son inverse xt

2 
• 

Ces considerations se tl'ansposent aisel'U nt en termes d'equation dynamique, a 
onclition qu' He soil. lineail'e, pui, qll Ie propagateur est une combinaison lineaire 

d exponenti Ues el(k:c-w(k))t. L equat.ion d propagation ordinaire est associee a une 
loi d · dispersion lineail' W = k . : 

w=kc ~ 
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ce qui se transcrit de fac;on equivalente dans Ie langage de Fourier: 

E)2 2 82 
_. = c __ • <=> • = ei[kx - w(k)]t , 
8t2 8x2 w = kc 

Dans la meme veine, et si I'equation est du premier ordre en temps, la loi w ex: k2 

donne: 

8 82 
_. = D -- . <=> • = ei[kx- w(k)]t , 
8t 8X2 

w = -iDk2 
• 

Lorsque la constante D est reelle positive, c'est l'equation de diffusion classique pOur 
une densite de probabilite P(x, t). Si D est imaginaire pure, c'est essentiellement 

l'equation de Schrodinger pour une particule libre, iii ~~ = - ~ ~:~ . 
Si l 'equation est du deuxieme ordre en temps, une relation de dispersion quadra­
tique w ex: k2 est equivalente a une equation du quatrieme ordre en espace : 

Vne telle equation apparait en elasticite (equation de Helmholtz), et fut l'une des 
premieres pistes explorees par Schrodinger [66]. 

Formellement, une relation de dispersion w = Cwl-', l'exposant j..t etant quelconque, 
est l' equivalent d'une equation aux derivees partielles contenant des derivations non 
entieres. P ar exemple, pour une equation du premier ordre en temps, la relation 
prececlente est la transcription dans Ie langage de Fourier de l'egalite formelle : 

~. = il-'-lA 81-' • 
8t 8xl-' 

Dans Ie contexte de la diffusion classique, ces analogies ont ete Ie point de depart 
de travaux tendant a mettre en evidence, dans un contexte dynamique, les lois 
de Levy La(x) en tant que generalisation de la loi de Gauss, laquelle arrive tout 
naturellement comme solution de l'equation de diffusion ordinaire. Ces lois , larges 
mais stables par I'addition tout comme la loi de Gauss, sont en effet caracterisees 
par une decroissance en puissance, La(x) rv Ixl-(a+1), un fait lie a l'apparition 
d'exposants non entiers dans leurs transformees de Fourier, La(k) : un comporte­
ment en Ixl - (a+1) a l'infini implique, par la dualite usuelle de la transformation de 
Fourier, un comportement en ka a l'origine pour La(k). • 

31.4 Instabilite de Peierls 

II s'agit de montrer qu'un gaz d'electrons sur un reseau unidimensionnel deformable est ins­
table et a tendance a induire une surstructure cristalline. Dans Ie cas considere ici (un electron 

par atome), on assiste a une dimerisation du reseau, I'ion initialement situe en x~O) = na 
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quand Ie reseau est rigide etant finalement decale d'une petite quantite Un = (-l)nu, ou u 
est un deplacement constant (x n = na + (-1) n u ). Un exemple physique de cette situation 
est constitue par certaines longues chaines carbonees, comme Ie polyacetylene, rencontre 
dans Ie chapitre 28, sous-section 28.2.5 (voir aussi probleme 28.5, p.891) . 

La partie 1 est une analyse qualitative du phenomene ; la partie 2 en fournit une 
description detaillee sur la base d 'un modele simplifie. 

1. (a) Dans toute la suite, les electrons sont supposes independants, de sorte que I'on 
raisonne dans Ie cadre d'une theorie a une particule ; par ailleurs, Ie cas echeant, 
on invoquera les conditions cycliques de Born - von Karman relatives a une chaine 
bouclee sur elle-meme et contenant N sites. 

So it c(k) la loi de dispersion de la plus haute bande occupee, presentant un 
minimum en centre de zone et recevant les N electrons de valence atomiques. 
Quel est son taux de remplissage ? Com bien vaut kF, nombre d'onde de Fermi 
associe aux plus hauts niveaux occupes ? 

(b) Le reseau d'ions n'etant pas rigide, expliquer pourquoi I'energie du gaz d'electrons, 
Ee , est abaissee si les ions sont deplaces de U n. 

(c) L'abaissement de Ee consecutif a la deformation de reseau est en competition 
avec I'augmentation d'energie elastique de reseau, Eharm. Dans toute la suite, 
on suppose Ie reseau pas trop mou pour qu 'un compromis energetique puisse 
etre effectivement realise; quelle est la consequence de la dimerisation sur les 
proprietes de conduction electrique du solide ? 

2. Le Hamiltonien d' un electron sur Ie reseau est ecrit comme suit : 

(31.23) 
n 

IcPn) est une fonction bien localisee centree sur Ie site d'abscisse Xn les IcPn) sont 
orthonorma I isees : 

(31.24) 

tnn+l est I' amplitude (reelle positive) permettant Ie saut de I' electron d 'un site vers 
les premiers voisins et depend de la distance Xn - Xn+ l entre deux sites ; en partant 
de I'idee que Ie deplacement u est toujours tres petit devant a, on se borne ici 6 a une 
variation lineaire et on pose : 

tnn+1 = to - a(xn - xn+l + a) (31.25) 

to et a sont des quantites positives, dont les ordres de grandeur sont : 

to rv 1 eV , arv l ev /A. 
6Le cas d'une dependance exponentielle a ete considere dans Ie probleme 28.5. 
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(a) On decompose Ie Hamiltonien (31.23) comme suit : 

(31.26) 
n 

Donner I'expression de V. 

(b) Soit I'etat de Bloch normalise l1fJk) : 

2 7f 
(k = entier N) . (31. 27) 

Montrer que l1fJk) est un etat propre de Ho ; quelle est I' energie propre corres­
pondante, c(O)(k) ? La tracer sur I'intervalle [- 2kF, +2kF]. 

(c) Dessiner Ie schema en zones reduites sur I' intervalle [-kF, +kF]' Dans toute la 
suite, on pose, 'rIk E [- kF, +kF] : 

c~)(k) = c(O)(k) , 

l1fJk, - ) = l1fJk) , 

c~)(k) = c(O) (k + 2kF) , 

l1fJk,+) = 11fJk+2kF) 

(d) Ecrire Ie developpement de l1fJk,+) sur les l4>n). 

(31.28) 

(31.29) 

(e) Combien vaut V I1fJk, - ) ? En deduire que H est une somme d'operateurs Hk 
definis chacun dans Ie sous-espace engendre par l1fJk, - ) et l1fJk,+). Ecrire la matrice 
representant Hk sur cette base. 

(f) En deduire que les valeurs propres de H sont ±c;(k) ou : 

c(k) = - 2to /1 - Asin2 ka ; (31.30) 

preciser Ie parametre A. Representer la variation de c(k) sur [-kF, +kF] ; illustrer 
par un schema la repartition des electrons dans I'etat fondamental (mer de Fermi) . 

(g) Donner I'expression de Ee , energie du gaz d'electrons dans I'etat fondamental. 
Dans la limite N --t + 00 , exprimer Ce == Ee/N a I'aide de la fonction E(A), 
fonction elliptique complete de deuxieme espece, definie comme : 

(A :S 1) . (31.31) 

(h) L'energie elastique de deformation est ecrite sous la forme la plus simple possible: 

(31.32) 

Combien vaut c harm ~ E harm/N ? 

(i) Au total , I'energie par particule, c, est telle que : 

- ~ c _ 2 E (A) J( 2 c - - -- - +-u 
2to 7f to 

(31.33) 
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Comme uj a « I, il suffit de connartre Ie developpement de E (A) dans Ie voisinage 
a gauche de A = 1 : 

En posant : 

1 (16 ) E (A) -:= 1 + -(1 - A) In -- - 1 
4 I - A 

au 
y=- , 

to 

(31.34) 

(31.35) 

[ est une certaine fonction f(y; ~). Donner I'allure de f en fonction de y a ~ 
donne . 

(j) f est minimum en un certain Yo· Montrer que Yo « 1 est de la forme : 

(31.36) 

ou C et c sont des constantes. 

(k) Calculer les valeurs numeriques de Uo et de I'abaissement d'energie totale par 
electron resultant de la dimerisation du solide, avec to = 2eV, a = 3 eV j A, 
K = 20eVjA

2
. 

On revient ici sur l'instabilite fonciere du gaz parfait d'electrons a une dimen­
sion dans la situation de demi-remplissage, c'est-a-dire quand Ie vecteur de Fermi est 
commensurable avec un vecteur dont l 'extremite est sur la frontiere de la premiere zone 
de Brillouin associe au reseau de maille double. On montre comment cette instabilite 
a tendance a induire une surstructure cristalline, entrant toutefois en competition avec 
Ie cmIt energetique de deformation du reseau, permettant finalement l'existence d 'une 
configuration stable. Le result at net est une dimerisation du reseau, l'ion initialement 
situe en x~o) = na quand Ie reseau est rigide etant deplace de Un = (-1 )nu. On ignore ici 
l'interaction entre les electrons, cet aspect des choses ayant ete analyse dans Ie probleme 
28.5. La seule correlation electronique est donc ici exclusivement Me au Principe de 
Pauli , intervenant par ses consequences sur Ie mode de remplissage des bandes d'energie. 

1. (a) La plus haute bande occupee, de Ioi de dispersion€(k), contient les N electrons 
de valence: comme une bande, quelle qu'elle soit, peut accepter 2N fermions 
de spin ~, elle est a moitie remplie. Le nombre d'onde de Fermi kF , associe 
aux plus hauts niveaux occupes, est tel que 2~ = N ; avec L = N a, il vient : 

L 

(b) Si les ions sont deplaces de Un = (-1) nu, la maille elementaire du reseau direct 
est doublee, de sorte que kF est precisement en bord de zone 7 , la OU deux ban­
des d'energie d'ordre zero sont degenerees, dans Ie schema en zones reduites. 

7Ce que l'on nomme perfect nesting, et se traduit par kp = ;a = ~K avec K = ~. 
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On sait que la presence du potentiel de reseau provo que un croisement evite 
en levant la degenerescence, tout en maintenant constant Ie nombre d'etats 
disponibles dans chacune des deux bandes. II est alors evident que l'energie 
Ee de la bande deformee est plus basse que celle de la bande non perturbee : 
place dans ces conditions, Ie gaz d'electrons est effectivement instable. 

-...,...----+------<~ k 

Figure 31.8: Abaissement de l'energie du gaz d'electrons dans une bande a moitie remplie, 
par ouverture d'un gap en bord de zone coincidant alors avec Ie nombre d'onde de Fermi. 

(c) L'abaissement de Ee consecutif a l'ouverture des gaps est contrecarre par 
l'augmentation d'energie elastique de reseau, Eharm. A condition que Ie reseau 
soit assez raide, un compromis peut etre trouve pour une certaine valeur Uo 
du deplacement aiterne de chaque ion: une fois cet equilibre etabli, Ie systeme 
est stable. Cela etant, Ia bande electronique est separee par un gap, avec pour 
consequence que Ie solide est isolant (a temperature nulle). 

2. Le Hamiltonien correspond a un modele de liaisons fortes, les possibilites de saut 
d'un electron (hopping) etant strictement n~duites aux premiers voisins: 

n 

tnn+! est l'amplitude, supposee reelle positiveB, permettant Ie saut de l'electron 
d'un site vel'S les premiers voisins; en partant de l'idee que Ie deplacement u 
est toujours tres petit devant a, on se borne ici a une variation lineaire, posant 
tnn+1 = to - a(xn+l - Xn - a) ; avec Xn = na + (-l)nu, il vient : 

tnn+l =to+2a(-1)nu 

(a) Le Hamiltonien de liaisons fortes s'ecrit : 

n 

SUn tel choix est toujours possible, d'autant plus que Ie signe de tnn+l est sans incidence physique, 
comme il se doit puisqu 'il s'agit d 'un element de matrice non-diagonal. Le changement de signe de tnn+l 
peut s'obtenir par un rephasage (_ l )n de chaque rPn, ce qui remplace simplement k par k - ! e:> : 
rien ne change (physiquement), que I'on se place dans la premiere zone de Brillouin (k dans I'intervalle 
[- ~, ~]) ou dans une zone decalee de ~ (k E [0, 2:]). 

Choisir to > 0 permet de faire commodement les petits dessins dans la premiere zone de Brillouin : 
on remplit alors la cuvette par Ie centre, au lieu de remplir I"'anti-cuvette" par les bords ... 
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n n 

d'ou par identification l'operateur V : 

n 

et H = Ho + V , Ho etant Ie Hamiltonien pour Ie reseau non deforme. 

(b) L'action de Ho sur l'etat de Bloch normalise I'!/Ik) = IN Ln eikna I¢n) est: 

-!ffi L eikna 
(l¢n')(¢n'+ll + l¢n'+l)(¢n,l) l¢n) = 

n ,n' 

- ; L eikna (I¢n' )On'+ln + l¢n'+l)On'n) = 
V1V n,n' 

-!ffi L (eik(n'+l)al¢n,)+eikn'al¢n'+l)) == - 2tocoskal'!/lk) , 
N n' 

d'ou: 
c(O)(k) = -2tocoskal 

La relation de dispersion est done un simple cosinus inverse, minimum en 
k = 0, a 2: pres. 

7r 

2a 
······ - 2to 

BZ 1(2a) 

7r 
+ -

2a 

k 

Figure 31.9: Bande du reseau uniforme tracee dans la premiere zone de Brillouin du 
reseau de maille 2a. L'arche ABC est l'arche CDE translatee de -~ 

(c) Pour Ie reseau de maille 2a, la premiere zone de Brillouin s'etend entre ±271"a' 

soit justement ±kF ; une translation de - ~ pennet de tracer c(O) (k) dans 
cette zone (voir fig. 31.9), en definissant precisement : 

(d) Les deux classes d'etats I '!/lie , ±) sont definis comme : 
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d'apres les H~sultats precedents, et puisque cos(k + 2kF) = - cos ka, on a 
Hol'!f;k,±) = ± 2tocoskal'!f;k,±) == =!=c(O)I'!f;k,±). De plus, comme kF = ;:" Ie 
developpement de I'!f;k ,+) sur les l4>n) est: 

(e) L'operateur V agissant sur I'!f;k ,- ) donne: 

- ~ :L(_ l)nein'ka(l4>n)(4>n+ll + l4>n+l) (4)n I) l4>n') = 
n,n' 

-~ 2) -1)nein'ka(l4>n)on+ln' + l4>n+l)Onn') = 
n)n' 

- ~ :L( _1)n(ei(n+l) ka l4>n) + einkal4>n+l)) 
n 

en decalant l'indice du deuxieme terme, on trouve : 

4iau sin ka '" . k 
VI'!f;k,-) = - Vii L( -lteIn al4>n) == -4iausin kal'!f;k,+) 

n 

Au total, on a : 

et, par conjugaison hermitique : 

Le sous-espace (I'!f;k,-), I'!f;k ,+)) est donc stable par H, ce qui veut dire que H 
est une somme d'operateurs Hk : H = tBk Hk. 
La matrice representant Hk sur cette base est: 

[ 
c(O)(k) +4iausinka] 

-4iau sin ka _c(O) (k) 

(f) Les valeurs propres c sont les solutions de l'equation : 

c(O)(k) - c +4iausinka 1=0 
-4iausinka -c(O)(k) - c ' 

soit c = ±c(k) avec: 

c(k) = J(2to cos ka)2 + (4au sin ka)2 = V 4t6 - [4t6 - (4au)2] sin2 ka , 

soit encore : 

I c±(k) = ±2to "';1- Asin2 ka 
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La variation des E:±(k) sur [-kF' +kFJ est tracee sur Ia figure 31.10; comprises 
entre ±2to et ±2toJf=l\, elles sont separees par Ie gap 4to-vr=A: = 8au : Ie 
gap est simplement proportionnel au deplacement de chaque atome du reseau. 
Dans I'etat fondamental, Ia bande inferieure est pleine, la bande superieure 
est vide. 

+2to 

.4au 
! k 

2a 

Figure 31.10: Bandes du reseau dimerise, tracees dans Ia premiere zone de Brillouin du 
reseau de maille 2a. 

(g) L'expression de l'energie du gaz d'electrons dans l'etat fondamental, Ee , est: 

Ee = 2 L c(k) , 
Ikl<:::kF 

Ie facteur 2 provenant du spin. Dans la limite N »> 1, cette somme est repre­
sentable par l'integrale : 

1 1+ 2"0: Ee = -4toOk _ .2!.. Vl- Asin2 kadk 
2a 

en jouant avec la parite, on obtient : 

ok = 21r 
Na 

Ee = --- 1 - A sin2 x dx 4Nto 1~ V 
1r 0 

donnant l'energie par particule N-1 Ee dans la limite N infini : 

IN-lEe = -~ E(A) I 
E(A) est la fonction elliptique complete de deuxieme espece, definie dans 
l'enonce. 

(h) L'energie elastique etant ecrite dans l'approximation harmonique : 
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l 'energie de deformation est du reseau dimerise est: 

Eharm = L ~K((-lt+lU- (_1)nu)2 = 2NKu2 , 
n 

d 'ou Cha rm ~ Eharm/N = 2Ku2. 

(i) L'energie totale par particule, 10, est done : 

1 __ 10 2 K 21 10 = - = - - E(A) +-u 
2to 7r to 

L'expr sion integral d E (A) mon rc cla irem nL qu ' il s'agiL d un fon tion 
dec1"oi anted A,d nccroi ant d u: - E( (u)) 'std n une fonctionpair 
de tt de roissant d parL · t d'auLr d 'U = 0, ce qui confirm l' illstahi li t' du 
gaz d Ie trans d s que des g(tPS peuvent 'ouvrir au ujveau d Fermi. 
E n jouant av ~~« 1, on P li t utili er l dey Ioppem n de E (A) p ul' 
A ;S 1 : 

1 2au 2 ( 16t5) au 2 ( 2to ) E (A) ~ 1 + - (-) In -- - 1 = 1 + (-) 21n - - 1 
4 to (2au)2 to au 

P dM au '1 . osant y = to' 1 Vlent : 

2 [ 2 ( Y )] KtO 2 f - -; 1 - Y 2 In "2 + 1 + a 2 Y 

soit, avec ~ ~ !SJf : 

(31.37) 

Yo y 

Figure 31.11: Variation de f = 2~o en fonction de y = ~: ; la courbe marquee (ap) est 
la forme approehee (31.37) resultant de l'approximation de E(A) pour A ;S 1. 
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31.5 

Vibrations d'un solide ordonne 

Pres de y = 0, on a E. ~ _1 + iy2ln 11. dont la courbure est manifestement 
1r 'rr 2 ) 

negative: tant que Ie cout de deformation du reseau ne peut se manifester, Ie 
systeme est instable. 

(j) La derivee * est 2y[~ + ~ + ~(2In ~ + 1)], et s'annule pour y = Yo : 

I Yo = 2e-(1+-;}E) I 

donnant la valeur f(yo, ~) = -~(1 + Y5) et l'energie de stabilisation par rap­
port au reseau non deforme : 

dar 8 (2+ "K;o) 6.c = c(O) - c(yo) = - e- 2" 

7f 

(k) Avec to = 2eV, a = 3eV/A, K = 20eV/A
2

, on obtient : 

IuD ~ 0,02A 6.c~ 1,2 x 1O-3 eV I 

uo est de l'ordre de grandeur de la variation de la longueur de liaison dans 
une chaine carbonee polyenique. 

Identite de Bloch 

l. Demontrer I'identite de Bloch, (11-3l.l30). 

2. En prenant 'Y = fJ, = ia, et en utilisant Ie noyau de I'operateur densite canonique de 
I'oscillateur harmonique, eq. (1-16 .157)), retrouver Ie resultat precedent. 

3. Qu'en est-il si 'Y = -fJ, = ia ? 

l. L'identite de Bloch, eq. (II-31.130) , est (erb+/lbt ) = e!((rb+/lbt
)2) ; bt et b sont les 

operateurs de creation/annihilation d'un mode harmonique, et les moyennes sont 
prises sur l'etat d'equilibre canonique decrit par l'operateur densite : 

+00 +00 
P = Z-l L e- f3 /lw (n+!) ln)(nl , Z = L e-,6/lw(n+!) , 

n=O n=O 

soit : 
+00 

P = (1 - e- £) L e-n£ln)(nl , 
n=O 
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La valeur moyenne cherchee se trouve en calculant la trace Tr (e'Yh+lLbt p), so it : 

+00 
(e'Yh+lLbt

) = (1- e-E) L e-nE(nle'Yh+lLbt In ) . 
n=O 

Une fois encore, la formule de Glauber (voir eq. (1-13.215)) se revele tres utile; on 
peut ici ecrire : 

Calculons maintenant l'element de matrice diagonal (nle lLbt e'Ybln ), egal au produit 
scalaire (elL' bin), e'Ybln )). On a : 

,2 n 'P~' e'Ybln)= ln)+,vnln - l )+,)n(n -l)ln - 2) + ... = L, ( _. )' In - p) , 
2. p. n p. p=o 

et de meme : 

(p,*)2 n (p,*)P~' 
elL*bln )=ln)+p,*vnln - 1)+-2,-Jn(n-1)ln-2)+··· =L - ,- ( _. ),In-p); 

. p=o p. n p. 

la base {In)}n etanL orthonormalisee, on en deduit Ie produit scalaire (sesquiline­
aire) en faisant Ia s nun d s produi deux it deux des composantes, puis la moyenne 
cherchee sous la forme duns ri dou ble : 

+00 n ()P , 
(e'Yh+lLbt) = (1 _ e- C:)ehlL "e-nc:" ~ n. . 

6 6 p!2 (n-p)! 
n=O p=O 

Chacune des series est uniformement convergente ; en echangeant l'ordre des som­
mations, et posant n' = n - p, on obtient : 

la serie interne est en fait un certain developpement de Taylor; en effet, on a : 

dn 1 I (P+1) ... (p+n)1 (p+n)! 
dxn (1 - x)P+l x=o = (1 - x)p+l+n x=o = p! ' 

d'ou l'on deduit Ie developpement de Taylor en x = 0 de la fonction (1- X)-(p+l), 
qui est analytique en ce point : 

1 ~ 1 (p +n)! n 
(1 - X)p+l = 6 n! p! x 

n=O 

Utilisant cette egaJite avec x = e-C:, on obtient : 

(e'YH/-,b t ) = (1- e-C: )ehlL ~ (rp,)P e-PC: 1 
6 p! (1 _ e- E)p+l ' 
p=o 
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d'ou: 

Calculons maintenant (~bb + J..Lbt )2) : 

(bb + /-Lbt)2) = (r'?b2 + /-L2(bt )2 + r/-L(bbt + btb)) 

comme b2 et (bt )2 ont tous leurs elements diagonaux nuls, leurs moyennes sont 
nulles ; de plus, utilisant bbt = 1 + btb, il vient : 

1 1 
(2bb + J..Lbt )2) = 2r J..L(1 + 2(btb)) 

Comme btbln) = nln), on a : 

1 1 +00 
(2 bb + /-Lbt )2) = 2r J..L[1 + 2(1- e€) L ne-n €] 

n=O 

la serie de droite vaut (1~:'E)2' d'ou finalement : 

1 1 ( e-C
) 1 1 + e-€ 1 c 

(-2bb+J..Lbt?)=-2r/-L 1+2 =-2r /-L =-rJ..Lcoth-
2 1 - e-c 1 - e- € 2 

Rapprochant ceci du premier calcul, on obtient bien: 

2. Si r = /-L = ia, Ie resultat precedent se recrit : 

(ei<>(b+bt») = e-(~<>2(b+bt)2) 

D'un autre cote, la somme b + bt est proportionnelle a la coordonnee x : 

b + bt = ,hn- 1mwx ; 

(3l.38) 

la moyenne (ei<>(b+b t ») est donc egale a (e ikx ), avec k = av'2n-1mw. On conna'it Ie 
noyau de l'operateur densite canonique de I'oscillateur harmonique (eq. (1-16.157)) : 

. /mw f3fiw _1.~[( 2+ 12) h/3~· '-2 I] p(x, f3; x') = V 1fn tanh -2- e Ii 2 s inh{Jliw X X cos HoW xx , 

avec Iequel on peut exprimer Ia moyenne de eikx : 

1
+00 

(e
ikx

) = -00 e
ikx 

p(x, f3; x) dx , 

ainsi donnee par I'integrale : 

(eikx ) = . /mw tanh f3fiw 1+
00 

eikx e- k sin';:';f"", Ix
2 

cosh/3liw-x
2

) dx 
V 1fn 2_00 
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m 2 ~ L'argument de l'exponentielle est - ~x tanh 2 l'integrale gaussienne se fait 
immediatement, et on obtient : 

( 
ikx) - lik

2 
coth ~ _ _1.k2 (x 2 ) e = e 4mw 2 = e 2 

ou on a utilise Ie resultat bien connu9 (x2 ) = 2!W coth f3~w. La derniere egalite est 
reminiscente de celle qui tient pour la fonction caracteristique ¢(k) d'une variable 
aleatoire gaussienne centree X : 

¢(k) ~ (eikX ) = e-~k2x2 . 

3. Avec, = -jl = ia, on a (eia(b- bt
) = e-(~a2(b-bt)2). La valeur moyenne en 

argument de l'exponentielle a droite se calcule comme precedemment_: 

(_~a2(b_bt)2) = _~a2(b2+(bt)2_btb_bbt ) = ~ a2(btb+bbt) = ~a2(1+2(btb») 
2 2 2 2 ' 

d'ou (-~a2(b - bt )2) = ~a2 coth f3~w. Par ailleurs, ia(b-bt ) = -av mL p= -ip ; 
cette derniere moyenne peut se calculer avec Ie noyau de l'operateur densite canoni­
que: 

(e- iP ) = l~ [e i

: ~ p(x, (3; x')L,=x dx 

En utilisant eal;; f(x) = f(x + a), il vient : 

x r+
oo 

[ i X d ] r+
oo 

(e-"P) = Loo end? p(x, (3; x') x'=x dx = Loo p(x, (3; x + iX) dx , 

d'ou: 

(e - '*P) = /mw tanh (3fiw r+
oo 

e-* 2 s,,';!,w{3hw [[x
2

+(X+iX)2] coshf3liw- 2x(X+iX)]] dx 
V 7rn 2 i-oo 

l 'integrale gaussienne se calcule immediatement et on trouve : 

( _ Kp) !lli<'.X2 coth {3Tiw e Ii = e 4h 2, 

d'ou l'egalite, a nouveau reminiscente d'une variable aleatoire gaussienne : 

X mw X2 h {3liw 1 X2 ( 2 ) (e- "P) = e47i cot -2- = e2~ P 

Noter que ces relations tiennent quelle que soit la nature de l'argument, reel ou 
complexe, de la fonction caracteristique: quand l'aleatoire X est gaussienne, la 
moyenne ¢(k) ~ (eikX ) est finie V k E C, et ¢(k) est une fonction entiere, egalement 
gaussienne d'ailleurs. 

9Noter que (X2)T=O = 2!w' valeur moyenne de l'ecart quadratique dans l'etat fondamental de I'oscil­

lateur harmonique), et (X2)T-oo = ~, avatar du theoreme d'equipartition. - mw 
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Corriges du chapitre 32 

Notions de transport 
dans les solides 

32.1 Variation en temperature du gap supraconduc­
teur (couplage faible) 

1. Comportement a basse temperature: 

(a) Etablir I'equation (11-32 .111). 

(b) Simplifier cette equation dans la limite T « Te. 

(c) Par un changement de variable dans I'integrale, montrer que I'equation du gap 
s'ecrit : 

ll(O) 
In ll (T ) ~ 2Ko (J3 ll(T)) (32.1) 

ou Ko (x) ~ Jo+coe- xeosht dt est une certaine fonction de Bessel. 

(d) Sachant que pour x » I, K o(x) ~ ~ e- x , etablir I'expression a tres basse 
temperature du gap (voir (11-32.114)). 

2. Pour trouver Ie comportement a T ;S Te , on revient a la forme (11-32.102) . 

(a) On pose 8(T ) gg ~ J3ll (T) . Montrer que I'equation s'ecrit : 

h~{3Emax tanh vx2 + 82 l~{3cEm.x (tanh x tanh vx2 + 82 ) 
-t==;;:==~- dx = -- - dx 

1 t'I E V x 2 + 82 0 X V x 2 + 82 
2 fJ c m a.x 

(32.2) 
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(b) En deduire que I'on a : 
T 

In - := I02 
, 

Te 

ou I est une certaine integrale, dont on verifiera qu 'elle est finie. 

(32.3) 

(c) Montrer que ce resultat permet de retrouver Ie type de comportement (11-32.113) 
de t::,.(T) pour T juste au-dessous de Te. 

(d) En effectuant plusieurs integrations par parties, montrer que I'integrale I est 
egale a --21 fo+oo sinh, g: dx, que I'on calcule sans peine par residus. En deduire 

JI x cos 1 x 
I'expression (11-32.113) . 

3. Autre petit exercice avec les fonctions analytiques : etablir les egalites (11-32 .108) en 
suivant la procedure indiquee. 

L'une des equations fondamentales de Ia tMorie BCS est l'equation (II-32.102), 
rappelee pour memoire : 

1 l E max 
1 (1 ) = tanh - e:2 + t::,.2 '1' de: 

Vo'D(EF) 0 .j c:2 + t::,.2(T) 2fJJ ( ) (32.4) 

Elle donne Ie gap supraconducteur t::,.(T) en fonction de la temperature. 

1. Pour elucider commodement Ie comportement a basse temperature, on commence 
par transformer l'equation (32.4). 

(a) A temperature nulle, I'equation (32.4) devient : 

1 ( Emax 1 

VO'D(EF) = Jo je:2 + t::,.2(0) de: , 

qui s'integre d 'ailleurs immediatement en VoD(EF) = Argsinh ~(O)' Effectuant 

la difference membre a membre avec (32.4), et utilisant tanhx = 1 - l~:~;X ' 
il vient : 

l
E max [1 1 2e- u ] 0- - 1 - ~ 

- 0 Je:2 + t::,.2(0) Je:2 + t::,.2 (T) ( 1 + e-u ) , 

avec U ~ fJJc.2 + t::,.2(T). On en deciuit : 

. Emax . Emax l Emax 
1 _1_ de 

Argsmh A(T) - Argsmh A(O) = 2 0 u '-' 
u u y'e:2 + t::,.2(T)e +1 
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Comme Emax » ~(O) , ¢ ~ Argsinh ~(f) ~ Argsinh ~(8) » 1, entrainant 

sinh¢ ~ ~e4>, soit ¢ ~ In 2fr-l)x, a toute temperature T:S Tc· Reportant cette 
forme approchee au premier membre, on en deduit : 

(b) A. tres basse temperature, T« Tc, l'integrand peut etre simplifie : 

(c) Effectuant maintenant Ie changement de variable e = ~ sinh t, il vient : 

~(O) lArgsinh ~ 
In -- ~ 2 e-f36eosht dt . 

~(T) - 0 ' 

K 0 (x) ~ Jo+oo e - x cosh t dt est une fonction de Bessel, de sorte que : 

~(O) 
In t:(T) ~ 2Ko(j3~(T)) 

(d) A. tres basse temperature, j3~(T) » 1, on peut utiliser l'expression asympto­
tique de Ko(x) ~ ~ e- x donnee dans l'enonce ; cela fait, on obtient : 

I ~(O) ~ J 27T - f36(T) 
n ~(T) - j3~ (T) . 

Comme a une telle temperature ~(T) ~ ~(O), on peut mettre partout ~(O) 

au second membre ; de surcroit, avec ~f~) = 1 + 1], 1] « 1, on a In(1 + 1]) ~ 1]. 

Au meme ordre d' approximation , on trouve ainsi I'expression approchee du 
gap: 

2. 8'agissant maintenant de trouver Ie comportement aT ;S Tc, on retourne a la forme 
(32.4). 

(a) Posant O(T) ~ ~j3~(T) et e = ~x, l'equation (32.4) s'ecrit : 

1 l ~f3Em.x 1 
11, V(E ) = tanh JX2 + 02 dx 

o F 0 vx2 + 02 

A. T = Te , Ie gap est nul, et cette equation se simplifie en 
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d'ou, par difference membre a membre : 

--;::::::;;====o~ tanh j x 2 + 02 dx = - tanh x dx l
!f3Emax 1 l!f3cE max 1 

o JX2 + 62 0 X 

Utilisant la relation de Chasles pour l'integrale au premier membre, on en 
deduit : 

h 
1 {3Em ... tanh Jx2 + 02 l!f3cE max (tanhx tanh Jx2 + 62 ) 

-t=;r:::~;-- dx - -- - dx 
~l3cEIhOU< JX2 + 62 • - 0 X JX2 + 02 

(b) L'integrale du premier membre implique Ie tres petit intervalle ex: [,Be , ,BJ ; de 
surcro'it Ie gap y etant tres petit, on peut omettre 6 devant x ; enfin, COffilne 
,BeEmax » 1, it est legitime de remplacer la tangente hyperbolique par 1, 
obtenant alors apres integration de ce premier membre : 

,B l !f3cE max (tanhx tanh Jx 2 + 02 ) 
In- - -- - dx ' 

,Be - 0 X J X 2 + 02 ' 

la fonction ~ tanh x etant monotone decroissante, l'integrale est positive, com­
me il se doit puis que ,B ::::: ,Be. Dans l'integrale du second membre, on developpe 
en Taylor Ie deuxieme terme ; il vient : 

tanhJX +a tanhfa [ 1 h ~ ---===- = + - tan Y.A + a+ 
JX + a fa 2(X + a)3/2 

1 1 1 ] 
2 X + a cosh2 JX+a x =0 X + ... 

Substituant ceci dans l'integrand au second membre, avec a --) x 2 et X --) 02 , 

il vient : 

~ l!f3c E max 1 t h t h2 
In ~ = (_ _ an x _ an x) 02 dx == I02 

,B 0 2X2 2x3 2x2 

Compte tenu des diverses approximations faites pour en arriver a ce point, il 
est important de verifier que l'integrale ci-dessus a droite est finie ; on trouve 
sans peine que l'integrand tend vel'S -~ quand x --) 0 : l'integrale n'a donc 
aucun souci (et on s'assurera ulterieurement que son approximation fournit 
bien une quantite negative) . 

(c) Avec T < T. et In I... = I02 on a I 02 ~ I... - 1 et . 
rv C Tc ' - Tc . 

qui redonne Ie comportement 6.(T :s Te) ex: (Tc - T)1 /2 (en esperant que 
l'integrale I est bien negative ... ), typique d'une th80rie de champ moyen. 
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(d) Comme ~f3cEmax » 1, on rejette a +00 la borne superieure de I, qui prend 
aussi la forme : 

11+
00 

1 1 I = - ( - - tanh x) dx . 
2 0 x 2 cosh2 

X x3 

L'integrand est egal a ~ d~ (~ tanh x) + 2X2 C~Sh2 x ; introduisant provisoirement 
une borne inferieure finie ry, on a ainsi : 

1 [ 1 +00 1+
00 

1 ] I = - 12" tanh xl + 2 dx = 
4 x ." ." x 2 cosh x 

1 [ 1 h I 1 1+00 1+
00 

- 2 sinh x d ] ---tanry- + x 
4 ry2 xcosh2 X ." ." xcosh3 x 

on peut des a present prendre la limite ry --> 0, obtenant l'expression transitoire 
demandee de I : 

1 1+
00 

sinh x d I= -- x 
2 0 xcosh3 

X 

Le calcul s'acheve par residus, en partant de ; 

1/+
00 

sinhx 1. '" ,. [Sinhz ] I = - - 3 dx = - - 2m 6 Resldus 3' zn , 
4 -00 x cosh x 4 "'Zn > O Z cosh z 

en choisissant de rcfermeJ: par une gra.nd courbe a l'infini dans Ie demi-plan 
superieur donL on voit facil ·ment, par passage a la limite, qu'elle donne une 
c ntribution null . La fonction a. illtcgrer a une singularite eliminable en z = ° 
et des poles d'ordre 3 11 Z .. = (n + ~)i1r, n E N* ; Ie n~sidu peut s'obtenir par 

la formule habituelle -Jr limz-oz ... fl.z [(z - zn)3 z~i~~i z], limite que l'on trouve 
egalc a ( 1)3 3 ' Au toLal i1 vient : 

71+ 2 11' 

4 +00 1 

I = - 1r2 ~ (2n + 1)3 

la serie est egale a L:PENP-3 - L:qEN(2q)-3 == ((3) - ~((3) (chaque serie 
est absolument convergente), ((z) etant toujours la fonction de Riemann, et 
finalement : 

On a maintenant1 ; 

(32.5) 

1((3) = 1,202057 .... 
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3. Pour terminer, faisons Ie petit exercice avec les fonctions analytiques, en etablissant 
les egalites (II-32.108), qui conduisent a l'expression de la temperature critique Tc 
(II-32.110) : 

I(p,) ~ --dx = p,7rP (1-21- p ) -,/ = 21 - p (1-21
-

p )f(p,+1)((p,) , 1+00 xP ((1 ) 

o COSh2 X cos ¥ 
ou 1Rp, > -1 pour que l'integrale soit bien definie (sinon, il y a une divergence a 
l' origine). 

Pour calculer I(p,), on commence par definir convenablement la fonction multiforme 
zP ; faisant Ie choix de la determination dont la coupure est Ie demi-axe reel positif, 
il vient, avec x > 0 : 

(x + iO)/l = xP , (x - iO)P = xP e2i7TP , 

et plus generalement (r ei(1
)P = r P eipO , avec 0 < e < 27r. Ce choix etant fait, on 

utilise Ie contour dessine sur la figure 32.1 ; Ie grand cercle ne contribue pas a la 
limite d'un rayon infini, tout com me Ie petit cercle autour du point de branchement 
dans la limite d'un rayon nul. La fonction a integrer a des poles doubles pour toutes 
les valeurs Zn = (n + ~)i7r. Compte tenu du choix de la determination precise ci­
dessus, il vient : 

(1 - e2i1TP ) I(p,) = 2i7r L Residu[4, Zn] , 
nEZ cosh z 

Ie premier membre venant du fait que les integrales sur les bords superieur et 
inferieur de la coupure reconstituent la combinaison (1 - e2i7TP )I(p,). 

Figure 32.1: Contour utilise pour calculer l'integrale I(p,) . La coupure de zP est indiquee 
par Ie trait gras. 

Chaque residu se calcule par limz->zn ddz [(z - zn)2 co::'" J = _p,z~-l ; avec: 
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il vient : 

N 
-p, L: [[ 1 .n]/L-l [ 1 3· n]/L- 1] J(p,)=2i7r 2' lim (n+-

2
)7re12 + (n+-

2
)7re 12 = 

1 - e 17f/L N~+oo 
n=O 

- i7f /L N 1 
p,(~t-l ~ ei~(/L-l) [1 + ei(/L- l)7f] lim L: = 

2 sinp,7r N->+oon=o(2n+1)l-/L 

21-/L7r/L N 1 
lim L: ..,-------,--­

cos ¥ N->+oo n=O (2n + 1)1-/L 

la serie vaut ((1 - p,) - 21~1' ((1- p,), d'ou finalement : 

La fonction de lliemann satisfait en outre une relation fonctionnelle remarquable 
([67], [68]), due a Riemann: 

((1 - z) = 21- z 7r- z cos 7r
2
Z r(z)((z) , 

qui peut d'ailleurs etre utilisee pour pro longer analytiquement la fonction ((z). Elle 
permet aussi de recrire J(p,) , utilisant p,r(p,) = r(p, + 1) au passage: 

La fonction ((z) est meromorphe et ne possede qu'un seul pole, qui est simple, en 
z = I , ou Ie residu vaut 1 [67] ; il en resulte que J(p,) est continue en p, = 1 : 

Comme prevu, J(p,) diverge quand p, -> -1 (la fonction r(z) diverge en z = 0). Le 
graphe de la fonction J(p,) est trace sur la figure 32.2. 

15 

Figure 32.2: Graphe de la fonction J(p,) pour p, > -1. 
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L'expres ion mail1tenani connue de I (J-L) permet de calculer Jo+oo C~~l~ X dx, qui est 
un intcrmediaire oblige ponr n iver a l'expression de la temperature critique T 

c 
(voir ~q . (11-32.110)) ; on utili pour cela : 

r+OO 

~dx = [~I(J-L ) ] Jo cosh2 x dJ-L 1-'= 0 ' 

qui vient de x l-' == el-' lnx = 1 + J-Lln x + O(J-L2) . Maintenant : 

6 ln 2 r (I)((O) - 2[r' (I )((0) + r(1)('(0)] 

Avec ([28], [70]) ((0) = -~, ( ' (0) = -pn27r et r '( I ) = -C = 0,577 215664 ... 
(constante d'Euler) , on obt ient : 

1+00 In x 7r 7r 
- -2- dx = In - - C == In --c ~ - 0,818 780 140 ... 

o cosh x 4 4e 

revenant a l'equation (II-32. 104), on en deduit : 

et finalement : 

32.2 Grandeurs thermodynamiques dans les phases 
normale et supraconductrice 

Les resultats de la theorie BCS linearisee font donc apparaitre des modes fermioniques ef­
fectifs d'energie E(k) donnee en (11-32 .96) . La probabilite d'occupation de ces modes est la 

distribution de Fermi f (E ) = l ~:~;E = (e{3E + 1)-1, et on note if ~ f(E(k) ). 

Les resultats obtenus ci-dessous presentent des caracteres d'universalite (notamment 
Ie saut de chaleur specifique), que I'on retrouve dans la theorie de Landau des phenomenes 
critiques et, d'une fa<;:on generale, dans les t raitements de champ moyen (par exemple : 
traitement de Weiss du ferromagn etisme [69]) ; tous donnent aussi un exposant ~ pour Ie 
parametre d'ordre (voir (11-32.113)). 

1. Ecrire I'expression en fonction des if de I'entropie statlstlque de la phase supra­
conductrice, S supr a ; la com parer a celie de la phase normale Snor m et les representer 
graphiquement en fonction de la temperature. 
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2. En deduire que la chaleur specifique de la phase supra est: 

(32.6) 

3. La chaleur specifique dans la phase normale est Cnorm = ryT == 2~2 V(EF )k~T, ry etant 
dM 

la constante de Sommerfeld; on pose !J..C = Csupra - C nonn ; montrer que !J..C a un 
saut en Te , donne par: 

(32.7) 

4. Une fois la chaleur specifique trouvee, I'energie interne U peut etre obtenue par 
integration. La chaleur specifique etant finie en Te , les deux energies Usupra et UnoI'm 
sont egales en Te. En deduire I'egalite : 

(32.8) 

Illustrer ce resultat par un graphique. 

5. Tracer les graphes en fonction de la temperature des energies libres F ~ U - TS des 
deux phases. 

La theorie BCS limlarisee introduit des modes fermioniques effectifs d 'energie 
(comptee a partir d u niveau de Fermi EF) : 

dont la probabilite d'occupation est donnee par la distribution de Fermi: 

-f3E 
f(E) = e = (ef3E + 1)- 1 

1 + e-f3E 

Le potentiel chimique est nul puisque Ie nombre de quasi-particules n'est pas fixe (tout 
comme pour Ie gaz de photons - penseI' a la loi de Planck). 

1. L'entropie du gaz parfait des pseudo-excitations fermioniques est donnee par (voir 
par exemple [58]) : 

S = -2ks L[(I - h;) ln(l - 1,J + h lnhJ , 
k 

Ie facteur 2 prenant en compte Ie spin, ou h ~ (ef3E(k) + 1)-1. Avec l'hypothese 

d'uniformite, Ie gap ne depend pas de k, et est fixe par l'equation auto-coherente 
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comme une certaine fonction de la temperature, 6(T) - voir eq. (32.4) - , alors que, 
dans la phase normale, Ie gap est nul. On peut ainsi distinguer deux fonctions 
entropies, Ssupra et Snorm : 

_ "" In(l + e- {Jt:(k, (J)) In(l + e{Jt:(k, (J)) 

Ssupra - 2kB ~ [ - {3t:(k {3) + {3t:(k' (3) ] , 
_ l+e ' l+e ' 
k 

Noter pour la suite que la dependance en temperature du gap donne a l'energie 
d'excitation E(k) = E(k, /3) une dependance effective en temperature. 

L'entropie de la phase normale est celle d'un gaz d'electrons degenere, et vaut 
donc [58] Snorm = 2;2 V(EF )k'§T == ryT : a basse temperature, elle est lineaire en 
temperature. En ce qui concerne la phase supra, la difference profonde vient de 
l'existence d'un gap d'excitation, d'autant plus grand que Ia temperature est plus 
basse, donnant E(k, /3) > ck' quel que soit k et T < Te. II en resuite que l'entropie 
de cette phase est inferieure a celle de Ia phase normale (il est moins aise de creer 
du "desordre"), et tend vers zero beaucoup plus vite quand la temperature tend 
vers zero j les deux entropies sont evidemment egales en Te. On en deduit l'allure 
des deux courbes correspondantes, reportees sur la figure 32.3. 

Snorm 

Figure 32.3: Allure des graphes de l'entropie dans les deux phases. 

2. La chaleur specifique de la phase supra est : 

C = TdSsupra = _/3dSsupra = 2/3k "" 81-;; I --.!L 
supra dT d/3 B ~ 8/3 n 1 - h 

k 

comme l~k = e- f3 €k, et avec X ~ /3E(k), il vient : 
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en vertu de E2(k) = c~ + b,.2(T), ceci se recrit : 

ou encore: 

~ [ 2 - 1 ab,.2] a 1 
Csupra = 2f3kB L:- E (k) + 2f3 af3 (-f3) ax eX + 1 ' 

k 

~ a h [ - 2 1 db,. 
2 

] 
Csupra = -2f3kB ~ --- E(k) + 2f3 df3 

k aE(k) 

3. Dans la phase normale, Ie gap est identiquement nul; ]'expression precedente donne 
ainsi : 

~ a h - 2 _ 27r2 
2 

Cnorm = -2f3kB ~ --_ E(k) = ,T = -3-V(EF)kBT , 
k aE(k) 

expression ou I'on retrouve la relation ordinaire de proportionnalite entre capacite 
calorifique et fluctuations d' energie2 . 

A l'inverse, Csupra contient un terme supplementaire peu usuel, lie a la dependance 
du gap en temperature. Le saut de chaleur specifique est donc : 

la somme est egale a l'integrale J dEV(E)d~(e.BcE + 1) - 1 ; comme d'habitude, la 
derivee peut etre remplacee par -o(E - EF), d'ou Ie saut de chaleur specifique a 
la temperature critique: 

En utilisant l'expression (32.5) obtenue dans Ie probleme 32.1 p.1155, et l'expression 
ci-dessus de Cnorm , on obtient Ie saut relatif de chaleur specifique a la transition: 

b,.Clx 12 
-C c = -(( ) = 1,426126 ... 

norm 7 3 

4. L'energie interne U peut etre obtenue par integration: 

2Pour Ie calcul detaille de C, et notamment l'introduction de la constante de Sommerfeld "y, voir [58] . 
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Figure 32.4: Variation de la chaleur specifique autour du point critique. "I est la constante 
dM 2 2 2 

de Sommerfeld, "I = + V(EF )kB · 

a basse temperature, on peut utiliser l'expression approchee de la chaleur specifique 
du gaz normal degenere, Cnorm ~ "I T, d'ou : 

les deux premiers termes a droite sont Unorm(Tc), energie qui est egale a Usupra(Tc), 
d'ou: 

soit explicitement dans Ie cas pertinent T < Tc : 

Ces resultats sont illustres sur la figure 32.5, a gauche. 

1 2 2"1 Tc ........... _ .... . 

o f-o"'--+---'-----_ T 

Usupra 

o ..,......;:------r-

1 2 - - ",T 
2 ' c 

T 

Figure 32.5: Dans les deux phases: graphes semi-quantitatifs de l'energie interne U (a 
gauche) et de l'energie libre de Helmholtz F (a droite). Ces energies sont nulles aT = 0 
puisque l'origine a ete choisie au niveau de Fermi EF . 
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5. Les resultats precedents permettent de tracer a la main les graphes de l'energie 
libre de Helmholtz, voir fig. 32.5, a droite. Comme S = - ~f et que les entropies 
des deux phases sont egales en Tc , les deux energies libres se rejoignent suivant une 
tangente commune. 

Les n§sultats obtenus ci-dessus presentent tous les caracteres d'universalite donnes 
par une theorie de champ moyen, qu'il s'agisse du saut de chaleur specifique, ou de 
l'exposant f3 = ~ pour Ie "parametre d'ordre", dont Ie role est ici tenu par Ie gap b.(T) 
(b.(T) ex (Tc - T)f3, voir eq. (32.5)). Ces aspects se retrouvent, par exemple, dans la 
description de Weiss du ferromagnetisme, du modele d'Ising traite en champ moyen 
(rudimentaire ou selon la methode plus elaboree de Bethe - Peierls) , pour la transition 
liquide - gaz en theorie de van der Waals [69J et, de fa<;on tout a fait generale, dans la 
theorie de Landau des phenomenes critiques pour une transition du second ordre, puisque 
cette theorie (phenomenologique) constitue un cadre general ou l'aspect champ moyen 
est incorpore par l'oubli des fluctuations (assimilation d'une grandeur interne a sa valeur 
moyenne). 

, 
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Corriges detailles et commentes 
des exercices et problemes 
Le Tome III de Meconique quantique s'adresse a un vaste public, allant de la 3eme 
annee de Licence au Master, certains aspects pouvant de surcroTt interesser des etu­
diants en these. II interessera egalement les etudiants preparant les concours de 
l'enseignement. 

Cet ouvrage est issu d'une experience d'enseignement pendant plusieurs annees en 
Licence - MaTt rise de Physique et DEA de Physique des Solides a l'Universite Pierre 
et Marie Curie et a l'ENS (Ulm), it presente les corriges des exercices et problemes 
proposes a la fin de chaque chapitre des Tomes I et II, originaux pour une bonne 
partie d'entre eux. Les sujets abordes permettent d'une part de se familiariser avec 
les concepts quantiques et l'inevitable formalisme qui les traduit et leur donne leur 
robustesse, d'autre part de voir a 1'<Euvre l'extraordinaire pouvoir explicatif de la theo­
rie en developpant quelques-unes de ses innombrables applications a la Physique de 
basse energie (atomes, molecules, matiere condensee). 

Chaque corrige, precede de l'enonce correspondant, est redige en grand detail afin 
de permettre la verification minutieuse de to utes les eta pes du raisonnement et des 
calculs. II est parfois fait appel a des connaissances mathematiques specialisees que 
l'on s'est efforce de presenter de fa~on graduelle et intuitive, avec egalement Ie souci 
de montrer leur universalite dans tous les champs de la Physique. Le cas echeant, un 
complement permet d'approfondir un point, ou d'etablir un lien avec d'autres ques­
tions a premiere vue quelque peu eloignees du sujet du probleme. Enfin, des referen­
ces sont fournies, qui renvoient tant6t a des ouvrages academiques, tant6t aux revues 
specialisees ayant publie les articles originaux dont certains problemes ont ete tires. 

+. 
Corriges tres detailles de tous 
les exercices et problemes 

Rappel des connaissances 
mathematiques specialisees 

Liste de references bibliographiques 

Preparation aux concours 
de l'enseignement 


