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Avant-propos

Le présent traité (en deux volumes) résulte de 'expérience des auteurs dans
l’enseignement de la physique des plasmas, a 'université de Paris-Sud et
au Massachusetts Institute of Technology depuis une trentaine d’années.
Il contient notamment la matiere enseignée au D.E.A. de physique des gaz
et des plasmas & 'université Paris-Sud. C’est un ouvrage d’enseignement
4 l'usage des professeurs et des étudiants. Mais il a été également congu
comme un ouvrage de référence pour les chercheurs et les ingénieurs sur
les méthodes générales et les données de base de la physique des plasmas.

Le mot “plasma” y est pris dans son sens large de gaz ionisé. Il est
en effet utile de décrire dans un méme ouvrage a la fois la physique des
“vrais” plasmas (gaz totalement ionisés), dont les principales applications
sont en astrophysique et dans la fusion thermonucléaire, et celle des gaz
faiblement ionisés dont les applications technologiques n’ont cessé de se
diversifier depuis les premieéres études de décharges dans les gaz. En fait les
deux domaines sont étroitement liés, tant du point de vue des concepts que
des techniques expérimentales. Ils présentent d’ailleurs de nombreuses (et
intéressantes) difficultés didactiques que nous avons essayé de surmonter :

e Un exposé cartésien et linéaire serait peu satisfaisant : il conduirait
a ne présenter certains concepts fondamentaux qu’apres plusieurs
centaines de pages. C’est pourquoi le livre est organisé en trois vagues
successives, en revenant ainsi plusieurs fois sur le méme sujet mais a
des niveaux de plus en plus approfondis.

— Le chapitre 1 est une introduction générale a toute la physique
des plasmas. Les notions fondamendales y sont présentées de fagon
qualitative, ou avec des calculs élémentaires. 1l se situe au niveau du
premier cycle des universités.

— Les chapitres 2 (trajectoires dans un champ magnétique), 3 (col-
lisions élastiques), 4 (collisions inélastiques), 5 (description macro-
scopique des gaz faiblement ionisés), 6 et 7 (description hydrodyna-
mique des ondes sur les faisceaux d’électrons et des instabilités de
courant dans les plasmas), se situent au niveau du second cycle des
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universités. Les chapitres 1 & 7 forment le volume 1.

— Les chapitres 8 et 9 (équations générales de la théorie cinétique et
de 'hydrodynamique), 10 et 11 (théorie de Vlasov-Landau et insta-
bilités cinétiques dans les plasmas non collisionnels), 12 et 13 (théorie
cinétique collisionnelle des gaz faiblement ionisés et des plasmas) et
14 (plasmas et rayonnements) se situent au niveau du troisiéme cycle
des universités. Ils constituent le volume 2.

e [l faut éviter de noyer I’exposé dans des formalismes mathématiques
trop lourds dont la physique serait absente. Mais on ne peut se con-
tenter non plus d’exposés qualitatifs. Pour résoudre ce dilemme nous
proposons :

-~ un exposé en trois vagues comme on vient de le voir ;

—I’étude approfondie (et mathématiquement rigoureuse) de quelques
problémes de base (équations cinétiques et hydrodynamiques, amor-
tissement de Landau, ondes et instabilités dans les plasmas non
magnétisés, modele de Lorentz, équation de Fokker-Planck), en
accompagnant les calculs de commentaires sur leur signification
physique et leurs limitations ;

— Iimpression en petits caractéres et/ou le renvoi de nombreux cal-
culs dans des appendices ou des problemes!.

Dans un tel ouvrage de référence sur les méthodes générales de la physique
des plasmas, il a fallu laisser de c6té de nombreux domaines considérés
comme des applications : décharge dans les gaz, fusion thermonucléaire,
ondes et instabilités dans les plasmas magnétisés. .. Pour pallier cette limi-
tation nous offrons au lecteur :

— une présentation qualitative assez détaillée de certains sujets (ondes
dans les plasmas, fusion nucléaire, décharges dans les gaz) au chapitre 1 ;

— une étude détaillée au niveau des méthodes de certains cas essentiels
(ondes et instabilités hydrodynamiques dans les chapitres 6 et 7, ondes et
instabilités cinétiques dans les chapitres 10 et 11) ;

— une bibliographie permettant d’aborder les développements récents.

En terminant il nous faut remercier les organismes et les personnes qui
nous ont permis de mener cette ceuvre a bien :

— nos établissements (U.P.S. et M.ILT.) qui ont trés tét encouragé les
enseignements et les recherches en physique des plasmas ;

— VEcole Supérieure d’Electricité qui nous a donné les moyens
nécessaires & la mise au point finale de ce livre et le C.N.R.S. qui a aidé
au financement ;

1. Les problémes qui sont en fait des compléments du texte principal sont marqués
d’un astérisque (*).
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— les nombreuses sécrétaires telles que E. Claudon qui, dans I'ére pré-
informatique, ont dactylographié des textes & distribuer aux étudiants,
et les personnes, secrétaires (H. Budd, L. Doughty et A.M. Pozderec) ou
informaticiens (F. Katsonis) qui nous ont aidés ensuite & faire la saisie
informatique ;

— les nombreux collégues et étudiants qui nous ont fait des critiques
constructives, et tout spécialement dans la phase finale C. Fabre qui au
nom de I’éditeur a été un “referee” vigilant et nous a permis d’apporter de
trés nombreuses améliorations au texte définitif.

Jean-Loup Delcroix
Abraham Bers
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Notations

Il est impossible dans un livre de la taille de celui-ci d’éviter les conflits
de notations. Certains symboles peuvent donc désigner deux ou plusieurs
grandeurs différentes en des endroits différents du texte. Un effort de ra-
tionalisation a cependant été fait. On a tout d’abord les régles générales
suivantes :

La nature vectorielle des grandeurs est notée comme suit : a désigne
un scalaire, ‘@ un vecteur, @ un tenseur du deuxiéme ordre et @ un
tenseur du troisieme ordre.

Les diverses moyennes introduites sont : {a) pour une moyenne
d’ensemble (cf. chapitre 8) ou, dans les ondes, une moyenne dans
I'espace ou le temps (cf. chapitres 6 et 7) et @ pour une moyenne
locale représentant une grandeur hydrodynamique (cf. chapitre 9).
Dans 'étude des perturbations, I'indice inférieur 0 est affecté aux
grandeurs dans 1’état non perturbé, et 'indice inférieur 1 aux per-
turbations du premier ordre.

Dans les mélanges gazeux (comme les plasmas) U'indice inférieur a ou
s se rapporte a une espece de particules (e pour les électrons, ¢ pour
les ions, o pour les neutres et ¢ ou v pour les photons), et U'indice
inférieur ab se rapporte aux interactions entre les particules a et b.
Pour diverses grandeurs hydrodynamiques qui contiennent des com-
posantes dues aux champs électromagnétiques, les indices inférieurs
E, M, EM se rapportent aux champs électriques, magnétiques ou
électromagnétiques.

Le systeme d’unités utilisé dans toutes les formules théoriques est le
systéme légal international (SI). Les applications numériques sont
faites, soit dans celui-ci, soit dans le systéme (CGS), soit dans un
systeme pratique dit (€VcT), ou les seules grandeurs qui apparais-
sent littéralement sont la température en eV, la densité en cm™3, et
I'induction magnétique en Tesla. Pour qu’il n’y ait pas d’ambiguité,
le systéme utilisé est indiqué en caractéres gras comme ci-dessus.
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Notations

Les notations le plus souvent adoptées pour désigner les diverses grandeurs sont
rassemblées dans le tableau ci-dessous, ou la derniére colonne renvoie a la section
(sans parenthéses) ou la formule (entre parenthéses) dans laquelle chaque grandeur

est définie :
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rayon de la premiére orbite de Bohr (= 5.29 10~ !1m)

potentiel vecteur

coefficient de recombinaison en volume
degré d’ionisation

polarisabilité d’un atome

partie isotrope d’une fonction de distribution

coefficients d’anisotropie d’une fonction de distribution

fonction de Planck

induction magnétique
parametre de confinement magnétique
parametre relativiste

coefficients d’anisotropie d’une fonction de distribution

flux de particules

élément de volume dans I'espace 7
élément de volume dans l'espace w

distance moyenne entre électrons

élément d'angle solide

élément de Pespace des phases

densité dans I’espace des phases

diameétre d’interaction de deux spheres dures
coefficient de diffusion ambipolaire parfaite
coefficient de diffusion libre des électrons
coefficient de diffusion libre des ions

équation de dispersion

tenseur diagonal unitaire

coeflicient de déplacement dans ’espace des vitesses
coeflicient de diffusion dans l'espace des vitesses
coefficient de ralentissement

coefficient de dispersion angulaire

charge de Pélectron (= 1.6 1071°C)

champ électrique

viscosité

émissivité spectrale d’un électron

fonction de distribution simple

fonction de distribution normalisée

fonction de distribution double

fonction de distribution réduite & une dimension

valeur initiale de la perturbation de f
vitesse relative dans une collision

densité de quantité de mouvement
Pseudo-potentiel de Rosenbluth (diffusion)

Fonction caractéristique (criteres de Penrose)
hamiltonien

14.10

2.10
5.9
1.2
3.2

(12.20)
(12.20)
(14.140)

1.5

9.5

7.5
(12.20)

6.2
8.2

8.2
16
3.3
8.2
8.2
3.2

(5.77)
5.2
5.3

1.7

13.3
13.3
13.3
13.3
1.3

1.3
9.2
14.2
8.3
10.3
(8.40)
(10.269)

(10.100)
3.2
(10.81)
(13.50)

(11.34)
8.2
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N = kc/w
N

Np
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champ magnétique

Pseudo-potentiel de Rosenbluth (ralentissement)
Fonction caractéristique (criteres de Penrose)
terme de source de particules

intensité spectrale de rayonnement

fonction caractéristique (critéres de Penrose)
coefficient d’émission

émissivité spectrale des électrons

flux dans l'espace des vitesses (collisions lointaines)
intégrale de Boltzmann

courant électrique
coefficient d’injection dans un petit faisceau lumineux

vecteur d’onde
partie imaginaire de k
partie réelle de k

permittivité

permittivité longitudinale

coefficient d’extraction dans un petit faisceau lumineux
constante de Boltzmann

coefficient d’absorption apparent
coefficient d’absorption vrai

coefficient d’émission stimulée
conductivité thermique

angle de déviation dans une collision
susceptibilité

susceptibilité longitudinale

libre parcours moyen

longueur d’absorption par bremsstrahlung e-i
libre parcours moyen Compton

libre parcours moyen de Rosseland
logarithme néperien

logarithme coulombien (collisions)
logarithme coulombien (bremsstrahlung)
longueur de de Broglie

longueur de Debye électronique
longueur d’écran exacte

longueur de diffusion du mode j
logarithme décimal

masse d’une particule

masse réduite dans une collision
mobilité

moment magnétique orbital

densité simple

densité double

densité double (mélanges)

indice de réfraction

nombre de particules d’un ensemble
nombre d’électrons dans la sphére de Debye
indice de réfraction des rayons lumineux
fréquence de collision électron-ion
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2.2

(13.49)
(13.36)
9.2
(14.106)
(11.33)
14.8
145

(13.84)
(8.78)

1.3
14.8

1.7
6.5
6.5

(11.119)
(10.114)
14.8
1.2
14.8
14.8
148
9.2
3.2

(10.255)
(6.24)
8.4
14.5
14.8
(14.249)
3.5
3.5
14.5
3.5
(1.49)
(1.68)
5.4
1.6
15
3.2
5.2
(2.27)
8.3
8.3
8.3
1.3
8.2
1.4
14.8
13.2
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Veo OU V1 fréquence de collision électron-neutre 12.3
vy fréquence d’ionisation 5.4
w fréquence (angulaire) 1.3
w; partie imaginaire de w 6.5
wr partie réelle de w 6.5
Wpe fréquence plasma électronique 1.3
Wpi fréquence plasma ionique 1.3
wp fréquence plasma totale 1.3
Q fréquence cyclotron 1.5
° vecteur rotation cyclotron (2.6)
p pression 9.2
P paramétre d’impact 3.2
o parametre d’impact critique 3.2
Di moment canonique 2.10
7 échange de quantité de mouvement 9.2
P(5,1) puissance rayonnée par un électron 14.2
o) coordonnée d’azimut 2.2
) potentiel électrostatique 2.10
T pression interparticulaire (9.38)
b7 pression cinétique (9.4)
q charge d’une particule 1.2
q vecteur flux de chaleur (9.16)
Q tenseur flux de chaleur (9.5)
T vecteur position 3.2
i vecteur position du mouvement relatif 3.2
R(u) fonction de ralentissement par collisions (13.63)
] vecteur position du centre de masse 3.2
R position du centre guide 2.2
To longueur de Landau (1.41)
TQ rayon classique de 1’électron (= 2.82 1015 m) 14.8
p densité de charge d’espace 14
o rayon d’orbite 2.2
p résistivité 9.3
Pm densité de masse 9.3
s terme d’échange d’énergie par collisions 9.2
S(u) fonction de dispersion angulaire par collisions (13.65)
El flux d’énergie 9.2
Sk flux d’énergie cinétique 10.2
S, fonction source (transfert du rayonnement) (14.180)
ocouo conductivité électrique 1.5
o constante de Stefan (= 5.67 1078 Wm—2K~4) 14.6
a(x, @) section efficace différentielle angulaire (3.52)
00 section efficace totale (3.85)
o1 section efficace de transfert de quantité de mouvement (3.87)
o3 deuxiéme section efficace de transport 13.2
oy section efficace d’ionisation 5.4
t temps 1.5
tp temps de relaxation de déflexion 13.4

tr temps de relaxation de ralentissement 134
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température
température de Boltzmann des niveaux a et b
température de radiation

flux de quantité de mouvement

taux d’occupation des états quantiques du rayonnement
angle au sommet dans une trajectoire de collision
énergie d’une particule

énergie cinétique d’une particule

énergie potentielle d’une particule

densité d’énergie

densité d’énergie électrostatique

densité d'énergie électromagnétique

énergie d’onde

densité d’énergie cinétique

densité d’énergie magnétique

densité d’énergie potentielle

vitesse de fluide

vitesse d'une particule (chapitres 2 et 14)

vitesse “thermique”

vitesse la plus probable
vitesse de phase
vitesse de groupe

vitesse d’une particule

vitesse de masse

vitesse d’Alfvén

vitesse du son

coordonnée pour la classification des plasmas (CGS)

force d’interaction entre deux particules
coordonnée pour la classification des plasmas (K)
profondeur optique

charge d’un ion
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1.2
14.8
14.8

(9.9)
14.6
3.2
3.2

3.2
9.2
10.2
10.2
6.3
9.2
10.2
9.2
9.2
2.1

1.12

1.12
1.3
6.2

8.2

9.3
(9.123)
(1.114)

1.6

3.2

1.6
14.8
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Chapitre 1

Gaz ionisés et plasmas

1.1 Introduction

1.1.1 Historique

Le terme “plasma” a été introduit en physique en 1928 [1] par le physi-
cien américain I. Langmuir pour désigner, dans les tubes & décharge, cer-
taines régions équipotentielles contenant un gaz ionisé électriquement neu-
tre. Par la suite, ce mot a été utilisé, surtout en astrophysique, pour
désigner un état dilué de la matiére, analogue & un gaz, mais constitué
de particules chargées, électrons et ions positifs, en proportions telles
que le milieu soit globalement neutre. Le plus simple des plasmas est
celui d’hydrogene, formé d’électrons et de protons libres en concentrations
égales. Ainsi définis, les plasmas se confondent donc avec le quatriéme état
de la matiere, faisant suite, dans I'échelle des températures, aux trois états
classiques, solide, liquide et gaz. Les propriétés spéciales des plasmas sont
dues au long rayon d’action de la force entre particules (force coulom-
bienne) : un électron ou un ion du plasma interagit & chaque instant avec
beaucoup d’autres. On peut méme décrire de nombreuses propriétés des
plasmas (effets collectifs) en considérant ceux-ci comme des mélanges de
deux fluides continus d’électricité positive et négative. Par suite de leur
faible densité, les plasmas conservent cependant certaines propriétés des
gaz (grande compressibilité, énergie interne et pression proportionnelles &
la température absolue, etc.).

La transition entre les gaz neutres et les plasmas complétement ionisés
est assurée par les gaz partiellement ionisés. Par abus de langage, on donne
également souvent & ceux-ci le nom de plasmas dans la mesure ou ils sont
électriquement neutres. En fait, les propriétés mécaniques (écoulements,
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ondes acoustiques, etc.) des gaz faiblement ionisés sont analogues & celles
des gaz neutres, tandis que leurs propriétés électromagnétiques (conducti-
vité électrique, indice de réfraction, par exemple) en different par suite de
la présence d’électrons libres en leur sein.

Plusieurs applications technologiques ont stimulé le développement de
la physique des plasmas :

e Des le début de ce siecle, Heaviside (et d’autres chercheurs) ont
compris que les radiocommunications & tres grande distance pour-
raient utiliser une réflexion des ondes sur une couche ionisée dans
la haute atmosphere (c’est-a-dire par ce qu’on appelle maintenant
lionosphere). Cette application a suscité les premiéres études de pro-
pagation d’ondes dans les gaz ionisés ; plus tard il a fallu, pour ana-
lyser les effets du champ magnétique terrestre, généraliser ces études
au cas des gaz ionisés plongés dans un champ magnétique.

e Les travaux de Langmuir ont été consacrés au développement de
divers dispositifs & décharge dans les gaz (arcs, lampes) et il lui a fallu
comprendre les propriétés de I'état plasma qu’il avait identifié dans
ces dispositifs. Plus tard, des dispositifs & décharge furent produits
avec des ondes et cela conduisit au développement des tubes TR
(transmission/réception) et d’interrupteurs pour le radar.

e Depuis les années 20, on s'’est intéressé également aux tubes a fais-
ceau d’électrons, & commencer par le magnétron de Hull, comme
sources de rayonnement cohérent de haute fréquence. Bien que les
faisceaux d’électrons ne soient pas en général neutres ils possedent
des propriétés dynamiques collectives (les ondes de charge d’espace)
analogues a celles des plasmas. L’étude de ces propriétés a été poussée
par le développement rapide entre 1935 et 1960 de divers types de
tubes pour hyperfréquences (klystrons, tubes a onde progressive, car-
cinotrons...). Depuis 1970, avec 'arrivée des faisceaux intenses d’élec-
trons relativistes, des dispositifs tels que les gyrotrons et les lasers
& électrons libres continuent de susciter de I'intérét pour I’étude des
propriétés dynamiques de ces plasmas non neutres que sont les fais-
ceaux d’électrons.

o Les études sur la décharge dans les gaz sont toujours trés actives. En
plus des applications traditionnelles liées notamment & 1’éclairagisme
et au transport de ’énergie électrique a de trés hautes tensions, elles
interviennent dans de nombreuses techniques nouvelles : production
de hautes températures dans les chalumeaux a plasma, de lumiere
cohérente intense dans les lasers & gaz, méthodes de traitement de
surface par plasma en mécanique et en microélectronique (par exem-
ple gravure et déposition de films en milieu non aqueux).



Introduction 3

e Enfin, une application des plasmas, la production d’énergie par fu-
sion thermonucléaire contrélée, qui parait encore futuriste mais qui
peut étre capitale pour Pavenir de I'’humanité, a fait Pobjet, surtout
depuis 1955, de vastes programmes de recherches. L’objectif pour-
suivi est la domestication des réactions nucléaires que ’on produit
dans les bombes H, & savoir les réactions de fusion des noyaux Iégers
{deutérium, tritium}) en noyaux d’hélium. Pour réussir a faire fonc-
tionner un tel réacteur a fusion, il faut tout d’abord produire et
confiner pendant un temps suffisant un plasma de deutérium et de
tritium de densité assez élevée et de température dans la gamme
dite thermonucléaire (108 K). Les méthodes proposées utilisent
des champs magnétiques (confinement magnétique) ou des implo-
sions (confinement inertiel) pour isoler le plasma des parois froides
extéricurcs, mais le but visé se révele tres difficile & atteindre, du
fait des nombreuses oscillations et instabilités qui tendent a se pro-
duire dans les plasmas confinés. D'importants progrés ont cependant
¢té fait depuis le début des années 90, et des projets internationaux
grandioses sc préparent en ce moment.

Bien que l'analyse théorique des plasmas soit relativement simple
(forces entre particules connues exactement, description par la mécanique
classique possible en général), leur étude ne s’est développée que tardive-
ment. La complexité de I'état plasma dans ses diverses formes a conduit
a un grand nombre de méthodes d’analyse théoriques apparemment dis-
tinctes. Pour les plasmas faiblement ionisés ’attention se concentre sur la
description des processus de collision et leurs relations avec divers aspects
de la physique atomique. Pour la propagation des ondes dans 'ionospheére,
le plasma est traité comme un mélange de deux fluides chargés élec-
triquement (1'un positif, I'autre négatif) ; les déséquilibres de densités pro-
duisent alors des effets de charge d’espace et 'accent est mis surtout sur
les effets éventuels d'un champ magnétique d’origine extérieure. L’'intérét
des astrophysiciens pour 'étude des mouvements d’un fluide conducteur
dans un champ magnétique a conduit au contraire & la description MHD
(magnétohydrodynamique) des plasmas dans laquelle on néglige les ef-
fets de charge d’espace ; cette description monofluide des plasmas qui
s’applique aux phénomeénes dynamiques de basse fréquence est devenue
une extension a plusieurs facettes de la dynamique classique des fluides.
Enfin, la théorie cinétique des plasmas complétement ionisés est devenue,
en particulier avec la turbulence des plasmas, 'un des chapitres les plus
intéressants de la théorie moderne du probléme & N corps. Ce n’cst que
vers 1950 que ces derniers travaux ont commencé a progresser rapidement.

Du point de vue expérimental, des techniques sont apparues (hyper-



4 Gaz ionisés et plasmas

fréquences, et plus récemment lasers) qui permettent de mesurer avec
précision les parameétres fondamentaux des plasmas : densité et tem-
pérature électroniques, fréquence de collision des électrons. Grace au
développement de la radioastronomie puis de la recherche spatiale, on
a pu explorer les plasmas de 'environnement terrestre : ionosphere,
magnétosphére, vent et couronne solaires... De maniére plus générale, la
physique des plasmas joue maintenant un role trés important dans toute
lastrophysique et la cosmologie : on pense que plus de 99% de 1'Univers
est constitué par de la matiere & I'état de plasma. Des problémes de
plasmas sont apparus dans de nombreuses techniques nouvelles : explo-
sions nucléaires, conversions magnétohydrodynamique et thermoionique de
Pénergie, rentrée des objets spatiaux dans l'atmospheére, propulsion élec-
trique des satellites, lasers a gaz, découpage des métaux par chalumeau a
plasma, traitements de surface en microélectronique, par exemple.

1.1.2 Plan du chapitre

Le présent chapitre est une introduction générale assez détaillée a la
physique des plasmas. Il a paru utile de faire une présentation relative-
ment élémentaire de toutes les notions qui seront ensuite développées de
facon plus détaillée et plus rigoureuse dans les chapitres suivants. Cela per-
met au lecteur de se familiariser avec les propriétés principales des plasmas
en évitant 'arsenal mathématique, parfois lourd, nécessaire dans une étude
plus approfondie. Les sujets abordés seront les suivants :

o Grandeurs de base permettant de décrire un plasma : densité n. et
température T, électronique (section 1.2).

e Classification des plasmas, résumée sur un diagramme (n., T.) avec
deux variantes : interactions dans la maticre (section 1.6), inter-
actions matiere-rayonnement (section 1.8 développée dans le cha-
pitre 14).

¢ Fréquences fondamentales : fréquence plasma w, des oscillations col-
lectives de charge d’espace (section 1.3 développée dans le chapi-
tre 10), et fréquence v,; de collision e-i (section 1.6 développée dans
le chapitre 13) reliées en général par la relation wy, > v.;.

e Longueurs fondamentales : longueur r, de Landau (interactions bi-
naires), longueur Ap de Debye (interactions collectives), avec en
général Ap > r, (section 1.4).

e Trajectoires de particules (section 1.5 développée daus le chapitre 2).

e Modeles de théorie cinétique : avec interactions collectives domi-
nantes pour les plasmas fortement ionisés (section 1.6 développée
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dans les chapitres 6 et 10), et collisions binaires dominantes pour les
gaz faiblement ionisés (section 1.9 développée dans le chapitre 12).

e Plasmas et rayonnement (section 1.8 développée dans le chapitre 14).

e Ondes dans les plasmas : ondes électromagnétiques transversales,
ondes électroacoustiques longitudinales dans les cas simples, et en
géndéral quatre modes hybrides en présence d'un champ magnétique
{scction 1.7).

e Applications des plasmas : décharges dans les gaz, sujet classique
bien vivant (section 1.11) et fusion thermonucléaire controlée, sujet
futuriste mais trés important pour Pavenir de 'humanité (section
1.10).

Les deux derniers domaines mentionnés ci-dessus ne sont pas ensuite
développés dans le corps de 'ouvrage. Pour ceux-1a, nous renvoyons le
lecteur aux ouvrages de référence des derniers paragraphes de la bibliogra-
phie donnée a la fin du livre.

1.2 Gaz ionisés et plasmas

1.2.1 Degré d’ionisation

Dans leur état normal, les gaz sont des isolants électriques. Cela tient au
fait qu’ils ne contiennent pas de particules chargées libres, mais seulement
des molécules neutres. Cependant, si on leur applique des champs élec-
triques assez intenses, ils deviennent conducteurs ; les phénomenes com-
plexes qui se produisent alors portent le nom de décharges dans les gaz et
sont dus & Uapparition d’électrons et d’ions libres.

Le résultat d’une décharge dans un gaz est donc la production d'un gaz
ionisé contenant par exemple n. électrons, n; ions positifs et ng neutres
(atomes ou molécules) par unité¢ de volume. La haute atmosphere terrestre,
les atmospheres stellaires et les nébuleuses sont également constituées de
gaz lonisés ; en général, le gaz est macroscopiquement neutre. On a alors :

Ne =N; =N (1.1)

Cette neutralité est la conséquence des forces électrostatiques trés intenses
qui apparaissent deés que l'on a ne £ n;.
Le degré d’ionisation d'un gaz est défini par le rapport :

n
= 1.2
x= (1.2)

ol ng est la densité (nombre de particules par unité de volume) des neutres
et n celle des électrons (ou des ions positifs). La valeur du degré d’ionisation
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dans les divers types de gaz ionisés varie en pratique depuis des valeurs
trés faibles, de 'ordre de 10712, par exemple, jusqu’a 1. On peut classer les
gaz lonisés en deux grandes familles selon le degré d’ionisation, en prenant
comme critére la nature des interactions dominantes :

o Les gaz faiblement ionisés dans lesquels la fréquence des collisions v
entre les électrons et les neutres est supéricure aux deux fréquences
de collisions v.. =~ v.; des électrons entre eux ou avec les ions.
Cette inégalité v,y > e, Ve; correspond & des degrés d’ionisation
« inférieurs & une valeur critique o que nous discuterons ci-dessous.

e Les gaz fortement ionisés dans lesquels on a au contraire v,y <
Vee, Vei 5 Qui correspondent a des degrés d’ionisation o > «g.

Le calcul du degré d’ionisation critique «g doit se faire a partir de
la théorie cinétique des gaz ionisés qui permet de donner des définitions
précises des fréquences de collision ct de calculer leurs valeurs. Celles-ci
peuvent se mettre sous la forme :

Veg = T20e2We (13)

ol w, est la vitesse des électrons considérés, ny la densité des particules
cibles 2 et 0.2 la section efficace (en général fonction de w,.) pour les
collisions e-2. La figure 1.1 montre le résultat du calcul de ap pour les
électrons “moyens” {w, = /2kT./me., cf. probléme P1-1) dans I’hélium.
Pour une valeur typique kT, ~ 1 ¢V on a o ~ 1077,

11 suffit donc de degrés d’ionisation trés faibles pour que le gaz soit
dans la famille des “fortement ionisés”. Ce paradoxe tient au fait que le
potentiel d’interaction coulombienne entre deux particules chargées est a
treés longue portée (faible décroissance avec la distance ~ 1/r) de sorte
que les sections efficaces d’interaction correspondantes sont supérieures de
plusieurs ordres de grandeur aux sections efficaces électron-neutre.

Quand le degré d’ionisation est égal & ['unité, la densité des moléeules
neutres est nulle ; on dit que le gaz est totalement ionisé, ou encore qu’il
constitue un plasma. Ce nom rappelle que le milieu peut alors étre le
support d’oscillations de charge d’espace qu'on décrira plus loin, qu'on
appelle “oscillations de plasma”, et qui ressemblent & des vibrations d'un
milicu gélatineux'. En fait, on désigne maintenant souvent sous le nom de
plasma n’importe quel gaz ionisé.

1. En fait, nous avons vu dans 'introduction que le terme “plasma” a été introduit
dans la physique des gaz ionisés par I. Langmuir en 1929. Bien que cette dénomination
ne soit pas justifiée dans I'article original, on peut penser qu’elle se rattache au sens du
mot grec mAaopa @ matiere informe.
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Figure 1.1 : Les deux familles de gaz ionisés. Cas de I'hélium.
Ne, No densité des électrons et des neutres, k7. température électronique en eV,
o degré d’ionisation.

1.2.2 Ionisation thermique d’un gaz

Lorsqu’on chauffe un gaz & une température 7" suffisamment élevée (de
Pordre de 10* K), I’énergie moyenne 3x7'/2 de translation de ses molécules
peut devenir du mémc ordre que leur éncrgie d’ionisation E; ; dans ces
conditions, lorsque deux molécules entrent en collision, il peut y avoir
ionisation de l'une d’entre elles.

Si le gaz cst en équilibre thermodynamique, 'ionisation par collisions
est contrebalancée par des processus de recombinaison entre électrons
ct ions ct il en résulte que les trois variables «, n et T ne sont pas
indépendantes : l'ionisation cst déterminée par la pression et la tempé-
rature ; on dit alors que le gaz est en état d’équilibre d’ionisation ther-
mique. Les propriétés de cet équilibre sont décrites dans le cas simple d’'un
gaz monoatomique par une formule établie en 1920 par 'astrophysicien
M.N. Saha [1b] (cf. probleme P1-3) :

NeN;  Wemy (2amerT 3/2
e = p ( B ) exp(—E; /kT) (1.4)
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Figure 1.2 : Ionisation thermique de 'argon pour p = 1 atm.

X, concentration relative de l'espéce a, T' température en 10° K.

ol m. est la masse de I'électron, & la constante de Boltzmann, A la con-
stante de Planck, 7m.,m; et mp, les poids statistiques respectifs de 1’électron,
de Vion et de l'atome neutre ; g et m; dépendent de l'espéce atomique
considérée mais on a toujours 7w, = 2 (deux états de spin). En remplagant

les constantes par leur valeur numérique I'équation (1.4} devient :
Dl 2 6.04 x 1077 (x7) P exp (~Ey/xT)  (eVeT)  (1.5)

Ny To

A des températures plus élevées, les atomes du gaz peuvent d’ailleurs
s’ioniser plusieurs fois. A titre d’exemple, la figure 1.2 montre en fonction
de T les concentrations relatives X ., X gp+, X 472+, ... des diverses espeéces
d’ions dans l'argon en équilibre & la pression atmosphérique (on appelle
concentration relative de 'espece j la quantité X; = n,;/> n;). On voit
que le gaz est ionisé & 90% vers 16 000 K et doublement ionisé vers 28 000 K.

1.2.3 Plasmas hors d’équilibre thermique

Dans de nombreux cas, 'ionisation est due & un champ électrique extérieur,
et le gaz n’est pas en équilibre thermodynamique. Il atteindra souvent un
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état stationnaire qu'on pourra caractériser par les parameétres «, n, 7,
(température des électrons), T; (température des ions) et Ty (température
des molécules).

Les trois températurcs ainsi introduites sont définies par la condi-
tion que (3xT,/2) représente l'énergie cinétique moyenne des particules
d’espece a, dans un repere ou elles ont une vitesse moyenne nulle. L’écart
entre T,., T; et Ty peut étre important : par exemple, dans un tube &
décharge typique, on pourra avoir : Ty =~ T; ~ 300 K et 7. ~ 3.10* K. La
forte valeur de T, cst due a Paction du champ électrique sur les électrons,
et I'lonisation est alors produite par les collisions de ces électrons chauds
sur les molécules neutres du gaz.

1.2.4 Densité et température des plasmas usuels

Les valeurs dc n ¢t de 7" que 'on a a considérer dans les divers plasmas
variant énormément, il est commode de représenter les plasmas sur un
diagramme (cf. Fig. 1.3) dont les coordonnées sont :

z =logiy ne (CGS) (1.6)

y=logyy T. (CGS) (1.7)

Si le gaz est en équilibre thermodynamique, T, = T et le diagramme
permet de définir, comme on vient de le dire, tous les états du gaz ; si
celui-ci est simplement dans un régime stationnaire hors équilibre, il ne
le permettra que si on suppose fixés les parametres «, T; et Tp. A titre
d’exemple, le tableau 1.1 et la figure 1.3 fournissent des valeurs typiques
de z et y pour les plasmas rencontrés dans divers domaines de la physique.
Les divisions du plan visibles sur cette figure sont décrites au paragraphe
1.6.

Pour exprimer les températures dans les plasmas chauds, on utilise
souvent 1'électron-Volt au lieu du degré K. Par définition, la valeur de T
en ¢V cst en fait la valeur numérique de k7T mesurée avec cette unité. La
regle de conversion est alors :

leV=116x10* K (1.8)

1.2.5 Familles de gaz ionisés
Parmi tous les gaz ionisés, nous distinguons maintenant trois familles :

e Les gaz faiblement ionisés (o < ag) dans lesquels quelques ions et
électrons se déplacent au milieu d’'une mer de molécules neutres ; ce
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Figure 1.3 : Diagramme de classification des plasmas et position de
quelques plasmas typiques (CGS).
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Intérieur des naines blanches.
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sont alors les collisions binaires entre un électron (ou un ion) et une
molécule qui déterminent la dynamique des particules chargées.

Les gaz fortement ionisés sans interactions entre particules ; ce
sont des plasmas suffisamment dilués (par exemple, le vent solaire)
dans lesquels les particules chargées suivent sans aucune collision
une trajectoire essentiellement déterminée par les champs électro-
magnétiques d’origine extérieure.

Les gaz fortement ionisés (o > ap) avec interactions entre parti-
cules. On démontre alors que, souvent, un électron particulier peut
étre considéré comme en interaction avec un grand nombre d’autres
particules chargées. Ce sont ces interactions coulombiennes dites col-
lectives qui déterminent essentiellement la dynamique du plasma.
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PLASMAS USUELS logigne | logigTe | logyg fo | logig Ap
Gaz faiblement ionisés

ionosphere, couche D, altitude 70 km 3 2.5 7.5 0.5
décharge dans les gaz—courant faible 11 4 9.5 -3
décharge dans les gaz—courant fort 15 5 11.5 -4
convertisseur M.H.D. 16 3 12 -6

Gaz fortement ionisés

gaz interstellaire 0 3.5 4 2.5
vent solaire 0.5 5 4 3
ionosphere, couche F, altitude 250 km 5.5 3 7 -0.5
couronne solaire (Rp =~ 1.6) 7 6.5 7.5 0.5
plasmas de tokamak 14 7 11 -3
plasmas d’ionisation de surface 12 3 10 -4
plasmas produits par laser 19 5 13.5 -6
explosion nucléaire 20 6 14 -6
magnétospheére de pulsar 12 16 10 3

Matiére dense

électrons dans les métaux 23 2.5 15.5 -9.5
intérieur des étoiles 27 7.5 17.5 -9.5
intérieur des naines blanches 32 7 20 -12

Tableau 1.1 : Parametres de quelques plasmas typiques (CGS).
n. densité électronique, T. température électronique.

fp» fréquence plasma (cf. paragraphe 1.3).
Ap longueur de Debye (cf. paragraphe 1.4).

1.3 Oscillations de plasma

1.3.1 Description qualitative

Si, dans un plasma initialement neutre, on produit une perturbation locale
sous la forme d’un exces de charge électrique positive ou négative, celui-ci
va tendre a revenir vers I’état d’équilibre de neutralité. Cependant, on peut
voir facilement que la perturbation initiale engendre en général une oscil-
lation pendulaire non amortie du plasma autour de son état d’équilibre. La
premiere analyse de ce genre de mouvement a été faite par Lord Rayleigh
qui a établi la fréquence naturelle des oscillations d’électrons libres plongés
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dans un fond continu de charges positives [lc|. Considérons, par exemple,
la situation représentée sur la figure 1.4. A l'instant initial [Fig. 1.4(a)],
la région grisée contient un exces d’électrons et la région tout autour un
déficit d’électrons. Cela produit un champ électrique tendant & créer un
mouvement des électrons dans le sens des fleches. Dans ce mouvement,
ceux-ci acquerront une certaine énergie cinétique et ils pourront, au bout
d’un certain temps, dépasser la position d’équilibre. Un trop grand nombre
d’électrons ayant quitté la région grisée, il y aura un défaut d’électrons dans
cette région [Fig. 1.4(b)] et un champ électrique tendant & les ramener vers
elle. Au bout d’un certain temps, la situation initiale est reconstituée et le
cycle recommence. Les vibrations ainsi produites sont appelées oscillations
de plasma électroniques.

i

b
\ \ 2

| &

(a) (b)

Figure 1.4 : Oscillation de plasma & symétrie sphérique (ions immobiles).
Les fleches représentent la force de rappel qui s’exerce sur les électrons.

(a) Déficit d’électrons au centre. (b) Exces d’électrons au centre.

Dans ces oscillations, les ions beaucoup plus lourds que les électrons
restent pratiquement immobiles. L’agitation thermique et les collisions
jouent en général un role négligeable, et un calcul simple développé ci-
dessous permet alors d’obtenir la pulsation wy, des oscillations de plasma

par la formule :
Wpe = (nqu(:gz/'m«zeO)l/2 ) (1.9)

oll ¢, est la charge de I’électron? et n.q la densité électronique du plasma
non perturbé. Cette pulsation est souvent appelée improprement fréquence
plasma. En toute rigueur la fréquence plasma est la quantité :

fpe :"‘Jpe/27r (110)

2. Dans cet ouvrage, nous désignons par ¢. la charge de I’électron en valeur algébrique
et par e cette méme charge en valeur absolue, de sorte que 'on a : g = —e.
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qui s’écrit en remplagant les constantes fondamentales par leurs valeurs :

Foe 9000/ (CGS) (1.11)

La fréquence plasma est une fréquence fondamentale qui intervient a tout
instant dans la physique des plasmas. Les valeurs de cette fréquence pour
quelques plasmas typiques sont données dans le tableau 1.1. Pour mieux en
comprendre la signification physique, nous discutons dans les deux sections
qui suivent trois situations simples ot apparait wpe.

Les oscillations de plasma ont été observées pour la premiere fois par
F.M. Penning [1d] et étudiées ensuite en détail par L. Tonks et I. Langmuir
[1e].

1.3.2 Oscillations de charge d’espace électronique
en volume

On vient de voir qu’une perturbation locale de la densité électronique dans
le volume d’un plasma pouvait engendrer des oscillations. On peut étudier
quantitativement ce probleme en posant les équations générales d’une os-
cillation de charge d’espace électronique et moyennant les hypotheses sui-
vantes :

1. Les ions sont supposés immobiles et leur densité uniforme égale a
750-

L’agitation thermique est négligeable.

Les collisions sont négligeables.

Les oscillations sont de faible amplitude.

A e

Il n’y a pas de champ électrique ou magnétique imposé par des
sources extérieures.

On peut alors écrire les équations hydrodynamiques (cf. paragraphe
9.2) des électrons ;

¢ Equation de conservation des particules :

%712+V‘nev_e)=0 (1.12)

. Equation de conservation de la quantité de mouvement :

NeMle <% + U_J : V) EZ = neQeE) (113)
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Dans la deuxieéme on a négligé le terme de pression cinétique [cf.
équation (9.45)] et le terme de collision (hypothéses 2 et 3) et négligé
le champ magnétique 1ié & 'oscillation ; on peut simplifier ces équations
en utilisant I’hypothése 4 sous la forme :

ne(?at) :neﬂ+nel(?’t) (114)

oll mey (7T ,¢) est une petite perturbation ; on peut alors linéariser les

— —
équations ci-dessus, en considérant v, = v,; et E = E; comme des petites
perturbations et en négligeant des infiniment petits d’ordre supérieur ; sup-
posons de plus que les quantités variables varient a la fréquence w ; ces
équations s’écrivent finalement en notation® complexe :

— {wnel + eV - Tep =0 (1.15)
NeoMe(—iw)Uey = neoqea (1.16)

Mais on a d’autre part ’équation de Poisson :

R
V- E1 = (njoq; + neqe)/€0 = ne1ge/€o (1.17)

compte tenu de la condition de neutralité du plasma non perturbé,
ni0gi + Neoge = 0. Eliminons 7,7 and ne; entre ces trois équations ; il
vient successivement :

o = —X g (1.18)
— WM.

e = ey . By (1.19)
w2m,

et finalement en reportant ce résultat dans (1.17) et introduisant la fré-
quence plasma définie par (1.9) :

(V- ED( w2 /w?) =0 (1.20)

Dans les oscillations de charge d’espace que nous sommes en train d’étudier

N
on a par définition V - F; # 0. La relation ci-dessus conduit donc a la

condition :
W= Wpe (1.21)

La méthode que nous avons suivie dans cet exemple simple sera une
méthode trés générale pour I'étude des propagations d’ondes dans un

3. Les notations complexes ont été introduites en posant par exemple : El(T,t) =

Re[ﬁ(?) exp(—iwt)] olt E1(7) est un vecteur complexe.
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plasma homogeénc : on écrit les équations de la dynamique et les équations
de Maxwell (ici 'équation de Poisson) ; on linéarise ces équations pour
des petites perturbations. On tombe alors sur un systeéme d’équations aux
dérivées partielles. En supposant que les champs varient avec T et ¢ comme

—
ik x et e~ ™! (ol & est le vecteur d’onde et w la pulsation) ce systéme se
réduit a un systeme linéaire homogene d’équations algébriques. Il n’admet
de solution non nulle que si son déterminant est nul. Cette condition de
compatibilité est en général de la forme :

D(w, k) =0 (1.22)

—
ol w et k sont la fréquence angulaire et le vecteur d’onde de la per-
turbation. C’est ce qu’on appelle I’équation de dispersion du plasma. Ici

nous n’avons pas eu besoin d’introduire % et avons trouvé par élimination
directe la condition {1.21) qui ne fait intervenir que w. La pulsation des
petites oscillations de charge d’espace est donc toujours égale & w, quelle
que soit la forme de l'oscillation. On peut aussi dire que les oscillations
de plasma décrites ici sont des oscillations stationnaires a l'intérieur de
celui-ci ; si, comme nous 'avons supposé, les électrons et les ions n’ont
pas d’agitation thermique, elles ne correspondent & aucune propagation
d’onde ; I’étude des oscillations de plasma dans un milieu doué d’une agi-
tation thermique (cf. chapitre 10) conduit avec le modele le plus simple &
remplacer la relation w = w, par I’équation de dispersion :

wi= wﬁe + kv, (1.23)

ol k = 2mx/X est la constante de propagation et vre = +/kTe/me une
vitesse moyenne d’agitation thermique des électrons.

L’analyse de cette équation montre que les oscillations de plasma peu-
vent, a cause de l'agitation thermique, se propager avec une vitesse de
phase comprise entre la vitesse d’agitation thermique des particules et la
vitesse de la lumiére. La discussion du paragraphe 1.7 montrera qu’il y a
dans un plasma plusieurs autres modes de propagation d’ondes, en par-
ticulier des ondes électromagnétiques transversales dans lesquelles on a

v.E =0.

1.3.3 Oscillations de gaine

Considérons maintenant un plasma borné limité par une frontiere assez
nette qui le sépare du vide. En lui appliquant un champ électrique Fy,
ayant une composante perpendiculaire & la frontiére, on perturbe son
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équilibre : les électrons se déplacent par rapport aux ions et l'on voit
apparaitre sur la frontiere du plasma des gaines d’électrons ou d’ions
[Fig. 1.5(a)]. I en résulte un champ de polarisation E, opposé au champ
extérieur et tendant & ramener les électrons vers leur position d’équilibre.
Si 'on fait cesser 'action du champ extérieur, ensemble des électrons va
effectuer des oscillations autour de la position d’équilibre déterminée par
la position des ions.
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Figure 1.5 : Polarisation d'un plasma par un champ électrique et oscilla-
tions de gaine.
(a) Géométrie quelconque : Fy champ extérieur, £, champ de polarisation.
(b) Géométrie plane : oscillation longitudinale d’une tranche de plasma.

Dans le cas d’une lame plane de plasma, le calcul de la fréquence de
ces oscillations se fait facilement au moyen du schéma simple de la figure
1.5(b) : on considére une tranche plane contenant un bloc d’ions immo-
biles et on suppose que I'on déplace en bloc des électrons qui leur étaient
associés. On crée ainsi un champ électrique donné par la formule :

E=o/e (1.24)

oli o est la densité superficielle dans la couche mince de charge positive,
qu’on a laissée & gauche de la figure, ou de charge négative, qu’on a fait
apparaitre a droite.

On a donc :

0 = NeQe (1.25)

et

E = negex/eo (1.26)
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Chaque électron du nuage est donc soumis a une force de rappel
F = —n.qr/en (1.27)

Il va donc cffectuer des oscillations de pulsation® w = wp.. Si on refait
ce méme calcul pour un plasma uniforme de forme différente on trouve
pour la pulsation des oscillations :

w = Awpe (1.28)

ou A est un facteur numérique voisin de 'unité qui dépend de la forme
du plasma (pour un cylindre A = 1/v/2, pour une spheére A = 1//3).
Remarquons que dans tous les cas nous avons, comme dans le paragraphe
précédent, négligé 'agitation thermique des électrons et les collisions. Cette
derniére hypothese est justifiée par la condition wpe > Veollision qUE NOUS
discuterons au paragraphe 1.6.

1.3.4 Impédance d’un plasma et ondes
électromagnétiques

Les ondes électromagnétiques dans le vide sont des ondes transverses, en
— —
ce sens que les vecteurs £ et B sont perpendiculaires au vecteur d’onde

k. Des champs de petite amplitude de ce type peuvent aussi exister dans
un plasma. Du fait de la nature transverse de ces champs les perturbations
de densité dans le plasma seront nulles (comme on peut le voir & partir
de 'équation de Poisson). La dynamique du plasma peut alors se décrire
simplement en considérant les trajectoires des particules individuelles dans
ces champs.

Imaginons donc qu’'un champ électrique alternatif E de pulsation w
soit appliqué localement dans un plasma ; il en résulte des oscillations
des électrons et des ions a la méme fréquence. Si Pon néglige les colli-
sions, la vitesse v, des électrons est fournie par la loi fondamentale de la
dynamique :

dv, —
Me 7 =gq. F (1.29)

dans laquelle on a négligé le terme de perturbation du deuxiéme ordre

4. Il faut remarquer cependant que les électrons et les ions dans les deux couches
externes (gaines) sont soumis & des champs tout a fait non uniformes. Leur mouvement
est donc plus complexe et peut conduire & une absorption non linéaire de Pénergie du
champ appliqué (cf. [1f] et [1g]).
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—_—
GeVei X Bi. En régime sinusoidal et en notation complexe on en déduit :

—
e B . .

zﬁ:—qﬁ- E_Tl)dtzi LI 25{ (1.30)
Me me (—iw) MeWw

Le vecteur courant électrique associé est :

—

Jel - neoqem (131)

oll nep est la densité électronique supposée constante. Compte tenu de
(1.30) cette densité de courant s’éerit :

2
—

_ o Ype g
Jel = ZWGOFEl (132)

On voit que ce courant de conduction électronique est en quadrature

de phase retard par rapport au champ E ; cette situation est la méme que
dans une self et I'on peut dire que du fait de leur inertie, les électrons ont
un comportement “selfique”®. Il existe de méme un courant de conduction
ionique également selfique :

2
— wo. —»

Jj] = iweo p; E1 (1.33)
w

en désignant par wy; la fréquence de plasma ionique définie en remplagant
m, par m,; dans la formule (1.9). Cependant le courant total qu’il faut
introduire dans les équations de Maxwell pour décrire le comportement du

plasma est la somme

— —_— == —
Ji=Jdp1 +Jo1 + Ji1 (134)
—
ou Jp est le courant de déplacement :

OE
Jp1 = eoa—tl = —iweo By (1.35)

qui est de nature “capacitive” et qui est une propriété du vide. En pra-

. s - — L. s
tique on peut vérifier que J;; = (m./m;)J.1 est négligeable devant J.;. Le
courant total peut donc s’écrire :

e . w, 62 w i2 - . Wy —
Jy = —iweg(l — (:72 - ‘52 VE1 = —iweg(1 — w—g)El (1.36)

5. Remarquons que nous avons convenu d’une dépendance en erp(—iwt) des
grandeurs ; cette convention conduit pour les impédances selfiques ou capacitives a
des signes opposés & ceux que I'on trouve en général dans les livres d’électricité, ou l'on
convient d’habitude d’une dépendance en exp(jwt), avec i = j = /—1.
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ol l'on a introduit la fréquence de plasma “totale” exacte :

Wl =W, +wh (1.37)

En pratique on a wgi /wge =m./m; < 1 et la fréquence de plasma totale
wp est tres voisine de wpe.
On voit sur la formule (1.36) que la permittivité du plasma est :

2
Woe

K= —Z‘_ﬁ)zu— (1.38)

2

Remarquons enfin que la théorie classique des ondes électromagnétiques

s’applique au plasma isotrope que nous sommes en train de considérer :

K est donc égale au carré de I'indice de réfraction N de ces ondes, ce qui
L4 :

secrit :

k2c? w2
2 __ _ )4
NP =—=1-1% (1.39)

La courbe de dispersion des ondes électromagnétiques est donc la
droite représentée sur la figure 1.6(a) ol I'on a pris comme coordonnées
r = wlfw? y = k?c?/w? (représentation des ionosphéristes). Sur la fi-
gure 1.6(b) on a représenté cctte méme courbe sur un diagramme dit de
Brillouin (z =k, y = w).

La fréquence de plasma w, est donc une fréquence critique séparant les
fréquences en deux domaines :

e Pour w > wp, la permittivité K est positive et plus petite que I'unité.
Le courant de déplacement Jp est supérieur au courant de conduc-
tion J.; ; le plasma a donc un comportement capacitif et propage
sans atténuation les ondes électromagnétiques comme un diélectrique
ordinaire, a ceci prés que sa permittivité est plus petite que I'unité et
que de ce fait la vitesse de phase v, des ondes électromagnétiques est
supérieure a la vitesse de la lumiere. Lorque w tend vers wy, € tend
vers zéro et v, vers l'infini. On peut vérifier cependant que la vitesse

de groupe [v, = 8w/87€9 = (&u/@k)(_l?/k), puisque w n'est forc-

tion que du module de ?] est toujours plus petite que ¢, décroissant
depuis la limite vy = ¢ quand w > w, jusqu’a zéro lorsque w tend
Vers wp.

e Pour w < wp, la permittivité K est négative. Le courant de conduc-
tion est maintenant supérieur au courant de déplacement. Le plasma
a alors un comportement selfique. Les ondes électromagnétiques ne
peuvent plus se propager sans atténuation dans le plasma. L’indice de
propagation est purement imaginaire et les ondes électromagnétiques
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Figure 1.6 : Diagrammes de dispersion pour les ondes électromagnétiques.

(a) Représentation des ionosphéristes (z = w3 /w?, y = k*c*/w?).
(b) Diagramme de Brillouin (z = &, y = w).

sont donc évanescentes. Si le plasma est limité par une interface
avec un espace vide (ou rempli de diélectrique) les ondes électro-
magnétiques de fréquence w < w, qui pourraient arriver de cet es-
pace extérieur subissent une réflexion “métallique” a la frontiére du
plasma.

1.4 Longueurs de Debye et de Landau

1.4.1 Longueurs critiques d’interaction

Au paragraphe précédent, on a vu comment un plasma écarté de l'état de
neutralité électrique se met a osciller & la fréquence w, autour de cet état
d’équilibre. L’ agitation thermique des particules du plasma ne joue de role
que pour assurer une certaine propagation de ces oscillations.

Il existe par ailleurs des situations, notamment aux frontiéres d’un
plasma, ou peut s’établir un état stationnaire dans lequel le milieu n’est
plus neutre électriquement. Dans ces régions appelées gaines, la non-
neutralité est entretenue par 'agitation thermique et freinée par les inter-
actions coulombiennes. Avant de décrire de telles situations, on peut in-
troduire de facon abstraite des longueurs critiques d’interaction en égalant
Pénergie d’agitation thermique & des énergies potentielles d’interaction.
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a) Longueur de Landau : longueur critique d’interaction binaire
On appelle longueur de Landau la longueur ry définie par la relation :

2

KT = —2 (1.40)
471’6()7‘0
soit :
e 1.41
o= dmegkT (1.41)

On voit que ry est la distance a laquelle il faut que deux électrons
s’approchent pour que leur énergie potentielle d’interaction binaire soit
du méme ordre de grandeur que leur ¢énergie cinétique d’agitation ther-
mique. La longueur de Landau intervient dans 'analyse des phénomeénes
de collisions et dans celle des corrélations de position dans un plasma (cf.
paragraphes 3.5 et 8.7.3).

b) Longueur de Debye : longueur critique d’interaction collective

«) Importance des interactions lointaines collectives Les interac-
tions collectives (de charge d’espace) jouent en général un role plus impor-
tant que les interactions binaires dans la dynamique d’un plasma. Pour le
voir on peut d’abord essayer de calculer par un modele tres simple I’énergie
d’interaction u.. d’un électron du plasma avec l’ensemble des autres élec-
trons. En supposant le plasma homogene et infini, on peut exprimer u..

par lintégrale :
) 2
(tee) = / (=) (netmrar) (1.42)
o \megr

Le signe () désigne la valeur moyenne, obtenue en remplagant le nom-
bre d’électrons contenus dans la couche r...r + dr par sa valeur moyenne
nednridr (Fig. 1.7).

Ceci étant, I'intégrale (1.42) diverge & cause de sa borne supérieure et
on a donc :

(Uee) = +00 (1.43)

Ce résultat n’est pas inquiétant physiquement parce que 1’électron con-
sidéré interagit aussi avec les ions du plasma, et qu’il en résulte une énergie
moyenne d’interaction

<u6i> = _<uee> = —00 (144)

L’énergie moyenne d’interaction de 1’électron avec tout le reste du plasma
est donc nulle dans ce modele. En fait, la forme indéterminée +o0o — oo



22 Gaz ionisés et plasmas

Figure 1.7 : Energie moyenne d’interaction d’un électron avec Iensemble
des autres électrons du plasma.

doit étre analysée de plus pres, ce que ’on peut faire en tenant compte des
corrélations de positions dans le plasma (cf. probleme P1-5), et on trouve
alors un résultat fini, faible mais non nul.

Le principal intérét de ce calcul est de montrer que du fait de la
décroissance tres lente du potentiel de Coulomb avec la distance, les in-
teractions lointaines sont statistiquement plus importantes que les inter-
actions proches : un électron interagit a chaque instant avec un trés grand
nombre d’autres électrons ou ions. Ces interactions collectives lointaines
peuvent se décrire par un modele de fluide continu. Oubliant la struc-
ture particulaire de la matiere, le plasma est décrit comme un mélange de
deux fluides continus d’électricité, I'un négatif (les électrons) de densité
de charge p. et 'autre positif (les ions) de densité de charge p;. La charge
d’espace totale étant p = p. + p;, les interactions d’un électron avec le reste
du plasma s’analysent au moyen du potentiel électrostatique ® de charge
d’espace défini par I’équation de Poisson :

V20 = —p/eg (1.45)

3) Définition de la longueur de Debye On peut définir une longueur
critique d’interaction collective en analysant le modéle unidimensionnel de
la figure 1.8 : un plasma neutre de densité constante n. se prolonge par une
gaine d’électrons de densité également constante n.. Le champ électrique
dans le plasma est constant (puisque p y est nul). Il peut étre nul ou non
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selon les conditions aux limites qu’on suppose réalisées lorsque x — Fo0.

Plasma . E. banes
neutre O _ gélectrons - X
g

Figure 1.8 : Modele de gaine pour la définition de la longueur de Debye.

Dans la gaine, le champ est variable et non nul ; le potentiel y obéit a
I'équation de Poisson :

d*®
oz = Tede/o0 (1.46)
dont la solution générale est :
D(z) = a+ b — (n.g/2€¢0)x° (1.47)

ol a et b sont deux constantes déterminées par les valeurs de ¢ et d®/dx
pour z = 0. Le terme quadratique représente 'effet sur la distribution de
potentiel de la charge d’espace constante p = n, ¢. dans la gaine, c’est-a-
dire l'effet cumulatif des interactions collectives dans cette gaine.
On peut donc définir une longueur critique d’interaction collective par
la condition :
KT/2 = |ge(neqe/260) 27| (1.48)

La valeur de r ainsi définie est la longueur de Debye Ap qui d’apres (1.47)
et (1.48) est donnée par :

ekt
A%:=7fq2 (1.49)
ede

ce qui donne en remplagant les constantes fondamentales par leurs valeurs

Ap 7 6.9(T./n.)'?  (CGS) (1.50)



24 Gaz ionisés et plasmas

Les valeurs de cette longueur pour quelques plasmas typiques sont
données dans le tableau 1.1. On y voit par exemple que Ap est typiquement
de 1 & 10 microns dans les plasmas de décharge.

1.4.2 Gaines a la frontiere d’un plasma
a) Description qualitative

Pour rendre plus concréte la discussion du paragraphe précédent, exami-
nons ce qui se passe effectivement a la frontiére entre un plasma et le vide.
Pour cela on suppose (cf. Fig. 1.9) que sur cette frontiére la densité ionique
passe brutalement de la valeur n,; = Cte a la valeur nulle et on examine ce
qu’il advient de la densité électronique.

n,-,ne ﬁe
H n, n,
N ’/ne=%
Plasma i1-«-e---{-c-fons
n;= Cste Vide - 'g 0 +g X
Al - B ®
Plasma N
n=0-. Ne=n=0
! X
~Ap
g c
(a) (b)

Figure 1.9 : Gaine électronique a la frontiére plasma-vide.

(a) Description qualitative.
(b) Modele académique & densité constante.

On peut supposer qu’a un certain instant initial la répartition de
ne est la méme que celle de n;. Mais il est clair que cette situation va
évoluer du simple fait de I'agitation thermique des électrons (pour simpli-
fier nous négligerons celle des ions) ; les électrons du plasma franchissent
la frontiere ; une gaine commence & se constituer, et le processus se pour-
suit jusqu’a ce que le potentiel de charge d’espace répulsif produit par la
gaine soit suffisant pour renvoyer dans le plasma les nouveaux électrons ar-
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rivant. La sitnation est alors celle représentée sur la figure 1.9(a) avec une
densité n. décroissant progressivement de la valeur n, jusqu’a la valeur
zéro. L’analyse détaillée de cette répartition de n. n'est pas trés simple
(cf. probléeme P1-4 pour un cas analogue : gaine au contact d’une paroi
métallique), mais il est clair d’aprés analyse du paragraphe précédent que
I'épaisseur totale de la gaine est de 'ordre de grandeur de la longueur de
Decbye Ap du plasma.

La longueur de Debye représente done un compromis entre 'agitation
thermique, qui tend & produire une non-neutralité du plasma, et la densité
des particules qui impose la neutralité par 'intermédiaire des forces élec-
trostatiques. C'est ce qu'exprime aussi la formule en /T, /n. définissant
Ap-

b) Modele de gaine a densité constante

A titre d’exemple simple, on peut examiner le modele de gaine représenté
sur la figure 1.9(b). On suppose que la gaine électronique a une densité
constante n, = M./2, qu'elle a une épaisseur 2g répartie symétriquement
autour de la frontiére. La transition plasma-vide est donc constituée d’une
partie positive de densité p = +|7igq.|/2, entre les abscisses —g et 0 et
d’une partie négative p = —|7igg.|/2 entre les abscisses 0 et +g.

La résolution de 1'équation de Poisson dans deux régions conduit
(compte tenu des conditions aux limites ® = d®/dz = 0 dans le plasma et
dans le vide) a la répartition de potentiel représentée sur la figure 1.9(b).
Cette courbe est constituée de deux arcs de parabole AB et BC de cour-
bures opposées. Le potentiel de gaine qui en résulte est négatif et donné

par la formule :
Vy = negeg” /260 (L51)

En écrivant la condition :
KT/2 = |q.Vy| (152)

on obtient une valeur critique de g égale & Ap comme on s’y attendait.
Dans ce modele simple on voit que la longueur de Debye donne ’ordre
de grandeur de I’épaisseur maximum d’une gaine électronique suscepti-
ble d’étre traversée par les électrons du plasma sous le simple effet de
leur agitation thermique. Répétons cependant, comme nous 'avons dit au
paragraphe précédent, que ce modele est trop simple et qu’il faut faire une
analyse self-consistente de la répartition de n, dans la zone de transition
ABC [363], [364], [365]. Notons enfin que des gaines dont ’épaisseur est de
lordre de Ap s’établissent également dans des régions reliant un plasma
neutre & une parol isolante ou & une électrode collectrice de courant [363],
[364], [365].
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1.4.3 Corrélations de position dans un plasma
a) Théorie élémentaire des corrélations ions-électrons

La neutralité électrique, qui s’exprime par la condition :
Neoge + Niogi = 0 (1.53)

oll ¢ est la charge de I'électron, et g; le charge des ions du plasma, n’est
qu’une propriété des valeurs moyennes n.q et n;q des densités électronique
et ionique®. Une analyse plus fine fait apparaitre des corrélations de posi-
tion entre les électrons et les ions : autour de chaque ion, il y a un exces
d’électrons. L’analyse théorique de ces corrélations sera développée dans
I’appendice A8-3 & partir des équations cinétiques des plasmas. Nous allons
dans cette section étudier ces corrélations par une méthode élémentaire
initialement proposée par Dcbye dans la théorie des électrolytes.

Supposons que 'on sache qu’en un certain point du récipient il y a un
ion, autrement dit prenons des axecs de coordonnées dont origine coincide
a tout instant avec la position d’un ion. On doit s’attendre que, dans le
voisinage de cet ion, il y ait en moyenne plus d’électrons que d’ions, puisque
I’ion considéré attire les premiers et repousse les deuxiémes.

Cherchons donc la distribution d’équilibre des électrons autour de cet
ion ; au voisinage de l'ion, le potentiel ® sera déterminé par la charge de
I’ion considéré et par un nuage d’électrons. Appelons ngy la valeur moyenne
de la densité des électrons dans le plasma et admettons qu’en tout point
la densité des ions est constante et égale & —n.oq./¢; mais que, par suite
du choix de V'origine, il y a une légere variation de la densité des électrons
au voisinage de I'ion considéré, de sorte que la densité électronique sera :

Ne (T) 7é Nen (154)

Admettons d’autre part que les électrons sont en équilibre thermody-
namique a la température T dans le puits de potentiel constitué par 'ion
positif, de sorte que la densité électronique satisfait a ’équation :

ne(r) = Nep exp(—q.P/kT) (1.53)
Les perturbations de densité étant supposées faibles, on écrit cela sous la

forme linéarisée :
ne(r) = neo(l — g /KT (1.56)

6. Dans de nombreux cas le plasma contient plusieurs especes d’ions (positifs ou
négatifs) ; il faut alors dans la formule (1.53) remplacer n;oq; par Zi”ioqi ol 70

et ¢; sont la densité et la charge des ions d’espece i.
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D’autre part ® doit satisfaire a I’équation de Poisson :

1 77»30(]2
VQ(I) = = \Ne — N¢e e = =
o e ~ne0)de = T

o (1.57)

Compte tenu de la formule (1.49) de définition de Ap et de la symétrie
sphérique du potentiel autour de I'ion, I’équation (1.57) s’écrit finalement :

1 d [ ,dd o
il ) = = 1.58
r2dr (T dr) AL ( )
Cette équation différentielle du second ordre s’integre facilement en faisant

le changement de variable :

U d‘bi 1 1du

O=-, —=-—— —— 1.59
r' dr 2T ( )
ce qui donne pour u 'équation :
d*u u
— = — 1.60
drz A% (1.60)
dont la solution générale donne en revenant a ¢ :
1 ,
o== (Ae'r/)‘D n Be‘“//\D) (1.61)
r

En tenant compte des conditions aux limites (& — 0 lorsque 7 — o0 ct
& ~ q;/4megr lorsque r — 0) on obtient finalement pour @ la solution :

=B i (1.62)
dregr
En reportant ce résultat dans (1.56) et en posant ¢; = Z;e on peut écrire
la densité électronique perturbée sous la forme :

TLe(T) = Tieo (1 + Zz"%]e“r/kD) (163)

ou ry est la longueur de Landau définie par la formule (1.41).

Le deuxiéme terme de cette formule est toujours positif : les corrélations
de position ¢ — e sont positives et ce terme représente un nuage d’électrons
supplémentaires autour de chaque ion ; la densité de ce nuage décroit
exponenticllement avec r et “’épaisseur” du nuage est de 'ordre de Ap.
En intégrant la densité du nuage de » = 0 & r = oc on vérifie facilement que
la charge totale qu’il contient est égale a Z;q. = —¢;. Il en résulte comme
le montre la formule (1.62) que le champ de Coulomb de l'ion est atténué
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(on dit aussi “écranté”) par le nuage d’électrons qui lui sont corrélés ;
le potentiel de Coulomb ¢, /dreqr de 'ion est remplacé par le potentiel de
Debye exprimé par la formule (1.62). L’effet d’écran est pratiquement total
des que r dépasse nettement Ap.

Remarquons cependant que les formules ci-dessus ne sont valables que
si les corrélations sont faibles, c’est-a-dire pratiquement si r > rg (sinon
Papproximation linéaire de la formule (1.56) tombe en défaut). Cette lim-
itation n’est pas importante dans la plupart des plasmas qui satisfont,
comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, & la condition :

o K Ap (1.64)

et dans ces plasmas les effets de corrélation les plus importants dans le
comportement du milicu sont ceux pour lesquels on a :

rg K1 <K Ap (1.65)

En principe, il est toutefois facile de calculer les corrélations & courte dis-
tance, qui devraient étre de la forme :

ne(r) = nege~ 9@ /Amear)/nT — Ziro/r (1.66)

On voit que cette formule présente une singularité pour r = 0 ; celle-ci ne
peut étre en principe supprimée que dans une théorie quantique, car elle
est liée a ’hypothese que les particules sont des charges ponctuelles sans
dimension.

b) Effet des corrélations i-i. Longueur d’écran exacte

Dans le calcul précédent, nous avons négligé les corrélations ¢ — ¢, en sup-
posant que 'on avait n; = n;. Il est facile d’en tenir compte en admettant
que Pon a pour n; autour d’un ion donné une formule analogue 4 (1.55),
ce qui donne dans 'approximation des faibles corrélations :

ni(r) = mao(1 - q,0/wT) (167)

On obtient ainsi pour ® une équation analogue & {1.58) mais olt Ap est
remplacée par la longueur d’écran exacte donnée par :

T bY:
e L 2 (1.68)
Neoq? + niog; 1+ Z;
Les formules (1.62), (1.63) et (1.67) deviennent alors :
& r/A (1.69)

 d7eor
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77,6(7") = neO(l + ZiTr_Oeﬂr/As) (170)

ni(r) = niO(l - Z{z%’e—r//\s) (1.71)

Sous sa premicre forme la formule (1.68) montre que Peffet d'écran com-
porte de fagon tout a fait symétrique une contribution électronique et une
contribution ionique. L'effet des ions a été éliminé de facon artificielle dans
le calcul du paragraphe précédent, en remplagant ccux-ci par un fluide con-
tinu d’électricité positive. Et, de fait, A; devient égal & Ap si’on fait tendre
Z vers zéro.

C’est A, que l'on doit utiliser pour calculer les propriétés statistiques
d’un plasma en équilibre, par exemple I’énergie moyenne d’interaction en-
tre particules. On trouve (cf. probleme P1-5) que cette énergie est par
unité de volume :

Tien + M50 Zie2
= — 172
U t ( 2 ) 47(60)\3 ( )

On verra cependant au paragraphe 3.5 que, dans la théorie des collisions o
leffet d’écran intervient, il est plus raisonnable de négliger les corrélations
i-1 et d’utiliser Ap au lieu de A;.

Notons enfin que le formalisme utilisé ici pour décrire les corrélations
n'est pas tres satisfaisant. Les corrélations doivent s’exprimer non pas en
termes des densités simples mais plutot en termes des densités doubles que
nous introduirons au chapitre 8. La formule (1.70) par exemple doit plutét
s’écrire sous la forme :

— —

Ne(77,73) = nioneo(l +7Z; i e‘r/’\‘“) (1.73)

3
ol r désigne la distance entre les points 1 et 2.

¢) Comparaison des énergies cinétiques et potentielles ;
parametre de plasma

Revenons sur la formule (1.72) qui donne lénergie U;,; d’interaction
moyenne totale entre les particules du plasma. S’il n’y avait pas de
corrélation, Uy, serait nulle, les énergies potenticlles positives e-e et i-¢
étant exactement compensées par les énergics potentielles négatives e-i.
La valeur non nulle de U, est due aux corrélations (cf. probleme P1-
5) ; elle est négative, ce qui veut dire que le plasma est en quelque sorte
un édifice moléculaire stable ; du fait des corrélations il a une énergie de
liaison (—U,,;) qui est positive. La formule {1.72) montre que 'énergic
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d’interaction est la méme que celle d'un ensemble de couples e-i en nom-
bre (n.o + n0)/2 par unité de volume et dans lesquels I'ion et ’électron
seraient a la distance d’écran A,.

On peut par ailleurs comparer 1'énergie de corrélation U,,; a I’énergie
d’agitation thermique Uy, qui est présente dans le plasma a raison de %HT
par particule soit :

3
Uth = 5(7160 + niQ)HT (174)

On obtient ainsi :
'Uznt| - 1 Zi€2 1 o Zi To
Uy 36T 4meg As 3 As

(1.75)

Le rapport entre les deux formes d’énergie est, au facteur Z,/3 pres, égal
a celui des deux longueurs critiques d’énergie rq et A; ; rappelons que
ce rapport a été supposé petit pour pouvoir faire un calcul linéaire des
corrélations.
La formule (1.75) peut aussi s’écrire sous la forme :
Uine|  1/9 1

= — = 1.76
Utn 3mAin ~ 9Np (1.76)

oll 1 = Ny + Ny et Np est le nombre total de particules chargées dans
la sphere d’écrantage de Debye ; Np est couramment appclé le parameétre
de plasma. La théorie de Debye des corrélations a utilisé un modele quasi
fluide du plasma. et nous avons vu qu’elle n’est valide que si

Np > 1 (1.77)

ou plus simplement
nAY > 1 (1.78)

Cela veut dire aussi que la longueur de Debye est bien plus grande que
la distance moyenne entre deux particules. Dans ces conditions on a
|Uint| < Uyp. Cette inégalité signifie du point de vue thermodynamique
que le plasma se rapproche d’un gaz parfait, avec une pression p donnée

par la loi classique
p=nkl (1.79)

avec T = T, = T;. Dans certains cas les électrons et les ions sont
séparément en quasi-équilibre avec T, # T; ; la formule ci-dessus s’applique
alors séparément aux pressions partielles p, et p;. Nous verrons au chapitre
9 que, de maniére générale, il correspond au petit terme d’énergie poten-
ticlle |U;p¢| un terme de correction a la loi des gaz parfaits (1.79) qu'on
appelle la pression interparticulaire.
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1.5 Plasmas sans interactions
Trajectoires des particules

Lorsque la densité d'un plasma est assez basse, on peut souvent négliger les
interactions entre particules ; les mouvements des électrons et des ions sont
alors déterminés uniquement par les champs électromagnétiques régnant
dans le plasma. On obtient ainsi ce qu'on peut appeler un gaz d’électrons
et d’ions libres. Bien entendu, ce modele est un cas limite ; tous les gaz
réels contiennent les trois types de particules déja mentionnées, de sorte
que les électrons par exemple effectueront toujours des collisions avec une
certaine fréquence v,. Cependant, considérons un électron soumis soit a

BN i
un champ magnétique uniforme B, soit & un champ électrique alternatif de
pulsation w ; dans les deux cas, son mouvement contient une composante
périodique. Supposons que l'on ait 'une des deux inégalités :

Qe 2> Veoll (180)

2, étant la vitesse angulaire gyromagnétique de 1'électron, ou bien :
W > Veoll (181)

Le mouvement de I'électron aura ainsi I’allure représentée sur les figures
1.10(a) ou 1.10(b}. On congoit, alors que les propriétés du gaz seront peu
affectées par les collisions ; on pourra étudier comme une premiére appro-
ximation un modcle obtenu en négligeant totalement les collisions.

Dans les conditions que 'on vient d’évoquer, 1'étude des propriétés
d'un plasma sc ramenc a celle des trajectoires des particules chargées
dans un champ électromagnétique d’origine extérieure. Autrement dit on

. , sy , T — w /—
doit trouver, pour un champ électromagnétique donné E (7 ,¢), B(7 ,t),
I’ensemble des solutions de I'équation fondamentale de la dynamique :

dw

m- zq(ﬁ—i-ﬁ X _ﬁ) (1.82)

Chacune de ces trajectoires est définie par les conditions initiales (po-
sition et vitesse) de la particule considérée. Ces conditions initiales varient
d'ane particule & I'autre ¢t en les faisant varier de fagon aléatoire on peut
décrire I'agitation thermique désordonnée qui regne dans le plasma. La
résolution de I'équation (1.82) pour des champs E, B quelconques n'est
en général possible que par des méthodes numériques. 1l existe cependant
un certain nombre de cas simples ou un calcul analytique est possible :
dans les champs magnétiques presque uniformes et presque statiques on
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(a)

Collisions .

a

—— Collisions —__ VY

Figure 1.10 : Trajectoires avec collisions peu fréquentes.

(a) Champ magnétique statique uniforme.
(b) Champ électrique oscillant.

peut faire une analyse approchée par une méthode de perturbation (théorie
des orbites adiabatiques). Cette théorie scra développée dans le chapitre
2. Nous nous contenterons ici de rappeler le cas le plus simple :

Dans un champ magnétique B uniforme et statigue et en 'absence de
tout champ électrique, les trajectoires des électrons et des ions sont des
hélices régulieres enroulées autour du champ magnétique et décrites pour
chaque espece de particules avec la vitesse angulaire :

0-1pg (1.83)
m

oll g et m sont la charge électrique et la masse de la particule.

Les rayons et les pas des hélices ont une distribution statistique
déterminée par les fonctions de distribution des vitesses électroniques et
ioniques. En général, ces mouvements désordonnés ne donnent lieu & aucun
mouvement d’ensemble dans le repére considéré.

1.6 Plasmas avec interactions
coulombiennes
Nous allons maintenant considérer des plasmas complétement ionisés, mais

dont la densité est sufisamment élevée pour qu'on ne puisse plus négliger
les interactions coulombiennes entre les particules.



Plasmas avec interactions coulombiennes 33

1.6.1 Classification des plasmas

Pour étudier les interactions entre particules dans un plasma complétement
ionisé, on peut introduire les longueurs fondamentales suivantes : rg,
longueur de Landau ; A, longueur d’écran de Debye ; d., distance moyenne
entre électrons. Ces trois longueurs peuvent s’exprimer en fonction de la
densité n. et de la température T des électrons par les formules suivantes :

62
= -— 1.84
"o dreqrT ( )
2 ColiT
d, =n 13 (1.86)

Les deux premieres formules et la signification de rg et Ap ont été
discutées au paragraphe 1.4. L’expression de la distance moyenne d. entre
deux électrons s’obtient immédiatement en supposant que les électrons
sont disposés sur un réseau cubique d’aréte d.. Comme il doit y avoir un
électron par cellule, cela donne :

ned> =1 (1.87)

Ce modele est évidemment faux, mais il donne certainement l'ordre de
grandeur correct de d, ; on pourrait définir une distance moyenne entre
les ions ou entre un ¢électron et un ion ; ces distances sont toutes du méme
ordre de grandeur que d,.

Il est intéressant de comparer systématiquement les valeurs des trois
longueurs fondamentales ry, As et d.. Pour cela, on peut tout d’abord,
en remplacant les constantes fondamentales par leurs valeurs numériques,
écrire les définitions de ry et Ag sous les formes pratiques :

1.672 x 1073
ro= 22 (CGS) (1.88)
T
1
As = 6.90 T i (CGS) (1.89)
s ne(Z; + 1) '
En formant le rapport de ces expressions deux & deux on obtient :
;—" = 1.672 x 1073 (n./T®)Y/3®  (CGS) (1.90)
(Z;+1)]"?
10 _ 949 x 1074 [M] (CGS) (1.91)
s T3
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d
£ =1.449 x 107!
3 x 10 {

8

ne(Zi + 1)3
T3

Ces formules permettent d'introduire une classification générale des

plasmas selon les valeurs relatives de la densité et de la température ; les

ordres de grandeur variant énormément d’un plasma & un autre, il est com-

mode d’utiliser un diagramme (Fig. 1.11) en coordonnées logarithmiques :

1/6
} (CGS) (1.92)

z =logy ne (CGS) (1.93)
y=1log,, T (CGS) (1.94)
logys T (en K)
10- R )
8- e
N //j'l'c(f(
5,7 ¢
o, a4
6" K ()/e// “I .
i ,“
//, /I'
4 ._'“_,..r‘, ’/f D
............................................... - 5
0 PRty /d/ ',‘
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Figure 1.11 : Diagramme de classification des plasmas (CGS).

R plasmas relativistes.

K plasmas cinétiques classiques.

C plasmas denses a fortes corrélations.

D plasmas dégénérés quantiquement (métaux).
F gaz faiblement ionisés.

Sur ce diagramme, on a représenté les licux géométriques des points pour
lesquels deux des longueurs fondamentales rg, d., A sont égales ; on vérifie
facilement que ces trois conditions s’écrivent :

y—z/3+278=0 (ro=d.) (CGS) (1.95)
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1
y—x/3+241 — 3 log1o(Z:+1) =0 (ro=2Xxs) (CGS) (1.96)

y—x/3+1.68 —logg(Z; +1)=0 (d.=2As) (CGS) (1.97)

Autrement dit, les trois lieux considérés sont en coordonnées x et y trois
droites de pente 1/3 relativement voisines sur le diagramme.
On a représenté également deux autres droites critiques :

¢ la droite
KT = mec? (1.98)

soit T = 5.97-10° K qui représente la limite du domaine d’application
de la mécanique classique non relativiste ;

e la limite de dégénérescence quantique

(37%n.)?% = ep (1.99)

qui, en coordonnées x, y, est une droite de pente 2/3 représentant la
limite du domaine d’application des théories non quantiques (ep est
I'énergie de Fermi d’un gaz d’électrons dégénéré).

On voit ainsi apparaitre sur la figure 1.11, tracée pour Z; = 1, plusieurs
régions théoriques ; pour pouvoir y situer les plasmas réels, on peut se re-
porter & la figure 1.3 ou 'on a marqué les points représentatifs de quelques
plasmas typiques ;: on voit que les plasmas “gazeux” que 'on rencontre
dans de nombreuses situations pratiques (faible densité, haute tempéra-
ture) se situent dans une grande région centrale que l'on peut appeler
celle des plasmas cinétiques classiques ; ces plasmas obéissent a la double
inégalité forte

1o K de € Ay (1.100)

La condition ry < d. montre que les corrélations sont peu importantes
dans le plasma puisqu’elles sont faibles pour deux électrons situés a la
distance moyenne d. ; on peut vérifier (cf. probleme P1-5) que cela se
traduit par le fait que I'éncrgie de liaison de plasma est faible devant son
énergie d’agitation thermique ou, ce qui revient au méme, que la pression
inter-particulaire est faible devant la pression cinétique. On peut dire que
les plasmas de cette famille se rapprochent de ’état des gaz parfaits.
Pour A, < d., c’est-a-dire n)\:‘b < 1, on a des plasmas dans lesquels
les corrélations devicnnent importantes : ce sont des plasmas corrélés dits
aussi a fort couplage. Des études récentes ont montré que de tels plasmas
ont tendance a prendre une structure ordonnée quasi cristalline. On les
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trouve dans certains états de la matiére condensée, dans des dispositifs a
I’état solide ct en astrophysique.

Dans la région située au-dessous des trois droites paralleles de pente
1/3, les inégalités (1.100) sont renversées ; les propriétés des plasmas cor-
respondants sont trés différentes ; ils sont caractérisés essentiellement par
le fait que les corrélations y sont trés fortes ; on les désigne souvent sous le
nom un peu vague de plasmas denses. Il vaut mieux dire plasmas corrélés
classiques. Les propriétés de ces plasmas ne sont pas tres bien connues, car
ils sont assez difficiles & produire.

1.6.2 Collisions coulombiennes
Fréquences caractéristiques

Dans les sections précédentes nous avons montré que les interactions bi-
naires coulombiennes entre les particules d’'un plasma jouaicnt un role
moins important que les interactions collectives de charge d’espace. Le
modéle de fluide continu qui en découlait ne permet pas cependant de
représenter pleinement les propriétés des plasmas : il faut tenir compte de
la nature particuliéere de I'électricité et ce de deux manieres ; il y a d’une
part des interactions entre les particules individuelles d’un plasma et les
ondes collectives se propageant dans le plasma ; nous discuterons ces effets
au paragraphe 1.7. Mais d’autre part les interactions binaires conduisent,
lorsque deux particules passent pres I'une de 'autre, & des collisions bi-
naires : ce mécanisme permet des échanges d’énergie entre les différentes
espéces de particules et conduit a des cffets dissipatifs (amortissement)
dans les ondes. Dans I'exemple simple des oscillations de plasma discuté
dans la section 1.3, les collisions des électrons sur les ions produisent a la
longue un amortissement de celles-ci.

Examinons donc rapidement les phénomeénes de collisions en nous li-
mitant ici au cas des collisions électron-ion qui sont plus simples & décrire
parce que dans un tel processus l'ion, de masse beaucoup plus élevée que
celle de 1’électron, peut étre supposé immobile. La trajectoire de I’électron
est d’ailleurs comme on le sait depuis Kepler une hyperbole. Comme nous
le verrons en détail au paragraphe 3.2, angle de déviation y (Fig. 1.12) est
déterminé par le parametre d'impact p de la collision et la vitesse initiale
w, de I'électron et il existe une valeur critique de p :

Zi€2

= Treomow (1.101)

Po

qui conduit & une déviation x = 7 /2.
Pour p >> pp on a x << 7/2 ; de telles collisions seront appelées
lointaines. Les collisions proches sont au contraire celles pour lesquelles
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Figurce 1.12 : Collision binaire électron-ion.

p parametre d’impact.
x angle de déviation.

on a p ~ pg ¢t unc déviation y importante. Si on applique la formule
(1.101) aux électrons ayant la vitesse la plus probable, c'est-a-dirc tels
que meurf = 2xkT, on obtient une valeur moyenne du parametre d'impact
critique :
Z;e? Z

Py = m = ?Zro (1.102)
On voit que P, et la longueur de Landau sont égaux au facteur Z;/2 pres.
Ceci cst tout a fait normal car les deux notions physiques qui ont permis
d’introduire ces deux longucurs (fortes énergies équipotentielles pour rg,
fortes déviations pour Py) sont qualitativement identiques.

Nous pouvons maintenant introduire une quatriéme longueur fonda-
mentale dans un plasma : le libre parcours moyen £, séparant deux
collisions proches. On vérifie facilement que dans les plasmas cinétiques
classiques on a :

70,y K de K Ay K é‘eip (1103)

Cela étant, 'analyse détaillée des collisions (cf. paragraphe 3.5) montrera
que ce sont les interactions lointaines entre particules qui dominent la dy-
namique du milieu. Cela tient, comme pour le calcul d’énergie d’interaction
de la section 1.4, au fait que le potentiel de Coulomb qui décrit les inter-
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actions binaires entre particules ne décroit que lentement avec la distance.
La trajectoire d'un électron dans lc plasma a donc l'allure représentée
grossierement sur la figure 1.13.

A

Figure 1.13 : Schéma d’une trajectoire électronique dans un plasma com-
plétement ionisé.

P, Q collisions proches binaires.
L interactions lointaines.

Les collisions proches (A, B) sont des phénomenes binaires relativement
rares qui se produisent lorsque 1’électron s’approche accidentellement d’une
autre particule & une distance rg << d, ; elles jouent un rdle moins im-
portant que la somme des interactions lointaines et multiples dont 'action
sur la trajectoire est représentée par des petites déviations aléatoires. En
faisant la statistique de ces petites déviations, on peut définir un temps de
relaxation moyen 7.; pour l’échange de quantité de mouvement entre les
électrons thermiques et les ions. La quantité v,; = 1/71e; cst la fréquence
de collision pour ’échange de quantité de mouvement. On pecut essaycr
de calculer v,; en décomposant le phénomeéne en unc suite de collisions
binaires lointaines aléatoires ; le calcul se raméne a une intégrale sur le
parameétre d’impact p de ces collisions ; mais on trouve alors que cette
intégrale diverge si on laisse tendre le parametre d’'impact maximum vers
I'infini. Cette difficulté disparait si 'on cffectue une coupure sur p a unc
valeur :

Pmax = AD (1104)
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Ce procédé se justifie intuitivement en remarquant que Ap est la longueur
d’écran au-dela dec laquelle les corrélations atténuent exponentiellement le
potentiel de Coulomb. On obtient ainsi pour v,; (dans un plasma une fois
ionisé) les expressions :

Tle
Vei = Ve IlnA & 4.85;5/—2 InA (CGS) (1.105)
avec 0
InA =1In (J) (1.106)
To

Dans ces formules, v, représente la fréquence de collision que I'on aurait
avec les seules collisions proches ; le facteur In A est appelé logarithme
coulombien. Il précise I'importance des collisions lointaines et est en général
beaucoup plus grand que 1'unité.

Un plasma possede donc deux fréquences caractéristiques fondamen-
tales :

— la fréquence d’oscillation de plasma wy,

— la fréquence de collision ;.

En comparant ces deux fréquences pour la famille la plus importante
des plasmas cinétiques classiques, on obtient :

wp & (XD Wei > Vei (1.107)

Cette inégalité permet de négliger les collisions dans la description des os-
cillations de plasma. Le rapport w,,/v,; est le facteur de qualité (surtension
des radioélectriciens) de ces oscillations. De fagon plus générale, un plasma
possede deux comportements assez différents selon les échelles de temps
considérées :

Aux échelles de temps de Vordre de w, ! (perturbations de fréquences
caractéristiques voisines de wp), la dynamique du plasma est dominée
par les phénoménes collectifs de charge d’espace. L’équation cinétique qui
décrit 'évolution de la fonction de distribution f. des électrons est alors
P'équation de Vlasov électrostatique :

e o O | @B Of _, (1.108)
ot 7T  Mme dw,

que nous écrivons ici sans explication, mais qui sera établie dans la sec-
tion 8.4 et longuement discutée au chapitre 10. Cette équation est formelle-
ment analogue & une équation de Boltzmann sans second membre (cf. sec-
tion 8.4) qui permettrait d’étudier les plasmas sans interactions. Cepen-

BN
dant le champ F qui y figure n’cst pas un champ d’origine extérieure,
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mais le champ self-consistant produit par les déséquilibres macroscopiques
de charge électrique dans le plasma. L’étude mathématique de I'équation
de Vlasov montre que certaines ondes susceptibles de se propager dans
le plasma subissent un amortissement spécial non collisionnel connu sous
le nom d’amortissement de Landau. L’origine physique de cet amortisse-
ment est dans un échange d’énergie cumulatif cntre Ponde et les élec-
trons du plasma qui se meuvent en synchronisme avec elle. L'équation de
Vlasov permet également d’étudier de nombreux processus d’instabilités,
d’interactions non linéaires entre ondes ; ces divers mécanismes jouent un
réle trés important dans les plasmas “turbulents”.

Aux échelles de temps de Vordre de 1/;1 {perturbations de fréquences
caractéristiques voisines de v,; ou inférieures), la dynamique du plasma est
dominée par les phénomeénes de collisions. L’équation qui décrit Pévolution
du plasma est alors plus difficile a établir. Elle a été obtenue sous diverses
formes, connues sous le nom d’équations de Landau, Fokker-Planck, Rosen-
bluth, Balescu-Lenard-Guernesey (cf. chapitre 13). Ces diverses équations
montrent que, aprés un intervalle de temps assez long, un plasma aban-
donné & lui-méme revient vers I'équilibre thermodynamique. Elles permet-
tent, d’autre part, de calculer les coefficients de transport des plasmas
en bassc fréquence (cocfficient de diffusion, de viscosité, de conductivité
électrique et thermique). En particulier, la conductivité électrique o en
courant continu est donnée par la formule de Spitzer :

3/2
InA (8D

On voit que ¢ devient tres grande a haute température : la conductivité
des plasmas peut alors atteindre et dépasser celle du cuivre.

osy ~ 1.51072 (1.109)

1.7 Ondes dans les plasmas

1.7.1 Ondes planes dans un plasma

Les ondes qui se propagent dans les plasmas peuvent étre de plusicurs
types : des ondes transversales analogues aux ondes électromagnétiques
usuelles (que nous avons déja rencontrées dans la section 1.3), des ondes
longitudinales analogues aux ondes acoustiques, mais aussi des ondes hy-
brides. La classification de ces ondes est plus complexe dans les plasmas
que dans les autres milicux matériels pour les raisons suivantes :

e un plasma contient deux espéces de particules (électrons et ions) de
masses trés différentes ; selon le type d’onde et le domaine de fréquence
considérés, ce peut étre I'une, I'autre ou les deux especes de particules qui
participent a 'onde ;
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e cn général, les plasmas sont associés a des champs magnétiques et la
présence de ceux-ci leur donne un caractérc anisotrope qui leur confére des
proprié¢tés de biréfringence plus ou moins analogues & celles des cristaux
uniaxes.

Bien entendu, les formes des ondes peuvent étre tres variées (plancs,
cylindriques, sphériques, cte.), mais on se limitera ici aux ondes plancs,
c’est-a-dire a celles qui sc traduisent par des oscillations de toutes les
grandeurs physiques de la forme :

A(7.t) = Re{ A expli( k - 7 — wt)]} (1.110)

- .
La fréquence angulaire w et le vecteur d’onde %k ne sont pas des variables

indépendantes ; w et % sont relides par la relation :
—
D(w, k) =0 (1.111)

appeléc ¢quation de dispersion. Si dans celle-ci on se fixe une valeur réelle

—
de %, on obtient plusicurs solutions (réelles ou complexes) pour w ; a
chacunc de ces solutions correspond un mode de propagation, péricdique

il
dans tout l'espacc. Dans un plasma isotrope, la direction de & nec joue
aucun role et I'équation de dispersion ne fait apparaitre que son module &.

1.7.2 Plasma sans champ magnétique. Fréquence de
coupure

Si le champ magnétique est nul, les propriétés de propagation sont les
mémes dans toutes les directions. L’éguation de dispersion ne dépend que

du module de & et non de son orientation. On trouve d’autre part que D
se factorise et peut s'écrire :

Dp(w.k) - Dp(k,w)=0 (1.112)

Au facteur Dy sont associées des ondes transversales et & Dy des ondes
longitudinales. Les propriétés de ces ondes se représentent commodément
sur des diagrammes de dispersion ou 'on porte en abscisse wg Jw? et en
ordonnée l'indice de propagation :
2 2.2
c k<c
n2:—2 = (1.113)
¥
vg w
La figure 1.14 représente le diagramme de dispersion des ondes
transversales ct longitudinales. Sur ces diagrammes, les hautes fréquences
sont & gauche et les basses a droite.
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Figure 1.14 : Diagrammes de dispersion pour By = 0.
T = w}/w® (HF & gauche).
y = k*c?Jw? = ¢®/v} (vy vitesse de phase, ondes rapides en bas).
(a) Ondes transversales : V limite du vide, C coupure.
(b) Ondes longitudinales : E oscillations de plasma, A onde acoustique.

Les ondes transversales [Fig. 1.14(a)] sont a polarisation rectiligne :

toutes les directions de polarisation perpendiculaires & % sont autorisées
et correspondent 2 un méme mode de propagation. Ce mode se confond
avec les ondes électromagnétiques usuelles a ceci pres que, dans les plasmas,
la vitesse de phase v, de ces ondes est supérieure & ¢ ; v, tend vers Pinfini
lorsqu’on se rapproche du point P, c'est-a-dire de la fréquence w,, ; au-dela
de ce point, k devient imaginaire. Les ondes électromagnétiques qui peu-
vent se propager dans le plasma sont donc limitées a la bande w > w,. Pour
les fréquences w < wp, on ne peut avoir que des ondes évanescentes rapide-
ment atténuées. On dit que w;, est une fréquence de coupure pour les ondes
électromagnétiques. Si une onde de fréquence inférieure a la fréquence de
coupure arrive sur la frontiere d’un plasma en venant de I'extérieur, elle
se réfléchit sur cette frontiere. Ce phénomeéne se manifeste dans la propa-
gation des ondes radio autour de la Terre : I'ionospheére y joue, pour les
fréquences inférieures a quelques MHz, le role de réflecteur.
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Les ondes longitudinales [Fig. 1.14(b)] correspondent & deux modes, les
oscillations de plasma ct les ondes pseudosonores.

Les oscillations de plasma se situent dans la gamme de fréquence qui
est légerement supéricurc & w, [segment M P sur la figure 1.14(b)]. Dans
ce mode, les ions sont pratiquement immeobiles et les électrons sculs par-
ticipent 4 I’onde. La vitesse de phase peut étre supérieure ou inférieure a c,
mais en tout cas supérieurc a la vitesse d’agitation thermique v, des élec-
trons ; lorsque v, sc rapproche de v, (arc LM), les ondes sont fortement
atténuées par 'amortissement de Landau.

Les ondes pseudosonores se situent dans la gamme des basses
fréquences. Dans ce mode, les électrons et les ions oscillent solidairement.
Pour que ce mode puisse se propager sans amortissement de Landau ex-
cessif, il faut que la température électronique 7, soit nettement supcricurc
a T;. Dans le domaine des fréquences assez basses, la vitesse de phasc de
ces ondes devient indépendante de la fréquence (asymptote S) et prend la

valeur : "
ZZ'FLTe 3 T;
V, ~ 14 = 1.114
( my ) ( + 2 ZlTp> ( )

appelée vitesse du son (Z,e étant la charge des ions).

1.7.3 Propagation paralléle & un champ magnétique

Lorsque le plasma est placé dans un champ magnétique, les phénoménes de
—

propagation dépendent de la direction du vecteur k. Nous commencons

par la propagation parallele (—k_> I E))) Dans ce cas les ondes longitudi-

nales ne sont que tres peu affectées par la présence de B?O). En revanche,
les ondes transversales sont profondément modifiées et le plasma devient
biréfringent. Les deux modes de propagation permis sont & polarisations
circulaires ; I'un, mode gauche, a son champ électrique tournant dans lc
sens de la rotation gyromagnétique des électrons ; 'autre, mode droit,
tourne dans le méme sens que les ions. Le diagramme de dispersion a alors
I’allure représentée sur la figure 1.15.
On y voit apparaitre :

e deux coupures {points Q et R) ;

e deux résonances cyclotron, lorsque la fréquence de 'onde est égale
a la fréquence gyromagnétique d’une des espeéces de particules (€
pour le mode gauche, €2, pour le mode droit) ;

e la limitc basse fréquence des ondes d’Alfvén ; on montre en magnéto-
hydrodynamique que ces ondes peuvent étre assimilées & des vibra-
tions des tubes de force considérés comme des cordes tendues par
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Figure 1.15 : Propagation parallele & un champ magnétique : ondes
transversales.

L mode gauche (left), R mode droit (right).
V. vitesse d’Alfvén.
Q. §2; résonances cyclotron électronique et ionique.

la tension magnétique ; la vitesse de phase correspondante (vitesse
d’Alfvén) est :

—1/2
% B /M1/2
. p ~V, = 07770 1.115
Ve c( +Qeﬂi> (mingi + menge)/2 ( )

e le domaine dit des siffleurs, ainsi dénommé parce que la propaga-
tion de ce mode dans la magnétosphere terrestre permet d’expliquer
certains parasites radioélectriques siflants observés au sol.

1.7.4 Propagation oblique et transversale

— —

Lorsque k fait un certain angle avec By, la théorie hydrodynamique des
ondes {353] prévoit quatre modes en général hybrides qu’on peut considérer
comme résultant d’un couplage des ondes électromagnétiques et des ondes

— —
électroacoustiques produit par la composante de By perpendiculaire & & .
Leur diagramme de dispersion est représenté sur la figure 1.16(a). Mais il
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Figure 1.16 : Les quatre modes de propagation dans le cas général
(cf. [353)).

(a) Cas général.
(b) Propagation transverse (cas singulier).

faut noter que la partie supérieure du diagramme n'a aucun sens physique,
car dans ce domaine la théorie hydrodynamique n’est pas valable”. Lorsque

7; est perpendiculaire a FO, on a le diagramme de dispersion de la figure
1.16(b), ot Pon voit deux modes :

e Le mode dit ordinaire (dénomination ambigué mais consacrée) dont
—
la polarisation est rectiligne et parallele & By. Il se propage comme

si B——S était nul (arc IP rectiligne).

7. Une meilleure description des ondes dans les plasmas peut se faire par la théorie
cinétique, c’est-a-dire en pratique, a partir de I’équation de Vlasov. Elle fait apparaitre
l’amortissement de Landau déja signalé, mais aussi de nouveaux modes, par exemple
les modes dits de Bernstein au voisinage des harmoniques des fréquences cyclotron [185]
[357].
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e Le mode hybride (arcs 1Q), AR, 3) polarisé elliptiquement dans

un plan perpendiculaire & E;. On peut montrer [353] que
dans 'approximation des plasmas froids, ce mode présente deux
résonances :

- la résonance hybride haute de fréquence :

wig ~ (W2 +02)2 (1.116)

- la résonance hybride basse de fréquence :

1
w2+ 02 \?
~ | —B 1.11
wrLH (1+w§i/QeQi (1.117)

Dans ces formules, des termes d’ordre m, /m, ont été négligés. Dans
les plasmas “denses” {cf. définition au paragraphe suivant) on a :

wri ~ (Q8;)1? (1.118)

1.7.5 Classification des plasmas par rapport aux ondes

En comparant les valeurs des différentes fréquences caractéristiques des
phénomenes de propagation des ondes, on peut a nouveau classer les plas-
mas complétement ionisés en plusieurs familles. Le parametre permettant
cette classification des plasmas est (cf. [353, page 65] ou [354, page 55]) le
rapport :

UJ2

A=k (1.119)

ou :

nem; + Z2n;m, _19x 1070 m; n,

A= ~ I e
Zl‘E()B2 Zz' my B2

(eVeT) (1.120)

m, €étant la masse du proton et Z;e la charge des ions du plasma.
Le parametre A est une mesure de la densité du plasma comparée a
Iintensité du champ magnétique, et plus précisément de 'importance
des perturbations apportées par le plasma a la propagation des ondes
électromagnétiques transversales ainsi que des couplages de celles-ci avec
les oscillations de plasma. Lorsque A < 1, celles-ci sont faibles et 'indice
de réfraction des ondes électromagnétiques est toujours tres voisin de 1,
sauf au voisinage immeédiat des deux résonances cyclotron et évidemment
en tres basse fréquence, ol I’on peut malgré tout atteindre la coupure. De
facon générale on peut, suivant les valeurs croissantes de A, et en posant
m = m;/Z;m., classer les plasmas en quatre familles :
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plasmas trés raréfiés : A < 1/m wp < 8
plasmas raréfiés : Im< A<l @ <w, < (Q.0)Y2
plasmas peu denses : 1< A<m Q022 < w, < Qe
plasmas denses : A>m wp > Qe

En comparant les deux vitesses d’ondes non dispersives V, (vitesse
d’Alfvén) et V; (vitesse du son), on peut séparer la derniére en deux sous-
familles :

plasmas denses confinés : Ve < Vo wp>Q,

plasmas denses non confinés :  V, >V, wp > Q,
Cette discussion est résumée sur la figure 1.17 oli ’'on a supposé m = 1836
(plasma d’hydrogene).

log T
0 Plasmas relativistes
1 -
Wwy=0Q;, wf=0Q,Q, w,=Q,
[ A Plasmas denses
1 (non confinés)
' I
5
‘. c
| Plasmas Plasmas Plasmas | Plasmas denses —
- trés raréfiés| raréfiés |peu denses (confinés)
] A=m" A=1 A=m
0 T T T T T T T T T T T T T T T T
-5 0 5 10 log A
T T T T T T T T T | T T T T I T n
[:]
0 5 10 log (E)

Figure 1.17 : Familles de plasmas vis-a-vis de la propagation des ondes.

ne, B, T en eVcT.
m = mi/Zme, A = wﬁ/QeQi).
A futurs réacteurs thermonucléaires.
B machines a plasma actuelles (recherches pour la fusion).
C décharges dans les gaz.
D plasmas astrophysiques et géophysiques.
E appareils & vide dans un fort champ magnétique (cyclotrons, jauges a vide, etc.).
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1.8 Plasmas et rayonnement

1.8.1 Emission de rayonnement par les plasmas

Les plasmas émettent, comme tous les corps chauds, du rayonnement.
Cette émission peut se situer dans n'importe quelle gamme du spectre
des ondes électromagnétiques, depuis les ondes radioélectriques jusqu’aux
rayons X. La répartition spectrale de ce rayonnement dépend de la den-
sité, du degré d’ionisation et de la température du gaz : lorsque la densité
est assez élevée, I'émission devient globalement celle d’un corps noir et il
n’est pas nécessaire d’en analyser les mécanismes dans le détail. Mais, en
général, les plasmas sont plus ou moins transparents (optiquement minces)
au rayonnement qu'ils émettent ct I’émission posséde des propriétés tres
différentes de celles d’un corps noir : dans les gaz faiblement ionisés, on
observe des spectres de raies dus aux transitions des électrons liés aux
atomes ; dans les plasmas complétement ionisés, le rayonnement est dii
aux transitions entre deux états libres (transitions free-free) et sa crois-
sance avec la température est moins rapide que celle du corps noir.

Le rayonnement des électrons libres d’un plasma peut s’analyser & par-
tir de la théorie classique de I'électromagnétisme. On y montre qu’un élec-
tron rayonne de 'énergie toutes les fois qu’il est accéléré et que, si sa vitesse
est nettement inféricure a ¢, la puissance P(t) émise a I'instant ¢ est donnée
par la formule de Larmor :

2

€ 2

P(t (1.121)

=———ua
6regc?
ot a est I'accélération de I’électron.
Dans les plasmas, les accélérations subies par les électrons peuvent étre
de deux natures, magnétique ou collisionnelle.
L’ accélération magnétique est liée a la présence d’un champ d’induction

magnétique B et est produite par la force de Lorentz associée ew x B.
Le rayonnement correspondant est le rayonnement cyclotron {ou gyro-
magnétique). Si la vitesse des électrons du plasma est nettement inférieure
A ¢, c'est-a-dire, en pratique, si kT,/m.c? < 1 (plasmas non relativistes),
ce rayonnement se déduit de la formule de Larmor. Il se produit & la
fréquence gyromagnétique Q. et, en l'absence d’autoabsorption (plasma
assez mince), la puissance P, rayonnée par unité de volume du plasma
est :

P.~5.34 x 107*n,T,B> (SI) (1.122)

Dans les plasmas relativistes qui existent dans certaines régions de
I'Univers, les propriétés de ce rayonnement changent notablement : le prin-
cipal effet est une émission sur des harmoniques parfois d’ordre trés élevé de
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la fréquence €2 ; c’est ce qu’on appelle alors le rayonnement synchrotron,
par référence aux accélérateurs d’électrons qui permettent de l'observer en
laboratoire.

L'accélération collisionnelle se produit lorsqu'un électron effectue une
collision avec une autre particule du plasma. Le rayonnement correspon-
dant est le Bremsstrahlung (rayonnement de freinage) : son spectre est
toujours continu. Dans les gaz faiblement ionisés, c’est un petit effet di
aux collisions élastiques électron-neutre. Dans les plasmas complétement
ionisés, il est produit par des interactions électron-ion ; c¢’est alors tres
souvent le mécanisme dominant de rayonnement et il conduit, pour un
plasma optiquement mince, a la puissance d’émission suivante par unité
de volume :

P, ~1.44 x 107000, Z2TY/2  (SI) (1.123)

On voit que la puissance émise par Bremsstrahlung est proportionnelle
au carré de la charge Z;e des ions et peut donc devenir particuliérement
importante dans les plasmas d’éléments lourds multiplement ionisés.

1.8.2 Interactions entre photons et matiere

Dans les plasmas assez denses, les mécanismes d’émission spontanée sont
compliqués par les phénomenes de diffusion, d’absorption et d’émission
stimulée. Il est alors souvent utile de considérer le rayonnement comme un
gaz de photons constituant une nouvelle espece de particules en interaction
avec les particules matérielles (électrons, ions, atomes).

Les principales interactions & considérer sont celles des photons avec les
électrons, a savoir : la diffusion Compton (phénomeéne de collision élastique
entre in photon et un électron) et I'absorption par Bremsstrahlung “in-
verse”. C’est une collision inélastique entre un photon et un électron dans
le champ d’un ion ; dans cette interaction, le photon disparait et son énergie
est transférée essentiellement a I’électron bien que la présence de ’ion soit
nécessaire pour satisfaire les théorémes de conservation de la mécanique.

Dans les plasmas proches de 1’équilibre thermodynamique, les fonc-
tions de distribution f. des vitesses électroniques et f, des quantités de
mouvement photoniques sont approximativement connues (distributions
de Maxwell et de Planck) ; on peut alors définir, pour les interactions
entre photon et électron et en s’inspirant du modele de Lorentz (cf. para-
graphe 1.9) —le photon joue ici le role de la particule légére—, les trois
longueurs d’interaction suivantes entre photons et électrons :
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{. =1.5x%x10**/n, (CGS) (1.124)
¢ = (m.? /T, (CGS) (1.125)
0= 108772 /Z2n%  (CGS) (1.126)

Les deux premieres sont deux longucurs moyennes d’interaction Comp-
ton, l. relative aux échanges de quantité de mouvement, et I > I,
aux échanges d’énergie ; [, est la longueur moyenne d’interaction par
Bremsstrahlung inverse. En comparant les valeurs de ces longueurs, on
peut compléter la classification des plasmas dans le diagramme (n., T.).
On obtient ainsi la figure 1.18, tracée pour 'hydrogene, ou 'on voit ap-
paraitre dans la famille des plasmas cinétiques asscz denses les zones B,
BC et C.

Dans la zone B, relative aux plasmas matériels a interaction par
Bremsstrahlung (assez forte densité, pas trop haute température), le li-
bre parcours moyen des photons est la longueur [, d’interaction par
Bremsstrahlung. On montre d’ailleurs que ’énergic interne du plasma est
essentiellement I’énergie cinétique des particules matérielles.

Dans la zone CB (plasmas radiatifs & électrons couplés aux ions), le li-
bre parcours moyen des photons est maintenant la longueur /. d’interaction
Compton. L’énergie interne du milieu est essentiellement radiative. Cepen-
dant, la densité d’énergie radiative n’étant pas tres élevée (gamme moyenne
de températures), les électrons sont plus fortement liés aux ions qu’au
rayonnement.

Dans la zone C (plasmas radiatifs a électrons couplés au rayonnement),
le libre parcours moyen des photons est toujours déterminé par 'effet
Compton, majs la densité d’énergie radiative, qui croit comme T, est
maintenant si élevée que les électrons sont plus fortement couplés au
rayonnement qu’aux ions.

On peut d’ailleurs vérifier que, dans tous les cas, les longueurs
d’interaction l., >~ [.; des électrons entrc eux ou avec les ions sont plus
courtes que les longueurs d’interaction des photons avec la matiere. Si
donc les dimensions caractéristiques d’un plasma sont supérieures a I,
mais inférieures & la plus petite des longueurs I, et I, il y a équilibre
thermique local de la matiére, mais aucun équilibre entre matiére et
rayonnement. La classification établie selon les zones B, CB, C n’a donc
de sens que si les dimensions du plasma sont supérieures a la longueur
d’interaction des photons. Les trajets M’'N'P’ et MNP étant les licux oll
cette longueur [, sur la figure 1.23 est égale 4 1 mm ou a 10 m, on peut
dire que M NP marque la limite des plasmas que l'on peut observer en
équilibre thermodynamique a Péchelle terrestre.
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Figure 1.18 : Classification des plasmas du point de vue des interactions
matiere-rayonnement.

Diagramme (n.,Te) tracé pour ’hydrogeéne.

B plasmas matériels & interactions par Bremsstrahlung.

CB plasmas a électrons couplés aux ions par effet Compton.
C plasmas radiatifs a électrons couplés aux photons.

1.9 Gaz faiblement ionisés

Lorsque le degré d’ionisation d’un gaz ionisé est assez bas, les électrons et
les ions interagissent seulement avec les molécules neutres. On dira qu’on
est en présence d'un gaz faiblement ionisé ; le critére qui définit cette
famille est donc :

Vee <€ Veo (1.127)

Ol Ve, €t I, sont les fréquences de collisions électron-électron et électron-
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neutre. L’image qu’on peut se faire d’un tel gaz est celle d'une “mer” de
molécules neutres dans laquelle se déplacent quelques électrons et ions ;
chacun de ceux-ci évolue indépendamment de ses pairs en effectuant des
collisions binaires aléatoires sur les neutres (Fig. 1.19).

O
O O
O O
O o o
O O ©
O © @)
O O
O O
O
o O o 4

O Molécule neutre O lon positif © Electron

Figure 1.19 : Image d'un gaz faiblement ionisé.

La dynamique de la “mer” de molécules n’est pas influencée par le
mouvement des particules chargées : les conditions aux limites permet-
tent de déterminer son état et plus précisément la fonction de distribution
fo(wg) des vitesses wy des molécules. Dans le cas simple on le gaz est en
équilibre avec un thermostat, fy est une fonction maxwellienne avec une
température Ty égale a celle du thermostat.

La dynamique des particules chargées s’étudie au moyen de deux
équations de Boltzmann indépendantes déterminant les fonctions de dis-
tribution f.(w.) des électrons et f;(w;) des ions ; fo{wg) y joue le role d’un
paramétre. [’étude du mouvement des électrons est plus facile car on peut
v considérer que les molécules sont des centres de forces fixes de masse in-
finie : elles agissent comme des diffuseurs aléatoires qui s’opposent & tout
mouvement ordonné des électrons ; d’autre part, I’échange d’énergie entre
les électrons et les molécules lors des collisions élastiques est tres faible
par suite de la trés petite valeur du rapport m./mg des masses des deux
especes de particules. La théorie cinétique que P'on batit sur ces idées est
connue sous le nom de modeéle de Lorentz (cf. section 12.2). Elle conduit
4 définir deux temps de relaxation entre électrons et molécules; soit res-
pectivement le temps de relaxation des anisotropies (temps de déflexion)
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Figure 1.20 : Les trois catégories de gaz ionisés (cas de 'hélium).
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Figure 1.21 : Plasmas intermédiaires : relation entre T, et E/ng dans
Phélium.
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et le temps de relaxation de l'énergie :

1 1
Ts(e,O) = — =

S 1.128
Veo  No{TeoWe) ( )

r(e,0) = :—lofs(e,O) > 715(e, 0) (1.129)

oll g est la section efficace de transfert de quantité de mouvement par
collision électron-molécule. La comparaison de ces deux temps de relaxa-
tion avec le temps 1., de collision électron-électron permet de distinguer
deux familles dans 'ensemble des gaz faiblement ionisés, celle des gaz trés
faiblement ionisés, qui correspond aux relations :

7s{e,0) < 7r(e,0) € 7Tee (1.130)
et cclle des plasmas intermédiaires, définie par :
75(€,0) K Tee € 17(e,0) (1.131)

Dans la premiere, les collisions e-e ne jouent aucun role ; dans la
deuxieme, elles sont suffisantes pour que les électrons constituent un sous-
systeme thermodynamique avec une distribution maxwellienne et une tem-
pérature T, le bilan des échanges d’énergie (faibles) avec les molécules neu-
tres déterminant la valeur de T,. La figure 1.20, qui est une amélioration
de la figure 1.1, montre, dans le cas de 'hélium, le domaine d’existence de
ces familles de plasmas.

—
Si 'on crée un champ électrique £ dans un gaz faiblement ionisé, il
en résulte un courant électrique ; les collisions e-o limitent la valeur de

ce courant et transforment 1’énergie fournie par le champ E en énergie
désordonnée des électrons : c’est 'effet Joule. Apres un intervalle de temps
de Pordre de 77 (e, 0), les électrons du gaz tendent vers un état stationnaire
ot Péchauffement par effet Joule est compensé par un refroidissement da
aux collisions sur les neutres. On montre (cf. section 12.9) que, dans cet
équilibre, T, est fonction de Tj et du rapport E/ng. La figure 1.21 montre,
dans le cas d’un plasma intermédiaire d’hélium, la variation de T, en fonc-
tion de E/ng pour deux valeurs de Tp ; on y voit que, si E/ng est assez
fort, I'équilibre du gaz s’établit & des valeurs de T, >> Ty.

1.10 Fusion thermonucléaire controlée

1.10.1 Réaction de fusion des noyaux légers

Dans un plasma de température trés élevée (> 10 K), les atomes sont io-
nisés de multiples fois. A la limite, on tend vers un milieu composé d’élec-
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trons libres et de noyaux débarrassés de tout leur cortege électronique.
Dans ces conditions, les noyaux interagissent, d’une part, grace a la force
répulsive coulombicnne, mais d’autre part, grace aux forces a courte portée
dites nucléaires. Si donc deux noyaux s’approchent assez pres I'un de
l’autre, ils peuvent produire une réaction nucléaire. Pour cela, il faut que
leur vitesse relative initiale soit assez grande pour permettre de surmon-
ter la “barriere” de potentiel coulombicnne. On vérifie, de ce fait, que
les diverses réactions entre deux noyaux ont des scctions efficaces qui de-
viennent tres faibles aux basses éncrgies. En pratique, on trouve que les
réactions nucléaires ne se produisent de fagon notable dans les plasmas que
si leur température est supérieure a 1 keV (c’est-a-dire environ 107 K ; dans
la gamme considéréc, on a ’habitude de mesurer les températures par la
valeur de k7T mesurée en eV). Si la température reste dans la gamme 1 keV-
1 MeV, les seules réactions susceptibles de se produire sont les réactions
exothermiques qui conduisent & des noyaux plus stables que les noyaux
initiaux. Les plus importantes sont les réactions de “fusion” des noyaux
légers qui conduisent finalement au noyau tres stable He?, soit :

¢ Réactions (d.d)

d+d — t+p+4.04 MeV (1.132)
d+d — He®+n+327MeV (1.133)
¢ Réaction (d,t)
d+t— He* +n + 17.58 MeV (1.134)
e Réaction (d,He?®)
d+ He® — He' + p + 18.34 MeV (1.135)

La figure 1.22(a) montre comment varient en fonction de I'énergie (dans
le systeme du centre de masse) les sections efficaces des réactions (d,d) et
(d,t). En partant de ces courbes, on peut calculer les puissances nucléaires
Py produites par centimeétre cube dans les plasmas de deutérium, pur ou
mélangé a du tritium. Dans le deutérium pur, on trouve :

1
PN = 5713 (ow> de (1136)
oll ng est la densité numérique du deutérium, Wyy = 4.04MeV et {ow)
varie avec la température comme indiqué sur la figure 1.22(b). Pour T'
voisin de 40 keV et un plasma de densité 2.6 x 101%cm =3 (densité normale
d’un gaz parfait), Py serait de Pordre de 10° W/cm™3.
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Figure 1.22 : Réactions de fusion.

(a) Sections efficaces.
(b) Taux de réactions réduits.

1.10.2 Reéacteurs nucléaires a fusion controlée

Les réactions de fusion des noyaux légers dans un plasma trés chaud
peuvent donc étre une source d’énergie treés importante. Cette source
est effectivement utilisée dans les bombes H. 1l serait évidemment trés
intéressant de pouvoir 'employer a la production d’énergie électrique dans
des réacteurs fonctionnant de facon “controlée”, c’est-a-dire non explo-
sive. On disposerait alors de ressources en énergie quasiment illimitées a
I’échelle humaine, puisque la maticre premiere serait le deutérium contenu
dans Peau des océans, a raison de 1.6 g/l. La réalisation d'un réacteur
& fusion contrélée est, en fait, un probleme trés difficile et non encore
résolu. Cependant, les recherches entreprises dans les grands pays depuis
les années 50 permettent de définir les conditions essentielles & remplir.
Le combustible pourra étre du deutérium pur ou un mélange deutérium-
tritium. Le deutérium pur serait plus intéressant parce que naturellement
abondant, mais il conduit, comme nous le verrons, a des conditions de
fonctionnement plus difficiles a réaliser que celles du mélange D-T. On
peut des lors envisager de régénérer le tritium dans un bouclier extérieur
contenant du Li® selon la réaction :

n+Li% — t + He* + 4.79 MeV (1.137)
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Si 'on veut amorcer dans le plasma une réaction en chaine, il faut a
premiere vue se placer dans des conditions oll la puissance nucléaire Py est
supérieure a la puissance Pg rayonnée par Bremsstrahlung, ce qui conduit
4 unc condition T' > T, sur la température (T, est la température critique
de Post), soit :

T. = 35 keV pour (d,d)
T. = 4 keV pour (d,t)

En fait, le probleme doit étre posé en considérant le bilan d’énergie
d’un réacteur dans lequel le plasma de densité n et de température T
séjourne pendant un temps 7 ; et 'on obtient alors un critére établi par
Lawson qui définit, en fonction de T, la valeur du produit nr a réaliser.
La figure 1.23 montre les résultats d’un tel calcul ; 5 est un rendement
pratique de transformation de I’énergie. Si l'on prend pour ce parameétre
la valeur 1/3 plutdt optimiste, on obtient comme conditions minimales de
fonctionnement d’un réacteur :

nt =~ 10  (CGS) T =~ 100 keV pour (d,d)
nTx5x 108 (CGS) T =~ 30keV pour (d,t)

o n, (en cm3.s)
1016_

105

10"

2 46 10 20 40 100 200 KT (enkeV)
Figure 1.23 : Critére de Lawson pour un bilan d’énergie positif.

Pour réaliser ces conditions, on a donc & résoudre deux problémes
plus ou moins liés : chauffage d’une certaine quantité de matiere a des
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températures tres élevées, “confinement” destiné & maintenir dans un cer-
tain volume le plasma ainsi formé avee une densité n et unc durée de vie
T aussi élevées que possible.

Le chauffage peut s’effectuer par effet Joule (passage d’un courant trés
intense), irradiation laser (focalisation d’un laser de trés grande puissance
sur un grain de maticre solide) ou par des méthodes propres aux plasmas
(compression magnétique, résonances d’ondes par exemple).

1.10.3 Confinement magnétique d’un plasma

On peut chercher a réaliser le produit nr nécessaire avec des valeurs de n
relativement faibles et des valeurs du temps de confinement 7 aussi grandes
que possible (par exemple, n ~ 10 ecm™3, 7~ 1 s).

Compte tenu de la température extrémement élevée du plasma, celui-ci
doit donc étre isolé de toute paroi matérielle. La seule solution qui scm-
ble possible est alors le confinement magnétique qui utilise des champs
magnétiques de structure appropriée. L’idée de départ est que, dans un

—
champ magnétique B suffisamment intense, les particules se déplacent en
e
spirales autour des lignes de forces de B et ne peuvent donc pas diffuser

dans les directions perpendiculaires a B. Le champ magnétique semble
donc fournir un parfait moyen de confinement transversal : une analyse
détaillée montre cependant que le confinement transverse est limité par un
effet de diamagnétisme du plasma (cf. scction 9.5). L’ensemble des mou-
vements giratoires des particules produit (Fig. 1.24), & la périphérie d’'un
volume de plasma confiné magnétiquement, un courant macroscopique.
L’importance de ce diamagnétisme est mesurée par le rapport :

2nkT
= 1.138
B2/2p0 ( :
qu’on peut considérer (cf. paragraphe 9.5) comme le rapport entre la pres-
sion matérielle 2n«T du plasma et la pression magnétique B?/21y. Lorsque
ce rapport 3 tend vers I'unité, le plasma ne peut plus étre confiné.

Il est évident, d’autre part, qu'un champ B uniforme n’assure aucun
confinement longitudinal. Pour tourner cette difficulté, on peut utiliser
Ieffet de miroir magnétique (cf. section 2.7) produit par des tubes de
forces convergents (champ croissant vers les extrémités du dispositif) ou
simplement refermer le systéme sur lui-méme dans une configuration &
topologie torique.

Cependant, de nombreuses études expérimentales ou théoriques
ont montré que l'équilibre d’'un plasma confiné magnétiquement est
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Figure 1.24 : Diamagnétisme d’un plasma confiné.

Tokamak Parameétres Chauffage
Pays R ab Brmax | Ipmax| nemax | Te; T3 | 7 | (Current
Labo (m) (m) (T) (MA) 11020 m3 | (keV) | (sec) | Drive)

JT-60 NBI
Japon 3 0.95 4.8 3.2 1.2 6/11 | 0.5 ICH
JAERI (LHCD)
JET ICH
CEE 2.96]1.25;2.1 3.5 5—-7 2.0 15;23 | 1.5 NBI
JET(U.K.) (LHCD)
TFTR NBI
USA 2.48 0.85 5.2 2.5 4.0 8.5;32| 0.5 ICH
Princeton
Tore-Supra NBI
France 2.36 0.8 4.5 1.7 1.0 1-51{ 04 ICH
Cadarache (LHCD)

Tableau 1.2 : Les plus grands (R > 2m) tokamaks (1990/1991).

Parametres du plasma et chauffages auxiliaires
NBI chauffage par injection de neutres
ICH Chauffage par résonance cyclotron ionique

(LHCD) Current drive & la résonance hybride basse

59
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Figure 1.25 : Performances des grands tokamaks.
Produit triple nT'r (SI).

T temps de confinement de I'énergie.
T température des ions (K).

généralement instable. Certaines instabilités, dites macroscopiques, se
décrivent par les équations hydrodynamiques et se traduisent par des
déformations de la surface extéricure du plasma. D’autres, dites micro-
scopiques, dépendent de la forme détaillée des fonctions de distribution et
se traduisent par 'apparition d’oscillations dans le plasma et d’'une tur-
bulence qui permet une diffusion transverse du plasma. Pour vaincre ces
instabilités, les spécialistes de la fusion ont imaginé des formes complexes
de champ magnétique qui conduisent a divers types de machines & plasma
(stellarators, € pinch toroldaux, tokamaks, etc.).

A ce jour, on a produit dans des systémes toroidaux appelés tokamaks
des plasmas dont les parameétres approchent la démonstration de la fai-
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sabilité scientifique de la production d’éncrgie par fusion contrélée. Dans
un tokamak, le plasma cst confiné par un fort champ magnétique toroidal
(Br) & symétrie axiale, et un courant (I,) circulant dans le plasma, qui
produit un champ magnétique poloidal (B, < Br). Le courant dans le
plasma pcut étre produit par un effet de transformateur impulsionnel a une
spire au secondaire (le plasma). Mais on peut aussi 'engendrer (current
drive) avec des ondes unidirectionnelles interagissant avec les particules
du plasma. Dans ce deuxiéme cas on devrait pouvoir créer un courant I,
continu ot faire fonctionner le tokamak en régime continu. Le courant I,
chauffe aussi le plasma par effet Joule. Cependant, aux températures ther-
monucléaires, la résistivité (1.109) du plasma devient faible et on doit avoir
recours & d’autres moyens de chauffage : injection de particules d’énergie
élevée (NBI : neutral beam injection). ou d’ondes électromagnétiques de
grande puissance (RF-heating). Le tableau 1.2 montre les parametres des
quatre plus grands (en termes de grand rayon R du tore) tokamaks en
opération & I'heure actuelle [332bis].

Au cours de ces ¢tudes longues et difficiles, les valeurs de n, nr et
du produit triple n7T réalisées n’ont cessé de progresser ; cn 1992 on
n’était plus trés loin du but scientifique & atteindre (cf. Tableau 1.2 et
Fig. 1.25) bien que d’énormes probléemes technologiques restent encore a
résoudre pour réaliser un générateur d’électricité économiquement viable.
Nous n’étudierons pas en détail dans ce livre cc chantier passionnant de
la fusion nucléaire controlée. Nous renvoyons les lecteurs intéressés aux
références [328] a [331h].

1.10.4 Confinement inertiel d’un plasma

Une scconde voie vers la fusion thermonucléaire controlée vise a pro-
duire une mini-explosion thermonucléaire, & partir d'une pctite masse de
mélange solide deutérium-tritium hyperdense (de 100 & 1000 fois la densité
de la glace), comprimée et chauffée par des faisccaux laser ou particulaires
tres puissants. Ces faisceaux produisent une implosion dont la durée tres
courte (~ 107 5) est déterminée par ’hydrodynamique et par Vinertie du
milieu, d’ou le nom de confinement inertiel donné a cette filicre. Le schéma
de principe du coeur d’un réacteur a confinement inertiel est représenté sur
la figure 1.26(a).

On y voit des faisccaux convergents qui viennent frapper une cible
sphérique sur une coquille extérieure en matériau lourd. Celle-ci est portée
superficicllement & une tempdérature tres élevée et s’évapore a grande
vitesse dans le vide extérieur. Ce processus d’ablation produit par effet
de réaction une forte poussée sur Uintérieur de la cible et déclenche une
onde de choc convergente. En pratique les structures de cibles peuvent
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Figure 1.26 : Principe du confinement inertiel (d’apres [338]).

(a) Structure de la capsule implosée ; la cible est constituée de plusieurs en-
veloppes concentriques : l’ablateur, 1’écran, la mousse imbibée d'un mélange
D~ T liquide et le D — T gazeux central. 1,2,3,4, ... faisceaux lasers en “attaque
directe”.

(b) Profils de densité p et de température T' du cceur en fin d’implosion. L’ignition
se produit dans le point chaud central et la combustion se propage a la masse
principale du combustible D — T.

étre plus complexes et la puissancc des faisceaux est une impulsion avec
un profil spécial [335] permettant de produire une suite d’ondes de chocs
arrivant au méme instant au centrc de la cible. On comprime ainsi de
facon optimale le milieu en évitant un préchauffage qui diminuerait la
compression. Ce n’est qu’en fin de compression, lorsque toutes les ondes
ont convergé au point central, que la matiére tres dense qui s’y trouve
alors est chauffée énergiquement, ce qui crée le point chaud ou la com-
bustion thermonucléaire démarre (ignition) puis se propage & la masse du
combustible. Les répartitions de densité et de température a cet intant
critique de Uignition sont représentés sur la figure 1.26(b).

Les faisceaux utilisés comme “driver” doivent déposer leur énergie de
facon efficace dans une couche suffisamment mince de la coquille extérieurc.
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impuls. | impuls. | nb.
Lieu Laboratoire {Nom Type| longues | courtes | de
kJ | ns |TW| ps |faisc.
ALLEMAGNE
Garching Max Planck |AsterixIV*{iode| 2 |0.3 1
CANADA
Ottawa, Nat.Res.C. Coco II CO2102| 1 2
CHINE
Shangai Institut opt. Nd (02} 1 |06 (100] 6
Université Shengang | Nd | 1.6} 1 2 |100| 2
FRANCE
Limeil C.én.atom. [P102 Nd [0.1| 1 |0.25![100| 1
Octal Nd | 2 1 |200 8
Phebus Nd | 20| 1 |100 2
Palaiseau Polytech. Luli Nd | 1 2 200 6
ITALIE
Frascati C.n.en.nucl. Nd |04 | 2 2
JAPON
Osaka Laser Eng. GekkoXII | Nd | 30| 1 | 50 (100| 12
LekkoVIII | CO4 | 10 | 10 8
POLOGNE
Varsovie Plasma Phys. Nd [0.1]15 4
RUSSIE
Moscou Lebedev Kalmar Nd [0.7]3.5 9
Sokol Nd [ 0.3]0.8 24
Arzamas IskraV iode | 30 |0.25
U.S.A.
Ann Arbor |K.M.S. Chromall | Nd [0.8} 1 2 |80} 2
Livermore Nat.Lab. Janus Nd {02] 1 2
Nova Nd [100| 1 |100(100( 10
Rochester Laser Energ. {G.D.L. Nd (01| 1 {05580 1
Omega Nd | 50| 1 | 12|50 24
Los Alamos |Nat.Lab. Aurora* KrF| 10 | 5 96
Washington |Naval Res. Nike KrF| 3 5 2
U.K.
Aldermaston |A.W.R.E. Helen Nd 1 1 2 1100 2
Rutherford |Appleton Vulcan Nd |18 1 2 [120] 12
Sprite KrF 10.06] 2 |07 (35 1

Tableau 1.3 : Lasers utilisés en fusion par confinement inertiel.
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(*) Appareils en cours de réalisation en 1993. Nd verre au néodyme, KrF fluorure

de krypton. Les impulsions longues sont caractérisées par leur énergie en kilo-

joules et leur durée en nanosecondes ; les courtes par leur puissance en térawatts

et leur durée en picosecondes.
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Cela exclut les électrons et les ions légers qui pénetrent trop profondément
dans la matiére. On peut donc utiliser des photons produits par un laser ou
des ions lourds. Les photons sont plus faciles a focaliser et 'on sait main-
tenant faire des lasers de tres grandes puissances ; ils ont malheurcuse-
ment des rendements énergétiques faibles, ce qui obére gravement le bilan
d’énergie global du processus. Il est trop tot pour savoir si I'on pourra com-
penser le mauvais rendement des lasers par un gain d’énergie suffisamment
¢levé dans la combustion thermonucléaire. Les faisceaux d’ions lourds peu-
vent de leur c6té étre produits avec un bon rendement énergétique, mais
il est tres difficile, & cause des effets de charge d’espace, de produire et
de focaliser des faisceaux trés intenses. Dans ces conditions, cn attendant
mieux, toutes les expériences actuelles de confinement inertiel sont faites
avec des faisceaux laser & verre au néodyme. La longueur d’onde des pho-
tons qu'ils produisent est 1.06 pm, mais on utilisc souvent les harmoniques
2 & 4 de plus courte longueur d’onde qui se couplent mieux a la matiere.

Faisceaux
laser---.__-
— Vi Faisceaux
i ] = : ik laser

Cavité

Microballon implosé —

Figure 1.27 : Attaque indirecte par faisceaux laser (d’aprés {338]).
Le microballon contenant du D — T est irradié et implosé par les rayons X
résultant de l'interaction des faisceaux laser avec les parois de la cavité.

La principale difficulté est, comme dans le confinement magnétique, de
lutter contre les instabilités des plasmas. La plus active ici est I'instabilité
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dite de Rayleigh-Taylor® due & la poussée de la coquille lourde sur les
couches internes plus légeres. Comme on n'est que tres peu maitre de
son taux de croissance, la seule solution consiste a diminuer les perturba-
tions susceptibles d’étre amplifiées, c¢’est-a-dire a partir d’une cible et de
faisceaux n'ayant que tres peu d’imperfections par rapport a la symétrie
sphérique idéale. Cela est trés difficile avec la disposition dite d’attaque
directe représentée sur la figure 1.26(a). C’est pourquoi on étudie main-
tenant la méthode dite d’attaque indirecte représentée schématiquement
sur la figure 1.27. Les faisceaux primaires viennent frapper et chauffer
énergiquement les parois d’une enceinte entourant la cible. Le plasma tres
chaud qui se produit sur celle-ci émet des rayons X qui viennent irradier la
cible. On a donc effectué un changement de fréquence et créé en quelque
sorte un corps noir a rayons X. On y perd une certaine quantité d’énergie,
mais 'attaque de la cible est beaucoup plus symétrique et le gain nucléaire
de celle-ci est plus élevé que dans 'attaque directe ; dans 1’état actuel des
recherches les deux méthodes donnent a peu preés les mémes gains globaux
[336].

L’état actucl des recherches sur la fusion par confinement inertiel a
été présenté dans les références [336], [337], [338], [339]. Le tableau 1.2 et
la figure 1.28 donnent quelques éléments sur les plus grosses installations
actuelles et sur les résultats obtenus a ce jour.

Il faut enfin noter que les lasers & impulsions treés courtes (~ picose-
conde) ouvrent un nouveau domaine passionnant de physique fondamen-
tale : celui de la physique des interactions rayonnement-matiere aux tres
hauts flux (cf. section 14.10).

1.11 Décharges électriques dans les gaz

Si le champ électrique appliqué & un gaz est suffisamment intense, celui-
ci devient plus ou moins conducteur et les phénomenes complexes qui se
produisent alors portent le nom de décharge dans les gaz : ils sont dus &
Papparition d’électrons et d’ions libres [342], [343].

1.11.1 Décharges en courant continu a basse pression

Un tube & décharge classique est constitué d’'un tube de verre de quelques
centimetres de diameétre, muni & ses deux extrémités de deux électrodes
planes (distantes dec d) et rempli d’'un gaz sous une pression de l'ordre de

8. Dans sa version initialc c’est I'instabilité hydrodynamique de l'interface de deux
liquides non miscibles, qui se produit si dans un récipient 'on essaie d’avoir le liquide
le plus lourd au-dessus du liquide le plus léger.
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Figure 1.28 : Résultats des meilleures expériences de confinement inertiel

[339].

T; température ionique au point chaud (keV).

nt produit de Lawson au point chaud (cm

~3s).

G = PErysion/ Fariver gain de la cible (les courbes G = Cte ont été tracées).

1 torr. Au moyen du circuit représenté sur la figure 1.29, on peut appliquer
entre les deux électrodes une différence de potentiel continue V. Si V est
assez élevée, on observe un courant i dans le tube qui devient d’ailleurs
plus ou moins lumineux. En agissant sur la f.e.m. Vj du générateur et sur la

résistance de charge R, on peut faire varier

1, depuis des valeurs tres faibles

de l'ordre de 10~ '8 A, jusqu’a des valeurs de quelques dizaines d’ampéres. A
chacune des valeurs de i correspond une valeur de V; la courbe obtenue en
portant ¢ en abscisse et V' en ordonnée est appelée la caractéristique (¢, V)
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Figure 1.29 : Circuit d’alimentation d'un tube a décharge en courant con-
tinu.

du tube ; la figure 1.30 représente une telle caractéristique (en coordonnées
logarithmiques pour ) ; elle fait apparaitre divers régimes de décharge que
nous allons décrire succinctement.

a) Décharges non autonomes

Aux courants tres faibles, la décharge ne se produit que s’il existe une
source extéricure produisant des charges électriques dans le gaz. Si la ca-
thode est dans 'obscurité, I'agent d’ionisation extérieur est constitué par
les rayons cosmiques (Fig. 1.30, branche AB). Si la cathode est éclairée par
de la lumiére contenant des rayons ultraviolets, les courants obtenus sont
plus intenses (Fig. 1.30, branche A’B) et croissent avec 1'éclairement de la
cathode. Ils sont dus & 1'émission photoélectrique de la cathode. Dans les
deux cas, si 'on supprime 'action de l'agent extérieur (blindage du tube,
arrét de 'éclairement), on constate que le courant disparait ; la décharge
ne s’entretient pas par elle-méme : on dit qu’elle est non autonome.

b) Décharge sombre de Townsend

Quand on s’approche du point B, de petites variations de V correspondent
a des accroissements trés importants de ¢ ; dans cette région on montre
que le courant est de la forme :

. exp ad
= 1.1
P (1 — vy(exp ad — 1)) (1.139)
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Figure 1.30 : Régimes de décharge en courant continu.

Néon, électrodes en Cu de 10 cm?, p = 1 torr, d = 50 cm.

Dans cette formule, iy représente le courant di aux sources extérieures,
le facteur « décrit un effet de multiplication des électrons dans le gaz par
les collisions ionisantes électron-molécule, le facteur v décrit divers effets
secondaires de production de nouveaux électrons (par exemple émission
d’électrons secondaires due au bombardement de la cathode par les ions
produits dans le gaz).

Les coeflicients o et v (coefficients de Toumsend) décrivent un cycle
de deux réactions en chaine. Lorsque le rendement de ce cycle est égal
a 'unité, le dénominateur de la formule (1.139) s’annule {condition de
claquage), la décharge devient autonome et le courant n’est plus limité
que par le circuit extérieur. La valeur V, correspondante du potentiel est
le “potentiel disruptif”. Tant que ’on n’atteint pas le point C (Fig. 1.30),
les densités électroniques restent toutefois relativement faibles ; il en résulte
que les phénomeénes de charge d’espace sont négligeables et que la lumi-
nosité du gaz reste faible (décharge sombre de Townsend).

Pour un gaz et une cathode donnés, le potentiel disruptif V; est une
fonction du produit pd (loi de Paschen) ou p est la pression et d la distance
interélectrode. Pour une certaine valeur optimale (pd),, de ce produit, le
potentiel disruptif passe par un minimum V,, (minimum de Paschen). On
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Gaz | Cathode — | Cu | Hg | Fe Pt
Vin 220 150
(pd)m 4 2.5

He Va 180 | 42 | 150 | 170
(pd)» 1.3
Jn/P? 22 | 5
Vin 190 240
(pd)m, 3 3

Ne Vi 220 150 | 150
(pd)», 0.72
Jn/D? 6 18
Vin 300 | 520
(pd)m, 0.7 2

Hg Vi 450 | 340 | 300 | 340
(pd)n 0.6 0.34
J,/p? 15 8
Vin 270
(pd)m 1.2

H? Vi 210 | 340 | 250 | 280
(pd)n 08 109 | 09 1
Jo/p? 64 72 | 90

Tableau 1.4 : Valeurs expérimentales des parameétres principaux de

quelques tubes a décharge : Vs volt, (pd),, torr.cm, V, volt, (pd), torr.cm,

JIn/p? uA.cm~2 torr=2.
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peut expliquer qualitativement existence de ce minimum en disant qu’aux
faibles valeurs de pd, il n’y a pas assez de molécules dans le tube pour
que l’ionisation soit importante et qu’aux fortes valeurs de pd, la présence
d’un trop grand nombre de molécules empéche les électrons d’atteindre des
énergies suffisantes pour produire l'ionisation. Les valeurs de (pd),, et V;,
dépendent du gaz et de la nature de la cathode employée. Le tableau 1.4
fournit quelques résultats typiques.

c) Décharges luminescentes

Si 'on augmente encore le courant on constate que le tube devient assez
lumineux et que le potentiel V décroit. La luminosité n’est pas homogene :
le tube présente une suite caractéristique de régions lumineuses et som-
bres. Cela tient au fait que les effets de charge d’espace sont maintenant
importants : le champ électrique entre les électrodes n’est plus uniforme ;
il est concentré au voisinage de la cathode ; ce réarrangement du champ
le rend plus efficace pour l'ionisation, d’ou la diminution de V.

Apres les régions de transition CDF, on atteint le palier FF qui
correspond & la décharge luminescente dite normale. Les décharges
luminescentes trouvent de nombreuses applications, notamment dans
Péclairagisme (tubes au néon, tubes fluorescents). Leurs propriétés sont
assez bien connues ; elles sont résumées sur la figure 1.31 qui montre la
répartition, le long du tube, de la brillance, du potentiel V, des densités
électroniques et ioniques n. et n; et des densités de courant correspon-
dantes J, et J;. La chute de potentiel et Pentretien de la décharge se pro-
duisent principalement dans la région cathodique qui est caractérisée par
les parametres V,, (chute de potentiel cathodique normale) et d,, (longueur
de Pespace cathodique normal). On montre que tout au long du palier EF
{cf. Fig. 1.30) de la décharge normale les grandeurs V;, et d,, restent cons-
tantes, mais que la décharge n’occupe qu'une partie de la surface de la
cathode avec une densité de courant J,, constante sur la partie utile de la
cathode. Les grandeurs V,,, (pd), et J,/p? sont caractéristiques du cou-
ple gaz-métal de cathode que 'on utilise. Le tableau 1.4 fournit quelques
résultats typiques. V,, est légérement inférieur au minimum de Paschen, de
Pordre de 0.7 V,,,.

d) Régime d’arc

Si I'on augmente suffisamment ¢ dans une décharge luminescente normale,
toute la surface de la cathode est utilisée et on pénetre avec 'arc FG (cf.
Fig. 1.30) dans le régime de décharge luminescente anormale caractérisé
par une augmentation rapide de V.
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Figure 1.31 : Régions et mécanismes dominants dans une décharge lumi-
nescente.

Si 'on augmente encore le courant, V' recommence & décroitre et, aprés
une région de transition, on atteint le régime d’arc. Ce régime peut pren-
dre des formes diverses, mais il est toujours caractérisé par 'apparition
d’effets thermiques importants : le gaz est fortement chauffé, les électrodes
également, la cathode peut émettre des électrons par effet thermo-ionique.
La tension V' devient trés basse (quelques dizaines de volts} et le courant
n’est en général limité que par la résistance de charge. Un tube fonction-
nant en régime d’arc devra étre en général robuste et sérieusement refroidi ;
I’apparition accidentelle d’un régime d’arc dans un tube non spécialement
étudié pour celui-ci conduit en général & la destruction du tube.
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e) Décharges en courant continu & haute pression

Lorsque dans un tube a décharge le produit pd est supérieur 4 500 torr.cm,
les propriétés de la décharge sont profondément modifiées. Les modifica-
tions portent essentiellement sur le régime de Townsend et sur la décharge
luminescente, tandis que les arcs & haute pression ne différent pas essen-
tiellement des arcs & basse pression. Enfin, dans de nombreux cas, on
voit apparaitre les décharges filamentaires appelées étincelles : il s’agit
de régimes essentiellement transitoires qui conduisent & ’amorcage d’un
arc si le générateur est assez puissant. Les décharges a haute pression ont
été analysées beaucoup plus récemment que les décharges a basse pres-
sion car certains des processus fondamentaux qui s’y produisent se font &
une échelle spatiale ou temporelle difficile & observer (gaines cathodiques
ayant des épaisseurs de 'ordre du micron, constantes de temps de l'ordre
de la nanoseconde). On se borne ici & décrire 'un des mécanismes de
développement d’une étincelle 4 haute pression (p ~ latm) entre deux
électrodes planes. Les phénomeénes sont représentés schématiquement sur
la figure 1.32. Tout d’abord un petit nuage sphérique d’électrons se mul-

|+
(a) - (b)
|+
) —-

Figure 1.32 : Développement d’une étincelle & haute pression.

(a) Avalanche primaire.
(b) Avalanches secondaires.
{c) Streamers.

tiplie exponentiellement par collisions ionisantes : c’est 'avalanche pri-
maire [Fig. 1.32(a)]. Les ions positifs ainsi produits peuvent étre considérés
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comme immobiles et créent une charge d’espace positive. Lorsque celle-ci
a atteint une certaine valeur critique, apparaissent des avalanches sec-
ondaires [Fig. 1.32(b)] qui sont initiées par un électron produit par photo-
ionisation du gaz et qui se dirigent vers la téte de ’avalanche primaire. Du
fait de la jonction des avalanches primaire et secondaire, il se forme deux
dards de plasma {dards ou streamers) qui se propagent 1’un vers la cathode
et 'autre vers ’anode. Lorsqu’ils ont atteint les électrodes, ces derniéres
sont reliées par un filament de plasma [Fig. 1.32(c)] qui forme un arc si le
générateur est assez puissant.

f) Décharges en haute fréquence et claquages laser

Au moyen de I'un des dispositifs représentés sur la figure 1.33, on peut
appliquer un champ électrique HF & un gaz et produire dans celui-ci une
décharge sans qu’aucune électrode ne soit en contact avec lui. Nous ver-

' =

I

(@) (b) (c)

Figure 1.33 : Dispositifs de production des décharges en hautes fréquences.
(a) Couplage inductif.
(b) Couplage capacitif.
(c) Cavité hyperfréquence.

rons au chapitre 5 qu’on peut analyser les propriétés de ces décharges
HF, sur un diagramme de coordonnées pA et pA (A longueur d’onde du
champ HF, A longueur “de diffusion” qui est de 'ordre de la plus petite
dimension du récipient). En portant sur un troisi¢éme axe le “potentiel dis-
ruptif” (EA)q on obtient une surface qui représente la généralisation de
la loi de Paschen. L’étude de cette surface montre que 'on peut faire ap-
paraitre plusieurs régimes de décharge dans le plan pA, pA (Fig. 1.34). Au
centre du diagramme apparait le régime contrélé par diffusion que nous
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PA
102
E non uniforme
104
' A
1- Décharges HF
controlées par diffusion
“~‘B
10714
!; Décharges BF
| contrdlées
102 par mobilité
Décharges
résonnantes

a basse pression

110 102 10° 10* PA
Figure 1.34 : Décharges en courant alternatif dans Hs.

décrirons au chapitre 5 et qui est fondé sur les mécanismes suivants : le
champ HF chauffe les quelques électrons primaires contenus dans le gaz ;
les électrons se multiplient par collisions ionisantes sur les molécules ; les
particules chargées se perdent uniquement par diffusion et recombinaison
sur les parois.

Ce régime se distingue des régimes BF et continus (contrélés par mo-
bilité) dans lesquels le champ électrique draine les particules vers les élec-
trodes. De fait, les décharges HF sont plus efficaces que les décharges BF
ou continues car EA y est plus faible. On peut enfin noter que, sur la figure
1.34, le segment AB correspond & une vallée de potentiel disruptif en ce
sens que (FA)y y est minimal.

Lorsqu’on focalise dans une enceinte contenant du gaz sous pression le
faisceau d’un laser pulsé, on observe, si le flux lumineux au foyer est as-
sez grand (de l'ordre de 10° W/cm?), la formation d’'une boule de plasma
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dans cette région focale. De telles décharges par laser s’apparentent aux
décharges HF dont elles sont en quelque sorte ’extrapolation vers les
fréquences optiques. Elles en different par les points suivants : les pres-
sions optimales sont tres élevées (102 & 10® atm) ; les premiers électrons
sont produits par ’onde lumineuse elle-méme par effet multiphotonique

selon la réaction :
(hy)"-i—A—>e-|—A+ (1.140)

Le volume focal est chauffé, en fin de décharge, & des températures tres
élevées (10* & 10° K). En utilisant des cibles plus complexes qu'un gaz
(microsphéres solides, microbulles & parois solides, coquilles multiples...),
on rentre dans le domaine de la fusion inertielle par laser évoqué au para-
graphe 1.10.

1.12 Problémes

P1-1 *Distribution maxwellienne des vitesses

Ce probléme est une révision des bases de la théorie cinétique des gaz (cf. par exemple
[278, chapitres 11-14], [285, sections 7.9-7.13 et chapitre 12] et chapitre 8 du présent
livre).

On décrit la distribution des vitesses dans un gaz au moyen de la fonction f(u')
qui est une densité de probabilité. On en déduit la moyenne d’une fonction quelconque
de la vitesse A(W), soit :

A f(D)Pw 1
ay = AAE@IEEL 1
[ f@)ddw n
a) La fonction de distribution maxwellienne & une dimension des vitesses (cf. probléme
P1-2) est :

n wg
v = o ()

ofl m est la densité des particules et v? = 2(x7'/m) = 2v2.. Calculer les grandeurs
suivantes :
(i) la vitesse moyenne (wy),
(ii) la vitesse quadratique moyenne (w2},
(iii) DI’énergie cinétique moyenne(%mw%),
(iv) la moyenne du flux de quantité de mouvement aléatoire{(m|wz — {(we)|we),
c’est-a~dire la pression.
Tracer avec soin la courbe de frm(wz) en fonction de wy et indiquer les positions
de vy et vy

b) La fonction de distribution des vitesses maxwellienne A trois dimensions est :

n ’UJ2
”““=@;%fm(ﬁ)

2 =w2 4+ wg + w?. Calculer les grandeurs suivantes :

ol w
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(i) la moyenne de chaque composante, par exemple {wy),

(ii) la moyenne du module de la vitesse (w),
(iii) la vitesse quadratique moyenne 4/ {w?2},
(iv) lénergie cinétique moyenne dans une direction quelconque (%mwg).

c) La vitesse d’une particule étant w = (w2 +w?2 +w?)!/2, il est commode d’introduire
une fonetion de distribution des modules des vitesses g{w) telle que g(w) dw soit
la densité des particules de vitesses comprises entre w et w + dw. En partant de
la distribution maxwellienne donnée dans la partie (b) ci-dessus :

(i) Calculer la distribution maxwellienne des modules des vitesses g, (w).

(ii) Tracer la courbe de gm en fonction de w ; quelle est la vitesse la plus
probable ?

(iii) Calculer combien de particules ont une vitesse trois fois plus grande que la
vitesse la plus probable.

d) Pour interpréter les expériences utilisant un analyseur des énergies des particules on
peut considérer la fonction de distribution des énergies F(¢), ¢ = (mw?/2), telle
que F(e)de soit la densité des particules d’énergies comprises entre € et € + de.
En partant des distributions maxwelliennes des parties (b) et/ou (c) ci-dessus :

(i) Etablir une expression de la distribution maxwellienne des énergies Fiy (¢).

Fm(e)
n

(ii) Tracer soigneusement la courbe de en fonction de e.

(iii) Dessiner la courbe de log,(F/el/2?) en fonction de ¢ et expliquer com-
ment on peut déduire la température d’un plasma d’une mesure relative
du nombre de particules de haute énergie.

Quelques relations mathématiques utiles :

oo
/ z" e—a:z:2 dr = l F(n+ 1) a*(n+1)/2
2 2
o

ou la fonction Gamma est définie par :

oo
T(m) = / ™1 e dy
0

valable pour n > —1. Noter que 'on a :

I'(m)=(m—-1)T'(m-1).
et pour p entier positif :
p!
Fp)=(@-1'==>=
P
Quelques valeurs spéciales :
1
ra)=1, I(z)=v7

Pour plus de détails consulter [268].
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P1-2 *Distribution gaussienne
et théoréme de la limite centrale

La forme gaussienne de la distribution des vitesses (appelée aussi fonction de distribu-
tion maxwellienne des vitesses) se produit de fagon tout a fait générale, si 'on admet
que la distribution évolue par un grand nombre de petits pas aléatoires dans I’espace des
vitesses, la probabilité de chaque pas de vitesse étant supposée indépendante de celles
des autres pas ; ce résultat est indépendant de la loi de probabilité d’un pas de vitesse
donné ! Il est connu sous le nom de théoréme de la limite centrale ; il aide & comprendre
pourquoi la distribution gaussienne joue un réle si important dans la description des
phénomenes physiques.

La démonstration par le calcul des probabilités du théoréme de la limite centrale
est longue et difficile (cf. par exemple [279] et [285]). On peut cependant en comprendre
la validité en étudiant quelques exemples. On peut ensuite le considérer comme une
propriété des convolutions d’un grand nombre de fonctions positives et il apparait aussi
de maniére non probabiliste dans certaines occasions (par exemple en génie électrique
pour déterminer la sortie d’un ensemble de systémes linéaires en cascade).

Supposons que les variables aléatoires x;, avec ¢ = 1,2,3, ..., soient distribuées
uniformément sur Pintervalle (0, L) de sorte que P(z;) = %S’ 0O <ax; < L)you S
est une notation abrégée pour une fonction de pas unitaire dans 'intervalle (0, L). La
probabilité P n’est pas supposée proche d’une distribution gaussienne.

a) Montrer que la densité de probabilité P(x) pour la variable x = z1 + z2 est
représentée par un triangle, et que la moyenne T = fd:z z P(z), et la vari-
ance, 02 = f dz(x — T)2P(z), sont T = L et 62 = L?/6. Comparer (en tragant
les courbes) cette distribution 4 la gaussienne correspondante :

Pr(a) = U\Z_ﬂ expl(x — %) /20%]

b) Considérer maintenant * = z1 + z2 + 3 et calculer la densité de probabilité, la
moyenne, la variance et comparer & nouveau avec la distribution gaussienne cor-
respondante.

P1-3 *Démonstration simple de I’équation de Saha

Dans un systéme en équilibre thermodynamique, la mécanique statistique prévoit que
la probabilité de réalisation d’un état quantique j donné est P; = N e~ Ei/T ot N est
un facteur de normalisation obtenu en faisant la somme sur tous les états et E; est
Pénergie de I’état j. La probabilité pour qu'une particule soit dans un état lié d’énergie
E; = —Uj est donc :

Pbound = Ner/KT

tandis que la probabilité de I’ensemble des états libres est :

Piree = N Z e EilsT _, N/de plw) e"mw")/%T
free
ot p{w) est la densité des états obtenue en passant & la limite d’un spectre continu.
a) Compter effectivement les états pour obtenir p(w) et calculer Py,.e..

b) Le rapport, n;/ny, des densités des atomes ionisés et neutres donné par I’équation
de Saha peut s’obtenir en calculant le rapport Prree/Ppoung pour les électrons.
Expliquer pourquoi.
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¢) Terminer les calculs pour obtenir I’équation de Saha :

) 3/2
i Logx1018 L BT (CGS)
nN Ne

P1-4 *Gaines de plasma et sondes de Langmuir

Les plasmas expérimentaux sont souvent limités par des parois métalliques (consulter
[305, pp. 290-297] ou pour une discussion plus compléte [363], [364], [365] et [368]). Le
but de ce probleme est d’analyser une telle situation et d’examiner la théorie de base qui
s'applique & une sonde de Langmuir (essentiellement une sonde métallique & potentiel
variable), qui peut étre utilisée pour déterminer dans un plasma la température et la
densité électronique, le potentiel du plasma et la masse des ions.

a) Considérer un plasma électron-ion (Z; = 1) d’extension semi-infinie et limité par
une surface métallique plane (Fig. 1.35).

"/, Plasma /| | —Meétal

0 X

Figure 1.35 : Plasma au contact d’une paroi métallique.

(i) Montrer que le nombre total de particules s (s = e pour les électrons, s = ¢
pour les ions) qui s’approche de la surface métallique par unité de surface
et de temps est donné par :

FSZ///wzfs(W)dw

pour wy > 0, qui est le flux de particules sur le métal. En supposant que
fe(W) et f;(w) sont maxwelliennes, calculer I'e et T';.

(ii) D’apres les résultats de la partie (i) on voit qu’en général I'c > T'; et que
par conséquent la surface métallique va commencer & accumuler une charge
négative. A cause des effets d'écran, le potentiel pris par la paroi va étre
en fait confiné & une couche mince appelée une gaine, dont Pépaisseur
est de quelques longueurs de Debye. Evidemment, la quasi-neutralité n’est
plus respectée dans cette région qui est peuplée majoritairement d’ions.
Apres un certain intervalle de temps, les électrons de plus faible énergie
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seront repoussés jusqu’a ce que s’établisse un équilibre dans lequel on ait
Te(x = 0) = I'i(z = 0). Calculer le potentiel pris par la paroi dans ce
régime quasi stationnaire.

(iii) Calculer la densité électronique, ne(z), en fonction de la position dans
la gaine jusqu’a la limite ol la recombinaison des ions est équilibrée par
I’ionisation au centre du plasma.

b) Une sonde est une plaque métallique (ou un cylindre ou une sphére) plongée dans
le plasma reliée par un fil conducteur isolé a I'espace extérieur au plasma. Ce
fil permet de porter la plaque & un potentiel variable et de mesurer le courant
collecté par celle-ci [Fig. 1.36(a)]. La caractéristique courant-tension d'une sonde

— Plaque métallique

Isolant

¢c

o

Figure 1.36 : Sonde de Langmuir.
(a) Schéma de principe.
{b) Caractéristique courant-tension.

idéale est représentée sur la figure 1.36(b). Sur 'arc A de la courbe, la sonde
est positive par rapport au plasma, et les électrons qui péneétrent dans la gaine
du fait de leur agitation thermique sont accélérés jusqu’a la plaque. Le courant
ainsi collecté est appelé courant de saturation électronique. Sur l'arc B de la
courbe, la sonde est négative par rapport au plasma, qui est au potentiel ¢p.
Les électrons les plus énergétiques, dans la queue de la fonction de distribution
fe(w), sont cependant encore collectés par la plaque. Au potentiel flottant ¢,
une partie des électrons est repoussée de facon que l'on ait I', = T'; et aucun
courant n’est collecté par la sonde. Sur I'arc C la tension est suffisamment néga-
tive pour repousser la plupart des électrons et on obtient le courant de saturation
ionique.
(i) Pour ¢ < ¢p, les ions sont accélérés vers la sonde (chute libre) et les élec-
trons repoussés [Fig. 1.37(a)]. On néglige les collisions des ions et sup-
pose que les électrons sont maxwelliens. Comme la densité électronique
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(a) Noo = Nip

(b)

Figure 1.37 : Gaine ionique et zone de transition.
(a) Gaine.
(b) Pénétration du champ dans le plasma.

décroit exponenticllement, leur charge d’espace peut étre négligée et I'on
peut déterminer le courant ionique a partir de la loi de Child-Langmuir
(la situation est analogue a celle d’une diode plane & courant limité par la
charge d’espace). Etablir la loi de Child-Langmuir ionique (cf. [219, p. 294])
et en déduire la densité de courant ionique :

e (2e)1/2 $3/?
9 2

my

J;

oll $s = ¢ — ¢p est la variation de potentiel & travers la gaine. Utiliser
les résultats de la partie (a) pour trouver le rapport ¢2 //\2D ol )\2D =
eok Te/e?ng est le carré de la longueur de Debye.

(ii) Calculer la densité de courant électronique pour 'arc B(¢e < ¢p) et en
déduire le courant de saturation électronique.

(iii) Quelle est la densité nette du courant Jne¢ de sonde sur 'arc B ?

(iv) Montrer que le courant ionique est négligeable sur 'arc B et tracer la courbe
de log,(Jnet) en fonction de ¢ sur Parc B. Comment peut-on déterminer
la température électronique par une mesure de cette partie de la courbe de
I. en fonction de ¢, 7

(v) Comment peut-on déterminer neo et le potentiel ¢, du plasma ?
{vi) Surl’arc C le potentiel de gaine est assez négatif pour empécher une grande
fraction des électrons de pénétrer la gaine. On doit admettre que, par suite

de Pénergie thermique des particules, un potentiel résiduel ¢ sort de la
limite de la gaine, pénétre dans le plasma et ne s’annule qu’a I'infini. Sur ces
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bases, montrer que la densité du courant de saturation ionique est donnée
de fagon approchée par :

wTe 1
Jisat = €neo expiy—5
my 2

[On voit, & partir de la figure 1.37(b), qu’il y a dans le plasma prés de
la gaine un petit champ E et qu’on ne peut plus supposer une neutralité
exacte de charge (n;, = n.). En imposant une condition moins sricte pour
z = 0, (d/dz)(n; — ne) = 0, on peut déterminer ¢5 qui, & son tour,
détermine la vitesse des ions & leur entrée dans la gaine.]
Comment peut-on déterminer la masse des ions a partir d’une mesure
compléte de la courbe de I en fonction de ¢.?

(vii) Peut-on déterminer la température ionique par une mesure avec la sonde
de Langmuir ?

P1-5 Energie potentielle d’un plasma

a) La densité double e-i dans un plasma en équilibre thermodynamique & faibles
corrélations (cf. chapitre 8) étant : {fi2) = ni2 = ningexp(—qo2/kT) =
ninz(l — qi¢2/kT) ol ¢2 est le potentiel écranté de la charge 2 montrer que

I'on a:
ee _ 2 1— To —7f/ s
iz = Nen —r_e
i 2 g Z27'_o —7r/ s
g = Mg i, €
et To —r/Ae
nis = neonio | 1 + Z; 76
avec :
nep = ZiNio
&2
To = ———
4meorT
22 = eokT
S e2(1 4 Z)neo
et :

T = [7—"2 - 771l .
b) Montrer que I’énergie potentielle du plasma est :
U = Uecet+Uy+Ue
VUint

ou V est le volume du plasma et U;,: la densité moyenne d’énergie d’interaction
entre les particules (1.72). Noter que l'on a :

U, L L A

= = [ ni5——dridr

e 2 1247reor 1ar2
1 . Z2e2

Uy = = | niy—2—dr dr

b 2/ 1241regr 1arz
. Z.e?

Ui = - / neh 2 dry dry
Amear

Expliquer pourquoi il y a un facteur 1/2 dans Ue, et U;;, mais non dans Ul;.
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(Note : Pour effectuer les intégrations dans les trois expressions ci-dessus on peut faire
le changement de variables passant de 71, 72 & 71, ¥ = 72 — 71.)

P1-6 Grandeurs caractéristiques dans un plasma

Pour un plama typique de fusion par confinement magnétique ona (n, = 10 m—3, T =
15 keV), un plama typique de fusion par confinement inertiel (n, = 102 m=3, T =
15 keV), et un plasma dans le milieu interstellaire (ne = 106 m™3, T = 0.25 eV).
Calculer dans ces trois cas les grandeurs suivantes :

a) la longueur de Landau

b) la distance interparticulaire (approchée)

¢) la longueur de Debye

d) le nombre de particules dans la sphére de Debye

Noter et expliquer comment les plasmas cinétiques classiques peuvent avoir d’aussi
grandes différences dans les ordres de grandeur de leurs longueurs caractéristiques aj},
b) et ¢) ci-dessus.



Chapitre 2

Trajectoires dans un
champ magnétique

2.1 Introduction

Un plasma de faible densité peut souvent étre considéré comme un gaz
non collisionnel de particules chargées. Presque toujours il faut considérer

que ce plasma est plongé dans un champ magnétique §, statique ou
lentement variable. Ce champ est produit par des sources extérieures au
plasma ou engendré par les courants électriques associés aux mouvements
d’ensemble des particules du plasma. Les systémes de confinement magné-
tique avec de forts champs imposés, les magnétosphéres planétaires, les
plasmas des couches externes des étoiles avec de grands champs magné-
tiques autogénérés sont des exemples de cette situation.

De fagon plus générale un plasma non collisionnel peut également étre

—
soumis localement & un champ électrique macroscopique E dont l'origine
peut étre aussi extérieure ou intérieure. Pour analyser le comportement
d’un tel gaz il est nécessaire de décrire le mouvement des particules

- —
chargées dans le champ (E, B), c’est-a-dire de trouver toutes les tra-
jectoires possibles qui correspondent aux solutions de I'équation du mou-
vement d'une particule! :

dv - ., =

m— =q(E + v x B) (2.1)
dt
1. Dans ce chapitre nous n'utilisons pas les vitesses hydrodynamiques (cf. formule

9.2). Nous utiliserons donc la notation T (au lieu de W) pour désigner la vitesse d’une
particule individuelle.
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L’infinité de solutions de cette équation permet de représenter 1'agitation
thermique désordonnée des particules du plasma. En faisant des moyennes
statistiques sur ’ensemble des trajectoires, on peut ensuite obtenir le com-
portement macroscopique du plasma. C’est 'objet de la théorie cinétique
des “magnétoplasmas”.

—
Nous commencerons (section 2.2) par étudier le cas trés simple ol E =

0 et olt B est uniforme et statique. Les trajectoires sont alors des hélices
et 'analyse de ce cas trivial nous permettra de préciser nos notations mais
aussi d’'introduire une grandeur trés importante associée au mouvement hé-
licoidal : le moment magnétigue orbital d'une particule. Le signe de cette
quantité nous montrera que le plasma est un milieu diamagnétique qui a
tendance & rejeter les flux magnétiques.

Dans la section 2.3 nous étudierons le cas presque aussi simple ot un

—

champ électrique £ uniforme agit sur le plasma en plus du champ magné-
— —

tique B uniforme et statique. Nous montrerons qu’un champ FE statique

—
et perpendiculaire & B n’accélere pas en général les particules mais fait
dériver I’ensemble du plasma (électrons et ions) avec une vitesse

e —
N E x B
VE — —32
Nous montrerons que d’autres forces telle que celle de gravité produisent
une dérive analogue.

Dans la section 2.4 nous étendrons 1'analyse précédente au cas d’un
champ électrique oscillant, avec comme principal résultat le calcul du ten-
seur de conductivité d’un plasma dans 'approximation dite des plasmas
froids. Au passage nous examinerons le cas singulier des résonances cy-
clotron (w = Q).

Ayant ainsi traité les cas simples ol le champ magnétique -ﬁ est sta-
tique et uniforme et ou I'égquation (2.1) s’intégre facilement, nous poserons
dans la section 2.5 les bases d’une théorie approchée des trajectoires dans
les champs presque uniformes et presque statiques. On peut alors con-
sidérer qu’a un instant donné la trajectoire de chaque particule est une
hélice ; cependant & cause des variations du champ magnétique cette hélice
se déforme lentement.

Les sections 2.6 & 2.9 sont consacrées au développement de cette théorie
dite des orbites adiabatiques. Le cas le plus simple (section 2.6) est celui olt

— —
B est uniforme mais varie lentement avec le temps. Si par exemple B croit,
on montre que le plasma se contracte en accompagnant le mouvement des
tubes de force magnétiques, et que d’autre part la déformation des hélices
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se fait en conservant de fagon approchée le moment magnétique orbital p
qui est ainsi ce qu'on appelle un invariant adiabatique. L’équivalence par
changement de repeére entre les variations temporelles et spatiales de B
permet de passer du phénomene précédent, qu’on appelle une compression

magnétique, au mouvement d’un plasma dans un champ B statique mais
non uniforme. L'invariance de p permet alors de montrer que les particules
sont repoussées par les régions de fort champ magnétique (effet de miroir
magnétique).

La déformation adiabatique des orbites hélicoidales s’accompagne de
lentes dérives perpcndiculaires & B . dérive électrique comme dans un

champ B uniforme, mais aussi dérives de “courbure” et de “gradient”
introduites par la non-uniformité du champ magnétique (section 2.8).

Nous terminerons enfin le chapitre par une analyse des invariants adia-
batiques (section 2.9) et des constantes exactes du mouvement (section
2.10) qui résultent des symétries éventuelles du champ magnétique.

2.2 Champ magnétique uniforme constant

2.2.1 Trajectoires hélicoidales

Le mouvement d'une particule chargée libre dans un champ magnétique
constant (c’est-a-dire ne variant pas dans le temps) est déterminé par la
force de Lorentz qui est perpendiculaire & la fois & la vitesse ¥ de la

—
particule et au champ magnétique B. Si on suppose le mouvement non
relativiste, I'équation du mouvement est :

dv

m— = a7 x B) (2.2)

ou m est la masse de la particule et g sa charge. En multipliant scalairement
les deux membres de cette équation par T on obtient :

5y "

c’est-a-dire : )
—n% =& = Cte (2.4)

Ainsi, I'énergie cinétique £ d’une particule chargée se déplagant dans
un champ magnétique statique est constante et cela quelle que soit la

dépendance spatiale ]?(7’) de ce champ. Cela tient au fait que la force
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N
de Lorentz q(@" x B) est perpendiculaire & T et donc ne travaille pas en
agissant sur la particule.

Supposons maintenant que le champ magnétique soit non seulement
statique mais aussi uniforme (indépendant de 7). L’équation (2.2) peut
alors s’écrire aussi :

dv =

— =0 x7v 2.5
7 (2.5)
ou V'on a introduit le vecteur constant :
—

__A47
Q=-—5 (2.6)

L’équation (2.5) est '’équation classique d'un vecteur » animé d’une ro-

N
tation autour d’un axe. Le vecteur Q2 est donc le vecteur rotation gyroma-
gnétique ; son axe définit 'axe de rotation, son signe le sens de la rotation
(positif pour les électrons et négatif pour les ions) et son module :

Q= \%B\ (2.7)

est la fréquence de rotation appelée ici fréquence cyclotron . Pour pouvoir
écrire des équations valables aussi bien pour les électrons que pour les ions
nous introduisons aussi la valeur algébrique de la fréquence cyclotron, soit :

s_ 4
Q=_2> .
B (2.8)

ou B est supposé positif.
Nous pouvons maintenant montrer que la trajectoire la plus générale
d’une particule est une hélice obtenue par superposition de la rotation

ey N . s . — . . =4
autour de £ et d’une translation a la vitesse v|| dans la direction de 2.

—
Pour cela prenons pour axe Oz un axe parallele & B et orienté dans le
méme sens. L’équation du mouvement (2.5) devient

1V _ Gz x v (2.9)
d ’
soit par projection sur les axes :
du,/dt = :ﬁvy
dvy/dt = Qug (2.10)
dv,/dt = 0

2. Par une tradition bien établie, on emploie ici le mot “fréquence” 14 ou il faudrait
dire “vitesse angulaire” ou “pulsation” (cf. section 2.2 les valeurs numériques de 2 et
de v = Q/2r).
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Le mouvement dans la direction z est donc :

v, = vy =Cte

z = zptuyyt (2‘11)

Dans les directions = et y, les équations peuvent se combiner en

écrivant : q
a(% + ivy) = Qv + ivy) (2.12)

dont la solution générale est :
vy + i, = Ceft (2.13)

ol C = v, e'® est une constante complexe arbitraire. On a donc :

vy cos(QL + )

Vg

el 2.14
vy = vy sin(Q+ ) (2.14)

et :
v2 + vf, =2 = Cte (2.15)

de sorte que l'énergie perpendiculaire reste constante comme I'exige
I'équation (2.4). La position de la particule dans P’espace est obtenue par
intégration, soit :

I

T Zo + f[f v (t')d¥ = 1 — % sin ¢ + % sin(ﬁt + )
(2.16)

v v —
y o= yo+ fyuy(t)dt =yo+ % cos g — —ﬁi cos(Q + )

On peut récrire ces résultats sous une forme qui sera plus pratique dans
les développements ultérieurs, soit :

i o e
avec : :
T s
p=v./0 (2.19)
a=p—7/2 (2.20)

La signification physique de ces formules est claire : les constantes X et
Y sont les coordonnées dans le plan (z,y) du centre de rotation, appelé
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ici centre guide. Le module de p est le rayon de giration de la particule
{appelé aussi rayon cyclotron ou rayon de Larmor).

Le mouvement de translation le long du champ magnétique (dans la
direction z) peut étre considéré comme le mouvement du centre guide ;
I'orbite est alors décrite par 1'équation vectorielle :

T=R+7 (2.21)

-
ou 7, R et p sont les positions instantanées de la particule, du centre

—
guide et du rayon d’orbite, les valeurs instantanées de R et p étant :

(X, Y, zg +v“t)

% 3 (2.22)
= {(pcos(Qt + ), psin( + a))

=] =)
|

Ces formules sont résumées sur la figure 2.1 qui représente la projection

N
de la trajectoire sur un plan perpendiculaire & B.

y

>

o]

X

—
Figure 2.1 : Projection du mouvement sur un plan perpendiculaire & B.

C centre guide, M position de la particule & 'instant .
My position de la particule a ¢t = 0.

N

En général la particule a une vitesse initiale parallele & B non nulle
et la trajectoire dans 'espace est une hélice, comme celle représentée sur
la figure 2.2. Notons enfin que la vitesse instantanée de la particule, en un
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point quelconque de la trajectoire, peut s’écrire :

—
=y + Q

= “+ x —p‘> (223)

L’angle d’inclinaison 0 de I’hélice est donné par :

tang — L (2.24)
vy
avec

=0 x 7 (2.25)

Figure 2.2 : Trajectoire hélicoidale.

p rayon de Larmor, ¢ angle d'inclinaison.

2.2.2 Moment magnétique orbital
Diamagnétisme du plasma

L’orbite circulaire représentée sur la figure 2.1 peut étre assimilée a une
petite spire de courant : elle produit un petit champ magnétique dipolaire.
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Le moment magnétique de cette spire équivalente, appelé moment magné-
tigue orbital, est :

1 = surface x courant = wp*I (2.26)
soit en module :
7% g 1lqv? 1
® -2 n ~3i/B (2.27)
ou en valeur vectorielle : c
w=-ge (2.28)

ol 'on a introduit ’énergie cinétique transversale (énergie du mouvement
de rotation) :
1
€L = 5mvi (2.29)
On voit sur ces formules, et on peut vérifier qualitativement & partir des
régles usuelles de ’électromagnétisme, que le moment magnétique orbital

N
est de sens inverse au champ B, responsable de la rotation orbitale. Nous
verrons plus loin que le moment magnétique orbital y est une quantité tres

importante : en effet lorsque B n’est plus uniforme et statique, mais varie
lentement dans l'espace et dans le temps, p reste constant en premiere
approximation et cette invariance dite adiabatique de p devient trés utile
dans 'analyse des trajectoires des particules.

Calculons maintenant dans un plasma l'intensité d’aimantation macro-

N
scopique M résultant de 'ensemble des moments magnétiques orbitaux
des particules individuelles. En désignant par n., n,; les densités, par T,
T; les températures électroniques et ioniques on obtient :

M=-Me; = —%? (2.30)
avec : L,
M= Z §mvi/B (2.31)
et on a pour chaque espece de particule :
< %mvi >= kT (2.32)
Dot le résultat final :
y = Metde Tkt (2.33)

B
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ce qu’on écrit souvent en supposant T, = T; et en posant n = n, +n; :
M=—-—— (2.34)
Comme dans tout milieu magnétique, il existe un courant de magnétisation
— —
Ju=VxM (235)
Ce courant est nul au sein d’un plasma uniforme ; il existe par contre dans
les régions présentant des gradients, par exemple aux bords d’un plasma
limité. La loi d’Ampeére s'écrit alors :
—
Vx B
Ho

— —
=J+VxM (2.36)

—
c’est-a-dire que le champ magnétique B dans le plasma est obtenu a partir

du champ Eé = ,uoﬁ qui existerait en ’absence de plasma par la relation :

— — — — —
B = /_Lo(H + A[) = By + ,LL()]\/[ (237)
Cette formule peut s’écrire autrement, en introduisant le parametre
nkT
= 2.38
v B2 /29 ( )

Nous avons vu au chapitre 1 que 3 joue un role essentiel pour décrire
les équilibres d’un plasma borné entouré et confiné par un champ magné-
tique. D’apres la formule de définition ci-dessus on voit que 3 est le rapport
de deux pressions : la pression nxT" de la matiere (pression cinétique) et
la pression magnétique B%/2u (cf. [292] pour une analyse en termes de
pression et de traction des effets mécaniques d’'un champ magnétique).
Ceci étant, en rapprochant les formules (2.37), (2.34) et (2.38) on peut

, . . — e —
écrire la relation entre B et By = g H sous la forme :
— —
B =poH/(1+8/2) (2.39)

Les formules (2.30) et (2.36) montrent que M est de signe oppos¢ a E et
que, de ce fait, B est plus petit que pugH : on en conclut que le plasma
est un milieu diamagnétique. La formule (2.39) précise que 'importance
du diamagnétisme du plasma est déterminée par la valeur du rapport 3 ;
lorsque # <« 1 (pression matérielle < pression magnétique) le diamagné-

—
tisme est négligeable, le champ pg H n’est pratiquement pas modifié par la
présence du plasma. Le diamagnétisme devient au contraire trés important
lorsque (3 atteint des valeurs de l'ordre de I'unité.
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2.2.3 Valeurs numériques

Dans les plasmas ionosphériques et magnétosphériques, il est pratique
d’exprimer le champ magnétique cn Gauss (1 Gauss = 107* T) ; en
désignant par Bg la valeur de B mesurée dans cette unité (107 T') on
trouve alors,

— pour les électrons :

Q. = 176x107 Bg (rad/s)
Q. 2.40
fee = —=28x10° Bg (Hz) (240)
m
— pour les ions :
O, = 9.58x10%Z <@> Be (rad/s)
g 2.41)
Q (
fi = S =152x10°Z <@> Be (Hz)
27 m;

ol m, est la masse du proton et m; celle de Vion considéré. Lorsque
les fonctions de distribution des particules sont maxwelliennes (avec des
températures T, et T;), il est intéressant de considérer des particules
moyennes ayant la vitesse la plus probable :

v =2xT/m (2.42)
et d’évaluer les rayons d’orbite correspondants g = v,/ ; on obtient ainsi :
Do = Vie/Qe = 2.75 (Toy)/?/Be  (cm) (2.43)

7= Ui/ = 1,18 x 10%(m;/mp) V2 (1) 2 /Z B¢ (em)  (2.44)

Ces ordres de grandeur sont typiques des plasmas ionosphériques ou ma-
gnétosphériques.

Dans les plasmas étudiés dans les recherches sur la fusion controlée, il
est plus pratique d’exprimer B en unités de 5 Teslas et T" en keV. Soit Bs
et Tiev les valeurs numériques ainsi obtenues ; les formules précédentes
deviennent alors :

fee = 140 Bs (GHz) (2.45)
7o = 1.75 X 10°3(Tiev)/?/Bs (cm) (2.46)
fei =76 Z(m,/m;)B; (MHz) (2.47)

pi = 0.075 (my/my)'*(Tiev)'/?/ZBs  (cm) (2.48)
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En comparant ces expressions aux fréquences de plasma et a la longueur
de Debye, on obtient enfin les relations suivantes :

De/Ap = 2Y%(wpe /S2) (2.49)
1/2
Wpe/Qpe = 0.64n,,°/Bs (2.50)
wpi /s = 28 Z(my/myp) /% n}i% ) Bs (2.51)

oil n14 est la valeur de n, (mesurée en unités de 10** cm™3).

2.3 Champs magnétique et électrique
uniformes et constants

2.3.1 Dérive électrique

Supposons maintenant que le plasma soit soumis 4 un champ électrique
uniforme et statique, superposé au champ magnétique constant considéré
précédemment ; ’équation du mouvement d’'une particule peut §’écrire :
dv - = —
m———gq(v x BYy=gqFE (2.52)
dt
En généralisant & cette équation vectorielle un théoréme bien connu
pour les équations différentielles & coefficients constants, on peut vérifier
que la solution la plus générale s’obtient en ajoutant, a la solution générale
4 92 . . . s —
vy de I'équation sans second membre, une solution particuliere vy de

—
I’équation avec le second membre ¢ F, soit :

—

v =15+ 01 (2.53)

—
La solution générale g (trajectoires en 'absence de E') est celle que nous
avons étudiée au paragraphe précédent, soit :

W=+ Q

x 7 (2.54)

—
qui représente un mouvement hélicoidal autour d’un axe parallele & B.
La valeur de )], la position de I’axe de rotation et la valeur de p sont
des constantes d’intégration. Si 'on considére ’ensemble du plasma, ces
constantes varieront d'une particule & une autre si bien que vg permet
de représenter ’agitation désordonnée des particules du plasma ; malgré
I’aspect apparemment orienté des trajectoires, il peut trés bien se faire



94 Trajectoires dans un champ magnétique

que localement la fonction de distribution de ces vitesses vy soit isotrope
et ne représente par conséquent aucun mouvement d’ensemble. Dans ces
conditions, le terme v7 qui est le méme pour toutes les particules représente
le mouvement d’ensemble des particules.

—
Pour trouver 7, nous devons distinguer, dans le champ E, la compo-

=g - ~ N - = . . .
sante K| qui est paralléle & B et la composante £ qui est perpendiculaire

A B. En projetant tout d’abord I'éguation (2.52) sur la direction de B
nous trouvons la solution :

qg —
’lT”) = -T-n—E”t (2.55)

—
Sous I'action de E) les particules ont un mouvement uniformément accéléré

— —
paralltle & B, les ions dans le sens de E) et les électrons dans le sens

opposé. Les vitesses ﬁﬁ tendant rapidement vers 'infini, ce régime ne peut
se produire que de fagon transitoire. En général le plasma, qui a ainsi

— g
une “conductivité” infinie parallele & B, “s’arrange” pour que Ej soit nul
(de la méme maniére qu’en électrostatique le champ électrique s’annule &
Pintérieur d’un conducteur parfait).

En projetant maintenant I’équation (2.52) sur un plan perpendiculaire

— —
& B, nous pouvons trouver le mouvement imposé par E;. On trouve

maintenant une solution indépendante du temps définie par :
E L+ T xB=0 (2.56)
soit en résolvant par rapport & v :

— —
_, , FExB

Vil = Vg _B2— (257)

Cette vitesse d’ensemble est ce qu’on appelle la vitesse de dérive électrique ;
son module est : P
L
[Us| = 5 (2.58)

—
On voit qu'un champ électrique perpendiculaire & B n’accélére pas les
particules mais crée une dérive uniforme du centre guide dans la direction

= = . . . - a =g
de E x B. Les trajectoires dans le plan perpendiculaire & B sont donc le

résultat de la superposition du mouvement de rotation de vitesse Q x 7
et du mouvement de translation de vitessc vg. L’allure des trajectoires
dépend des ordres de grandeur relatifs de vg et de Qp (Fig. 2.3).
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— = t=0
2xp
N
E, | ‘?
(b) 4>
=
B
axp 170
N
E
.
 —
(c) <L
=~
B
axp =0

— —
Figure 2.3 : Trajectoires dans des champs FE' et B uniformes constants.

Projections sur le plan perpendiculaire & ?, vp dérive électrique.

(a) Champs électriques faibles (vg <« p) : trajectoire quasi circulaire avec
faible dérive (cas des ions).

(b) Champ électrique critique (ve = Qp) : vitesse initiale nulle, trajectoires
cycloidales (cas des électrons et des ions).

{c¢) Champs électriques “forts” (vg > §p) : trajectoires ondulées (cas des ions).

Lorsque le champ électrique est faible on a vg < Qp ; les trajectoires
ont lallure représentée sur la figure 2.3(a) ; elles sont quasi circulaires,
avec une faible dérive vg. On peut comprendre I'origine de la dérive en re-

marquant que sur 'orbite quasi circulaire, dans les parties ou E aaccéléré
la particule (partics supérieures sur la figure autour des points tels que M)
la courbure magnétique de la trajectoire est plus faible ; au contraire dans
les parties ou E a freiné la particule (autour des points tels que N) la
courbure cst plus forte. C’est la succession de ces demi-orbites & courbure
alternativement faible et forte qui engendre la dérive vg.

Lorsque les particules ont une vitesse initiale nulle on a comme trajec-
toires les cycloides a point de rebroussement de la figure 2.3(b). Les ions
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partent tout d’abord dans la direction du champ électrique Ej , puis sous
l'effet du champ magnétique, leurs trajectoires se courbent et décrivent une
série d’arceaux. Les électrons partent tout d’abord en sens inverse, mais la
courbure magnétique se produit également en sens inverse. C’est pourquoi
leur mouvement de dérive s’effectue dans le méme sens que celui des ions.
Comme m, < my, les arceaux effectués par les électrons sont beaucoup
plus petits, mais ils en effectuent un bien plus grand nombre par seconde,
de telle sorte que les deux vitesses de dérive sont finalement égales.

Lorsque le champ électrique EZ est relativement fort on a vy > Qp ;
il en résulte que la vitesse dans le sens de vg varie entre vy — §p et
vg + Qp sans jamais changer de signe. On a les trajectoires ondulées de la
figure 2.3(c).

Il est remarquable que la dérive électrique soit indépendante de la
charge et de la masse de la particule. On peut relier ce caractére uni-
versel de U & un simple probleme de changement de repére : supposons
pour simplifier que l'on ait vg < c. Pour un observatecur se déplacant a la
vitesse Up il apparait un champ électrique d’induction :

Er=tzx B (2.59)

Dans ce repere le champ électrique résultant est donc :
—
E=E +igxB (2.60)

et d’apres (2.55) vg est précisément la vitesse du repere dans lequel le
—

champ électrique E’ s’annule. Dans ce repere la trajectoire se réduit & la

trajectoire hélicoidale produite par B.

Le changement de repére simplifié que nous venons de faire n’est
évidemment valable que si £, /B <« c¢. Dans le cas ol ce rapport devient
de Vordre de ¢, il faut utiliser les formules relativistes de la transforma-
tion de Lorentz. Ce calcul fait ’objet du probleme P2-1. Il montre que la
vitesse de dérive y garde la valeur donnée par la relation (2.57) mais que
la fréquence cyclotron est donnée par :

@ = QV1-fp (2.61)

B = wvg/c

Il

Dans ces conditions, on peut se demander ce qui se produit quand on
applique & des particules chargées un champ électrique, suffisamment fort
pour que la vitesse calculée par la formule (2.58) se trouve étre supérieure
a la vitesse de la lumiere. Le raisonnement fait ci-dessus n’a en effet plus
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de sens puisqu’on nc peut pas considérer de repere physique ayant une
telle vitesse de translation par rapport au laboratoire. La réponse est que
la trajectoire n’est plus périodique ; le mouvement de la particule est alors
continuellement accéléré ; on a, par exemple si la vitesse initiale est nulle,
une trajectoire ayant ’allure parabolique représentée sur la figure 2.4.

N
B

m|

Figure 2.4 : Trajectoire “parabolique”.

Vitesse initiale nulle, £, /B > c.

2.3.2 Dérives produites par un champ de gravité

N

Supposons que le plasma soit soumis & un champ de gravité uniforme,
toujours superposé au champ magnétique uniforme et statique. La force
de gravité -

—

F=myg (2.62)
qui s’exerce sur chaque particule joue un role tout & fait analogue a la

force électrique étudiée au paragraphe précédent : les trajectoires résultent
a nouveau de la superposition d’'un mouvement hélicoidal, du mouvement

N
accéléré produit éventuellement par Fy et d’une vitesse de dérive ve définie
par I’équation :

qic x B) +mg =0 (2.63)
soit :

(2.64)

Cela revient 3 dire que la force mg est équivalente & un champ électrique
m — . . . . . — .
— g’ . Mais on voit que ce champ et la dérive gravitationnelle v¢ qui en
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résulte dépendent du rapport ¢/m et sont donc trés différents (et de signe
contraire) pour les électrons et pour les ions. Il en résulte que ces dérives
gravitationnelles produisent un courant électrique dans le plasma, soit :

7 = neqe’U—Ge) + nquv_d (265)

ou compte tenu de (2.64) :

— —
—
x B

BQ

ey
X
BQ

On voit que le courant électrique est véhiculé par les particules les plus

lourdes que sont les ions.

7 = (neme + nimi) X nym; (266)

B B F
= (i}—»
Vai
L? %

(@) (b) ()

Figure 2.5 : Destruction du confinement magnétique par dérive gravita-
tionnelle suivie d’une dérive électrique.

(a) Electrons et ions confinés dans B.

(b) Dérive gravitationnelle des ions produisant un champ électrique
de polarisation.

(c) Séparation de B et du plasma par la dérive électrique.

Pour terminer ce paragraphe nous pouvons montrer que la combinai-
son des dérives gravitationnelle et électrique peut faire cesser le confine-
ment d’un plasma par un champ magnétique. La situation est représentée
schématiquement sur la figure 2.5 : en (a) on voit le plasma confiné et on
suppose qu’on lui applique un champ de gravitation ; en (b) on voit la
dérive gravitationnelle des ions ; celle des électrons étant négligeable il en
résulte un champ électrique de polarisation ; enfin en (c) ’ensemble du
plasma dérive sous 'action du champ de polarisation.
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En pratique les champs de gravitation naturels jouent un role
négligeable & I’échelle d’un plasma de laboratoire. Nous verrons cepen-
dant dans la section 2.8 que la courbure des tubes de forces introduit
une gravitation apparente trés importante et il en résulte que 'effet de
déconfinement que nous venons de décrire succinctement existe. Pour
maintenir le confinement magnétique, il faut éliminer ou agir contre la
séparation de charge (cf. [328] {329]).

2.4 Champs magnétique uniforme
constant et électrique oscillant

2.4.1 Approximation du champ électrique uniforme

Supposons maintenant que le plasma soit soumis & un champ électrique
—
Fq uniforme et alternatif, superposé comme précédemment au champ ma-

—
gnétique statique et uniforme B. Il est facile de voir que cet ensemble de
deux champs n’est pas une solution des équations de Maxwell : celles-ci

— — —
imposent Pexistence d’un champ B; oscillant associé & Ey. Les champs E;
R
et By sont donc ceux d’une onde pouvant se propager dans le plasma, avec
—
une fréquence w et un vecteur d’onde & . Nous allons voir cependant que
le probleme posé garde un sens moyennant certaines approximations.
Tout d’abord il est intéressant de se poser la question suivante au sujet
des trajectoires déduites de I’équation (2.1) : est-ce EouB qui produit
la force la plus grande 7 Jusqu’a maintenant la réponse n’était pas définie
— —
parce quc nous n’avons considéré que des champs E et B statiques dont
les ordres de grandeur sont a priori quelconques. En revanche dans une
onde on peut vérifier (cf. [352]) que l'on a en ordre de grandeur :

|Er| ~ v,| B (2.67)

olt v, = w/k est la vitesse de phase de 'onde considérée. On en déduit
que dans I'équation (2.1) le rapport force magnétique/force électrique est
de l'ordre de :

UBl/El ~ U/’U<p (268)

Si ’on considére les ondes les plus usuelles, c’est-a-dire les ondes électroma-
gnétiques transverses de haute fréquence, on a :

v, ~ e (2.69)
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et si 'on suppose par ailleurs le plasma non relativiste on a pour les par-
ticules du plasma :
v (2.70)

D’ou en rapprochant ces résultats :
vB; < B (2.71)

On peut donc en général négliger vB; et considérer que le plasma est

2,
soumis au champ E; de 'onde (cette analyse tomberait en défaut pour
les ondes “lentes” ayant une vitesse v, comparable a la vitesse d’agitation
thermique des électrons).

A quelle condition peut-on considérer E comme uniforme ? Il faut
que k soit suffisamment petit pour que le champ varie peu sur la distance
parcourue par une particule (du fait de son agitation thermique) pendant
une période de 'onde, soit :

k<1 (2.72)
w

ou encore :
Ve > v (273)

Cette approzimation dite des plasmas froids (ou des ondes rapides) est
pratiquement la méme que celle définie par les deux inégalités (2.69) et
(2.70).

2.4.2 Conductivité électrique. Résonance cyclotron

Dans les conditions que nous venons d’analyser, on peut considérer que le

— —
plasma est soumis aux deux champs uniformes B (statique) et E; (oscil-
lant). Le principe de superposition énoncé précédemment s’applique en-
core ; les trajectoires s’obtiennent par la superposition de deux mouve-
ments :

— le mouvement hélicoidal produit par B seul (agitation thermique),

—
— un mouvement oscillant & la fréquence w produit par F; (mouvement
d’ensemble).

N
La présence de By complique cependant le mouvement oscillant. Celui-
ci peut se mettre, pour chaque espece de particule, sous la forme :

—

o =7 B (2.74)

=
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ol p, la “mobilité électrique”, est un tenseur du deuxiéme ordre complexe
et fonction de w et 2. Le calcul de 1 est développé dans appendice A2-1.
Ces mouvements oscillants engendrent un courant électrique, soit :

Ji = Neqelie + nigivi, (2.75)

ce qu’on écrit finalement :
J=70. E1 (2.76)

ol 7, le tenseur de conductivité®, est donné par :
7= (7:e + 5—'; = ne‘]eﬁ + ni%’/?i (278)

Les expressions de o, et 0; sont données dans ’appendice A2-1 et les
propriétés de & y sont discutées.

Les calculs développés dans 'appendice A2-1 montrent cependant qu’il
faut traiter a part le cas ol w est égale a 'une des deux fréquences cy-
clotron €. Dans ce cas il n’y a plus de solution stationnaire oscillante

de 'équation (2.1). Le mouvement d’ensemble produit par E—?l) correspond
a une spirale divergente : c’est ce qu’on appelle la résonance cyclotron.
Selon la phase relative initiale de 'hélice et de la spirale, la trajectoire
résultante peut étre soit spiralée depuis I'instant initial, soit d’abord con-
vergente pour devenir finalement divergente lorsque la spirale '’emporte
sur 'hélice. L’analyse détaillée de ce phénomene de résonance cyclotron
est développée dans l'appendice A2-2. On y verra que P'analyse se fait
plus facilement en termes de champs électriques tournants que de champs
oscillants.

2.5 Champ magnétique lentement
variable. Orbites adiabatiques

2.5.1 Approximation adiabatique

Quand le plasma cst placé dans un champ magnétique variable dans
I’espace ou dans le temps il est en général impossible de calculer exactement

3. Dans tout ce livre la notation A désigne un tenseur du deuxiéme ordre, et la no-

tation 4- B le produit scalaire (ou contracté) de A par B qui est le vecteur T de
composantes :

C; = z Aq; B; (2.77)
]
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les trajectoires des particules, et il faut alors les étudier sur ordinateur par
des méthodes numériques. 11 y a cependant un cas trés important o1 'on
peut étudier de fagon approchée les propriétés générales du mouvement
des particules, c’est celui des champs presque uniformes et presques sta-
tiques. Dans de tels champs, la trajectoire d’'une particule est localement
une hélice, mais cette hélice se transforme progressivement au cours de la
trajectoire. Précisons les conditions de cette approximation dite adiaba-
tique.

a) Adiabaticité spatiale

Nous supposons que la variation de B dans l’espace est suffisamment lente,
et B suffisamment fort, pour que sa variation relative, sur une distance
égale a un rayon de giration p des particules, soit faible. On peut donc
écrire, en introduisant une dimension caractéristique L du champ magné-
tique (distance sur laquelle on a 6B ~ B) :

p<L (2.79)

Le rayon d’orbite étant donné par la relation :
—p:’ULN’U (2.80)

on peut écrire (2.79) en désignant par u ’énergie cinétique de la particule :
BL > 2'/2m1 /212 /4 (2.81)

On voit qu’a énergie égale, cette condition est plus sévere pour les ions
que pour les électrons ; on a :

BgaussLem = 3y/uev pour les électrons

Bgauschm > 150,/uev pour les protons (282)

On peut appliquer ces critéres aux particules ayant la vitesse la
plus probable dans un plasma en équilibre thermodynamique et & la
température T (on pose u = kT), il vient :

BgaussLem > 0,03VT pour les électrons

2.8
BgaussLem > 1, 5VT pour les protons (2.83)

b) Adiabaticité temporelle

Nous supposons que la variation de B dans le temps est suffisamment lente,
et B suffisamment fort, pour que sa variation relative, sur un intervalle de
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temps égal & une période gyromagnétique 1/v;, des particules, soit faible.
Pour expliciter ce critére, nous introduirons maintenant une fréquence v
caractéristique du champ magnétique (1/v est intervalle de temps au bout
duquel on a éB ~ B) ; d’ou la condition :

v fe (2.84)

soit :
v < 2,8 x 101°Byeqras  (électrons) (2.85)

A
v 1,5x 107ZBteslaS (ions de charge Ze, de masse atomique A)
(2.86)

2.5.2 Orbites adiabatiques

Lorsque le champ magnétique B est variable dans le temps ou dans
I’espace, la régle de superposition (2.53) que nous avions dans un champ
uniforme ne s’applique plus. Cependant si les variations de B sont suffi-
samment lentes pour que les deux conditions d’adiabaticité (2.79) et (2.84)
soient satisfaites, on peut considérer qu’a un instant donné la trajectoire
est en premiére approximation une hélice et donc poser :

v =7+ (2.87)
WZW+H:W+GX? (2.88)
7] < |g] (2.89)

On retrouve donc de fagon instantanée la régle de superposition (2.52)
avec ici :
To mouvement quasi hélicoidal
- s .
v1 dérive
_
La dérive v est par nature perpendiculaire & B (toute composante pa-

rallele & B peut étre incluse dans v_”)) Elle est la somme de plusieurs
composantes (électrique, gravitationnelle, de courbure, de gradient) que
nous analyserons ci-dessous.

Le mouvement quasi hélicoidal se déforme lentement au cours de la

trajectoire, du fait des variations de B. La théorie adiabatique des orbites
(régles de déformation de g, analyse des dérives) a été développée par de
nombreux auteurs (cf. [2], [3] [308, chapitre 1]). En revenant au mouvement
quasi hélicoidal on peut considérer la période cyclotron :

tg = 2m/Q (2.90)
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non plus comme une constante, mais comme une quantité lentement varia-
ble : une pseudo-période. Nous verrons dans la section 2.9 que la trajectoire
peut comporter plusieurs pseudo-périodes. Les théories mentionnées ci-
dessus montrent qu’a chaque pseudo-période on peut associer une quantité
qui reste constante en premieére approximation lorsque la pseudo-période
varie lentement. Une telle constante approchée du mouvement est ce qu'on
appelle un invariant adiabatique. Un invariant adiabatique se présente sous
la forme d’une intégrale étendue a la durée de la pseudo-période associée.
Nous verrons par exemple que U'invariant adiabatique associé & tp est le
moment magnétique orbital 1 que nous avons introduit dans la section 2.2.

Nous ne développerons pas dans le détail la théorie (relativement
compliquée) des orbites adiabatiques. Nous adopterons plutot un exposé
heuristique dans lequel nous établirons sur des cas assez simples les prin-
cipales propriétés des orbites. 11 est intéressant d’autre part de remarquer

. . . = —
que pour une particule en mouvement les variations de B avec 7 ou ¢
sont largement indiscernables : la particule “ne sait pas” si le changement

de B qu’elle voit est du & une variation de B avec t ou au fait qu’elle se
déplace dans un champ qui varie avec 7. Dans ces conditions il pourra
étre commode pour établir les lois d’'invariance de choisir celui des deux
types de variation qui est le plus facile a analyser, comme nous allons le
faire dans la section 2.6.

2.6 Compression magnétique. Gel de B
Invariance de u

2.6.1 Mouvement des tubes de force

Considérons un solénoide cylindrique d’axe Oz dans lequel on fait passer
un courant I{t) variable, produisant donc un champ magnétique uniforme

et variable _B)(t) A chaque instant, les lignes de force de B sont des droites
paralléles a I’'axe Oz du solénoide. Peut-on identifier chacune d’entre elles

. —
et suivre son déplacement lorsque B varie 7 La réponse a cette question
n’est pas évidente. Nous allons montrer sur ’exemple choisi ici qu’on peut
le faire en associant & chaque tube de force un flux magnétique constant.

Supposons par exemple que ﬁ(t) soit croissant et considérons a
I'instant t = 0 Pensemble des lignes de force situées i la distance ry de
Vaxe [Fig. 2.6(a)| ; elles constituent un tube de force de section droite
nrd ; si By est la valeur de B a cet instant initial, le flux magnétique
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“canalis¢” par ce tube de force est :

@ = 7§ By (2.91)

A
LY
N

(@ (b)

Figure 2.6 : Champ magnétique variable : évolution des tubes de force.

(a) Instant ¢ = 0; &g = 7r&By.
(b) Instant ¢ : 7r?B = 7 Bo.

A un instant ultérieur ¢ le champ est devenu B et le méme flux ®( est
maintenant encerclé par le cercle de rayon r tel que :

nrgBo = nr’B (2.92)

Nous conviendrons qu’un certain tube de force canalise toujours le méme
flux magnétique et que, par conséquent, les lignes de force situées sur le
cercle de rayon 7 se sont déplacées radialement jusqu’au cercle de rayon r.

2.6.2 Gel du plasma dans les tubes de force

Nous allons maintenant montrer que lexistence d’une dérive électrique

impose au plasma de suivre les lignes de force de B dans leur déplacement.
Le champ électrique qui intervient ici est le champ d’induction associé &

la variation de ﬁ, qui obéit a I’équation de Maxwell-Faraday :
—
— dB

= 2.93
Vx E T (2.93)
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Nous supposons que les conditions aux limites extérieures sont telles que

—
le phénomene garde une symétrie cylindrique, de sorte que E est nul sur
I'axe et se réduit ailleurs & une composante azimutale :

—
dB

— 1
E=-7 x —
9" Td

(2.94)

Supposons vérifiée la condition d’adiabaticité temporelle ; nous discuterons
sa réalisation plus loin [cf. formule (2.107)]. Chaque particule suit alors [cf.
Fig. (2.1)] une hélice enroulée sur un tube de force de rayon p. Le centre
guide C de cette particule se trouve quant & lui sur le cercle de rayon R.

le champ E produit une dérive électrique de C :

ExB 1 dB
X — —
d’olr
1 dB
TR = B 7 (2.96)

2B dt
Il est facile de vérifier que cette vitesse de dérive du plasma est égale & la
vitesse de déplacement des lignes de force qu’on obtient en écrivant la loi
de conservation du flux :

dR 2dB

d
—(R?’B) =2BR— — = 2.9
A a =Y (2.97)

La vitesse radiale des lignes de force dR/dt qu’on tire de cette équation se
confond effectivement avec la vitesse vg calculée ci-dessus.

Cela illustre une propriété du plasma idéal qui a une validité beaucoup
plus générale que ne peut le montrer cet exemple simple. Le plasma et le
champ magnétique ont tendance & évoluer ensemble. Ce gel des lignes de
force dans le plasma est un concept trés utile pour développer Pintuition
sur les problemes allant du “dynamo solaire” et de la dynamique des taches
solaires a ’effet du vent solaire sur le champ magnétique terrestre ou encore
au choix de géométries magnétiques adaptées au confinement des plasmas
thermonucléaires. Encore qu’il s’agisse 1a d’une sorte d’idéalisation extréme
et que, dans les plasmas réels, de nombreux processus de dissipation en-
trainent une violation de cette loi des lignes magnétiques gelées, elle est
d’une trés grande utilité pour avoir fourni une premiére image du com-
portement des plasmas dans les champs magnétiques.
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2.6.3 Invariance de u. Compression magnétique
a) E‘quation du mouvement transverse

Pour examiner maintenant plus en détail la transformation lente du mou-
vement hélicoidal d'une particule, nous partons de I'équation du mouve-
ment (2.1) qu’on peut écrire compte tenu des expressions (2.6) du vecteur

rotation € et (2.94) du champ E d’induction sous la forme :

i
r

1
:ﬁx?’+§ﬂ X T (2.98)

Le champ magnétique B n’agit pas sur le mouvement longitudinal des
particules : dans la direction Oz les particules ont un mouvement uni-
forme quelconque. Pour analyser le mouvement transversal, nous pouvons
remplacer I’équation vectorielle ci-dessus par une équation algébrique en
nombres complexes, en associant au vecteur position :

T =ze, +ye, (2.99)
son affixe, le nombre complexe :
=z 41y (2.100)
L’équation (2.98) est remplacée par ’équation équivalente :
5= i(0% + Qz/2) (2.101)
En effectuant maintenant le changement de variable :

z = re¥

5= w (2.102)

T et  étant réels par hypothese, puis en séparant partie réelle et partie
imaginaire, on obtient, aprés quelques lignes de calcul, les deux équations
réelles donnant r et w :

Wr—w—-F=0 (2.103)
d%[r?(w -0/2)] =0 (2.104)

dont la solution est :
w = % [1 +/1+ 4i‘/rQ2] (2.105)

r?Q /1 4+ 4#/rQ2 = Cte (2.106)
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Cette résolution est purement apparente en général car le terme en 7
qui figure dans ces relations reste inconnu. Nous pouvons toutefois faire
I’hypotheése que B varie suffisamment lentement pour que l'on ait :

FIrQ? <1 (2.107)

On peut montrer {cf. probleme P2-2) que cette condition est équivalente
a la condition d’adiabaticité temporelle (2.84).
b) Mouvement des particules ; invariants adiabatiques

Compression magnétique

Si la condition d’adiabaticité temporelle (2.107) est satisfaite, le systéme
(2.105), (2.106) conduit aux deux valeurs de w :

w=0 ou (2.108)

Les solutions correspondantes pour z sont :

21 = Re'P (2.100)
R%Q = Cte (2.110)
2 = pei(ﬁt +a) - (2.111)
p*Q = Cte (2.112)
La solution la plus générale est :
2 =21+ 22 (2.113)

ol p, R, o et 3 sont des constantes d’intégration. En revenant aux images
des nombres complexes on voit que la trajectoire la plus générale peut se
mettre sous la forme :

T=R+7 (2.114)

ot B et 7P sont les images des nombres complexes z; et zz. Le mou-
vement le plus général de la particule est donc la superposition de deux
mouvements (cf. Fig. 2.1) :

— Le mouvement quasi hélicoidal représenté par 7’ ; la rotation gyroma-
gnétique se fait & la vitesse instantanée 2 autour du centre guide C dont

N
la position est représentée par R.
— Une dérive radiale lente du centre guide représentée par les variations

_
de R. Les quantités p?Q et R2Q qui restent constantes sont deux invariants
adiabatiques. Tous les deux sont proportionnels & un flux magnétique.
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R?Q est proportionnel au flux magnétique canalisé par le tube de force
de rayon R sur lequel est situé le centre guide. Son invariance exprime
a nouveau la régle du gel du plasma dans les tubes de force. Supposons
par exemple que B aille en augmentant : le tube de force de rayon R se
contracte au cours du temps et le plasma accompagne cette contraction.
C’est ce qu'on peut appeler une compression magnétique (adiabatique)
du plasma. Nous verrons dans la section 2.9 que R2Q peut étre considéré
comme le troisiéme invariant adiabatique.

p?Q est proportionnel au flux magnétique canalisé par le “petit” tube de
force sur lequel est tracée 'orbite quasi hélicoidale. A un facteur numérique
pres c’est le moment magnétique orbital :

1
n= §mvi/B (2.115)

Le moment magnétique orbital est donc I'invariant adiabatique associé a
la pseudo-période ¢ 5.

L’invariance de p pendant une compression magnétique montre que
celle-ci s’accompagne d’une augmentation (proportiounelle 4 B) de
I’énergie transverse des particules : dans une compression magnétique le
plasma est a la fois comprimé et chauffé. On peut préciser I’échauffement
en introduisant la température transversale T'| par la relation :

1
7 < mv? >= kT (2.116)
et 'on voit d’apres 'invariance de p que T') croit comme B. L’échauffement
est d’ailleurs anisotrope parce que dans la compression magnétique les
vitesses paralleles a B ne sont pas modifiées, de sorte que la température
parallele définie par :

1

3 < mujj >= T} /2 (2.117)
reste constante. La compression magnétique du plasma s’effectuant sans
échange de chaleur avec le monde extérieur, on peut penser qu’elle suit
une loi de compression adiabatique au sens thermodynamique du terme.
De fait les différentes grandeurs du plasma varient selon les lois suivantes :

n~R?~B (2.118)
«T. ~ B (2.119)
pL =nkT ~ B? (2.120)

p1/n® = Cte (2.121)
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ol n et T désignent la densité et la température des électrons ou des ions.
La derniére formule est une loi classique de compression adiabatique avec
v = 2. On vérifie facilement que cette valeur de v est liée au nombre N de
degrés de libertés (ici N = 2) par la loi classique v = (2 + N)/N.

2.7 Champ magnétique statique
non uniforme

2.7.1 Orbites adiabatiques tracées sur les tubes
de force

Supposons maintenant que le plasma évolue dans un champ magnétique
statique mais non uniforme. Il peut y avoir une certaine convergence et une
certaine courbure des lignes de force (Fig. 2.7). Si 'on suppose réalisée la
condition d’adiabaticité spatiale, la trajectoire est localement une hélice ;
mais comme nous ’avons remarqué ci-dessus il n'y a pas de différence
essentielle entre ce cas et celui étudié au paragraphe précédent : lorsque
le centre guide se déplace de C' en C’ (Fig. 2.7), la particule ne “sait” pas

—
si les variations de B qu’elle voit sont dues & une variation temporelle de

— —
B comme sur la figure 2.1 ou a une variation spatiale de B comme c’est
le cas sur la figure 2.7.

Nous pouvons donc appliquer & ce dernier cas les résultats obtenus

précédemment : le plasma étant gelé dans le champ ﬁ, chaque centre
guide C se déplace en suivant lo ligne de force sur laquelle il se trouvait
a Porigine. La déformation adiabatique du mouvement quasi hélicoidal
obéit également & la méme regle que précédemment : le moment magné-
tique orbital est invariant et il en résulte que le flux encerclé par 'orbite
est constant : chacune des hélices est tracée sur un “petit” tube de force.
L’analyse précise du mouvement quasi hélicoidal se fait en introduisant
I’abscisse curviligne s du centre guide ; Vinvariance de p s’écrit :

E(imvi/B) =0 (2.122)
ce qui donne :

d,1 ., 0B

— (= = p— 12

ds (2mvl) K as (2.123)

D’autre part, dans un champ magnétique statique, I'énergie totale se
conserve, ce qu’on peut écrire :
d

4 Bm(U'Q . Ug)] —0 (2.124)
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Figure 2.7 : Orbites adiabatiques dans un champ magnétique non uniforme.

(a) Guidage du plasma par le champ.
(b) Mouvement quasi hélicoidal.

on l'on a négligé la petite contribution due aux dérives (les conditions
d’adiabaticité conduisent en effet & vp < vy, v1). En rapprochant les deux
derniéres formules on obtient la loi de variation de 1’énergie longitudinale :

oB

d (%mvf) = —,LLEdS (2.125)

Cette formule montre que la variation de B le long d’une ligne de force
engendre une force longitudinale agissant sur la particule :

OB

Fy=—p-

(2.126)
dont le travail produit la variation d’énergie exprimée par la formule
(2.125).

Ainsi un gradient de champ magnétique dans la direction de ce champ
créée sur les particules une force dans la direction opposée a celle du gra-
dient ; une particule chargée est repoussée de la zone de champ fort par
une force indépendante de sa charge. On peut noter d’ailleurs au passage
que la formule (2.126) est I'expression classique de la force produite sur un

—
élément de matiére diamagnétique par un gradient de B statique.
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La maniere dont la force F| est engendrée par la convergence des lignes
de force est représentée sur la figure 2.8 ot 'on a supposé pour simplifier
que le champ est de révolution autour de 1'axe de la trajectoire. La com-
posante B, du champ et la vitesse v, de rotation produisent la force de
freinage F) ; le calcul de cette force a partir du schéma de la figure 2.8 fait
P'objet du probleme P2-3. Il redonne la formule (2.126).

Figure 2.8 : Force de freinage diamagnétique (cas d’un électron).

2.7.2 Miroirs magnétiques

Les formules (2.123) et (2.125) montrent que lorsqu’une particule pénétre
dans une région de champ magnétique croissant, son énergie longitudinale
diminue et se transforme en énergie transversale.

Si la variation de B est assez importante, le transfert d’énergie peut
étre complet : il existe une abscisse ol v s’annule ; la particule est réfléchie
4 cet endroit et repart vers les régions de plus faible champ magnétique ;
c’est pourquoi on dit qu'une région de B croissant constitue un meroir
magnétique.

On appelle rapport de miroir la quantité :

R = B,,/By, (2.127)

olt By est le champ magnétique dans une section initiale Sy oll passent
toutes les particules, et By, le champ magnétique maximum au niveau du
“col” S, [Fig. 2.9(a)]. Soit vg la vitesse initiale d’une certaine particule
dans la section Sy et 8y P'angle de cette vitesse avec By, soit v et 6
les valeurs correspondantes dans une section S quelconque ; d’apres les
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relations de conservation de I'énergie et du moment magnétique, on a :

1 1

5mvz = §mv8 (2.128)
1mu?sin® @ _ 1mag sin” 6y (2.129)

2 B 2 By

d’olt : ) )
sin“@  sin“#6y
= —— =Ct 2.130

B B e ( )
E Beo = Brmax

o

<,
+Confinée :
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Figure 2.9 : Miroirs magnétiques.

(a) Cone de perte.
(b) Miroirs magnétiques produits par deux bobines coaxiales.

La condition pour que la particule se réfléchisse au niveau du col
s’obtient en écrivant que @ y est égal & 7/2 ; on définit ainsi une valeur
critique g, de Gy telle que :

sinfo, = (Bo/Bm)"? =1/VR (2.131)

Les particules dont la vitesse initiale vg est comprise & I'intérieur du céne
6 < o, traversent le miroir ; ce cone est appelé céne de perte. Au contraire,
les particules dont la vitesse initiale est en dehors du cone de perte se
réfléchissent toutes avant le col, dans une section d’autant plus rapprochée

. . . ud ”, 2 >
de Sy que la vitesse initiale vy est plus écartée de By.
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On peut réaliser treés simplement un ensemble de deux miroirs magnéti-
ques, avec deux bobines de Helmoltz de méme axe, parcourues par deux
courants de méme sens et de méme valeur, et suffisamment éloignées I'une
de T'autre pour qu’il y ait un minimum de B dans le plan médian [Fig.
2.9(b)]. Cette configuration a été un des premiers schémas utilisés pour
confiner un plasma chaud pour la fusion thermonucléaire controlée. Bien
que cette méthode ait échoué de fagon dramatique, une variante de cette
méthode est encore étudiée activement [328, p. 174]. Il existe également
des miroirs magnétiques dans la nature. La magnétosphere terrestre en
fournit un exemple assez proche de nous (Fig. 2.10 et [5]). Enfin 'existence
de miroirs magnétiques est liée au mécanisme d’accélération proposé par
Fermi (cf. [4]) pour rendre compte des rayons cosmiques de trés haute
énergie observés dans ’espace intersidéral.

Axe du dipdle

Ligne de force du champ magnétique
Figure 2.10 : Miroirs magnétiques dans la magnétosphére terrestre.

C  Mouvement cyclotronique rapide.
M  Mouvement de rebond d’un hémisphére a 'autre (miroirs magnétiques).
E  Dérive circulaire autour de I'axe du dipéle magnétique terrestre

(dérive de courbure du champ magnétique, cf. paragraphe 2.8).
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2.8 Dérives

2.8.1 Dérives électriques et dérives gravitationnelles

Nous pouvons maintenant étudier les dérives v; prévues dans la for-
mule (2.87). Rappelons que, pour que la théorie des orbites adiabatiques
s’applique, ces dérives doivent étre faibles, les vitesses correspondantes
étant plus faibles que celles du mouvement quasi hélicoidal, soit en pra-
tique :

) < (7] (2.132)

Les deux plus simples sont les dérives électriques et gravitationnelles

N
qui s’expriment par les mémes formules que dans un champ B statique et
uniforme, soit :

ExB
x
U= UE =~ (2.133)
., =
B
w=ig=_2I 2 (2.134)

q B?

En combinant leur action avec la rotation représentée par Ug on a des
—

trajectoires quasi circulaires dans le plan perpendiculaire & B [cf. Fig.

2.3(a)] et V'origine de la dérive est qualitativement la méme : succession de
“demi-cercles” a courbure alternativement faible et forte.

2.8.2 Dérive de courbure magnétique

Lorsque la trajectoire quasi hélicoidale est guidée par une ligne de force
courbée (cf. Fig. 2.7) il apparait une nouvelle dérive vcp appelée dérive
de courbure (notation C'B pour courbure de B). Cette dérive est produite
par la force centrifuge inertielle qui s’exerce apparemment sur la particule
qui suit une ligne de force courbe. La force centrifuge est :

. mvﬁ R
Fe = — RC 61 (2135)

ou R, est le rayon de courbure de la ligne de force et €1 le vecteur unitaire
porté par la normale principale 4 la ligne de force dirigée vers I'intérieur de
la. courbure [cf. Fig. 2.7(b)]. En utilisant les formules de I’appendice A2-3,
on voit facilement que :

- —
1 ., B-VE
_.:el.____

7 = (2.136)
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et par conséquent :
(2.137)

de sorte que la force centrifuge est équivalente a un vecteur d’accélération
gravitationnelle :

9 =Y 5 (2.138)
et produit donc d’apres (2.134)} une dérive :
. miB<F.vF
wE = = (2.139)

On voit que cette dérive est de sens contraire pour les électrons et les
ions et beaucoup plus importante pour les ions.

2.8.3 Dérive de gradient de B

Associé a la courbure des lignes de forces, il y a toujours des variations
— —
de B dans les directions perpendiculaires & B. Il est facile de voir quali-
—
tativement qu’un gradient transverse de | B| introduit une dérive perpen-

. N . N =g N - 7 . 7 -
diculaire & la fois & B et & V|B|. Le mécanisme de création de cette
dérive, représenté sur la figure 2.11, est analogue a celui qui crée la dérive

électrique : la trajectoire dans le plan perpendiculaire & B est une succes-
sion de demi-orbites & forte courbure (lorsque la particule passe du coté
des fortes valeurs de B) et & faible courbure (lorsqu’elle passe du c6té des
faibles valeurs de B).

Une autre maniere de présenter ce mécanisme est de remarquer que la

— _ — . —
force de Lorentz F' = ¢v" x B a, du fait de V| B/, une valeur moyenne
non nulle le long d'une orbite circulaire : F est visiblement plus grande aux
points tels que N (du c6té des fortes valeurs de B). De fagon mathématique
plus précise, rappelons que dans une trajectoire adiabatique, la position
7' (t) et la vitesse v’(t) de la particule peuvent s’écrire :

T) =7+ K1) (2.140)

T() = (7 + ) + T (2.141)
ou les premiers termes représentent le mouvement rapide de rotation cy-

= —s , . .
clotron et les termes R (¢), vy (f) les dérives lentes du centre guide. La
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Figure 2.11 : Dérive vgp produite par le gradient transverse de B.

force magnétique qui agit sur la particule est a chaque instant :

F=q|7{) x B(F®) (2.142)

.
Si le champ B était uniforme, les trajectoires projetées sur le plan

— —
perpendiculaire & B seraient exactement circulaires et la moyenne de F
sur une période de rotation serait nulle. Supposons maintenant qu’il existe

— —
un faible gradient transverse de B. La valeur moyenne de F n’est plus
nulle et pour la calculer en premiére approximation, nous pouvons négliger

—
—y P ’ . .,z
dans v les dérives et effectuer sur B un développement limité, donc
écrire :

F =y {T(t) X [ﬁ(c) + () V?(c)] } (2.143)
T(t) =7+ Q) x P() (2.144)

—_ = sy o —
v, Q(c) et B{(c) sont considérés comme des constantes (ainsi que | p'[).
La valeur moyenne le long d’une orbite circulaire du premier terme de
(2.143) est nulle. Il en est de méme de la composante introduite par 7|
dans le deuxiéme terme, de sorte que 'on peut écrire :

<§> _ <(§’ < F)x T v§> (2.145)
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En remarquant que ! n’a qu'une composante 2, = {2, tandis que 7
est dans le plan zOy et en notant que I'on a < pzp, >= 0, < P2 >=<
'0321 >= p?/2, on obtient aprés quelques lignes de calcul (cf. probleme P2-4) :

< F >=—-uVB, = —%VBz (2.146)

La composante parallele a Oz est la force de freinage que nous avons

.
décrite dans la section 2.7. La composante perpendiculaire & B produit
comme toute force transverse une dérive ; c’est la dérive de gradient de B,
visible sur la figure 2.11, soit :

mvi g 2
N i B xVB

V1 =vVgB = ?T (2147)

On peut chercher & comparer les directions des deux dérives magné-

N

tiques. Le résultat dépend des propriétés de V x B, c¢’est-a-dire, essen-
tiellement, de la densité du plasma.

— 5% le plasma est trés peu dense, les courants électriques qu'’il trans-

—

porte ne modifient pas le champ magnétique ; on peut considérer que B

—
est déterminé uniquement par des bobines extérieureset 'onaVx B =0 ;
alors les formules de ’appendice A2-3 montrent que :

vB2=2%EB -V)B (2.148)

On en déduit que les deux dérives ont méme direction et méme sens,
et la dérive résultante s’écrit :

1
U8 = ¥CB + o5 =~ (v +v1/2)e3 (2.149)

Cette dérive résultante se produit donc dans la direction e> de la bi-
normale & la ligne de force.

- Si le plasma est assez dense, les courants qu'il transporte peuvent
jouer un role (effet de diamagnétisme) ; on a alors en régime statique :

— —
VxB=pyJ (2.150)

On obtient alors aprés quelques lignes de calcul (cf. probleme P2-5) :

— - — 1

2 el
MoVt J o
UB:UCB+UGB:‘§R -

C

20 B

(vj +vl/2)e +

(2.151)
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— —
ol Jy est la composante du courant perpendiculaire & B ; de ce fait,
alors que la dérive de courbure reste paralléle a4 la binormale, la dérive
de gradient et, par conséquent, la dérive totale peuvent a priori avoir une

direction quelconque dans le plan perpendiculaire a B.

2.9 Invariants adiabatiques

2.9.1 Pseudo-périodes et invariants adiabatiques

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer quelques régles générales
concernant les mouvements adiabatiques de particules chargées confinées
entre deux miroirs magnétiques ; on produit ces particules au laboratoire
dans les “machines & miroir” (recherches ayant pour but la fusion nucléaire
controlée [328, p.174]), mais il en existe également & 1’état naturel dans la
magnétosphere terrestre ; ce sont les particules “piégées” dans le champ
magnétique terrestre (ceintures de van Allen) [5].

De maniere générale, on peut représenter le mouvement d’une parti-
cule confinée entre deux miroirs magnétiques au moyen du schéma de la
figure 2.12 ; la trajectoire est une hélice tracée sur une surface tubulaire
N1 A M1 AsNoAsMs ... ; & cause des dérives mentionnées au paragraphe
précédent, les éléments de cette surface ne sont pas exactement des tubes de
force ; ils font un petit angle avec les lignes de force, A1 By, A3 Bs, A3Ba, ...
Les points My, Mo, ..., N1, Na, ... sont les points de réflexion respectifs sur
les “miroirs” M et N ; les points A1, Ag, As, ... sont les points ou la tra-
jectoire traverse une certaine section centrale Sy ; du fait des dérives ils
décrivent une courbe ¥ dans Sp ; nous nous limiterons au cas ou X est une
courbe fermée?.

La trajectoire présente alors une triple périodicité approchée carac-
térisée par trois pseudo-périodes :

tp durée d’une révolution gyromagnétique ;
ty durée d’un aller et retour M NM entre les deux miroirs ;
ty durée d’une révolution le long de X.

On a évidemment :

tp <ty iy (2.152)

Dans ces conditions, il est raisonnable de considérer séparément chacun
de ces trois mouvements quasi périodiques, en considérant trois échelles de

4. Dans certains cas, cela est une conséquence presque évidente des propriétés de
symétrie du systéme (cf. section 2.10) ; en revanche, il n’y a & vrai dire aucune raison
fondamentale pour que ¥ soit une courbe fermée dans une géométrie de champ magné-
tique absolument quelconque.
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Figure 2.12 : Mouvement a trois pseudo-périodes d’une particule entre
deux miroirs magnétiques.

temps : par exemple, a ’échelle de tg on décrit le mouvement quasi hé-
licoidal ; mais ce mouvement se déforme lentement (a 1’échelle de tar)
lorsque la particule se déplace le long d’une ligne de force ; il est évident
en effet que tp diminue quand la particule s’approche de ’'un des miroirs.

La théorie générale des déformations lentes (adiabatiques) d’un mouve-
ment périodique par variation lente des parametres qui le définissent peut
se faire en utilisant les méthodes de la mécanique analytique (cf. [280],
p. 216). Elle montre que la variation lente de la pseudo-période s’effectue
en conservant de facon approchée® une certaine grandeur associée au mou-
vement périodique. Une telle constante approchée est ce qu'on appelle
un tnvariant adiabatique. Il se présente mathématiquement comme une
intégrale étendue a une période de mouvement. Plus précisément si g est
la coordonnée canonique généralisée qui décrit le mouvement cyclique et p

5. On montre [2b], de facon plus précise, que si le petit parameétre d’adiabaticité est
—1/6

d’ordre 4, la variation de I'invariant adiabatique est d’ordre e
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le moment canonique conjugué, 'invariant adiabatique associé est :

I= %pdq (2.153)

ou le petit cercle sur le signe d’intégration veut dire que l'intégrale est
étendue & une période de variation de ¢. Dans le cas présent nous pouvons
donc définir trois invariants :

1°7 invariant - Moment magnétique orbital - Le premier invariant est
associé a la période tg, pour laquelle on a :

g=¢ (2.154)
p=mpuy (2.155)
I =1 =2mmpuy (2.156)
En tenant compte de la relation :
vy =Qp (2.157)

qui relie les variables au champ B, on voit que 'on peut écrire I; sous
I'une des deux formes équivalentes :

2

I = Cte x % — Cte x 7p?B (2.158)

qui recoupent les deux expressions du moment magnétique orbital que
nous avons trouvées dans la section 2.6.

2™ invariant - Invariant d’action longitudinale - Le deuxiéme in-
variant est associé a la période ¢t d’oscillation entre les deux miroirs pour
laquelle on peut poser :

g=s (abscisse curviligne le long de la ligne de force) (2.159)
P =my) (2.160)
ttag
I = / mu)ds (2.161)
t

On peut démontrer directement la conservation de /> a partir d'un calcul
fait sur 1’équation (2.126){cf. probléme P2-8).

F™ invariant - Invariant de flur global - Le troisiéme invariant est
associé a la période tx. Il se présente de facon tout a fait analogue au

\

premier & ceci pres que la variable angulaire ¢ est maintenant celle du
vecteur B de position du centre guide et on obtient par un calcul analogue
a celui fait pour u :

I3 = Cte x TR*B (2.162)

résultat que nous avons établi directement dans la section 2.6 a partir de
I’analyse d’une compression magnétique.
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2.10 Constantes exactes du mouvement

2.10.1 Equations de Lagrange

Les invariants adiabatiques sont des grandeurs trés utiles car ils per-
mettent souvent de trouver des propriétés des trajectoires et de la dy-
namique du plasma sans avoir a procéder a l'intégration souvent tres dif-
ficile des équations du mouvement des particules. Dans ce méme but,
il est intéressant de rechercher s’il existe d’autres constantes du mou-
vement, celles-ci exactes et trouvant leur origine dans les propriétés de
symétrie (cylindrique, torique ...) du champ magnétique dans lequel évolue
le plasma.

La recherche des constantes du mouvement se fait de fagon simple
en utilisant les méthodes générales de la mécanique analytique. De fagon
générale on utilise dans cette théorie une formulation des équations de
mouvement basée sur les coordonnées généralisées. Ce sont les s quantités
indépendantes qi, gz, ...¢s = g qui déterminent completement 1'état d’un
systeme & s degrés de liberté. Par exemple, une particule isolée est décrite
par s = 3 coordonnées et N particules le sont par s = 3N coordonnées.
Les quantités ¢, , G2 ,..- ¢s = ¢, ol le point représente la différentiation par
rapport au temps, sont les vitesses généralisées. Avec de telles coordonnées,
les équations de mouvement d’un systéme mécanique a s degrés de liberté
sont les équations de Lagrange :

d (dL oL .
p7 (8—%) e 0 (i=1,2...8) (2.163)

qui sont appelées les équations différentielles de mouvement d’Euler-
Lagrange. Les quantités

aL
5, i (2.164)
sont les moments généralisés ; ils ne sont pas toujours exactement le
produit de la masse par la vitesse. On voit que si le Lagrangien I est
indépendant de I'une des coordonnées généralisées, par exemple g;, alors
le moment généralisé correspondant p; est une constante du mouvement.
Considérons une particule chargée (de masse m et de charge q) se

—
déplagant dans un champ magnétique statique B (r). Dans ce cas, le La-
grangien (non relativiste) est donné par

1
L=gmv’+qv - a (2.165)
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ol _A)(r) est le potentiel vecteur tel que
— —3
B=VxA (2.166)

2.10.2 Champ statique a symétrie de révolution

a) Champ magnétique et potentiel vecteur

Nous allons maintenant étudier a titre d’exemple les trajectoires dans un champ ma-
gnétique statique, ayant unc symétrie axiale autour d’un axe Oz. Bien que 'analyse soit
possible pour tout systéme ayant cette symétrie, nous penserons plus particuliérement
4 une configuration & miroirs présentant un plan équatorial So et deux cols C et C’
(Fig. 2.13).

z
______________ C’
M
r
z
) 5o
.............. C

Figure 2.13 : Miroirs magnétiques & symétrie de révolution.

Nous utiliserons des coordonnées cylindriques r, ¢, z. Il est facile de voir que le

potentiel vecteur magnétique A wa qu’une composante A, ; il suffit pour s’en conva-
incre de remarquer qu’une configuration de champ magnétique de révolution autour de
Oz peut étre produite par des bobines constituées de spires circulaires d’axe Oz et de se
rappeler la relation donnant le potentiel vecteur du champ d’un systéme de courants :

-
ATy = 'J_(ldSP’ (2.167)
4m |7 — ;,7‘

Les composantes du champ magnétique sont déduites de A, par les formules :

By = ——— 2.168

! Oz ( )
1

B, = —E(T'ALP) (2.169)
r or



124 Trajectoires dans un champ magnétique

La signification physique de A, se déduit d’ailleurs facilement du théoréme sur le
rotationnel appliqué & un cercle passant par le point M(r,z) ; la circulation de A le

long de ce cercle est égale au flux ®(r, z) de rot A = B a travers la surface du cercle :

2mrd, = 74?’ dF = ®(r2) (2.170)

Le produit rA, est donc égal au flux de B a travers ce cercle divisé par 27 ; les
tubes de force sont définis par la condition que ¢ soit une constante ; leur équation
générale est donc :

rA, = Cste (2.171)

b) Equations du mouvement ; conservation du moment p,,

Dans ce probléme a symétrie cylindrique, le Lagrangien (2.165) s’écrit donc :

1
L= —2-m(7"2 +r2¢% 4+ 52) 4 grpA, (2.172)
Les moments de Lagrange sont par définition :
pr = OL/O7 = m7 (2.173)
P = 0L/p = mrlp + qra, (2.174)
p: =0L/0% = mi (2.175)
Les dérivées de L par rapport a r, ¢ et z s’écrivent donc :
AL/8r = ro(me + qB;) (2.176)
OL/Bp =0 (2.177)
OL/8z = qrpdA /B2 (2.178)
Les équations du mouvement (p. = 8L /8r, etc.) s’écrivent donc finalement :
i = rp(p — Q2) (2.179)
P = mrip + grA, = Cte (2.180)
2= __‘I_WBT (2.181)
m
avec : q
Q. =-18B, (2.182)
m

L’équation (2.180) montre qu’il y a conservation du moment canonique p,, c’est-
a-dire de la somme du moment cinétique de la particule par rapport a laxe Oz et de
la quantité (q/2w)®(r,z) ; pour avoir une image simple de la signification de p,, il
est intéressant d’étudier les orbites situées dans le plan équatorial. Cette analyse est
développée dans 'appendice A2-4. Elle permet de classer les orbites en orbites lides et
non liées [cf. Fig. 2.18(a) et 2.18(b)] et de montrer notamment que si une orbite est non
liée & l'instant ¢ = —oo elle 'est aussi & £ = 400 et réciproquement. Cette remarque
pose des problémes intéressants tant pour les plasmas naturels de la magnétosphere que
pour les plasmas de recherches pour la fusion nucléaire : 'injection de particules a partir
de l'extérieur et leur piégeage dans ces configurations magnétiques ne sont possibles que

. . . N fared . s .
si les particules subissent & leur passage dans le champ B une action spéciale autre que

celle de B (collision élastique, collision inélastique avec changement de g/m, freinage
électrostatique, ...).
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2.11 Appendices

A2-1 Conductivité d’un plasma froid sans collisions
a) Calcul de &

Nous avons vu dans la section 2.4 que 'on peut dans le cadre d’une approximation dite
des plasmas froids analyser la réponse d’un plasma, placé dans un champ magnétique

uniforme et statique §, a Paction d’un champ électrique oscillant E—‘{ et définir une
propriété locale & que nous avons appelée la conductivité électrique du plasma. Dans le
présent appendice nous calculons & et analysons ses propriétés.

Pour chaque espéce de particule contenue dans le plasma, nous cherchons donc le

—_—
mouvement d’ensemble 77 produit par un champ électrique oscillant Eq, sous la forme
d’une solution sinusoidale de ’équation (2.1) qui s’écrit en notations complexes :

— it = L(Ey + % x B) (2.183)
m

oll nous avons supposé que la variation temporelle de toutes les grandeurs était
représentée par un facteur e~**t (cf. note en bas de page de la section 2.1). Nous
pouvons d’autre part poser pour alléger I’écriture :

w=2E (2.184)
m
0=-41F (2.185)
m
L’équation (2.183) s’écrit alors
(—iw — QX)o7 =37 (2.186)
—

Pour expliciter le calcul, prenons le champ B pour axe Oz ; on a alors :

0 =0e; (2.187)
et I'équation (2.186) s’écrit en notations tensorielles :
—iw  Q 0
-0 —w 0 |-w=m (2.188)

0 0 —iw

d’ou par application de la régle d’inversion d’une matrice :

0
w2:52 w2—_2
S (L LU S R (2.189)
w2-0 Ww2-Q
1
0 0 :
— U

On en déduit immédiatement compte tenu dec (2.184) I'expression du tenseur de
mobilité électrique i de chaque espéce de particules défini par :

—

v =@ E1 (2.190)
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Finalement, on obtient le tenseur de conductivité électrique correspondant en
posant :

Ji = nqvi =5. By (2.191)
et le résultat final est :
N e
w 1w}
=2 — 0
_ w? -9 w? - Q
T = 0o Wl w? o (2.192)
P o S B o &
0 0 1
avec :
nq2
og = ——— (2.193)
m(—iw)

Dans un plasma composé d’électrons et d’une seule espéce d’ions, la conductivité
totale est la somme des conductivités électroniques et ioniques, soit :

T=0c+o (2.194)

b) Propriétés du tenseur de conductivité électrique

On peut tout d’abord vérifier que le plasma est en I'absence de collisions un milieu

purement réactif, c’est-a-dire que la puissance moyenne transmise par E) au plasma
est nulle. En effet on montre facilement (cf. probleme P2-6) que la puissance moyenne
transmise par le champ électrique & une unité de volume du plasma est :

(%) -[3»® B] & (2.195)
dt / moy 2

Dans le cas présent cette puissance moyenne est nulle : en effet, les termes diagonaux,
purement imaginaires, ne donnent aucune contribution et d’autre part les effets dus
aux termes réels non diagonaux s’annulent parce que le tenseur 7. est antisymétrique.
Examinons maintenant comment varient les propriétés de conductivité électrique du
plasma en fonction de 'intensité du champ magnétique (plus précisément c’est le rapport
entre w et  qui détermine ces propriétés) :

e FEn l’absence de champ magnétique, le tenseur (2.192) se réduit a ses composantes

diagonales ; on a :

o =0y

[Nl
o= O

0
0 (2.196)
1

La conductivité est alors scalaire, le milieu est isotrope ; la conductivité est
limitée par l'inertie des particules et purement imaginaire.

e Sile champ magnétique est assez faible, ou la fréquence assez élevée pour que 'on
ait < w, il apparait, par rapport 4 la formule (2.196), de petites modifications.

.,
Seule la conductivité dans la direction de B est inchangée ; les deux premiers
termes diagonaux different du troisiéme par un terme du deuxieme ordre en Q/w ;

N
cette variation de la conductivité dans les directions perpendiculaires & B porte
le nom de magnétorésistance ; enfin il apparait des termes non diagonaux qui

— —
donnent une composante de courant perpendiculaire & la fois & E et & B ; ces
termes constituent ce que 'on appelle I'effet Hall ; c’est un effet du premicr ordre
en Q/w.
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e Sile champ magnétique est assez fort, ou la fréquence assez basse pour que I'on
ait w < 2, la conductivité dans la direction de ’axe Oz est encore inchangée. En
revanche tous les autres termes tendent vers zéro, les termes diagonaux comme
ao(w?/9?) et les termes d’effet Hall comme ag(w/$?) en valeur absolue.

Il est intéressant d’utiliser ces remarques en étudiant les propriétés d’un plasma neutre
dans lequel il y a autant d'ions que d’électrons et de comparer l'action des ions et des
électrons sur la conductivité : de manieére générale, la conductivité totale s’exprime par
la somme (2.194). On remarque d’autre part que pour chaque espéce de particules og
et 2 sont proportionnels & g/m.

—
I1 en résulte que la conductivité og dans la direction de B (ou dans n’importe

quelle direction si B = 0) est due essentiellement aux électrons. Dans un fort champ
magnétique, le résidu de conductivité op(w?/Q?) dans les directions perpendiculaires
3 B est essentiellement dii aux ions, cependant que les effets Hall oo(w /) des ions et
des électrons tendent a se compenser exactement. Cette derniére propriété est d’ailleurs
la méme que celle que nous avons mentionnée & propos de la vitesse de dérive : quand
w & §2 les propriétés tendent vers celles que ’on a dans le champ continu ; les termes

d’effet Hall qui représentent des déplacements perpendiculaires a la fois a Ecta B
sont produits par la vitesse de dérive. Cette vitesse est la méme pour les électrons et
pour les ions, mais les composantes de courant électronique et ionique correspondantes
sont opposées puisque ’'on a nege = —n4i¢;.

On doit signaler en terminant que les formules ci-dessus ne constituent qu’une
premiére approximation dans le calcul de la conductivité électronique d’un plasma. De
maniére plus générale, le tenseur de conductivité peut faire intervenir la fréquence de
collision v1 des électrons avec les autres particules. Des formules tenant compte de cet
effet seront données au chapitre 12. Quand les collisions ne sont pas négligeables, les
termes diagonaux du tenseur de conductivité ne sont plus purement imaginaires comme
dans la formule (2.192). La puissance moyenne transmise au gaz n’est plus nulle : c’est
'effet Joule.

D’autre part, comme nous 'avons dit au début de ce chapitre, un champ électrique
uniforme dépendant du temps dépend toujours en pratique également de I’espace ; la
solution des équations de Maxwell pour le champ électromagnétique conduit en fait a
considérer des ondes monochromatiques qui, dans un milieu homogéne indéfini, peuvent

-
étre planes et varient comme e~Hwt — k. ?) En toute rigueur la conductivité d’un
plasma est alors une fonction de w et de k ; la dépendance de ¢ avec k conduit &
dire qu’un plasma est un miliew spatialement dispersif. Des formules précisant cette
dépendance sont données dans les ouvrages consacrés aux ondes dans les plasmas (cf. par
exemple [352]). On y voit quc les termes de dispersion spatiale font intervenir 1'agitation
thermique des particules par des termes de la forme kvie 01 vte €St une vitesse moyenne
d’agitation thermique des électrons. La formule (2.192) peut étre considérée comme une
approximation valable quand kvie € w.

A2-2 Résonance cyclotron

Le calcul de la conductivité électrique développé ci-dessus tombe en défaut lorsque la
fréquence w du champ électrique coincide avec la fréquence gyromagnétique €2 de I'une
des espéces de particules. Il se produit alors un phénomeéne de résonance dite cyclotron,
que nous analysons dans le présent appendice.
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a) Expression du tenseur de conductivité en coordonnées
tournantes
De maniére générale, il peut étre commode de remplacer les coordonnées Ez, E,, E.

—
représentant I'amplitude complexe du vecteur champ électrique E par des coordonnées
dites tournantes F4, F_, E. définics par les formules :

Ey = By +iEy (2.197)
E_ = E, —iE, (2.198)
E.=E, (2.199)

Un champ électrique tournant dans le sens direct du plan xOy est tel que sa com-
posante E est en avance de 7/2 sur sa composante Ey ; autrement dit, sa composante
FE_ est nulle ; avec les nouvelles coordonnées il sc réduit & une composante F4. On voit
de méme que la composante E_, si clle existe seule, représente un champ tournant en
sens inverse dans le plan zOy.

Yy . 3 : . =4
Le tenseur de conductivité prend une forme relativement simple, si on exprime F

ct 7 au moyen de ces coordonnées +, —, z ; on obtient facilement :
w
0
w—N
= w
o = oo 0 0 (2200)
w+ N
0 0 1

b) Résonance cyclotron électronique

Supposons par exemple que I'on ait w = Q. (. est positif). Dans le tenseur de con-

ductivité de la formule (2.192), les termes relatifs aux courants perpendiculaires a B
tendent vers l'infini pour w = Q ; en fait le calcul doit étre refait dans ce cas singulier ;
il est développé dans le probléme P2-7. Les résultats obtenus s’énoncent de fagon plus

—
simple si 'on considére le champ électrique oscillant E comme la résultante de trois
champs :

— un champ longitudinal E_'H’ oscillant,

—
— un champ transverse E4 tournant dans le sens positif, c’est-a-dire le sens défini par

. —
le vecteur rotation £,

—_
— un champ E_ tournant en sens contraire.

Les composantes E| et E ne produisent aucun effet de résonance ; elles produisent
simplement une oscillation des électrons paralléles & Oz et une rotation dans le sens
négatif ; on peut d’ailleurs remarquer que les courants qui en résultent se calculent
immédiatement & partir de la formule (2.200) qui donne :

j_=o_ _E_ (2.201)

Jz =022 E; (2.202)

Par contre o4 tend vers linfini quand w — Q¢ ; la composante E est celle qui
produit le phénomeéne de résonance ; cela se congoit tres bien puisqu’elle accompagne
la rotation gyromagnétique des électrons en tournant dans le méme sens et a la méme
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vitesse que ceux-ci ; de ce fait la phase relative de E4 et de la vitesse des électrons reste
constante ct Vinteraction est cumulative.

Le calcul fait dans le probleme P2-7 montre que 'on peut prendre comme solution

—
V1

o7 = LBt (2.203)
me
La trajectoire la plus générale en présence du champ tournant £ a donc un vecteur
vitesse :

— —_—
T =040 = E 4+ x B+ 0] (2.204)
me
Le premier terme représente un mouvement spiralé de vitesse angulaire w = e, le
deuxiéme terme une rotation a la méme vitesse angulaire, le troisiéme une translation

N
paralléle & B. La vitesse initiale détermine 7 et U_H' ; si elle est nulle le mouvement se
réduit a la composante spiralée ; la vitessc et le rayon vecteur varient alors proportion-
nellement au temps selon les lois :

v=2p. ¢ (2.205)
Mme
de E+
= Eit=""4 2.206
P= 5 ( )

S+~

(a) (b)
Figure 2.14 : Résonance cyclotron.

{a) Composition des vitesses.
(b) Influence de 'angle de la vitesse initiale avec le champ électrique.

Si la vitesse initiale posseéde une composante transverse, la composition du mouve-
—
ment cn spirale et de la rotation Q. x p’ sc fait de facon différente selon la phase initiale

@ de Q4; X p et de ge/me Ey. A Pinstant ¢ ces deux vecteurs ayant tourné tous deux
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de Qct font toujours entre eux le méme angle ¢ [Fig. 2.14(a)] de sorte que la vitesse
transversale a alors pour module :

2t 2]V?
’UJ_(t):'UJ_(O) 1+——COSKP+—2 (2207)
to t5
avec
0
tg = Mevs(0) (2.208)
qeEy

Les variations du rapport v (t)/v, (0) en fonction de t/tp sont représentées sur
la figure 2.14(b) pour diverses valeurs de ¢. On voit que lorsque ¢ est compris entre
0 et 7/2 la vitesse transverse de ’électron augmente régulitrement tandis que lorsque
w/2 < p < 7 cette vitesse décroit d’abord et passe par un minimum. Mais dans tous
les cas, la vitesse produite par E; 'emporte au bout d’un certain temps sur la vitesse
initiale et v, se met alors & croitre proportionnellement au temps.

Bien entendu, dans des conditions expérimentales pratiques cette accélération ne se
poursuit pas indéfiniment ; I’électron accéléré entrera en collision soit avec une paroi, soit
avec une autre particule. L’effet des parois sera prédominant si, a étant une dimension
caractéristique du récipient dans le plan perpendiculaire & B et v1 la fréquence moyenne
de collisions, on a :
ge_Er
Mew V1

a < (2.209)

Si P'inégalité ci-dessus est renversée ce seront les collisions entre particules qui
limiteront l'accélération. D’autre part la résonance cyclotron disparaitra presque
complétement quand on aura :

Qo ~ 11 (2.210)

Pour une valeur donnée de vy {c’est-a-dire en pratique de la pression) on pourra
définir au moyen de la formule (2.209) 'ordre de grandeur des champs magnétiques
dans lequel il faut se placer pour pouvoir produire la résonance cyclotron®. En tout
état de cause la résonance cyclotron est un moyen efficace de chauffer les électrons d’un
plasma {cf. section 2.7 et [328, p. 344]).

On peut envisager le phénoméne de la résonance cyclotron non seulement pour les
électrons, comme nous ’avons fait dans ce paragraphe, mais également pour les ions ;
cependant la relation (2.209) est beaucoup plus séveére pour les ions ; la discussion
montre qu’il faut opérer & des pressions bien plus basses ou dans des champs magné-
tiques bien plus forts pour pouvoir produire la résonance cyclotron sur les tons. On a
cependant pu l'observer et 'utiliser pour chauffer les ions d’'un plasma [328, p. 330].
Elle est aussi la base d’un procédé de spectrométrie de masse [6] ou de séparation des
isotopes [7].

A2-3 Propriétés du gradient d’un champ de vecteurs

Par définition le gradient d’un champ de vecteurs est le tenseur V B. Choisissons {Fig.
2.15) localement comme axes la tangente Oz a la ligne de force, la normale principale
Oz et la binormale Oy relatives & cette méme courbe.

6. En pratique un autre phénoméne peut aussi limiter 'importance de la résonance

-
cyclotron ; ¢’est I'inhomogénéité spatiale (ou les fluctuations temporelles) de B. Dans
certaines conditions cela peut conduire & des phénomeéncs de battement a la fréquence
w—Qe.
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V4

B
Binormale
y

€;

&,
O
€ Normale principale
X

Figure 2.15 : Triedre de Frenet associé a une ligne de force.

Avec ces axes on a :
BBy [dz =0 (2.211)

8B, /0z = B/R (2.212)
ol R est le rayon de courbure de la ligne de force passant par O ; on peut donc écrire
le tenseur VB sous la forme :
dB, dB, dB.
dzx “dr  dz
dB; dBy dB,

N
VB = (2.213)
dy dy dy
B 0 dB;
R dz
Sur ce tableau on vérifie facilement les régles suivantes :
V. B est la somme des trois termes diagonaux,
VB2/2B est le vecteur représenté par la troisiéme colonne,
B VE /B est le vecteur représenté par la troisieme ligne.
SiVx B = 0, le tableau ci-dessus est symétrique et on a :
vB? 1 B dB
~~ =_B.VB=—eg+=¢e (2.214)
2B B R dz

A2-4 Champ statique de révolution avec deux miroirs

Dans ce paragraphe nous analysons en détail les propriétés des orbites dans un champ
magnétique a symétrie cylindrique avec deux miroirs magnétiques. Grace a la symétrie
du systéme les équations de Lagrange font apparaitre une nouvelle constante du mouve-
ment. Cette discussion qui peut paraitre académique a en fait un grand intérét pratique,
car elle montre qu’on ne peut pas, a partir d’une source extérieure, injecter des particules
chargées dans cette configuration, et les y piéger.
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a) Conservation de p, ; trajectoires dans le plan équatorial

L’équation (2.173) nous a montré que dans un champ magnétique statique et de
révolution autour de Oz, il y a conservation de la quantité p,, c’est-a-dire de la
somme du moment cinétique de la particule par rapport a axe Oz et de la quantité
(¢/27)®(r, z) ; pour avoir une image simple de la signification de p,, il est intéressant
d’étudier les orbites situées dans le plan équatorial. A cet effet, nous supposerons par
exemple que, dans ce plan, B; est toujours positif, décroit avec r, et est pratiquement
nul & une certaine distance R de 'axe ; pour fixer les idées, nous étudierons le cas des
ions positifs (g > 0) ; les variations de B, et de grA, = ¢®/2n en fonction de r, dans
le plan équatorial, ont donc l'allure représentée sur la figure 2.16.

BZ

R

(qrA(p)O _____

o R

Figure 2.16 : Champ et flux magnétique en fonction de r et z dans un
systéme de révolution.

Les orbites dans le plan équatorial peuvent étre par exemple produites par un canon
situé dans ce plan, & une distance rg de "axe, émettant un faisceau de particules ayant
une vitesse initiale wg = (r¢)o dirigée perpendiculairement & Oz. A priori, on peut
prévoir selon le sens et la valeur de cette vitesse initiale les différentes familles d’orbites
représentées sur la figure 2.17. Ces orbites ont été tracées en faisant varier wg et par
suite p, de +00 a —oo.

Si on effectue sur chacune de ces orbites une symétrie par rapport & la droite
OMjy, on obtient une courbe qui peut étre considérée comme la trajectoire de la méme
particule, depuis I'instant ¢ = —o0 jusqu’a I’instant ¢t = 0 ou elle passe par My (en effet
les équations (2.179) et (2.180) sont inchangées, si on y change t en —t, ¢ en —¢, sans
changer r). Ce raisonnement montre que si une orbite est non liée & ¢ = —~o0, elle 'est
aussi & t = 400 et réciproquement.

Par exemple, si un canon émettant les particules est placé au point C extérieur au
champ magnétique [Fig. 2.18(a)], les particules finiront toujours par ressortir du champ
magnétique au bout d’un certain temps.

La figure 2.18(b) représente au contraire une orbite liée ; il est facile de vérifier, en
faisant le méme raisonnement que dans la section 2.8, que cette orbite a un mouvement
de précession autour de O dans le sens indiqué ; si axe O est extérieur a Vorbite
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pW=+°°

@ p,=(qrA,),

qu:——oo

Figure 2.17 : Trajectoires dans le plan équatorial.
+00 > py > +p1, orbites non liées.
. +p1 > pe > (gray)o, orbites liées situées dans le domaine r 2> rq.
. (grAy)o > py > 0, orbites liées situées dans le domaine 7 < rp.
pp = 0, orbite liée passant par 'axe.

0 > py > —pa, orbites liées avec ’axe & l'intérieur de l'orbite.

@ oA w oo

—p2 > pp > —oo, orbites non liées.

(familles 2 et 3 de la figure 2.17) on peut mener par O des tangentes OT1, OT,, OT%,
OTy, ete. ; aux points Th, T2, T3, T4, etc., on a ¢’ = 0, donc

q
=grd, = —9%& 2.215
P = qrAie, o ( )
Donc les points 71, Ta, T3, Ty, ... sont sur un méme cercle et la valeur de p, relative a

Porbite considérée est égale & g/2n fois le flux traversant ce cercle.

Une régle analogue s’applique aux points T et 7’ de la figure 2.18.
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(a)

Figure 2.18 : Orbites équatoriales.

(a) Orbites non liées.
(b) Orbites liées.

b) Ecriture de I’hamiltonien. Classification des orbites
non équatoriales

a) Potentiel fictif L’hamiltonien H relatif au mouvement d’une particule
s’obtient en posant :

2mH = m2v? 4 2mqV = p? 4 (py /7 — qAG)% + p2 + 2mgV (2.216)

C’est une deuxiéme constante du mouvement. Il est commode d’écrire sa conserva-
tion en introduisant le potentiel fictif U(r, z) défini par :

1
2mU =2mgV + — (pp — qra,)? (2.217)
r

U est donc la somme de I’énergie potentielle électrostatique et de “I’énergie cinétique
azimutale” (en désignant ainsi la fraction de I’énergie cinétique due & la composante de
cette vitesse vy = 7).

1’équation (2.216) s’écrit alors :

p2 4+ p2 + 2mU(r, z) = 2mH = Cte (2.218)

Pour une orbite donnée p,, est une constante et U est effectivement une fonction
donnée de r et de z. Par conséquent (2.218) est formellement identique & I’équation
de conservation de ’énergie, relative & un mobile fictif se déplagant dans un plan de
coordonnées r et z ; si ce mobile part d’un état initial correspondant & une valeur donnée
de H il ne peut se mouvoir que dans les domaines tels que :

U(r,z) <H (2.219)

Cette condition qui ne donne aucune information sur la variable ¢ va définir des
volumes de révolution autour de Oz a 'intérieur desquels la particule réclle qui possede
également le moment p, peut se mouvoir ; les régions permises et les régions interdites
dépendent de H et du potentiel fictif U(r, z), lequel dépend de la configuration des
champs et de la valeur de p, définie par les conditions initiales.
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Il sera commode de supposer encore, comme sur la figure 2.17, que les particules
sont émises par un canon placé au point Mg ; mais nous supposerons maintenant, pour
étre plus général, que ce canon communique aussi aux particules une composante de
mouvement paralléle & z ; 'orbite correspondante n’est donc pas située dans le plan
équatorial.

Ceci étant, nous allons maintenant étudier comment le diagramme des régions per-
mises et interdites se déforme quand p, varie ; pour cela, nous supposerons que le
champ électrique est nul (V = 0) et que le champ magnétique a, dans un plan de cote z
quelconque, la structure représentée sur la figure 2.16, cependant que ses lignes de force
ont Pallure générale représentée sur la figure 2.13.

() Orbites avec p, < 0 ; orbites liées de fagon provisoire ou
définitive Sip, < 0la courbe de variation de p, — gr A, en fonction de r a l'allure
représentée sur les figures 2.19(a) et 2.19(b). La figure 2.19(a) est relative au plan
équatorial et 2.19(b) & un plan plus rapproché des cols ; les ordonnées des deux courbes
sont les mémes, mais les abscisses sont contractées dans la figure 2.21(a), a cause du
resserrement des tubes de force. Les distributions correspondantes du potentiel U sont
représentées sur les figures 2.21(c) et 2.19(d) ; la contraction des abscisses qui se pro-
duit quand on passe de 2.19(d) (équateur) & 2.19(c) (prés des cols) s’accompagne d’une
dilatation des ordonnées due au facteur 1/r2 de la formule (2.217).

11 est facile de se convaincre que la courbe de potentiel U présente, comme indiqué
sur les figures, un creux a condition toutefois que p, soit suffisamment petit.

La figure 2.19(e) enfin représente les lignes de niveau de la fonction U dans un plan
rz ; on a tracé notamment les deux lignes de niveau

U=H (2.220)

U=Hy>H (2.221)

La région hachurée est celle ot on a U > Hs ; 'arc ACB délimite une région ol
l'on a U < Hj ; entre les arcs BC et DE on a U > H; ; a droite de Parc DFE on a a
nouveau U < H;. Ce diagramme montre que pour la valeur considérée de p, on peut
classer les orbites selon les régles suivantes :

o Les particules d’énergie H < Hjy donnent lieu & des orbites liées enfermées dans
le creux de potentiel délimité par 'arc ACB (et son symétrique par rapport & Or) et &
des orbites non liées restant & droite de 'arc DE.

e Les particules d’énergie H2 ne donnent pas lieu & des orbites vraiment liées ;
toutefois elles peuvent donner lieu & des orbites “liées de fagon provisoire” ; il suffit
pour cela de les “injecter” prés du plan équatorial selon le schéma indiqué sur la figure
2.20. La particule viendra se “réfléchir” prés du “mur” hachuré au voisinage de Oz puis
pourra osciller entre ce mur ¢t la languette hachurée. Elle sera finalement réfléchie au
fond de la vallée, séparant les deux régions interdites et pourra ressortir de la région
par ou elle est entrée.

I1 existe une énergie critique H, (fonction de p,) séparant les deux espéces de lignes
de niveaux ; au-dessus de cette énergie, il n’y a plus de possibilité d’orbites compléetement
lides.

Il faut bien remarquer que 'équation (2.218) et les diagrammes tels que celui de
la figure 2.19(e) ne donnent aucun renseignement sur la variable ¢ ; les zones permises
et interdites sont en réalité des volumes de révolution autour de Oz ; pour étudier les
mouvements azimutaux a 'intérieur des volumes permis, il faut revenir & Péquation
(2.180) ; c’est ainsi que dans le cas étudié dans ce paragraphe, p, étant négatif, ¢’ reste
toujours négatif, les orbites encerclent V’axe Oz, le mouvement représenté sur la figure
2.20 a 'allure représentée sur la droite de cette méme figure.
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Figure 2.19 : Diagramme d’énergie pour les orbites & p,, négatif.

Variations en fonction de r de p, — grA, et du potentiel fictif U.
(a) (c) Plan plus pres des cols.

(b) (d) Plan équatorial.

(e) Lignes de niveau du potentiel fictif.

=

-

Figure 2.20 : Orbite liée pour un certain temps.
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’7) Orbites 0 < Py < (qrA‘p)max 81 0 < pp < (grAy)max, les mémes méthodes
conduisent aux diagrammes de la figure 2.21.

Figure 2.21 : Diagramme d’énergie pour les orbites, avec 0 < p,,
< (qTAnp)max-

(a) (b) (c) (d) (e) Mémes notations que sur la figure 2.19.
(f) Orbite de faible énergie pour 0 < p, < (grAy)max-

Les résultats different légerement de ceux obtenus ci-dessus :

e Pour des particules d’énergie supérieure & une certaine énergie H, (H = Ha
par exemple), il ne peut exister que des orbites non liées, ou liées de fagon provisoire,
analogues a celle de la figure 2.20.

e Pour des particules d'énergie inférieure a H¢, il y a confinement transversal mais
non longitudinal ; il apparait comme précédemment une vallée, mais son “fond” reste
4 une altitude U = 0, quel que soit z : quand on se rapproche des cols magnétiques,
le fond de la vallée ne s’éleve pas, bien que les bords se relévent ; il n’y a donc pas de
confinement rigourcux dans le sens axial. On se rend compte toutefois que la particule a
une forte tendance a étre réfléchie par cet effet de relevement des bords ; nous avons vu
dans la section 2.7 que c’est en fait ce qui se produit dans les limites de I'approximation
adiabatique : pour les orbites de faible dimension transversales correspondant & une
valeur faible de H, le moment magnétique orbital reste constant, ce qui d’aprés (2.115)
introduit l'effet de freinage décrit précédemment [cf. Fig. 2.7(b)]. De toute fagon, la
théorie présente nous montre que le fond de la vallée suit rigoureusement la ligne de
force définie par grA, = p, ; on en conclut que les orbites (r, z) de faible énergie H)
sont constituées par des oscillations autour d’une ligne de force ; en fait, en se reportant
4 P'équation (2.180) on trouve que ¢ change périodiquement de signe toutes les fois que
Vorbite (7, z) traverse cette ligne de force [Fig. 2.21(f)] ; le mouvement & trois dimensions
est donc une hélice. Pendant un temps assez court, cette hélice accompagne une ligne de
force ; mais la seule contrainte qui lui est imposée est de rester enfermée entre les deux
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surfaces U = Hj ; I’hélice peut donc dériver en restant liée au tube de force U = 0 ;
c’est effectivement ce qui se produit sous 'effet des dérives magnétiques décrites dans
la section 2.8.

6) Orbites Dy > (qT‘A‘p)max Quand py > (9rAy)max le diagramme des surfaces
de niveau a I'allure représentée sur la figure 2.22. Il n’y a aucune orbite liée, méme de
fagon provisoire.

H, H,
z)

Figure 2.22 : Diagramme d’énergie pour les orbites, avec p, > (grAy,)max-

2.12 Probléemes

P2-1 Calcul relativiste de la dérive électrique

Lorsque le champ E est assez fort pour que la vitesse de dérive devienne comparable &
¢, le changement de repére galiléen utilisé dans la section 2.3 pour obtenir cette vitesse
n’est plus valable. Dans le cas ou le rapport E| /B devient de Pordre de ¢, il faut utiliser
les formules relativistes de la transformation de Lorentz.

Effectuer cette transformation et montrer que la vitesse de dérive garde la valeur
donnée par la relation (2.57) mais que la fréquence cyclotron est donnée par :

2 = Qy1-0% (2.222)

Be = wvEe/c

P2-2 Adiabaticité temporelle dans une compression
magnétique

En partant de la loi 72w, = Cte, exprimer le rapport 7/ rw? en fonction de wy et de ses
deux premiéres dérivées.
En développant wp, en série de Taylor, montrer que si ses deux premiéres dérivées

sont assez faibles on a :

Awy

— )1 (2.223)
Wy

En conclure que la formule (2.107) est équivalente a la régle générale d’adiabaticité
temporelle définie dans la section 2.5.
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P2-3 Calcul de la force de freinage dans
un miroir magnétique

La mani¢re dont une force Fj est engendrée par une convergence des lignes de force a
été représentée sur la figure 2.8 ot 'on a supposé pour simplifier que le champ était de
révolution autour de I'axe de la trajectoire. La composante By du champ et la vitesse
vy de rotation produisent la force de freinage Fj. En reliant Br & B, au moyen des
équations générales de I'électromagnétisme, établir la formule :

oB

Fy=—p— 2.224
= "ra, (2.224)

P2-4 Calcul de la force (moyenne) de gradient

On part de la formule (2.145). La valeur instantanée de la force étant :

.

F

—=(dx)xp-VE (2.225)
q

écrire ses trois composantes. En calculer les moyennes en tenant compte des conditions

< papy >=0, (p2) = (p%) =p?/2et V- B = 0. Montrer que le résultat est bien :

(Fy=—uVB, = —E%VBz (2.226)

P2-5 Dérive magnétique avec diamagnétisme

On part de Pexpression
2
_, ™y BxvB?
vGB = — ——————
@ 4q B4

de la dérive de gradient (cf. section 2.8). En utilisant les formules de appendice A2-3,

Sl

(2.227)

séparer VB2 en un terme en B. V§ et un terme contenant les composantes de V x B.
En utilisant la formule de Maxwell-Ampeére, établir le résultat final :
1 uov2 T
— —— — 2 2 — 1YL
vg =vcg +vge = —=—— (v + v /2)es + —— (2.228)
qm, I LY 2% B

_— —
ou J, est la composante du courant perpendiculaire & B.

P2-6 Puissance transmise par un champ alternatif
a un plasma

On part de la définition du tenseur de conductivité d’un plasma :

J=35.E; (2.229)

Montrer que la puissance moyenne transmise par un champ électrique alternatif E; &
une unité de volume du plasma est :

(%)moy _ [lm(g)‘ﬁ] B (2.230)
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P2-7 Résonance cyclotron électronique

—
Montrer directement que dans un champ électrique E4 tournant dans le sens positif a
la vitesse angulaire w = (¢, 'équation fondamentale de la dynamique admet la solution
particuliére :

= 2B (2.231)
Me

P2-8 Deuxieme invariant adiabatique
On considére une particule chargée qui oscille entre deux miroirs magnétiques selon le
schéma de la figure 2.12.

a) En partant de la formule (2.153), de la constance du moment magnétique et de
I'énergie totale, montrer que la période d’oscillation entre les deux miroirs peut

ds
tar = f W (2.232)

ou s est abscisse curviligne le long de la trajectoire du centre guide, ¢ I’énergie
de la particule et V{s) = uB un pseudo-potentiel.

s’écrire :

b) Montrer que le deuxiéme invariant peut s’écrire :
52
I = 2/ [2/m(e — V)]Y/? ds/2x (2.233)
s1
c¢) Montrer que I'on a de fagon approchée :

dls v
L —— =0 2.234
" z s (2.234)



Chapitre 3

Collisions élastiques

3.1 Introduction

La théorie cinétique des gaz, dans son modele le plus simple, assimile un gaz
4 un ensemble dilué de petites boules de billard. Ces boules (les molécules)
se meuvent en général en ligne droite ; cependant lorsque deux d’entre elles
se rencontrent, il y a une collision, qui produit une déviation instantanée
de chacune d’entre elles. Dans la théorie actuelle des gaz et des plasmas,
on généralise ce modele en considérant que toutes les particules du gaz
interagissent entre elles par des forces dépendant de leurs positions (et
éventuellement de leurs vitesses) ; on admet que le gaz est assez dilué pour
que les interactions de chaque particule avec les autres soient en général
faibles, de sorte que les trajectoires sont a peu pres rectilignes comme
dans le modele des boules de billard. On dit qu’il y a collision lorsque deux
ou plusieurs particules se rapprochent accidentellement a des distances
assez faibles pour que les énergies d’interaction deviennent comparables
aux énergies cinétiques ; les particules ainsi entrées en collision auront des
trajectoires courbes, aussi longtemps qu’elles resteront & courte distance
les unes des autres. Apres la collision, elles reprendront des trajectoires
quasi rectilignes. Compte tenu de la nature complexe des particules qu’on
rencontre dans un gaz (atomes, molécules, éventuellement ionisés) on est
amené a distinguer deux types de collisions :

e Les collisions élastiques (binaires, ternaires, ...) dans lesquelles les
deux, trois, ... particules en jeu ne changent pas d’état interne. Dans les
collisions élastiques, il y a seulement déviation des particules, avec échange
de quantité de mouvement et d’énergie cinétique.
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e Les collisions inélastiques qui sont au contraire celles dans lesquelles
il y a changement d’état interne d’au moins une des particules (excita-
tion, désexcitation) et méme éventuellement création ou destruction de
particules (ionisation, dissociation, recombinaison, ...). Dans les collisions
inélastiques (qui s’apparentent aux réactions chimiques), il y a non seule-
ment échange de quantité de mouvement et d’énergie cinétique, mais aussi
transformation d’énergie cinétique en énergie chimique et vice versa.

Dans le présent chapitre nous étudions en détail les propriétés des colli-
sions élastiques binaires qui jouent un réle essentiel dans les phénomenes de
transport dans les gaz ionisés (conductivité électrique, diffusion). L’étude
des collisions inélastiques et du role qu’elles jouent dans la dynamique des
gaz ionisés sera développée dans les chapitres 4 et 8.

Nous commencons ici par rappeler dans la section 3.2 la théorie clas-
sique de la collision entre deux masses ponctuelles interagissant par des
forces centrales. Le résultat essentiel est la formule qui permet de cal-
culer 'angle de déviation. On introduit ensuite dans la section 3.3 la no-
tion de section efficace différentielle angulaire et 'on montre comment
en mécanique classique cette grandeur se déduit du calcul de I'angle de
déviation. Ces calculs sont repris du point de vue de la mécanique quan-
tique dans la section 3.4.

Dans la section 3.5 on définit les sections efficaces intégrées (o¢ totale
ou o1 de transfert de quantité de mouvement). On examine de preés le cas
des interactions coulombiennes qui conduisent & une valeur infinie de oy
physiquement inacceptable. Cette difficulté se léve en effectuant dans les
intégrales la coupure dite de Debye. Nous concluons enfin cette section en
passant en revue quelques résultats expérimentaux relatifs aux gaz les plus
courants.

3.2 Théorie classique des collisions
binaires élastiques

3.2.1 Mouvement du centre de gravité
et mouvement relatif

Considérons deux particules 1 et 2, en train d’effectuer une collision
élastique et rappelons brievement la théorie classique de ce phénomeéne.
On assimile les deux particules & deux masses ponctuelles m; et ms, et on
désigne par 77 (t) et 73 (t) leurs positions en fonction du temps. A chaque

P—
instant, la particule 2 exerce sur la particule 1 une force X2, et la parti-
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cule 1 exerce sur la particule 2 une force :
— P
Xo1 = —X19 (3.1)

Ces deux forces égales et opposées d’apres la loi générale de 'action et de
la réaction peuvent étre colinéaires [Fig. 3.1(a)] ; on dit alors que ce sont
des forces centrales. Elles peuvent aussi former un couple [Fig. 3.1(b)].

—- -—_
X12 X12

1

(a) X, (b) Xar

Figure 3.1 : Forces d’interactions entre deux particules.

(a) Forces centrales.
(b) Forces formant un couple.

Le premier cas est le plus courant, il correspond notamment au cas ol
la force d’interaction dérive d’un potentiel ¢(r) ol 7 est la distance entre
les deux particules ; on a alors :

- — dp T
= — = ——_—— ,2
avec :
T =7T] — T3 (3.3)

C’est en particulier le cas pour les forces d’interaction électrostatiques,
ainsi que pour les forces d’interactions électron—neutre et neutre-neutre a
condition que les neutres aient une symétrie sphérique et que les énergies
ne soient pas trop élevées'.

Le deuxiéme cas se produit pour les forces d’interactions magnétiques
entre deux particules chargées ; mais on peut vérifier que ces forces sont
d’ordre w?/c? par rapport aux forces électrostaticques? ; on peut donc les
négliger dans les plasmas non relativistes.

1. La condition précise est que la vitesse relative des deux particules soit nettement
inférieure a la vitesse des électrons dans le cortége électronique du neutre.

2. Nous revenons maintenant & la notation w utilisée dans tout ce livre pour désigner
la vitesse d’une particule individuelle.
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Le systeme des deux particules en collision étant considéré comme isolé
(pas d’interaction avec les autres particules), son centre de gravité G est
T i3 . . —
animé d’'un mouvement rectiligne uniforme de vitesse w¢. Dans ces con-
ditions il est commode de repérer les positions des deux particules 1 et 2
par rapport a celle de GG en posant :

— ma

rH{=rg+——r 3.4
! ¢ m1 + Mo ( )

— = my —

T =rg— —— T 3.5
2 G my +mo ( )

oli 7¢ est la position du centre de gravité et ¥ = 77 — 73 le vecteur
position relative de la particule 1 par rapport a la particule 2. Ces formules
montrent que le mouvement de chaque particule est la superposition du
mouvement du centre de gravité et d'une fraction du mouvement relatif
représenté par le vecteur 7.

En combinant les équations de la dynamique des deux particules, on
obtient I’équation du mouvement relatif :

— d?

Xiz = pz (77 = 72) (3.6)
t
avec .
myms
= - 3.7
e (3.7)

1 est la masse réduite du systeme des deux particules. C’est une quantité
qui est égale & m/2 quand les deux particules ont méme masse m et qui
est égale & la plus petite des deux masses my si mo > m;.

On voit sur la formule (3.6) que le mouvement relatif est identique
an mouvement d’un mobile fictif de masse p qui évoluerait autour d’'un
point fixe avec un vecteur position ¥ = 71 — 73 sous 'action de la force

d’interaction )?T;

La décomposition du mouvement des particules en mouvement du cen-
tre de gravité et en mouvement relatif prend une forme simple en termes
d’énergie cinétique : on vérifie en effet facilement que ’'on a :

Uy = ug + ur (3.8)

ol ug = imywi + tmaw} est Iénergie cinétique totale du systéme des
deux particules,

ug = 5 (my +ma)uw (39)

[N
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I'énergie du mouvement du centre de gravité (supposé transporter la masse
totale),

1
ur = 5p9° (3.10)

I’énergie du mouvement relatif, p étant la masse réduite et

g9 = |wi ~ w (3.11)

le module de la vitesse relative w; — w3.

3.2.2 Propriétés du mouvement relatif
a) Mouvement relatif plan

Lorsque les forces d’interactions sont des forces centrales le mouvement
relatif est plan. Pour le voir il suffit de multiplier vectoriellement 'équation
(3.6) par 77 — 73 ; on obtient aprés intégration :

(77 —72) x (W1 —w3) = K (3.12)

- .
olt K est un vecteur constant et w;, wy les vitesses des deux particules ;
par conséquent, a tout instant les molécules 1 et 2 sont dans un plan

BN
perpendiculaire & un vecteur fixe K. Leur centre de gravité GG, qui se
trouve sur la droite qui les relie, est également dans ce plan. Celui-ci est

-

animé d’'un mouvement rectiligne et le plan perpendiculaire au vecteur K
7 . . — ’ 2

se déplace dans la direction du vecteur w¢g conformément au schéma de la

figure 3.2.

|
1.\\\4# «
»

Figure 3.2 : Plan des trajectoires dans le systéme du centre de gravité.
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b) Parameétre d’impact et angle de déviation

Ce schéma est trés important car il va permettre de simplifier grandement
la représentation de la collision ; les deux trajectoires des particules sont en
effet deux courbes en général gauches qui, dans 'espace & trois dimensions,
sont difficiles a représenter. Mais d’apres ce que nous venons de dire, il sera
intéressant de se représenter la collision en se déplagant avec le centre de
gravité, puisque, pour un tel observateur, elle se passe dans un plan fixe, le

plan perpendiculaire au vecteur K. Représentons donc sur la figure 3.3(a)
les trajectoires dans ce plan. Les deux trajectoires y sont deux courbes
homothétiques par rapport au point O. En effet, celui-ci étant le centre de
gravité, on a :

— Mg —
—-Te = ——r 3.13
TG = T (3.13)
— = my —
7y —ra =1 5 3.14
o= (3.14)
1 #
' A ,
G
2
(a) (b)

Figure 3.3 : Trajectoires dans le systeme du centre de gravité.
(a) Trajectoires des deux particules.

(b) Trajectoire du mobile fictif représentant le mouvernent relatif.
p paramétre d’impact, O centre de gravité.

Longtemps avant le choc, les trajectoires étaient quasi rectilignes, sui-
vant deux droites paralléles distantes 'une de 'autre de p ; 8’il n’y avait pas
de force d’interaction, la distance de plus courte approche des deux parti-
cules aurait été précisément p. p est ce qu’on appelle le paramétre d’impact
de la collision. L’axe Oz a été choisi sur notre figure parallelement a la
direction des deux vitesses initiales.

Désignons par r et 8 les coordonnées polaires du vecteur 7. On peut
facilement, & partir de (3.13) et (3.14), exprimer en fonction de r et
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I’énergie cinétique totale du mouvement relatif, soit :
1 .
UuR = Eu(iﬂ +726%) (3.15)

up est une constante (car up = u —ug avec u et ug tous deux constants).
Dans le cas des forces centrales le moment cinétique total I' est également
une constante du mouvement. Son expression en fonction de r et § s’obtient

facilement et l'on trouve : _
I = pur?f (3.16)

On voit que les formules (3.15) et (3.16) sont exactement les mémes
que celles qu’on aurait obtenues pour étudier le mouvement d’un mobile
fictif de masse p se déplagant autour d'un centre de force fixe O, comme
représenté sur la figure 3.3(b).

Evaluons maintenant les valeurs de ug et I’ longtemps avant le choc ;
dans la formule (3.15) on peut négliger le deuxieme terme et écrire u sous
la forme :

L s

un = yug (3.17)

en appelant ¢ la vitesse relative initiale des deux particules, aussi bien
dans le systéme de coordonnées du centre de masse que dans celui du
laboratoire ; g est le module initial du vecteur wj — w5 :

g = W07 — 03 initial (3.18)
D’autre part, longtemps avant le choc, on a

I'= upg (3.19)

Pour étudier le mouvement du mobile fictif, il suffit maintenant d’écrire
les deux équations de conservation du moment cinétique par rapport au
point G et de conservation de ’énergie, soit :

ppg = prf (3.20)

1 1 . :
5#92 = 5#(7"2 +7%6%) + o(r) (3.21)

On a alors deux équations pour déterminer les deux variables r et §. En
éliminant 8, on obtient :

1, 1 5, 1 ,p?
“pg =< Y 3.22
Shg° = 7+ Sug’ 5+ p(r) (3.22)

qui donne les variations de  en fonction du temps.
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Les équations (3.20) et (3.21) permettent de trouver par élimination du
temps ’équation de la trajectoire. En général, cette trajectoire comporte
un sommet ou point de plus courte approche des deux particules ; ce
sommet existe toujours quand le potentiel d'interaction entre les particules
est répulsif ; dans le cas d’un potenticl attractif, il existe aussi si ce potentiel
est & variation relativement lente (exemple : potentiel de Coulomb).

Soit donc 7, la distance de plus courte approche, qui est marquée sur
les figures 3.3(a) et 3.3(b), #,, la valeur correspondante de azimut ; I’angle
de déviation x est lié & 8, par la relation :

x=7—26, (3.23)

Cet angle est la principale quantité qui intervient dans les calculs statis-
tiques que l'on fait sur les collisions. Calculons donc cette valeur fonda-
mentale en fonction des parametres p et g ; équation (3.22) peut s’écrire

aussi : )
.2 2 D o(r) )
=g"{1-= — (3.24)
( 2 Sug?

Nous choisissons pour 7 la détermination négative qui décrit le début du

choc :
o 1/2
. p r
(i E ) o
r 2HY
ou d’apres (3.20) :
2 2 1/2
dr _ (B f(’") (3.26)
df P r* sug?

qui est I’équation polaire de la trajectoire (sous la forme différentielle).

On voit que la dérivée du rayon vecteur par rapport au temps ou &
Pangle 8 s’annule si la quantité entre parenthéses s’annule dans la formule
(3.26). La distance de plus courte approche 7., est donc, si elle existe, la
plus grande solution de ’équation en r :

2
p°_ plr)
1— == T3 =0 (3.27)
9 M
Supposons qu’elle existe ; on a :
o0 d 2
6, = / pdr/r (3.28)
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d’ou finalement :

o drjr?
X(p,g) =7 — 2p/ / T (3.29)
m (-

3.2.3 Potentiels d’interaction dans un gaz ionisé

Nous avons laissé a dessein dans tous les paragraphes précédents le poten-
tiel sous expression générale p(r). La question se pose de savoir quelles
sont en fait les formes du potentiel que 'on peut envisager pour les colli-
sions entre les diffférentes particules que 'on a & considérer.

a) Interaction entre un électron et un ion (ou entre deux ions
ou deux électrons)

Le potentiel d’interaction a grande distance entre deux particules de charge
Z1e et Zye prend la forme bien connue de Coulomb :

© = Z1Z9€* [Ame,r (3.30)

A courte distance un électron et un ion ou deux ions pourront exercer
des forces de nature quantique qui seront généralement répulsives, et qui se
produisent par exemple quand les deux nuages électroniques entourant les
deux ions viennent a se recouvrir ; ces potentiels sont a variation beaucoup
plus rapide en fonction de r que le potentiel de Coulomb.

b) Interaction entre un électron et un neutre

Quand un élcctron se trouve a une grande distance d’un neutre, le potentiel
d’interaction est da essentiellement au mécanisme dit du dipéle indusit ;
I’électron crée a la distance r un champ :

E = e/47e,r? (3.31)
Ce champ polarise le neutre en produisant un moment dipolaire :
M = oFE = ae/r? (3.32)

ol a est la polarisabilité du neutre. Ce dipdle, & son tour, crée autour de
lui un potenticl donné par la formule :

Mcos@
= —-—T—z———

1% (3.33)
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L’électron se trouve sur 'axe de ce dipole, de sorte que 'on a finalement,
pour le potentiel d’interaction, la relation :

ae?

p(r)=¢€eV = Trerd (3.34)
On peut vérifier facilement que la force d’interaction est une force
d’attraction, ce qui justifie le signe moins dans la formule ci-dessus.

A courte distance, un électron et un neutre interagissent au moyen
de forces de nature quantique, sur lesquelles il est difficile de donner des
informations générales, si ce n'est que leur variation est tres rapide en
fonction de la distance, et qu’elles seront généralement répulsives.

c) Interaction entre deux neutres

Dans ce cas il existe aussi une force d’interaction a grande distance, qui est
attractive et connue sous le nom de force de van der Waals. Le potentiel
d’interaction correspondant est de la forme :

o(r) = —A/r® (3.35)

On l'interpréte comme une interaction entre le dipdle instantané du pre-
mier neutre et le dipdle induit par celui-ci dans le deuxieme.

A courte distance deux neutres exercent 1'un sur 'autre des forces de
nature quantique, & variation tres rapide et généralement répulsives.

3.2.4 Exemples de calcul de la déviation
a) Potentiel de Coulomb
Dans le cas de Vinteraction coulombienne entre deux particules de charges

respectives Zje et Zge, la quantité entre parentheses dans (3.29) s’écrit :

Z122€2 p2
~ Srengtr T 0 (3.36)

qu’on peut transformer en introduisant la quantité :

o 212262

, = 122C 3.37
Po= foe i (3.37)

qu’on appelle le paramétre d’impact critique ; p, est la distance a laquelle il
faudrait placer les deux particules considérées pour que I’énergie potentielle
soit égale & deux fois 'énergie cinétique initiale.
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Nous verrons plus loin une signification physique plus simple ; p, est la
valeur du parameétre d’impact donnant lieu d une déviation de 90°. 11 est
fonction de la vitesse relative g.

On calcule la déviation en effectuant les transformations suivantes :

a=7p/r (3.38)

am da
O = / 0= 2pwap — )72 (3.39)

ce qui peut encore s’écrire, puisque a,, est une racine du dénominateur :

a
™ da
b — / (3.40)
" o 11 a/am)(1+ aam)]'/?
Cette intégrale peut se mettre sous une forme classique en écrivant :
(1— i) (14 aam) = Al - U?] (3.41)
am

avec

A:%(amﬁ—L)Z ; U:[a-—%(am—L)]/\/Z (3.42)

Qm am
d’ou :
Uy 1
_ s _ . Uz
Om = =77 dU = [arcsin U}Ul (3.43)
U1
1—a2
Uiy =-1 Uy = UL (3.44)
1+ a2,
Posons tg3 = am. On a alors :
P ™ g o 1-— a?n 4 (3.45)
=—— —( = — arccos =-T4a .
" 2 2 1+a2,
2
tan8y, = tana = am (3.46)
1—a?,

mais an, étant une racine du dénominateur dans (3.39) on a :
1 — a2, = 2poam/p (3.47)

On obtient donc finalement la déviation dans un choc coulombien par les

formules :

tan O, = = (3.48)

x=m— 20, (3.49)

On voit comme nous I’avons annoncé plus haut que pour p = p, on a
Om =7/4, o0 x = 7/2.

On pourrait enfin montrer en partant de (3.26) que la trajectoire du
mobile fictif ainsi que les deux trajectoires réelles dans le systéme du centre
de gravité sont des branches d’hyperboles, résultat connu depuis longtemps
en astronomie.
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b) Molécules du type boule de billard

Un cas limite trés différent de I'interaction de Coulomb est celui ol ’on
considere deux particules analogucs a des boules de billard qui, & grande
distance, n’exercent aucune force l'une sur 'autre, mais qui sont deux
spheres rigoureusement impénétrables. Ce potentiel est & variation infi-
niment rapide. La figure 3.4 représente la collision entre deux particules
de ce genre. On y a marqué la sphere de rayon D égal a la somme des
rayons des particules (sphere de protection). Quand il y a collision le centre
d’une particule se trouve justement sur la sphére de protection d’une autre
particule. On a sur cette figure la relation :

x=m—26 (3.50)
et d’autre part le parametre d’'impact est lié & D par la formule :
p=Dsinf (3.51)

Figure 3.4 : Collision entre deux “boules de billard”.

D diametre de la sphére de protection (somme des deux rayons).

c) Potentiels attractifs

Dans le cas des potentiels d’interaction attractifs, on peut se demander s’il
existe toujours un sommet sur les deux trajectoires. On appellera ainsi le
point ou 7 s’annule, c’est-a-dire ou la vitesse est perpendiculaire au rayon
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vecteur joignant les deux particules. Si un tel sommet existe, il est facile de
voir qu’apres le passage au sommet, les deux particules s’éloignent 'une de
lautre, en décrivant une branche de trajectoire symétrique de celle décrite
avant le sommet.

Physiquement il est évident que cc sommet existe toujours pour des
potentiels répulsifs. Mathématiquement on pourrait envisager, pour des
potentiels attractifs & variation rapide, que les deux particules ne cessent
jamais de s’approcher 'une de 'autre, et viennent passer par un meme
point. La discussion de la formule (3.25) montre qu'il en serait ainsi pour
des potentiels attractifs en 1/r* par exemple. Néanmoins, ces cas n’ont
aucun intérét physique, car les potentiels d’interaction, dans la mesure ou
ils ont un sens physique, finissent toujours par devenir répulsifs a courte
distance.

3.3 Section efficace différentielle angulaire

Nous allons maintenant introduire, pour décrire les collisions, la notion
statistique de section efficace de collision®. Cette grandeur sera utile pour
décrire par les méthodes de la théorie cinétique le réle des collisions dans le
comportement global d’un gaz. Nous verrons d’autre part dans la section
3.4 qu’elle s’introduit naturellement dans la théorie quantique des collisions
et qu’elle permet donc de faire le lien entre la théorie classique et la théorie
quantique.

3.3.1 Définition de la section efficace différentielle
a) Diffusion par un centre de potentiel fixe

Considérons un faisceau paralléle de particules monocinétiques ; appelons
®; le flux que transporte ce faisceau, c’est-a-dire le nombre de particules
qui traverse une unité de surface de section droite en une seconde. Sup-
posons que ce faisceau vienne rencontrer une particule cible qui agit comme
un centre de diffusion fize (autrement dit on étudie les phénomenes dans
le systéme du centre de masse). Les particules incidentes seront diffusées
dans diverses directions : le phénomeéne est représenté sur la figure 3.5.

Si le flux incident est homogene, c¢’est-a-dire si les particules incidentes
ont des parameétres d’impact répartis de fagon uniforme autour de la par-
ticule cible, la distribution angulaire des particules diffusées est une carac-
téristique de la loi de force entre les particules incidentes et la particule

3. C'est un sujet classique de physique générale et beaucoup de lecteurs pourront
sauter tout ce paragraphe 3.3. Nous avons cru cependant utile de ’exposer dans 'optique
de son application aux plasmas.
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Figure 3.5 : Diffusion d’un faisceau parallele par un centre fixe.

cible. On précise cette distribution au moyen de la notion de section effi-
cace différentielle : soit dNy/dt le nombre de particules diffusées par unité
de temps a lintérieur d’un petit angle solide d§2 autour d’une direction
donnée. Cette direction sera repérée par rapport a celle du faisceau inci-
dent au moyen de deux angles polaires :

x (colatitude, qui n’est autre que la déviation)

v (azimut)
dN,/dt est évidemment proportionnel & ®; et & d ; nous poserons par
définition :

ANy /dt = ®10(x, ©)dS (3.52)

La quantité o a les dimensions d’une surface ; on ’appelle la section efficace
différentielle de collision élastique.

Pour poursuivre les hypothéses faites dans la section 3.2, en décrivant
les collisions au moyen d’un potentiel d’interaction central, on admet que
cette section efficace ne dépend pas de I’azimut ¢ mais seulement de 'angle
x c’est-a-dire de 'angle de déviation mesuré dans le systéme du centre de
masse.

On peut donc écrire la formule de définition de la section efficace
différentielle sous la forme :

dN1/dt = ©10(x)2nsin x dx (3.53)

en considérant maintenant le nombre de particules dont la déviation est
comprise entre y et x + dx.

b) Diffusions cohérente et incohérente

L’expérience que nous venons de considérer est un peu idéale. Généralement, le faisceau
de particules incident ira bombarder une cible qui, méme si elle est de petites dimensions,
contient un nombre N3 élevé de particules. La question se pose de savoir comment le
flux diffusé dans une direction donnée varie avec le nombre Ny,
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On peut distinguer deux cas limites extrémes :
— la diffusion dite incohérente si I'on a :

dNy /dt = & Nyo(x, @) dO (3.54)
- la diffusion dite cohérente si 'on a :
ANy /dt = ®1N3oc(x, ) dQ (3.55)

On verra plus loin que le phénoméne de diffusion peut étre considéré du point de
vue de la mécanique quantique comme un phénomeéne de diffraction. Les notions de
diffusions cohérente et incohérente se rattachent a des notions bien connues en optique
physique.

Si les phases des ondes diffractées par deux obstacles dans une certaine direction sont
concordantes, 'amplitude de I’onde diffusée est la somme des amplitudes élémentaires,
et Pintensité de I'onde diffusée le carré de cette somme. Si I'on a N2 molécules, il en
résulte que lorsque les phases sont concordantes on a la relation (3.55)%.

Dans la physique des gaz ionisés, les conditions de cohérence ne sont jamais satis-
faites, et c’est pourquoi nous considérerons que les phases des ondes élémentaires sont
réparties de fagon aléatoire. On est alors conduit a la relation de diffusion incohérente
(3.54).

c) Section efficace et probabilité de diffusion : diffusion simple
et diffusion multiple

Nous allons maintenant appliquer les définitions précédentes en sup-
posant que la diffusion est incohérente et que la cible est une plaquette
mince placée transversalement au faisceau, d’épaisseur dz, de surface dS
[Fig 3.6(a)].

(a) (b)

Figure 3.6 : Section efficace et probabilité de diffusion.

(a) Diffusion simple dans une lame mince.
(b) Représentation géométrique de la diffusion simple.

4. En général, o.(x, ) cst une fonction qui contient & la fois la section efficace
élémentaire de la formule (3.52) et les dimensions de 1'édifice diffusant.
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On peut écrire le nombre de particules diffusées pendant un intervalle de
temps dt dans 'angle solide df) sous la forme :

dNy = ®1(nydS dz)do dt (3.56)
oll ng est la densité des particules dans la cible, et ol I'on a désigné par :
do = o dQ (3.57)

I’élément de section efficace.

Il est intéressant de comparer le nombre d/N; au nombre dNyy de par-
ticules du faisceau incident tombant pendant le méme intervalle de temps
dt sur la cible. Formons donc le rapport :

dNy  ®inpdSdadodt

= = do d. .
dN1o &, dS dt n2 doaz (3.58)

qui exprime une probabilité de diffusion. A la limite on pourrait 'appliquer
en supposant que dNyg est égal a 1 et il donne alors directement la proba-
bilité pour qu'une particule soit diffusée dans I’angle solide df2.

Sous cette forme, la notion de section efficace s’applique & un grand
nombre d’autres phénomeénes, et non plus seulement 2 la diffusion élastique.
On définira donc de maniére générale la section efficace o relative a la pro-
duction d’une réaction quelconque (la diffusion élastique étant considérée
comme la plus simple des réactions) au moyen de la relation de probabilité :

le/le() = No0 dr (359)

Cette définition n’est en fait applicable & une cible réelle d’épaisseur
dz que si la probabilité ainsi calculée est beaucoup plus petite que 'unité.
Si par un moven quelconque on calculait une probabilité de réaction de
lordre de l'unité, ou méme supéricure a I'unité, cela voudrait dire que
les phénomenes ne sont pas simples, et que la particule incidente a une
probabilité notable d’effectuer plusieurs réactions a l'intérieur de la cible,

11 est instructif de visualiser ce processus au moyen de la figure 3.6(b),
oll 'on a représenté naivement au moyen d’un petit cercle de surface o
chacune des particules contenues dans la cible. La formule (3.59) pcut
alors s’écrire aussi :

dNyy ds dS

dN; (nodx dS)o _ Noo (3.60)

Dans cette formule, le numérateur représente la somme des surfaces appa-
rentes o et le dénominateur la surface totale de la cible.
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Si la somme des surfaces apparentes est nettement inférieure & la surface
totale de la cible, il n'y a pas recoupement entre les divers cercles marqués
sur la figure ; cela veut dire qu’une particule traversant la cible effectuera
tout au plus une seule réaction. Revenant au cas de la diffusion, on dit alors
que ¢’est un phénomene de diffusion simple. 1l est a noter qu’en général, si
I’épaisseur dx est donnée, la diffusion devient toujours multiple pour des
diffusions aux tres petits angles. En effet la section efficace différentielle
tend en général vers l'infini, quand ’angle de diffusion tend vers zéro ; la
somme Nyo dépassera alors facilement la surface apparente dS.

3.3.2 Section efficace et parameétre d’impact
a) Relation générale

Nous allons maintenant montrer que la section efficace différentielle se
déduit de I'expression de x en fonction du parametre d’impact p, expression
(3.29) obtenue dans la section 3.2.

Considérons pour cela toutes les particules du faisceau incident qui
subissent une collision de parameétre d’'impact compris entre p et p + dp.
Le nombre de collisions de ce type par seconde est évidemment &, 27pdp.
Ces particules sont diffusées dans un angle solide compris entre les cones
d’angle y et x + dx ; si bien que, en introduisant ce nombre de collisions
dans la formule (3.53) de définition de la section efficace, on obtient :

pdp = o(x)sin x dx (3.61)
qui s’écrit aussi :
p dp
= —— 3.62
ol sin x dx ( )

Dans cette formule dp/dyx est la dérivée partielle (& vitesse g constante) du
parametre d’impact par rapport a P'angle de déviation. Si done, & partir
du potentiel, on a calculé I'angle de déviation en fonction de p et de ¢
[formule (3.29)], la formule (3.62) permet de calculer la section efficace
différenticlle en fonction de ’angle x. A titre d’exemple nous allons traiter
deux cas particuliers importants.

b) Diffusion avec une force d’interaction de Coulomb

Le potentiel d’interaction entre deux particules chargées de charges Z;e et
Zse est donné par la formule :

o(r) = Z1 226 | 4meor (3.63)
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Dans ces conditions, les trajectoires de chaque particule dans le systéme
du centre de masse, ainsi que celle du mobile fictif de masse égale a la
masse réduite, sont des hyperboles.

Le calcul de 'angle de déviation se fait & partir des formules (3.37),
(3.48) et (3.49). Récrivons tout d’abord (3.48) compte tenu de (3.49) sous

la forme : e )
X 142€

o = 72T .64

&9 dme,jug?p (3.64)

qui exprime P'angle de déviation en fonction de g et de p. En différenciant
cette relation, on obtient :

1 d 77962 d.
e S e i (3.65)
2 cos? x/2 dme,pug? p?
d’oun (au signe pres) :
dre,ug® 1 3dx
dp = = 3.66
PP = "7 Zoe? cos?x /20 2 (366)
D’autre part, on a, d’aprés (3.64) :
Z122€2 X
=272 o2 :
D Tneoig? cot 5 (3.67)
d’on d’aprés (3.62) :
2
X . X Z1Z2€2 \" cosx/2 dx
— —d = e .
20(x) cos 5 sin5dx (471'60#92) S x/2 2 (3.68)
et finalement : )
Z122€2 ) 1
- 3.69
() (87r60u92 sin x/2 (3:69)

C’est la formule de section efficace de Rutherford. La diffusion n’est pas
isotrope : la section efficace a un maximum tres prononcé pour x = 0. On
obtiendrait des résultats du méme genre, mais analytiquement différents,
pour tout potentiel a variation assez lente, du méme genre que le potentiel
coulombien.

¢) Molécules du genre boule de billard

Un cas limite trés différent de linteraction de Coulomb est celui des
boules de billard [cf. section 3.2.4 b)] qui, & grande distance, n’exercent
aucune force I'une sur l'autre, mais qui sont deux spheéres rigourcusement
impénétrables. Ce potentiel est & variation infiniment rapide.
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Par différentiation de la formule (3.51), on obtient maintenant :

dp = Dcos@dé (3.70)
d’oit, au signe pres :
pdp = D?sinf cos 0 df (3.71)
pdp = (D?/4) sin x dx (3.72)
soit finalement d’aprés (3.62) :
o(x)=D?/4 (3.73)

La section efficace différentielle ne dépend donc pas de 'angle ¥, la
diffusion est complétement isotrope dans le systéme du centre de masse.

3.4 Sections efficaces en mécanique
quantique

3.4.1 Diffusion de ’onde de de Broglie par
un centre fixe

Du point de vue de la mécanique guantique, la notion de trajectoire perd tout son sens ;
en effet parler d’une trajectoire parfaitement définie veut dire qu’a chaque instant on
suppose connue la position de la particule et sa vitesse. Or, le principe d’incertitude de
Heisenberg dit précisément que cette détermination simultanée est impossible.

Reprenons par exemple l'expérience de diffusion représentée sur la figure 3.5. On y
a supposé que les particules forment un faisceau paralléle, dont nous prenons la vitesse
comme axe des z, et que cette vitesse w est égale & g. On doit donc considérer que
toutes ces particules satisfont, de maniére exacte, aux trois relations :

wy =0 wy=0 w;=g (3.74)

Dans ces conditions, puisque w, et wy, sont parfaitement déterminés, on doit en conclure
que les positions z et y dans un plan perpendiculaire au faisceau sont parfaitement
indéterminées ; il en est de méme pour la position le long de ’axe Oz. On doit considérer
alors le faisceau de particules comme une onde plane ne dépendant pas de x et y. Le
phénoméne de diffusion se représente comme la diffraction de cette onde plane par
P'obstacle que constitue la particule cible.

L’onde incidente est représentée par la formule :

Uy = exp(ikz) exp(—iEt/h) (3.75)
k étant le nombre de propagation, donné par la formule® :

k=pg/h=2n/A (3.76)

5. Nous avons introduit les notations u et g du mouvement relatif, parce que I'on
montre facilement (cf. par exemple [284, p. 307]) que le théoréme du mouvement relatif
est valable en mécanique quantique, et que par conséquent le cas général de la collision
entre deux particules 1 et 2 peut en introduisant le mobile fictif de masse y se ramener
au cas décrit ici de la diffusion par un centre fixe.
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E est I'énergie cinétique de la particule et A la longueur de de Broglie. Cette onde est
une onde progressive. Le carré de son module, qui représente 'intensité du faisceau
incident, a été pris arbitrairement égal & 1.

L’onde diffractée est une onde sphérique qui se propage dans toutes les directions
a partir de la particule cible. Elle est représentée par la formule :

its

r

Wy exp(ikr) exp(—iEt/h) (3.77)
ou 'on voit encore apparaitre deux exponentielles qui représentent une propagation
radiale de 'onde, mais ol de plus on a supposé, comme dans toute onde sphérique, que
Pamplitude de I'onde est proportionnelle & 1/r, ce qui est nécessaire pour obtenir un
flux fini & une distance infinie ; enfin la fonction f(x) est un facteur qui représente la
répartition angulaire de cette amplitude.

La fonction d’onde totale doit se réduire & ¥ = ¥, + V3 quand r tend vers 'infini
et étre partout solution d’une équation de Schrodinger. Cette équation doit étre résolue
dans la région ol le potentiel p(r) est important, c’est-a-dire dans la région occupée par
Tobstacle diffractant. Le résultat de ce calcul est de déterminer ¥5 en fonction de ¥q.
| 3|2 représente la probabilité de trouver une particule diffusée. Le flux de particules
traversant une surface dS éloignée dc 'obstacle est donc le produit de cette densité par
la. vitesse des particules® et par dS, c’est-a-dire :

[W2|?gdS = [W2[? gr? dQ2 (3.78)
de sorte que la section efficace différenticlle se déduit de W2 au moyen de la formule :
o(g,x) = gr°|Wa)? (3.79)
ou:
o(g:x) = glf ()I? (3.80)

Le calcul effectif de la fonction f et, par suite, de la section efficace différentielle,
qui comporte comme nous 'avons dit la résolution d'une équation de Schrédinger, peut
étre compliqué.

3.4.2 Ondes partielles ; déphasages

N

On est amené pour résoudre 'équation de Schrédinger a utiliser la méthode dite des
déphasages [284]. Cette méthode consiste essenticllement & décomposer 'onde plane
incidente ¥; en une série d’ondes partielles sphériques, et & étudier ce qu’il advient
de chacune de ces ondes partielles : le centre de potentiel diffracteur constitue pour
chacune d’entre elles un foyer ; en général en passant par ce foyer, I'onde partielle
subit un déphasage supplémentaire 8y ; on est ainsi amené a écrire la section efficace
différentielle sous la forme :

o 2

1
o(g,x) = = E (2¢ + 1) exp(ibg) sin g Py(cosx) (3.81)
£=0
Dans cette formule, les coefficients §; sont des constantes ou plutot des fonctions de
g, qui caractérisent les anisotropies de la section efficace différentielle ; si tous les
déphasages &; étaient nuls, 'onde diffractée serait nulle, les ondes partielles recons-
tituant simplement apres passage par le foyer I'onde incidente ¥;.

6. En toute rigueur ce flux se calcule par la formule quantique ? = % (Pagrad ¥} —
W5 grad ¥a) (cf. [284, p. 314]). On vérifie cependant facilement que si r est bien supérieur
a la longueur de de Broglie on retrouve la formule (3.79).
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En fait, on montre (cf. [284], p. 345) que si le potentiel d’interaction est négligeable
au-dela d’une certaine distance a, la somme figurant dans (3.81) est pratiquement limitée
aux valeurs de £ s'étendant de £ = 0 & une valeur maximum de ¢ voisine de ka. Il est
intéressant de rattacher ce résultat a une description classique, en remarquant qu’une
particule de vitesse g et de masse p, passant a la distance r d’un centre de poten-
tiel, posscde un moment cinétique pgr auquel on peut faire correspondre un nombre
quantique azimutal £ = pgr/h = kr. Les particules passant a des distances r > a
correspondent & des valcurs de £ > ka ; elles ne sont pas déviées.

Il résulte de cette discussion que pour des particules de trés basse énergie, on pourra
souvent admettre que scul §p # 0 ; on a alors :

1
T 4k2

La section efficace différenticlle ne dépend pas alors de 'angle x ; la distribution angu-
laire est isotrope ; ceci correspond du point de vue de l'optique & la diffraction d’une
onde par un obstacle de dimensions trés petites devant la longueur d’onde ; il y a alors
une tendance a une diffraction quasi isotrope. Cette approximation n’est jamais valable
pour les collisions entre particules chargées, a cause du rayon d’action infini de la force
de Coulomb.

a lexp(2i60) — 1]2 (3.82)

3.4.3 Remarques

a) Définition quantique de la section efficace différentielle

La définition quantique des sections efficaces est plus proche de la réalité expérimentale
que sa définition a partir des angles de déviation. En effet, dans unc expérience de
diffusion telle que celle représentée sur la figure 3.5, il est impossible de mesurer la valeur
du parametre d'impact p dans une collision individuelle ; c’est pourquoi méme du point
de vue expérimental on doit introduire la notion de section efficace qui représente une
moyenne effectuée sur ce parametre d’impact. Pour calculer cette moyenne, on a admis
implicitement que les particules incidentes étaient réparties au hasard dans la section
droite du faisceau incident ; cette hypothése est en revanche explicitée dans le calcul
quantique qui nous conduit a considérer les particules incidentes comme formant une
onde plane.

b) Cas coulombien

L’étude quantique de la diffusion dans le cas du potentiel de Coulomb n’est pas trés sim-
ple, parce que la méthode des déphasages n’est pas bien applicable (cf. {284], p. 361) ; en
revanche, clle montre que la formule de Rutherford est valable en mécanique quantique
& condition que la vitesse des particules soit faible devant la vitesse de la lumiére.

Toutefois, le cas de la diffusion entre deux particules identiques (deux électrons,
deux protons, etc.) se présente différemment comme nous allons le voir.

3.4.4 Cas des particules identiques

D*un point de vue logique, il est impossible de distinguer aprés la collision entre deux
particules identiques la particule “incidente” et diffusée dans la direction x de la parti-
cule “cible” qui recule dans la direction xy — 7. Comme on est incapable de distinguer les
deux espéces de particules, on voit que la scction efficace devra étre la somme de deux
termes, un terme f(x) représentant la premiere catégoric des particules et un terme
f(m — x) représentant la deuxiéme.
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Du point de vue quantique, il s’ajoute un deuxiéme phénoméne. Dans le cas de
particules identiques, il apparait des forces dites forces d’échange (liées au principe
d’exclusion de Pauli), qui dépendent du spin des particules en jeu ; en tenant compte
de ces considérations, on montre que la formule de Rutherford pour deux protons ou
deux électrons non relativistes doit s’écrire sous la forme :

0 722\’ 1 + 1
o =
X 8meopg? sintx/2  costx/2

2,2
! os( Ze Intan? X/2>:| (3.83)

- c
sin? x/2 cos? x/2 dmeohg

Il est facile de voir, en revenant aux variables du systéme de laboratoire, que cette
expression est bien de la forme :

U(X) = f(X) + f(ﬂ‘ - X) + féchange (384)

En fait, on verra plus loin que l'on utilise généralement, méme dans le cas de deux
particules identiques, la formule de Rutherford habituelle (3.69). Cela tient au fait
que dans un plasma, les collisions qui jouent un réle prépondérant du point de vue
statistique sont les collisions & faible déviation, pour lesquelles 'angle x est trés petit.
Pour de telles collisions, la formule (3.84) montre que les termes correctifs introduits
par 'indiscernabilité des particules et les forces d’échange sont en général négligeables
devant le terme fondamental en 1/siny/2.

3.5 Sections efficaces intégrées

3.5.1 Définitions

Dans les calculs statistiques ot 'on désire évaluer I'importance des colli-
sions élastiques sur un phénomene macroscopique, on est amené a calculer
des intégrales portant sur les sections efficaces différentielles, et on définit
couramment les deux grandeurs suivantes.

a) Section efficace totale de collision élastique

Elle est définie au moyen de la formule :
Oo = /a(x) dQ (3.85)

En principe o, permet en utilisant la formule (3.59) de calculer la proba-
bilité qu’une particule soit diffusée dans une direction quelconque. Mais
en fait dans un grand nombre de cas oy n’a pas de sens car l'intégrale
ci-dessus est infinie. A titre d’exemple on peut tout d’abord étudier les
deux cas limites pour lesquels nous avons déja calculé la section efficace
différentielle :
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~ Potentiel de Coulomb. 1l est facile de voir que, dans ce cas, o est
infini, & cause des chocs avec faible déviation. En effet on a :

T
A
= —_27si d 3.86
o / g (3.86)

qui est évidemment infini & cause de la borne inférieure.
— Sphéres impénétrables. On a alors :

/ —dQ = nD? (3.87)

qui est a vrai dire un résultat évident.

Il est facile de voir que dans la description classique des collisions, oy
est infinie dans tous les cas sauf celui des boules de billard ; on a en effet
d’aprés (3.61) :

00:/ o(x)?wsinxd)(:/ 2mp dp (3.88)

Cette intégrale représente donc tout le plan perpendiculaire au faisceau
incident ; elle diverge & cause des grandes valeurs de p qui correspondent &
des déviations x, qui quoique trés petites sont comptées dans la diffusion.
Le cas des boules de billard est singulier en ce sens que lorsque p > D, x est
rigoureusement nul et ['on peut affirmer alors qu’il n'y a pas diffusion ; de
sorte que l'on peut alors intégrer seulement de 0 & D et obtenir la formule
(3.87).

Du point de vue quantique la situation est un peu différente : quand on
integre (3.81) les doubles produits s’éliminent par suite de 'orthogonalité
des polynémes de Legendre entre eux et il vient (cf. appendice A3-2) :

oo
E{ Z (2¢ + 1) sin? &, (3.89)
£=0
Cette série peut étre convergente ou divergente.
Enfin, il faut remarquer que oy n’a pas une signification expérimentale
bien claire ; I'étude des diffusions aux petits angles étant difficile, on congoit
que le résultat direct des expériences est en réalité 'intégrale :

o) = [ e (3.90)

X=Xm

Xm €tant une déviation minimum définie par les conditions de ’expérience.
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b) Section efficace de transfert de quantité de mouvement

Si on considére une particule incidente de vitesse g, de masse p, qui entre en
collision avec un centre de potentiel de masse infinie et subit une déviation
X, la variation de sa quantité de mouvement projetée sur sa direction
initiale est :

— pg(l —cosy) (3.91)

Si maintenant on considére un faisceau transportant le flux ®;, la quantité
de mouvement transmise par les collisions au centre diffuseur par unité de
temps est :

dg/dt = &, /ug(l — cos x)o(x) dQ (3.92)

ce qu’on peut écrire :

ou 1 = Pug est le flux de quantité de mouvement transporté par le
faisceau incident et :

o1 = /o(x)(l — cos x) dQ2 (3.94)

o1 est appelée la section efficace pour le tranfert de quantité de mouvement.
A cause du facteur {1—cos x) il peut se produire que o7 soit finie tandis que
oo est infinie. En tous cas si o7 est infinie elle sera d’ordre inférieur & og.
Toutefois o ne doit pas étre infinie car elle a un sens physique bien clair
défini par la formule (3.93). Quand l'intégrale (3.94) est infinie, cela veut
dire que la description physique des phénomeénes par des collisions binaires
n’est pas satisfaisante. C’est ce qui se passe pour le cas du potentiel de
Coulomb que nous allons discuter au paragraphe suivant.

Du point de vue quantique on peut comme pour o, relier ¢; aux
déphasages et I'on obtient (cf. appendice A3-2) :

4 o0
P k_z S (€ + 1) sin® (8¢ — Se41) (3.95)
£=0

3.5.2 Divergence coulombienne de 0;. Coupure
de Debye

Pour calculer ¢; dans le cas coulombien, on récrit tout d’abord la formule
de Rutherford sous la forme :

Po\? 1
o(x) = (3) ST 2 (3.96)



Sections efficaces intégrées 165

oll pg est le parameétre d’impact critique défini par (3.37). D’aprés la for-
mule générale de définition de oy on a alors :

(po)z /W(l cos x) 1 orsinyd (3.97)
o1 ={—= - —_— .
1 ) ) X sin4 X/2 xax

soit :
o1 = 4np?[In(sin X/2)]: (3.98)

On voit comme nous 'avons annoncé que ¢; est infinie, a cause
de la borne inférieure x = 0. La divergence est due aux collisions &
faible déviation, c’est-a-dire aux collisions “lointaines” de grand parameétre
d’impact. D’aprés (3.48) et (3.49) la relation de correspondance entre
I’angle de déviation x et le parameétre d’impact p s’écrit :

2\ —1/2
sin% = cosfy, = (1 +tan®6,,)" /% = (1 + I%) (3.99)

Pour les collisions lointaines on a :

sinX ~ P2« (3.100)
2 p

Dans ces conditions, il est d’usage pour supprimer la divergence de o;
d’effectuer sur le paramétre d’impact la coupure supérieure dite de Debye
définie par :

P = Pmax = AD (3.101)

a laquelle correspond pour 'angle de déviation la coupure inférieure :

X = Xmin (3.102)

avec omi P
. min o

) = 3.103

sin (452) = 5 (3103

On peut justifier cette procédure en analysant la validité du modele

des collisions binaires. On se place pour ce faire dans le cas des plas-

mas cinétiques classiques, car c’est la seule famille ou la méthode de la

coupure de Debye est valable. On a vu au chapitre 1 qu'il y a alors entre
les longueurs fondamentales les inégalités fortes :

To € de € Ap (3.104)

On peut donc classer les collisions en quatre catégories selon l'ordre de
grandeur du parametre d’impact :
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(1) de < p < Ap collisions proches, binaires, coulombiennes sans écran,
(2) r, < p < d, collisions lointaines, binaires, coulombiennes sans écran,
(3) d. < p < Ap collisions lointaines, multiples, coulombiennes sans écran,

(4) Ap < p collisions lointaines, multiples, coulombiennes écrantées.

Le modele des collisions binaires s’applique sans probléme aux catégories
(1) et (2). Dans la catégorie (3), il est a priori discutable, car p étant
supérieur & d. plusieurs collisions de ce type se produisent simultanément.
Cependant, comme il s’agit de petites déviations (p >> rg), on a montré
[306] que 'effet statistique de cet ensemble aléatoire de petites déviations
simultanées était le méme que celui d’une suite aléatoire de collisions bi-
naires. Dans la catégorie (4) enfin on peut penser que le potentiel de
Coulomb est & remplacer par le potentiel de Debye et que de ce fait P'effet de
ces collisions est tout & fait négligeable. En conclusion il parait raisonnable
d’étendre 'intégrale (3.97) aux catégories (1), (2) et (3) et d’y effectuer
UnNeE COUPUre & Pmax = Ap (¢'est-a-dire une coupure inférieure, & ¥ = Xmin)-
Avant de discuter les résultats ainsi obtenus nous ferons encore deux re-
marques sur la méthode :

o Il pourrait paraitre préférable de ne pas faire une coupure brutale
4 p = Ap, mais de remplacer dés le départ, dans le calcul de o(x), le
potentiel de Coulomb par le potentiel de Debye en (1/7) exp(—r/Ap). Cela
donnerait une coupure progressive entre les catégories de collisions (3) et
(4) ci-dessus. Ce calcul a été fait [8], mais il ne présente pas beaucoup
d’intérét compte tenu du caractére en tout état de cause approché de la
méthode suivie.

[l pourrait paraitre préférable d’utiliser la longueur d’écran A, exacte,
plutét que la longueur de Debye électronique Ap. La différence entre ces
deux grandeurs est que A; tient compte des corrélations ion-ion alors que
Ap n’en tient pas compte. On peut cependant montrer (cf. [297], p. 209) par
un raisonnement semi-quantitatif que les collisions e — sont un phénoméne
trop rapide pour que les corrélations ¢ — ¢ aient le temps d’y jouer un role.
En tout état de cause la distinction entre A; et Ap ne s’introduit que dans
un terme logarithmique. L4 aussi le raffinement de précision serait illusoire.

On peut maintenant terminer le calcul de o} et discuter le résultat. La
formule (3.98) donne compte tenu de (3.100) et (3.101) :

o1 = 4mp2In(Ap/po) (3.105)

avec rappelons-le :
_ Z12282

Po= fre pd (3.106)
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Il est intéressant de discuter cette formule en y distinguant l'effet des
collisions proches de celui des collisions lointaines. Les collisions proches
auraient donné une contribution

o1p = 4mp] [ln sin (%)]"/2 = 4np2In V2 = 47p? x 0.35 (3.107)
™

La formule (3.105) peut donc se récrire sous la forme :
o1 = 01y X [ln(/\D/po) /In \/5} = o1, X 29I0(Ap/po)]  (3.108)

Le facteur 2.9 In(Ap/p,) qui est en général de 10 & 30 dans les plasmas
cinétiques classiques les plus usuels mesure donc I'importance relative des
collisions lointaines par rapport aux collisions proches.

La formule (3.105) montre d’autre part que o7 dépend & travers pp de la
vitesse relative g de deux maniéres différentes : le facteur pg introduit une
dépendance en g% qui est I’effet dominant ; il s’y superpose une variation
lente du terme logarithmique qui contient aussi pp. Il est commode, pour
simplifier les calculs de collision, de remplacer le terme logarithmique par
une valeur moyenne en posant :

oy = 4npiln A (3.109)
avec :
Ap
P,
Ziez Zi
P, = =— 111
Po 8meo kT 2 "o (3 )
ol Py est donc une valeur moyenne de pg prise pour les collisions e-i avec
pg? = 2xT.

La quantité In A est ce que 'on appelle le logarithme coulombien. Il est
lié au parametre de plasma par les formules suivantes :

1+ ;)32
A= gND - ﬁ—’}—l——m (3.112)
4
Np = %”ne,\% . N, = -g-ne,\g (3.113)

On peut enfin définir une valeur moyenne de ¢; pour un plasma donné, en
remplacant dans (3.109) po par sa valeur moyenne Py, soit :

g1 =mr2Z%In A (3.114)
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Compte tenu de I'importance pratique de ces diverses formules, il est utile
d’en donner les expressions numériques suivantes, obtenues en remplacant
les constantes physiques par leurs valeurs :

. 3 773 1/2
L 826ZlO [n_] (cas)
10 311/2
- 1'03210 [(K:):l (eVeT) (3.115)

InA= 9.02-230logZ+345logT —1.15logn, (CGS)
= 23.06 — 2.30log Z + 3.45log(kT) — 1.15logn. (eVeT)(3.116)

7z 2
7 = 8.77107° (T) InA (eVceT)
VA
=6.5110_14R—TlnA (eVeT) (3.117)

Il faut enfin noter, suite & une remarque de Marshak [9], qu’a haute
température la longueur d’onde de de Broglie de I’électron moyen :

h 1 2.10107°8
ABe = (Zemo) 172 T177 =i (CGS) (3.118)
peut devenir plus grande que :
Z; i
Po= %570 =835 10—4% (CGS) (3.119)

puisque Ag. varie comme T~!/2 et B, comme T~!. Marshak a introduit
alors une température critique :

Ty = 4.2 x 10° (K) (3.120)

et pour les températures supérieures & Ty, il a montré qu’il faut effectuer
sur A une correction quantique, en remplacant la valeur classique A de la
formule (3.115) par P’expression :

1/2 2 1/2
A= (%-) A =535 x 10° (%) (CGS) (3.121)

d’ou

InA' = 1549+ 2.30log Tk — 1.15logn. (CGS) (3.122)
InA’ = 29.53+2.30logTey —1.15logn, (eVeT) (3.123)
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Pour 7 = 10° K, la valeur de In A donnée par cette nouvelle formule
est inférieure d’environ 4 unités a celle donnée par la formule classique
(3.116). Le tableau 3.1 indique les valeurs numériques fournies pour InA
par la formule (3.115) pour T < Ty et pour In A’ par la formule (3.122)
pour T > Tyy. La région laissée en blanc dans ce tableau est celle des
plasmas & fortes corrélations (cf. Fig. 1.11) dans laquelle les calculs du
présent paragraphe n'ont aucun sens.

ne(cm3) 1 l 103 | 108 | 10° I 1012 ] 1019 | 1018 | 1021 | 1024 | 10%7
Tk InA
102 159 [ 125 | 90 | 56 | 2.1 - - - - -
10° 19.4 | 159 | 125 | 9.0 | 5.6 2.1 - - — -
104 22.8 | 194 | 159 | 125 | 9.0 5.6 2.1 — - -
10° 263 | 228 | 194 | 159 | 125 | 90 | 56 | 21 - -
108 203 | 25.8 | 224 | 189 | 155 | 120 | 86 | 5.1 1.7 -
107 31.6 | 28.1 | 24.7 | 212 | 17.8 | 143 | 109 | 74 | 4.0 -
108 339 | 30.4 | 27.0 | 235 | 201 | 166 | 132 [ 97 | 63 | 28

Tableau 3.1 : Valeurs de InA (pour 7" < 4.10%) et de InA’ (pour 7' >
4.10%)(dans le cas Z = 1).

3.5.3 Résultats expérimentaux

a) Méthodes

Dans les gaz partiellement ionisés les phénoménes de collision (électron-neutre, ion-
neutre, neutre-neutre) sont assez complexes. Méme si on se limite aux collisions
élastiques, il n’y a pas en général de formule théorique simple (comme celle de Ruther-
ford pour le cas coulombien) permettant de calculer les diverses sections efficaces dans
le domaine des basses énergies (0 & 10 eV) qui est celui des énergies des particules ef-
fectivement les plus nombreuses dans ces gaz. Dans ces conditions, il a été nécessaire
d’effectuer un trés grand nombre de travaux expérimentaux et théoriques pour créer
progressivement un ensemble de données sur les sections efficaces de collisions. Les
méthodes expérimentales les plus utilisées ont été les suivantes :

® Faisceau-gaz. Dans cette technique, qui est la plus ancienne (Ramsauer entre
1925 et 1930), on bombarde une cible gazeuse avec un faisceau de particules
monocinétiques et I’on observe la diffusion des particules du faisceau. La méthode
peut fournir la section efficace différentielle o(x) et on en déduit les sections
efficaces totales og et o1. Nous avons vu que pour oy il peut y avoir des difficultés
de principe, mais en fait la théorie quantique permet de montrer (cf. section 12.3)
que op et o1 tendent vers la méme limite lorsque ’énergie tend vers zéro, de sorte
qu’on peut souvent les confondre dans le domaine des trés basses énergies.
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e Faisceauz croisés. Cette technique est analogue a la précédente a ceci prés que
la cible gazeuse est remplacée par un deuxiéme faisceau monocinétique, ce qui
rend les mesures en fonction de I’énergie plus précises. Ceci étant, la produc-
tion de faisceaux monocinétiques de trés basse énergie (< 1 eV) et la détection
des particules également de trés basse énergie sont expérimentalement difficiles,
de sorte que ces deux premiéres méthodes donnent des résultats trés imprécis
dans cette gamme d’énergie qui est précisément celle des énergies d’agitation
thermique dans les gaz.

o Fuisceaur mélangés. Dans cette méthode on injecte dans la chambre de collision

deux faisceaux paralitles monocinétiques de particules 1 et 2, de vitesses wj

et w3. Les énergies correspondantes u; et uz sont dans une gamme moyenne
(~ 1keV) de sorte que la production des faisceaux et la détection des particules
diffusées soient faciles, mais on s’arrange pour que les vitesses w; et w3 soient
légérement différentes. Dans le systéme du centre de masse on profite alors d’un
effet de contraction des énergies, I’énergie relative étant proportionnelle au carré

de (w1 —w3) (cf. probléme P3-3). On a par exemple, pour des particules de méme
masse, u1 = 1 keV et up = 990 eV, ug ~ 1.25 x 1072 V.

® Mesure de coefficients de transport et déconvolution. Cette méthode enfin est
basée sur la théorie cinétique des gaz. On verra (cf. chapitre 12) que cette théorie
permet d’exprimer les coeflicients de transport dans les gaz partiellement ionisés
(mobilité électronique, coefficient de diffusion des électrons) & partir des sections
efficaces de collisions et des conditions définissant I'état du gaz (fonctions de
distribution, températures). Si on dispose d’un ensemble de mesures suffisamment
étoffé, on peut essayer i partir de ces résultats de remonter aux valeurs des
sections efficaces. Cette méthode est délicate, mais elle a fourni entre les mains
d’équipes particulierement compétentes des résultats trés bons pour les sections
efficaces o1 électron-neutre aux trés basses énergies (cf. [10], [11], [12]).

b) Collisions électron-neutre

La figure 3.7 représente les variations de o pour les collisions des électrons
sur divers atomes ou molécules neutres. En abscisse on a porté ,/u. ou
te est 1'énergie de I'électron en eV ; il est & noter que u,. se confond
pratiquement avec I’énergie du mouvement relatif, car la condition m, <
m, entraine p = m, et g = w,. En ordonnée on a porté ¢;. On constate que
les valeurs typiques de oy sont de Pordre de 10 & 50 A2 (correspondant aux
dimensions des nuages électroniques des atomes qui sont de quelques A).

Sur ces diverses figures on peut faire les remarques suivantes :

e Lorsque 1'énergie tend vers zéro, o3 tend vers une limite finie (qui est
d’ailleurs aussi, comme nous 'avons vu, celle de 0¢). Les valeurs de cette
limite sont rassemblées dans le tableau 3.2 pour les atomes les plus courants
a ’état gazeux. Les valeurs marquées entre parenthéses sont soit des esti-
mations théoriques, soit des extrapolations un peu douteuses. On voit que
o est relativement faible pour les gaz rares dont la couche électronique ex-
terne est complete et au contraire assez forte pour les alcalins qui possédent
un seul électron de valence dans leur couche externe. Dans une méme
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o4
10_14 T T T T T

10—15 R

10716

10717 |

10-18 |

10715 ]

10718 |

10717

10-18 , . — . T
102 10! 1 10 102 103 104 Ue

Figure 3.7 : Variation de o1 avec ’énergie pour diverses collisions électron-
neutre.

o1 est en cm? et u. en eV.
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famille oy croit avec la masse atomique ; le cas du néon est singulier ; il
sera discuté ci~dessous (effet Ramsauer).

Atome He | Ne [ Ar | Kr | Xe Li Na Cs Hg | N 0O
o1(A?) || 5.1 | 014 | 80| 31 | 170 || 140 | 115 | 2000 || 25 | () | (D)

Tableau 3.2 : Valeurs limites de o; pour les collisions électron-atome
lorsque u, — 0.

e L’extrapolation & l'énergie zéro est délicate pour les collisions
électron-molécule. En principe o, tend toujours vers une limite finie lorsque
ue — 0 ; mais en pratique cette limite n’est atteinte que pour des énergies
extrémement basses (< 1073 eV). En effet dés que u, est comparable aux
énergies de rotation des molécules {qui sauf pour Hz sont de I’ordre de 1073
eV ou plus petites), les valeurs expérimentales de o incluent une contribu-
tion importante due a l'excitation des rotations. Dans ces conditions nous
avons rassemblé dans le tableau 3.3 non pas la limite de ¢; lorsque u, — 0
mais la valeur prise pour u, = 3.1072 eV. L’extréme diversité des valeurs
s’explique par des effets trés variés. Certains augmentent o : contribution
des rotations (HpO, H3N), résonance due & la présence d’un ion négatif
transitoire (voir sur la figure 3.7 la courbe de o1 pour Nao, c’est aussi le cas
pour Hy) ; d’autres diminuent o, : caractére compact de la molécule di &
une forte liaison chimique (Ng, Oz, CO), résonance du type Ramsauer qui
sera discutée ci-dessous pour les gaz rares (H4C).

Molécule || Ho | N2 | Oz | CO | NO | H2O | CO2 | N2O | H3N | HyC
o1(A?) 85| 34| 30| 58 4 1000 100 26 600 12

Tableau 3.3 : Valeur de o1 pour les collisions électron—molécule avec
Ue = 3.1072 eV,

e Lorsque ’énergie tend vers l'infini, o tend vers zéro. Dans le domaine
des fortes énergies, il y a d’ailleurs une méthode théorique siire (approxi-
mation de Born) pour calculer o7 et qui prévoit une loi de décroissance de
oy en (we)™? = (ue) L.

e Certaines courbes de oy présentent des résonances positives. C’est
le cas de Ny et dans une mesure moins nette de Hy. Ces résonances sont
dues a la production intermédiaire d’un ion négatif instable ; la collision
élastique se produit alors en deux temps suivant le schéma, :

e+ No—=N; —e+ Ny (3.124)
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La résonance est d’autant plus étroite que le temps d’autodétachement de
l'ion négatif est plus long (cf. [296, p. 235]). Si elle est assez étroite elle
posséde une structure fine liée aux niveaux de vibration de I’ion instable
(cf. [296, p. 287)).

e Dans le cas des gaz rares lourds (Ar, Kr, Xe) et du méthane, on
observe une résonance négative, c’est-a-dire une zone d’énergie ol o; de-
vient tres faible. Il s’agit d’une antirésonance entre ’onde de de Broglie de
’électron incident (cf. [296, p. 233]) et le nuage électronique de 1'atome,
conduisant & une quasi-transparence de I’atome pour 'onde électronique
incidente ; c’est ce qu’on appelle 'effet Ramsauer. Les parametres (connus
de fagon trés approchée) de cet effet sont indiqués dans le tableau 3.4 [13,
296).

Gaz || Ar Kr Xe | H4C

Uem || 0.32 | 0.6 | 0.7 2
O1m || 0.15 | 0.49 | 1.28 1

Tableau 3.4 : Parameétres de 'effet Ramsauer.
Uer (eV) énergie du minimum ; alm(A2) valeur de o7 au minimum.

On voit que "énergie du minimum de Ramsauer se déplace vers les
basses énergies lorsque ’'on passe de Xe a Ar. Nous n’avons pas mentionné
le néon dans ce tableau car il ne présente pas de minimum de Ramsauer.
Cependant la valeur tres faible de oy dans Ne lorsque 6, — 0(~ 0,14 A%)
peut s’expliquer en admettant que le néon présente un minimum de Ram-
sauer au voisinage de Pénergie zéro [13]. Ce résultat a d’ailleurs une grande
importance pratique : il en résulte que le néon est le gaz qui a la plus faible
valeur moyenne de o; dans toute la gamme de zéro a quelques eV. Cela
en fait un gaz treés efficace pour I'allumage et le fonctionnement des tubes
a décharges.

3.6 Appendices

A3-1 Systeme du laboratoire et systéme du centre
de gravité
a) Angles de déviation et de recul

Nous avons montré dans la section 3.2 qu’il était commode de représenter une collision
en se plagant dans le systéme du centre de gravité des deux particules.
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Du point de vue expérimental, on considére souvent une expérience dans laguelle un
faisceau de particules 1, animé d’une grande vitesse, vient bombarder une cible immobile
contenant des particules 2 pratiquement immobiles. Considérons donc un systéme de
coordonnées correspondant a cette expérience, dans lequel la particule incidente 1 a une
vitesse w1g, cependant que 'autre particule (particule cible) est immobile avant le choc.
Ce systéme de coordonnées est désigné sous le nom de systéme du laboratoire.

Dans la suite de ce paragraphe, nous affectons d’un indice zéro les grandeurs re-
latives & une collision mesurée dans le systéme du laboratoire, et nous supprimons au
contraire cet indice pour désigner les grandeurs analogues mesurées dans le systéme du
centre de gravité. Pour représenter la collision, on utilise des dessins schématiques sur
lesquels on ne fait pas figurer le paramétre d'impact p : on dessine les figures comme
si p était nul, ou, ce qui revient au méme, comme si ’échelle de la figure était treés
grande vis-a-vis de la grandeur de ce parametre. Avec ces conventions, les figures 3.8(a)
et 3.8(b) représentent une méme collision, respectivement dans le systéme du centre de
masse et dans le systéme du laboratoire.

Désignons par w3 et ws les vitesses des deux particules avant le choc dans le systéme
du centre de masse et par Wgg la vitesse du centre de gravité dans le systéme du
laboratoire. En rapprochant les figures 3.8(a) et 3.8(b) on vérifie facilement que l'on a :

Weo = —w3 (3.125)

On vérifie d’ailleurs facilement que 77);)’ est inférieure a la vitesse de la particule incidente
dans le systéme du laboratoire ; plus précisément on a :
m]
wg0 prp——— w10 (8.126)
wgo tend vers zéro quand mgz tend vers l'infini et vers wig quand my tend vers zéro.
La déviation calculée précédemment est 'angle x représenté sur la figure 3.8(a).
Dans le systéme du laboratoire, on peut distinguer deux angles caractéristiques, la
déviation xgo et I’angle de recul ¥g. Pour trouver les relations reliant ces deux angles & x;,
il suffit de rapprocher les deux figures 3.8(a) et 3.8(b) en remarquant que le mouvement
représenté sur la deuxieme se déduit du mouvement représenté sur la premiére en y
ajoutant une translation uniforme égale & wgg.
Sur la figure 3.8(c), on a représenté les relations cinématiques qui en résultent. A est

le point o s’est produite la collision. A partir de ce point, la particule 1 s’est déplacée

— —
avec une vitesse wi, qui est la résultante de la vitesse wj qu’elle aurait dans le systéme

du centre de masse et de la vitesse d’entrainement wgo. Au bout d’une seconde elle a
atteint le point B. De méme, la particule 2 atteint au bout d’une seconde le point C,

ey —
son vecteur vitesse wh, étant la résultante des vitesses wj et Wgo.
D’aprés la relation (3.125), le triangle AEC est isoctle et les égalités angulaires
évidentes marquées sur la figure conduisent & la relation :

1
Ty = 5(7r -x) (3.127)
Cette relation permet de distinguer deux cas limites extrémes :
— si x = 0, on dit que le choc est rasant, Pangle de recul est alors égal & 7/2 ;
— si x = 180°, on dit que le choc est direct, ou de front, ’angle de recul est nul.
D’autre part, pour calculer xg, on considére le triangle ABD ; on a :

DB D'B
tanxo = DA~ AD' DD (3.128)
_ wisinx (3.129)

w1 CoS X + Wgo
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Figure 3.8 : Schéma d’une collision.

a) Systéme du centre de gravité.

(
(b) Systéme du laboratoire.
(

¢) Relations entre le systéme du centre de gravité et le systéme du

laboratoire.

On met cette formule sous une forme plus pratique en introduisant le rapport :

wa/wy =mi/ma =3

d’ou la relation reliant x et xg :

tan xg =

sin x
s+ cosx

(3.130)

(3.131)

Il est intéressant de considérer un certain nombre de cas limites :

m1 K m2

my = M2

my 2> me

X0 = X
Xo=x/2
Yo =7/2 - x0

X0 ~ (sin x)/ s

(3.132)
(3.133)
(3.134)
(3.135)

Le premier résultat est évident. Quand la masse my est trés grande, les deux systémes
du centre de masse et du laboratoire se confondent.

Le deuxiéme résultat est intéressant : dans une collision entre deux particules de

masse égale, les deux particules s’en vont aprés la collision dans deux directions per-

pendiculaires. C’est un résultat bien connu des joueurs de billard.

b) Energie de recul de la particule cible

Pour calculer Pénergie de recul de la particule cible, il suffit d’écrire dans le triangle

AEC la relation trigonométrique :

2 2 2 2
Wiy = w3 + Wgg —~ 2wWawgp cos X = 2wyl — cosx)

(3.136)
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d’ot1 la valeur de ’énergie de recul :

1 mi
? / 2
Ung = —MaWsHy = Mg ——————wig{l — cos 3.137
20 = 52U S — 1o x) ( )
qu’on peut exprimer en fonction de ’énergie cinétique de la particule incidente :
2myma
uhy = up——=(1 —cos
20 C— m2)2( x)
2s
= ujg——5(1 —cosx 3.138
o ) (3.138)
ou encore en fonction de 'angle de recul :
4dmims
uhy = u10 ————— cos> 3.139
e — 0 ( )

On voit que si les masses sont données, 1'énergie de recul est maximum pour les chocs
directs et nulle pour les chocs rasants.

Il est intéressant d’autre part de calculer la valeur maximum du transfert d’énergie,
c’est-a-dire le rapport ug¢/u10 dans un choc direct :

UuaQ 4s
—= = — 3.140
(UIO)max (1+5)? ( )

Les variations de ce rapport en fonction de s sont représentées sur la figure 3.9. On voit
que celui-ci est maximum et égal a 1 pour s = 1 ; le transfert d’énergie est donc total
dans un choc direct entre deux particules de méme masse. Au contraire, si les deux
particules sont de masse différente, le transfert d’énergie n’est pas total, la portion de
I’énergie transférée étant d’autant plus petite que le rapport des deux masses est plus
éloigné de I'unité.

c) Sections efficaces différentielles

La quantité o(x) calculée dans les paragraphes précédents est la section efficace dans le
systéme du centre de masse. En pratique, dés que la particule cible a une masse mg qui
n’est pas infiniment grande devant la masse m; des particules incidentes, le systéme du
centre de masse ne coincide pas avec le systéme du laboratoire.

Soit donc o(xo) la section efficace différentielle dans le systéme du laboratoire ;
cette quantité est définie par une relation analogue & (3.52), mais faisant intervenir
les déviations angulaires dans le systéme du laboratoire, déviations que nous affectons
comme précédemment de Pindice zéro.

On passe donc de o(x) & o(xo) en écrivant I'identité :

o(xo)sinxodxo = o(x)sinxdx (3.141)
ou encore : 4 )
cos X
a(xo) = o(x) ———= (3.142)
d(cos xo)
Mais on peut écrire, d’apres (3.131) :
1 in?
—14 sin” x (3.143)
cos? xo 52 + 2scosx + cos? x
avec s = ma /my, soit :
cosxo = s cosx (3.144)

(1 +2scosx + 52)%
En dérivant cette expression, en la portant dans (3.142), on obtient finalement la relation
de correspondance :

(14 2scosx + s2)3/2
14 scosx

o(xo) = a(x) (3.145)
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(72
T10 max

2 3 4

1

Figure 3.9 : Echange d’énergie entre deux particules dans un choc de front.

s = masse de la particule incidente / masse de la particule cible.

A3-2 Sections efficaces de transport et déphasages

Nous définirons au chapitre 12 une suite de sections efficaces de transport électron-
neutre o¢ (cf. section 12.3). Les deux premires ne sont autres que les sections efficaces
totales op et o1 définies au paragraphe précédent. Nous allons maintenant établir les
formules permettant de calculer og, o1 et o2 en fonction des déphasages §; associés aux
diverses ondes partielles.
Pour cela on part de 'expression (3.81) de o(x) en fonction des déphasages :
2

oo
1
o) = 1 Z(ze + DagPy (3.146)
£=0
avec
ag = "¢ sin &, (3.147)
et
k=muwh (3.148)

et on cherche a calculer les sections efficaces de transport :

op = 27r/ [1 = Pe(cosx)]o(x) sin x dx (3.149)

a) Développement de o(x) en polynémes de Legendre

Le premier stade du calcul consiste & développer o(x) en une série de polynémes de
Legendre. Comme o(x) est exprimé par la formule (3.146) sous la forme du carré d’une
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telle série, il faut donc développer en somme de polynémes de Legendre le produit de
deux polynémes de Legendre. La formule nécessaire a été donnée par Whittaker et
Watson (cf. {265], p. 331) et s’écrit :

Ay ArAp_ 20420 —4r + 1

£
Py(Z)Pp (Z) = Z o oo a1 P+t (3.150)
r=0 -
avec
Ay = 1 (3.151)
35...2-1
Ay = }”T pouré >1 (3.152)

En explicitant la formule (3.146), on obtient :

1
o0 =3 [Z(2e+1)2 sin? & P2 42 Z(2e+1)(2e'+1) cos (8¢—8}) sin 6 sin &5 Py P}
I4

<!
(3.153)
soit :
£ a2
1 Ap L Ar gt —ar+1
= — 20 +1)? sin? § r Poo_on
a0 %z [D e+ 1)? sin® o Age, M—2ry1 72
£ r=0
+ 2 Z(u +1)(2¢ +1) cos (8 — 6}) sin 6, sin &} x
o<t
[4
Ap_pArAg_, 2+ 20 —dr + 1
PP kol -t Prer—2r] (3.154)
< Appor 242 -2r+1
—
On peut écrire ce développement sous la forme :
o0
x{o) = Z C Py(cos x) (3.155)
£=0
avec : 1
o= Z(ze +1) sin2 6, (3.156)
£
6 . .
Ci=r Z(.e 1) cos (8 — Sep1) sin 8 sin Sepq (3.157)
[4
1
o - L [5£(e+1)(2£+1) sin? 6,
k2 (26— 1)
15(¢
BerHE+2 cos (6 — 6¢4.2) sin 6 sin §p4 9 (3.158)

(2¢ + 3)

b) Calcul des sections efficaces de transport

En reportant dans l'intégrale (3.149) on obtient immédiatement, par suite des regles

d’orthogonalité des Py :

47 Ch (3.159)
Ce

g0

gy
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en désignant par o, la section efficace totale (et non Pexpression de o, pour £ = 0 qui
est identiquement nulle). Compte tenu de (3.156) et (3.157) on obtient finalement :

4
4m .
=1z E (2¢ + 1) sin® & (3.161)
£=0

o0
47 . . .
=0y E [(2Z +1) sin® &; — 2(£ + 1) cos (6; — b¢41) sin §p sin 6g+1] (3.162)

o3 =

dm o [3@er) (@ 4e-1)
k2 Z[ @-n@ity om %

3+ (e+2)

(2¢+3) 0s (6 — 8g42) sin 6¢ sin 5[+2:| (3.163)

Les formules (3.162) et (3.163) peuvent s’écrire sous forme plus condensée ; en
développant dans (3.162) le terme cos (§; —8y41) et en faisant quelques transformations
trigonométriques, on obtient en effet :

oo

47 .
o= 7 {Z [Z sin? 8, — (£ + 1) sin? 6g+1]
£=0
oo
+Z(z+ 1) sin® (6 — 6¢41) } (3.164)
=0

La premiére somme étant identiquement nulle, on obtient finalement :
4 o0
m
=1 Z (€+1) sin® (6¢ — be41) } (3.165)
£=0

Le calcul effectué sur (3.163) donne tout d’abord :

o0
4w 38(6-1) o 3(+2)(€+1) . , ]
= — —_—— - T 6
72T 2 ; {2(2/3—1) S Yo
+ Eoo SEAVEFD) G205, — 6p,s) (3.166)
Lt 2 (20+3) ¢ o2 :

La premiére somme étant identiquement nulle, on obtient :

(€+1)(e+2)
(2013)

sin? (8 — b4 2) (3.167)

Q
~N
|
ar-'oJk
3
[~]e
o1
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3.7 Problémes

P3-1 *Collisions avec un potentiel attractif en 1/r*

a) Montrer que dans le cas d’un potentiel en 1/r? [cf. (3.34)], il ¥ a une valeur critique
a du paramétre d’impact qui sépare les trajectoires en deux familles (spiralantes
et non spiralantes). Décrire ce qui se produit pour p = a.

b) Définir une valeur moyenne @ de a en posant pg? = 2x7T. Comparer cette valeur
avec le rayon de Bohr ap (calculer numériquement le cas de Ar pour lequel on a
o =1.65 A3, en faisant varier T de 102 K 4 10% K).

P3-2 *Section efficace pour ’échange d’énergie

Montrer que par un calcul analogue & celui fait pour o1 [cf. (3.93)], on peut définir une

section efficace pour ’échange d’énergie

2p
alal
M

/
g1 =

avec M = mj + ma.

P3-3 *Méthode des faisceaux mélangés

Dans la physique des gaz et des plasmas on a souvent besoin de connaitre les sections
efficaces de collisions des électrons des ions et des neutres dans la gamme des basses
énergies relatives (énergies thermiques). Ces grandeurs sont difficiles & mesurer par la
méthode standard des faisceaux croisés. Une technique plus adaptée est alors celle des
faisceaux “mélangés” : on part de deux faisceaux de particules 1 et 2 monoénergétiques
(masses mj et mg, énergies u; et uz dans le systéme du laboratoire). Ces faisceaux
sont injectés parallélement dans un espace de dérive on ils se mélangent. Les réactions
(collisions) des particules 1 et 2 se produisent dans cet espace de dérive. En supposant
que les vitesses des deux faisceaux sont assez voisines, montrer que l'on a :

w2 w8 (3.168)

m2 m1 I
ol u est la masse réduite des couples de particules 1 et 2. Calculer 1'énergie cinétique
ugr du mouvement relatif de deux paricules 1 et 2 et montrer que ’on a :

£ 2
ug ~ Aug (a (3.169)

ol A est une constante simple. Exemple : 43 = 10% eV, us = 1.01 10% eV, m; = ma.



Chapitre 4

Collisions inélastiques

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié en détail les collisions
élastiques binaires. Nous verrons aux chapitres 5 et 9 que ce sont elles
qui déterminent les échanges de quantité de mouvement et par conséquent
les forces d’interaction macroscopiques entre les composants du gaz. Dans
le présent chapitre, nous allons maintenant étudier rapidement les colli-
sions inélastiques : ces collisions sont susceptibles de créer ou de faire dis-
paraitre des particules dans le gaz. Elles sont donc trés importantes pour
I’étude de la production et de la destruction des plasmas. Elles déterminent
d’autre part dans une large mesure les échanges d’énergie entre les diverses
espéces de particules et par conséquent leurs températures. Nous définirons
d’abord les grandeurs utilisées pour les étudier : sections efficaces et taux
de réaction. Nous donnerons ensuite un catalogue simplifié des divers pro-
cessus de collisions inélastiques. Nous verrons plus tard (chapitres 8 et 12)
comment les introduire dans la théorie cinétique des gaz ionisés.

4.2 Particules présentes dans un gaz ionisé
Niveaux d’énergie

4.2.1 Niveaux d’énergie des atomes

Un gaz ionisé peut a priori contenir les diverses espéces de particules sui-
vantes :

— électrons,

— atomes,



182 Collisions inélastiques

— molécules diatomiques ou polyatomiques,

— ions positifs,

— ions négatifs atomiques ou moléculaires.

Chacune de ces particules (sauf les électrons) peut exister dans I'état
fondamental ou dans toute une série d’états excités. La plupart des états
excités ont une durée de vie trés courte, de Pordre de 108 secondes ; ce
sont les états radiatifs, c’est-a~dire ceux qui se dépeuplent par émission d’un
photon. On appelle souvent niveau de résonance celui des états radiatifs qui
a la plus basse énergie : il se désexcite par retour au niveau fondamental.
Certains états excités n’ont qu’une faible probabilité de désexcitation par
émission de photon (transitions interdites) ; ils se désexcitent en général
lors d'une collision avec une autre particule ; il en résulte une durée de vie
relativement longue, d’autant plus que la pression est plus basse ; un tel
état est appelé métastable.

Le tableau 4.1 indique quelques niveaux d’énergie d’excitation ainsi
que ’énergie d’ionisation pour les atomes les plus courants. On y a in-
diqué le niveau fondamental, les premiers niveaux radiatifs et métastables.
L’analyse de ce tableau fait apparaitre les résultats suivants :

o Les niveaux d’excitation et d’ionisation sont élevés pour les gaz rares,
bas pour les alcalins ; dans une méme famille d’éléments ils diminuent
quand le numéro atomique augmente : les niveaux les plus élevés sont
finalement ceux de He (premier niveau 19.81 ¢V) et les plus bas ceux de
Cs (premier niveau 1.39 eV).

e Il n’y a pas de niveaur métastables dans les alcalins. Les niveaux
métastables joueront en revanche un réle important dans Hg et dans les gaz
rares (dans N, O, Cl, I, & basse température ce sont les états moléculaires
qui jouent le plus grand role).

4.2.2 Niveaux d’énergie des molécules

La situation est plus complexe en ce qui concerne les molécules ; celles-ci
possedent en effet des degrés de liberté de vibration et de rotation. De
sorte que 1’énergie interne d’une molécule est la somme de trois termes :

up=FE.+E,+E, (4.1)

ou E, est I’énergie électronique, E, 1'énergie de vibration et F,. l'énergie
de rotation. Chacun de ces trois termes est quantifié ; on a d’autre part :

E.> E, > E, (4.2)

La terminologie permettant de décrire ces multiples états et la structure
des spectres des molécules ont fait 'objet d’ouvrages spécialisés [293], [294].



Particules présentes dans un gaz ionisé

183

|Atome Niveaux
fondamentall radiatifs ] métastables ionisation,
H || 1s %Sy 2p 21.!:'10/2’3/2 10.20 2s 28,5 10.20
Bp 2Py, 12.08 13.60
Li |25 28, Pp 2P1°/2’3/2 1.85
Bs 2519 3.37 5.39
Na || 3s 25y, Bp 21310/213/2 2.10
hs 2519 3.19 5.14
K || 4s 251, fp 2P1°/2’3/2 1.61, 1.62
Bs 2S1/9 2.61 4.34
Cs || 6s 25/ PBp 21010/2’3/2 1.39, 1.45
bd 2D3/35/2 180,181 3.89
Hg || 652 1Sy Bp 3P} 4.89 6p 3ng2 4.67, 5.56
6p 1P 6.70
7s 38 7.73(— m) 10.43
N || 2p? 3S§/2 Bs 4Pi/23/2,5//210.33 Pp? ZD;;/M/2 2.38
Pp? 2P§/z,1/2 3.57 14.54
(0] 2pt 3Py Bs 359 9.52 2pt 3Pig 0.020, 0.028
Pp* 1Dy 1.97
Ppt 18 4.19
Bs 583 9.14 13.61
Cl ||3p 2P;/2 ds 2P391/2 9.20,9.28  [3pd 21310/2 0.11
Us “P5/0 32172892, 8.98, 9.03 13.01
1 |5p° 2P§/2 6s 2P391/2 6.95, 5p° 2Pf/2 0.94
7.93(— m,r) Bs *Ps33/2,1/26.77, 7.66, 7.55 10.45
He || 152 'So Pp 3P7 20.91(—m) Rs 35 19.82
2p PP 21.20(— m,r)2s 1S 20.61
Bs 3% 22.65(—m) Bp 3P, 23.00
Bs 1S5 22.81(— m, 1) 21.56
Ne || 2p% Sp Bs 1P} 16.84 Bs P9, 16.61, 16.67, 16.71
Bp 35 18.38(— m) 21.56
Ar || 3p% 1Sp Hs 3P? 11.61 s 3Pg, 11.55, 11.72
Us 1p° 11.82
Up 39 12.90(— m) 15.76
Kr || 4p% 1S9 ps 3P} 10.03 bs 3Pg, 9.91, 10.56
bs 1P° 10.64
bp 35 11.30(— m) 14.00

Tableau 4.1 : Quelques niveaux d’énergie atomiques {eV).

{(— m) Niveaux radiatifs émettant vers un niveau métastable.

(— m, ) Niveaux radiatifs émettant vers un métastable, ou le fondamental.
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Cette terminologie, ainsi que les résultats les plus importants, sont décrits
dans la référence [294] et dans le tableau 4.2. AE, y désigne l'énergie
d’excitation du premier niveau de vibration et AF, celle du premier niveau
de rotation.

L’analyse de ce tableau permet de faire les remarques suivantes.

Les gaz et vapeurs usuels Hp, Oz, Ny, CO, COz, HyO forment des
molécules relativement stables dont 1'énergie de dissociation est de I'ordre
de 5 €V ou plus. Les halogenes forment des molécules peu stables (énergie
de dissociation entre 1.5 et 2.5 €V). Les alcalins et le mercure forment des
molécules encore moins stables (énergie de dissociation inférieure & 1 eV).
En fait on dit souvent que les molécules de ces vapeurs métalliques sont sta-
bles physiquement, mais chimiquement instables : cela signifie que, lorsque
la vapeur est en équilibre thermodynamique a la pression de vapeur satu-
rante dans un récipient, elle est 4 1'état atomique ; les pressions de vapeurs
saturantes sont en effet basses et la loi de déplacement de I'équilibre fa-
vorise la formation des atomes aux basses pressions en jeu.

Le cas des gaz rares est singulier : par exemple I'état fondamental de la
molécule Hes est instable ; mais elle possede des états excités stables, ainsi
qu'un état jonisé (ion moléculaire He;). C’est pourquoi, dans le tableau
4.2, nous avons pris comme niveau de référence le niveau métastable 3 ZZ

Les énergies d’excitation électronique des molécules sont en général
de quelques eV. Le plus bas niveau est radiatif pour Hs et les alcalins,
métastable pour Ny, Os, Cly, Io, CO. Les énergies correspondantes sont
supérieures & ’énergie de dissociation pour Hy et les alcalins, inférieures
pour les autres molécules. A part le cas déja signalé de Hes, le cas le plus
singulier est celui de Oz qui posséde deux niveaux métastables d’énergie
spécialement basse (0.98 et 1.64 V).

Les énergies d’ionisation des molécules sont du méme ordre de grandeur
que celles des atomes les constituant.

Les énergies d’excitation de vibration des molécules vont de 0.1 4 0.5 eV
pour les molécules stables ; elles sont plus faibles pour les molécules moins
stables.

Les énergies d’ezcitation de rotation sont inférieures 3 1073 eV sauf
pour HyO (AE, = 1073 eV) et Hy (AE, = 1.5 x 1072 V).

Il est intéressant de comparer les diverses énergies d’excitation ci-dessus
ala quantité kT qui dans un gaz en équilibre thermodynamique représente,
d’aprés la mécanique statistique classique, le double de ’énergie moyenne
d’agitation thermique associée & chaque degré de liberté du systeme. 11
suffit pour cela de se reporter aux premieres colonnes du tableau 4.2. On
constate alors que l'on a en général pour les gaz & molécules stables et aux
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Molécule Niveau électronique Niveaux électroniques Disso- | Ioni-
fondamental excités ciation [sation
désignationlAEvl AE, radiatifs I métastables
Ho 'z} |o516) 0015 |'SE 11.18 355 (instable)
384 11.79(— d) [, 11.75 448 |15.42
Lia Iy |0.043[1.6 x 1074|15f 1.74 1.03
Nag 5353 0.020 4 x 10-5 |12+ 1.82 0.73
K IvF  |o011] 2x10% |15F 1.45 0.51
Cs2 x> ]0.005 0.45
He || 'xf | | 015 |
Ng v [0.289] 5x 10* |3, 7.35(— m) |3, 6.17
1. 7.39
i, 8.55 9.76 |[15.58
O 3%y 0.193| 4 x 10~¢ |¥%, 6.12 1A, 0.98
IyF 1.63
3yt 4.43 5.08 |12.21
Clg Izt 0.069| 6 x 10~° It 2.27 2.47 | 13.2
Iy oy |o.026) 1075 ' 418 30, 1.47
311 1.94 1.54 | 9.4
Heg Iy Iyd 029(—d) |32F 0
(instable) 3T, 0.59 2.6 | 4.25
CO v+ 0.267| 5x 1074 |11  8.03 3T 6.01
3zt 6.86
SA 766 11.11 | 14.00
CO, 0.083| 5 x 1075 10.0 16.6 | 13.85
H;0 0.198) 1073 7.6 9.5 |12.60

Tableau 4.2 : Quelques niveaux d’énergie moléculaires (eV).

(— d) Niveaux qui par transition radiative conduisent & un état instable vis-a-vis de la
dissociation de la molécule.
(— m) Niveaux qui par transition radiative conduisent & un état métastable.
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températures pas trop élevées :
AFE, < kT < AE,

11 en résulte alors que les molécules du gaz sont dans leur grande majorité
au niveau de vibration zéro, mais occupent des niveaux de rotation de
nombres quantiques assez élevés.

4.2.3 Ions négatifs

Certains atomes ou molécules peuvent donner des ions négatifs stables par
fixation d’un électron supplémentaire. L’énergie de formation F, d’un ion
négatif est aussi appelée affinité électronique de ’atome ou de la molécule
correspondante. Le tableau 4.3 donne la valeur de E, pour quelques atomes
et molécules. On y remarque que :

— les affinités électroniques sont en général faibles, de 'ordre de 1 eV
ou moins, sauf pour les halogénes ;

—le cas de H est intéressant car il illustre le fait que la notion d’affinité
électronique n'est pas stimple dans le cas des molécules par suite du cou-
plage avec les vibrations. L’ensemble des phénomeénes que l'on prévoit
théoriquement peut étre décrit au moyen du diagramme de la figure 4.1.

atome H Li Na C O S F Cl Br 1

Eq(eV) 0.77 | 0.58 | 0.78 | 1.25 | 1.465 | 2.07 | 3.45 | 3.61 | 3.36 | 3.06

Molécule Hs 02 O3 OH

Eq(eV) -3.58 [ 0.50 | 29 | 1.78

Tableau 4.3 : Affinité électronique (en eV) de quelques atomes et molécules.

Sur celui-ci on porte en abscisse la distance r (A) entre les deux pro-
tons et en ordonnée les énergies : les deux courbes tracées sur le diagramme
représentent les énergies potentielles respectives de la molécule H; et de
I'ion H; en fonction de r. On remarque que Hy dont 1’énergie de disso-
ciation D(H;) est égale & 4.48 €V est beaucoup plus stable que H; dont
I’énergie de dissociation D(H, ) n’est que 0.15 eV. Corrélativement la dis-
tance d’équilibre des protons est beaucoup plus faible dans Hy (a ~ 0.8 A)
que dans H; (b ~ 3 A). L’affinité électronique de Hy est représentée par
la différence d’énergie entre les états fondamentaux de Hy et Hy ; c’est
la différence entre les ordonnées A et B, soit 3.58 eV, avec le signe moins
puisqu’il faut fournir de 1’énergie pour passer de A en B. Ceci étant, on
ne peut pas faire de transition directe entre A et B : d’apres la régle de
Franck-Condon une transition électronique dans une molécule s’effectue
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Figure 4.1 : Courbes théoriques d’énergie potentielle de Hy et H; met-
tant en évidence les relations entre affinité électronique et énergie de
détachement vertical dans les molécules et les ions négatifs diatomiques.

sans changement de la position des noyaux. Par conséquent, si partant du
point B, c’est-a-dire de H; dans I’état fondamental, on désire arracher un
électron pour passer & un état de Hy, on ne peut que suivre le chemin
BC(C ; il faut donc fournir une énergie de liaison positive apparente appelée
énergie de détachement vertical de 1'ordre de 0.9 eV. La molécule Hs est
formée dans un état de vibration trés élevé, trés proche de la dissociation ;
au cours d’une collision ultérieure elle pourra, soit se dissocier, soit revenir
au niveau fondamental en restituant une énergie voisine de 4.48 eV.
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4.3 Seuils de réaction

4.3.1 Energie de réaction

Nous considérons, dans ce qui suit, l'énergie totale d’une particule comme
la somme de deux termes :

— DPénergie cinétique %mw2 en incluant dans ce terme seulement
Pénergie de translation,

— Pénergie potentielle ou énergie interne up qui par définition pourra
comprendre les trois termes FE., F,, F,.

Lors d’une collision inélastique il y a changement des états internes des
particules et de ce fait échange entre les deux espéces d’énergie : I’énergie
totale du groupe de particules qui participent a la collision sera avant la
collision :

U=Uxg+Up (4.3)
avec
1
Uk = Z §mzw12 (4.4)
Up = Z up; (4.5)

ol lindice ¢ désigne 'une des (deux ou trois) particules qui participent a
la collision. Aprés la collision, ces deux grandeurs sont devenues respec-
tivement Uy, et Up. Comme il y a conservation de 1'énergie totale, on peut
écrire :

U;( =Ux +Q (4.6)

Up=Up—-Q (4.7)

La quantité () peut étre appelée énergie de réaction. @) peut étre négatif
(réactions endothermiques) ou positif (réactions exoénergétiques). Les col-
lisions inélastiques sont dites de premiére espéce quand @) < 0 et de seconde
espece ou superélastiques quand @ > 0.

4.3.2 Seuils de réaction

Une réaction endoénergétique (@ < 0) n’est évidemment possible d’aprés
(4.6) que si Uy > |Q|. En fait la condition & laquelle Uy doit satisfaire est
plus sévére car, comme nous allons le voir, seule une partie de U, peut
étre utilisée a produire une réaction.



Seuils de réaction 189

Désignons en effet par wg la vitesse, avant la collision, du centre de
gravité des particules qui vont entrer en collision ; on a :

E m;w;
=4 - 4.
we Y (4.8)

ol w; est la vitesse de I'une de ces particules et M = Y m; la masse totale.
Posons :
w; = We + Wy (4.9)

ol w,, est la vitesse relative de la particule i par rapport au centre de
gravité. La relation (4.8) montre que ces vitesses relatives satisfont & la

condition :
> mitty =0 (4.10)
i

Compte tenu de cette condition, on peut écrire, en portant (4.9) dans (4.5),
I’énergie cinétique totale sous la forme :

Uk =Ug+Ug (4.11)
avec : 1
Ug = §Mw§, (4.12)
1
Ur=Y Emiwfi (4.13)

Ug est I’énergie cinétique du centre de gravité et Up ’énergie du mouve-
ment relatif. Ces relations généralisent au cas d’une collision & N corps
la regle que nous avions énoncée au paragraphe 3.2 pour les collisions bi-
naires.

Si I'on affecte maintenant d’un symbole prime les valeurs de ces mémes
grandeurs aprés la collision, on a d’apres le théoreme de conservation de
la quantité de mouvement :

W = wg (4.14)
En reportant (4.11) dans (4.6) Ug s’élimine et ’on a :
UII% =Upr+@ (4.15)

On voit donc que seule I’énergie du mouvement relatif est utilisable pour
produire une réaction, et l'on déduit de (4.15), puisque Uy, > 0, que la
condition nécessaire pour qu’une réaction endoénergétique se produise est :

Ur = |Q| (4.16)
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4.3.3 Collisions binaires. Cas du systéme
du laboratoire

La formule générale (4.16) peut s’appliquer dans des cas trés divers.

Considérons, par exemple, un gaz ou les particules sont animées de
mouvements désordonnés et considérons la possibilité qu’une certaine
réaction se produise par collision binaire entre deux particules identiques ;
ce seront évidemment les collisions dans lesquelles les deux particules sont
animées initialement de vitesses égales et opposées qui seront les plus effi-
caces : pour ces collisions “de front” on aura Ug = 0 et la condition (4.16)
sera satisfaite si ’énergie de chaque particule est supérieure a |Q|/2.

On considére au contraire souvent les conditions dites du systéeme du
laboratoire (cf. appendice A3-1). Ces conditions se réferent & l'expérience
réelle ou idéale dans laquelle un faisceau de particules d’espece 1 vient
bombarder une cible contenant des particules d’espece 2 dont les vitesses
avant la collision sont négligeables. Dans ce systéme on a :

—
— miwy

d’olr : my
Ug = - us (4.18)

oll u; est 'énergie initiale des particules incidentes. La condition (4.16)
s’écrit donc :

m
w (1- ﬁl) > Q| (4.19)
soit my + o
uy > T2|Q| (4.20)

Le seuil de réaction ainsi défini a des valeurs trés différentes selon les
valeurs du rapport mi/ms. Il est égal & 'énergie |Q| quand m; < mo
(collisions électrons sur atomes), & 2|@Q| quand m; = mq (collisions entre
atomes identiques), et trés supérieure & |Q| quand my > mo (collisions
atome lourd sur atome léger).

4.4 Principaux types de collisions
inélastiques

De fagon générale on peut représenter la réaction qui se produit lors d'une
collision inélastique par ’équation

14+24...=3+4+... (4.21)
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ou 1, 2, 3, 4, spécifient la nature des particules et leur état d’énergie interne.
Avant la collision il peut y avoir deux particules {collisions binaires) ou
plus ; apres, il peut y en avoir une, deux ou plusieurs. On utilise souvent
au lieu de ’écriture ci-dessus la notation plus condensée :

12.../34... (4.22)

Les types de collisions possibles sont trés nombreux. Le tableau 4.4
mentionne les plus courants en indiquant pour chacun d’entre eux le
schéma réactionnel, le nom généralement donné au processus, et le réle
qu’il joue en général dans la physico-chimie des gaz ionisés.

A titre d’exemple plus détaillé les tableaux 4.5 et 4.6 rassemblent
quelques résultats typiques concernant les réactions les plus importantes
dans 'hydrogene.

4.5 Collisions inélastiques binaires

4.5.1 Section efficace totale

La probabilité de production d’une certaine réaction par collision bi-
naire s’évalue en faisant appel a4 la notion de section efficace. Rappelons
la définition que nous avons donnée au paragraphe 3.3. On considére
Pexpérience idéale représentée sur la figure 4.2(a).

dx

(@)

Figure 4.2 : Section efficace et taux de réaction.

(a) Section efficace de réaction dans une expérience faisceau-cible.
(b) Calcul d’un taux de réaction dans un gaz.

Un faisceau monocinétique de particules d’espece 1 vient bombarder
une cible d’espéce 2 ; on considére une certaine réaction 12/34 ... : on
compte le nombre dN; de réactions de ce type qui se produisent quand
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Processus Nom 1 Effet macroscopique
Gaz monoatomiques
e,A=e A Collision élastique électron-atome Mobilité électronique
e, A = e A" Excitation par collision électronique | Production de métastables
e, A= ee AT Ionisation par collision électronique | Multiplication des électrons
e, A* => ¢, A Désexcitation (quenching) Destruction des métastables

e, A* = e, e, At

Ionisation en deux étapes

Multiplication des électrons

e, AT = e AT

e,e, AT => ¢ AT

Interaction coulombienne

Recombinaison & trois corps e-e-i

Diffusion ambipolaire

Plasmas fortement ionisés

e,AT = hy, A* Recombinaison radiative Plasmas fortement ionisés

e, A'2+' = e, Ag’ Interaction coulombienne Diffusion ambipolaire

e, A;‘ = A* A Recombinaison dissociative Plasmas faiblement ionisés
e,e,At = ¢ A* Recombinaison & trois corps e-e-i Plasmas fortement ionisés
AJA=AA Collision élastique atome-atome Transport dans les gaz neutres
A* A= AT A Collision élastique atome-métastable | Diffusion des métastables
A*,B=¢e A,BT Réaction de Penning Ionisation dans les mélanges
At A= AT A Collision élastique ion-atome Mobilité ionique

At A= A AT Echange de charge résonnant Mobilité ionique

AT A A= AT A

Association jonique

Production d’ions moléculaires

A* A* > ¢ At A
A* A= e AT

Réaction de Penning croisée

Tonisation associative

Destruction des métastables

Formation d’ions moléculaires

Processus supplémentaires dans un gaz diatomique

e, Az = e, AY
e,As = ¢, A A
e, Az = e,e, AT A

Excitation vibrationnelle
Dissociation par choc électronique

Tonisation dissociative

“Température de vibration”
Production d’atomes

Production d’ions atomiques

Processus supplémentaires dans un gaz électronégatif (par exemple O3)

e,Ar = A~ ,A
e, Az, As = Ay, A
e, A" =>e,e, A

Attachement dissociatif
Attachement & trois corps

Détachement par choc électronique

Production de A~
Production de Ay
Destruction de A~

AT, AT = Ag Ao

Recombinaison ion-ion

Destruction de A

Tableau 4.4 : Principaux processus de collisions.
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Processus Energies(eV) Réf.
Seuill0.03[0.1]0.3] 1 | 3 | 10 [ 30 ] 100 [10°]10

e, H = e, H 0 150| 60 |18 [22]
e, H = e, H*(2s) w2 -1]-|-]-1-1- 046037 [26]
e,H = e, H*(2p) 102 -|-|--]-1- [53]53 [26]
e,H = e e,HT 136 - | -1 -1-1-1-162| 6 |12 [20]
e, H*(2s) = e¢,e,HT 34| -]-1-|-1]-|8]70130}5 [20]
e, Hy (o) 0 || 70|90 |110/130({170| 100 | 48 | 24 |4.5| {[20]
e,Hy = ¢ Ha 0 | 70|90 110{130|170| 100 |32 | 8 |0.5| |[[20]
e,Hz = e, HI(J =0 — 2) 0.045| - 0.751.7/5.8| 17| 7 [20]
e, Hy = ¢, HJ(J=1—3) 0.074[ - |02/ 1|4 ]11| 7 [20]
e,Hy = e, HY(v=0—1) |[0.516]| - | - | - [0.62 5 | 1 [0.18/0.045 [20]
e,z = ¢, HY(v=10—2) 104 - [ -|-1-132 [20]
e,Ho = e, Hi(b3S]) = HH||885| - | - |-|- |- |21 |46|007 [20]
e,H2 = e H3(B!Z]) w2l - | -|-1-1-1- |30]|28 [20]
e, H» = ionisation 154 - -1-1-1-1- 17|10 (22 [20]
e, H2 = e,e,HJ 154 - |- |-]-1]-1- [62] 8 |1.8 [20]
e,Ho = e¢,¢,H+,H 199 -1-1|-1-1{-1] - [0.03 06|01 [20]
e,Ha(v=0) = H-,H 3ol -1 -|-1]-1- |ooo1 [20]
e,Hy(v=1) = H™,H 320 -|-|-]-1-]003 [20]
e, Hf = H*,H -11.9{{600|150|60 | 22 | 10 [20]
e, Hf = e HT,H 270 - | -1-1]- (100l 70 |40 18 | 3 [20]
e, HI = e,e,H HT 1594 -1 -1-1-1-1- |os8|17 035 |20
e, Hf = H+ H- 1.8 - | - |0.5/0.3]0.14 [20]
e, HI = H, ... -7 |1500/150|40} 30 | 20 [20]
e, Hf = HT, .. 1| -1|-f-1-|-1]-160] 70|20 [20]
e, Hf = Hf H- 25 -1 -1-1-1{35]120 [20]

Tableau 4.5 : Sections efficaces pour les collisions électroniques dans
I’hydrogéne.
Energie en eV, sections efficaces en 10717 cm?2, Hj niveau de rotation, H} niveau de

vibration, o1 section efficace de transfert de quantité de mouvement.



Processus Energies (eV, systéme du centre de masse) | Réf.
Seull[0.04 0.1 [ 6.3 1 | 3 | 10 ] 30 [100] 10° [10%
HT H = H,H' 0 470 | 430 [383341[293[2601222[ 144 44,5 [25]
Ht H = H(2s),H* 0.2 - | - -l -1 -] - 0.1413.65 [25]
Ht H = H(2p),Ht 0.2 - | - - 3.051.79 [25)
H+ H = Ht,H*(2s) w2 -] -1 -1-1-1- 1.04 [25]
Ht,H = H* H*(2p) walf -1 -4 - 1-1-]- 2.8 3.65 [25]
Ht, H = ¢ Ht,Ht 1364 - | - - -] -] - 7.2| [25)
H-,H = H,H™ - 1020750 460 [27]
H+,H- = H,H 12.8 3500&1200053002500130 160020001000 [23]
+H- = e HT -1.9{|210] 88 | 32 |12.7 [25]
JHa = (01) 0 140 | 80 [ 58| 25|15[3.6]1.5/0.04 [21]
H,Hy = H,HJ(J=0—2) 0.045| - |01 ] 2 [10]|28(32)26|19]25 [21)
H,Hy = H,HJ(J=0-2) D074 - |0.07| 1 |6 |18[21]18]13]| 1.6 [21]
H.H; = HH}(v=0—1) D516 - | - | - | 4 (30|43 |51 44| 14 [21]
H,Hy = H- 128 - - | - {-|-1-(01503]03 [21]
H,H, = HI,.. 15.4 - | - - | -1-1- |0160.3]1.2 [21]
H,Hy, = Hi,... 136 -1 -1 - |-|-1-lpo201]| 6 [21]
H,Hs (01) 0 || - 240130853920 5 |1.5/0.03 127]
H-,Hy = e,... 077| - | - | - | 0]24138]|45]|56]110 [21]
H,Hf = H*,H -1.6 120|175 | 54 | 53 (25| [25]
Ht,H2? (01) 0 750 | 410 |210| 93 | 34 110.5| 2 |0.04 f21]
H* Hy = HY, HE(J=0-—2) [D.045| - (200 | 270 [280|190{ 60 | 6 |0.2 [21]
HY, Hy = HT HT(J 1—3) |p.o74] - | 80 | 150 [200(130| 40} 5 |0.1 [21)
+ Hy = H, H”(v—0—>1) pD516| - | - | - j1.2/85|40 (63|56} 17 [21]
E+,H2 = H+,Hg(v:o—>2) 1.04f - | - | - | - |25]11|23{14] 13 [21]
H+,H, = HJ,.. 1.8\ -] -1 - |- |74|a6|34| 5| 6 |70[21][25]
Ht, Hy = e Ht, H 154 - | - | - |-1-1]- 0.03|0.55 | 4.3][21][25]
H+ Hy = HY,Hy 0 90 | 50 (28]
H* Hy = H,H}(?) 16 -1 -1 - |- 0.8 [29]
H+ Hy = H 16| -1 -1 - |-1|55|1]|2]55|60|80| [25]
HY,Hy = H(2s) 12 - | - - -1 -] - 0.2 |2.2] [25]
H+,H; = HT 181 - | - -l - -] - 11| [25]
Hs,Hs (o1) 0 || - |180| 145 [100{ 61 | 23| 8 |1.7]0.03 [21]
H2,Hy = Hy HL(J=0,0—0,2)0.045| - [ 25| 10 |30 (35|14 4 {08 [21]
Hy,Ho = H2,H§(J:O,0—>2,2 0.09|| - |0.01} 0.7 8 |40|37|14| 3 |0.06 21
Ho, Hy = HQ, £1(J=0,0-0,4)015] - | - {001]| 1 |55 6 2 (03 {21]
Ho,Ha = 54| - | - -l - ] -] - jo.o6l1.2] 42 [21)
2,Hs = H1 H 199 - - | - |-1]-]- 0.01/ 0.5 [21]
T, Hy = + Hg 0 19127 5 [30]
Hgr Hg = ?* Hy(v=0—1) |0516| - | - | - |0.16/25| 12|15 |12|5.3 [21]
gr => Hgg:,m 0 21 | 16 [13.5[10.5 [30]
H1 = H?'_,Hz 0 117]101| 85 | 56 | 54 |34 [25]
H?F = H; H 550 | 320 [140| 32 [0.1 [21]
H'?* = Ht,H,H, 417|719 ]|155 [21]
H1 = HI, 0 4.6 | 10 | 38 (106|100} 88 | 78 | 59 [21]
1‘ H2 = (o1) 0 500 | 285 [175( 95 [ 36 | 10 [ 1.9]0.04 [21]
Hi = HT, 4 || -1 - - | - | - |0.3500.55{0.8( 3.7 [21)
i = HY, 4 fl-1-1-1-1-1los513]16]|863 [21]
= H,.. a5 -1 -1 -1 -]-1]03|15]|55] 37 [21]
H§r = Ha, a |- -1 -1-1-103j15|55]|22 [21]

Tableau 4.6 : Sections efficaces pour les collisions atomiques et moléculaires
dans I’hydrogeéne.

Energies en eV, sections efficaces en 1017 cm?, HE niveau de rotation, HY niveau de

vibration, o3 section efficace de transfert de quantité de mouvement.
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N particules de type 1 ont traversé la cible et on écrit la probabilité de

réaction sous la forme
dN;

N, =ngo dx (4.23)
ou ng est la densité des particules dans la cible et dx I'épaisseur traversée ;
o est appelée section efficace totale relative a la réaction considérée. Le
qualificatif total souligne le fait que 'on a compté toutes les réactions pro-
duites sans spécifier comment les particules produites se partagent I’énergie
cinétique restante et quelles sont les directions de leurs vitesses apres la
collision.

4.5.2 Taux de réaction

Dans I'expérience idéale que nous venons de décrire on suppose implicite-
ment que les vitesses d’agitation thermique des particules 2 dans la cible
sont négligeables devant la vitesse des particules 1 incidentes. En fait dans
les problemes de théorie cinétique la situation est différente : les parti-
cules 1 ont une fonction de distribution des vitesses f1 (w1 ), les particules
2 une fonction de distribution des vitesses f2(i3) ; nous nous proposons
de calculer le nombre de réactions produites par unité de temps dans un
élément de volume dr = S dx. Pour cela nous sélectionnons, par la pensée,
les particules 1 dont la vitesse est dans dw; autour de la moyenne wy et les

particules 2 dont la vitesse est dans dw, autour de ws. On a ainsi deux fais-
ceaux de particules quasi monocinétiques qui se croisent dans le volume dr
considéré [Fig. 4.2(b)] ; le nombre de réactions produites ne dépendant pas
du repere dans lequel on se place pour compter, il revient au méme de se
placer dans un repére accompagnant les particules 2 et de considérer que le
faisceau 1 bombarde les particules 2 avec la vitesse relative g = |w; — w3).
La probabilité de réaction pour une particule 1 qui traverse dz peut alors
s’écrire d’apres (4.23) :

f2(8)dwno de (4.24)

oll o est fonction de la vitesse relative g. Le nombre de particules 1 qui
traversent la cible pendant un intervalle de temps dt est :

fr(®@1)dung$ dt (4.25)

Le nombre probable de réactions produites dans la cible par unité de temps
et par unité de volume par les deux faisceaux qui se croisent est donc :

dN — —)
i ogfi1(wn) fo(wz) dwidws (4.26)
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Si maintenant on tient compte de 'ensemble des particules 1 et 2 de
vitesses quelconques on obtient par intégration sur wy et ws le taux global

de réaction p
n
(d—) =/agf1f2dw1dw2 (427)
t nombre/cm® s

On peut faire apparaitre les densités n; et ny pour souligner le fait que le
taux de réaction est proportionnel au produit nins :

dn
E = Knl’l’bz (428)
avec
dwydw
K = (og) = [ 091 fodwridwy (4.29)
1179

Rappelons & nouveau que dans ces diverses formules o est fonction de g
seulement. Dans le cas d'une réaction endoénergétique o{g) s’annule pour
les valeurs de g inférieures & la valeur de seuil définie par la relation (4.23).

Dans les calculs de physico-chimie des gaz on simplifie souvent les for-
mules ci-dessus en faisant les deux hypotheses suivantes :

— les deux fonctions de distribution fi et f5 sont deux maxwelliennes
de méme température T ;

— la section efficace ¢ est pratiquement constante sur la gamme de
valeurs de g correspondant aux deux fonctions f; et fa.

Ces deux hypotheses sont souvent raisonnables pour les réactions entre
particules lourdes {atomes, molécules) mais généralement complétement
fausses pour les réactions produites par les électrons. Si on les suppose
vérifiées, on peut alors effectuer facilement I'intégrale (4.29) (cf. probléme
P4-1) et 'on obtient :

8T\ /2 [
<og> = <L> / re “o(g) dx
T 0

T = ug®/2kT (4.30)

ou u est la masse réduite du systéme des deux particules 1 et 2. La formule
ci-dessus permet de déduire une valeur de la section efficace d’une réaction
a partir de la mesure des deux densités ny, ng, de la température T et du
taux de réaction macroscopique ny ne < o g >. La valeur ainsi déterminée
est une valeur moyenne de o (g ) sur la distribution des vitesses relatives
déterminée par fi et fo. On considere aussi souvent qu’elle représente la
valeur o ( g, ) prise par ¢ pour la valeur moyenne

Jm = (8/‘&T/7T,u,)1/2 (4.31)
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de la vitesse relative. En faisant alors varier T, on a déduit de fagon trés
grossiére la loi de variation de o en fonction de g.
Donnons enfin deux ordres de grandeurs typiques :

e pour des collisions entre atomes et/ou molécules on aura typique-
ment :
g=3x10* cm/s
o =3x 10716 cm?
(og) ~ 1071 cm3/s
e pour des collisions électrons neutres :
g =6x 107 cm/s (pour «T, = 1 eV)
o =13x10"1" cm?
(0g) ~107° cm?/s

4.6 Collisions inélastiques ternaires

Les collisions ternaires sont beaucoup plus difficiles & décrire que les collisions binaires
et elles n'ont été qu’assez peu étudiées en théorie cinétique. Nous devrons donc nous
contenter de remarques assez simples.

Pour une réaction ternaire du type 123/45... on peut essayer de généraliser la notion
de section efficace totale en écrivant une formule analogue & (4.26). Pour cela on peut
en appelant f1(w7), fa(w3), f3(w3) les fonctions de distribution des particules 1, 2 et
3 considérer par la pensée trois faisceaux quasi monocinétiques de vitesses w1, ws, wa
extraits de ces distributions et écrire le nombre de réactions 123/45... que produisent
ces faisceaux par unité de temps et de volume du gaz sous la forme :

dN

—— = kg(wl, w3, w3) f1f2 fadwidwadws (4.32)
dtdr dw10WaCws

La quantité ainsi définie est un taux de réaction différentiel ; le coefficient k3 est
une constante de réaction différentielle. En intégrant sur wy, ws, w3, on obtient le taux

de réaction total d
(—n> = K3ninans (4.33)
dt /123/45...

ol

)= [ k31 f2 fadwy dwadws

ninang

K3 = (k3 (4.34)
est la constante de réaction totale pour la réaction ternaire 1, 2, 3/ 4, 5.... On vérifie
facilement que K3 et k3 ont les dimensions L8T 1. Les quantités correspondantes Ko
et ky pour une réaction binaire avaient les dimensions L3T 1! ; remarquant que k2 est
a priort proportionnel & la vitesse relative gig nous avons posé :

k2 = 012912 (4.35)

Dans le cas des collisions ternaires on ne peut plus faire de fagon univoque une telle
décomposition.

Dans la physico-chimie des gaz on utilise souvent un modéle dit du “troisiéme corps
stabilisateur”. Pour cela on considére que la réaction 123/45... peut s’analyser comme
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suit : deux des particules, 1 et 2 par exemple, produisent par une réaction primaire un
complexe intermédiaire (12)" ; ce complexe instable se redécompose normalement pour
redonner les particules initiales 1 et 2. Le réle du troisiéme corps 3 est donc de stabiliser
le complexe (12)”, par exemple en le faisant passer en un état (12)’ d’énergie légérement
inférieure qui ne peut plus se décomposer en 1 et 2 mais éventuellement évoluer vers
un état stable (12), ou se dissocier selon un autre mode en conduisant aux particules
4, 5,... Dans ce madele, le taux différentiel de la réaction ternaire 123/45... peut donc
s’écrire :

dN

drdt (“1’2912f1f2d_u11dﬂ) [sz(glzz)fs dﬁ] Py~ 4,5,... (4.36)

olt le premier facteur représente le taux différentiel de production des complexes (12)", le
deuxiéme la probabilité de leur stabilisation vers 1’état (12)’ et le troisiéme la probabilité
de la réaction unimoléculaire de dissociation (12)" — 4,5,... Pour évaluer P], nous
caractériserons le complexe intermédiaire (12)” par sa durée de vie 74, vis-3-vis de la
décomposition en 1 et 2 et sa section efficace o5(g1z3) vis-a-vis de la stabilisation en
(12)’ par une particule 3 ol g123 désigne la vitesse relative de la particule 3 par rapport
au centre de gravité des particules 1 et 2, avant la collision stabilisatrice. Il est alors
raisonnable d’écrire pour la probabilité de stabilisation différentielle :

P[5(3123) f3 dws = 0sg123 fadws ]y (4.37)
En effet le deuxi#gme membre est le nombre de particules 3 (de vitesse relative gio3) qui
traverse une surface o5 pendant la durée de vie 7}% de chaque complexe (12)” (en toute
rigueur o5 peut dépendre de l'orientation de gi23). Nous obtenons donc ainsi :

Pl,(g123) = 0sg12371% (4.38)

On remarque au passage que Pj, a les dimensions L3 ; il représente donc un volume
efficace d’interaction du complexe (12)" avec la particule stabilisante 3 : la probabilité
de stabilisation est le nombre probable de particules 3 que I'on trouve dans ce volume.
On obtient donc finalement :

K3 =<k3 >=< ‘7;,2912(Usg1237'{’2)P(12)'—>4,5,... > (4.39)

Bien entendu les formules ci-dessus ne sont valables que si la probabilité de stabi-
lisation est inférieure & I'unité, soit :

/P{z(m_z’s)fsd_w_g <1 (4.40)

Aux fortes densités de la particule 3 cette inégalité est violée (il y a plus d’une particule
3 dans le volume d’interaction P[,) ; on doit alors considérer que la probabilité de
stabilisation se sature a I'unité. Le taux de la réaction ternaire se sature lui-méme 4 la
valeur indépendante de n3 :

d
(ﬁ) = K)ning (4.41)
dt / 123/45...
ou
Ké = lim(kgng)na_.oo =< 0"{2912P(12)/_,475’4“ > (4.42)

est une pseudo-constante de réaction binaire.

La discussion précédente suggere que dans les gaz les réactions exothermiques seront
trés souvent ternaires, le troisieme corps stabilisateur emmenant sous forme d’énergie
cinétique une fraction importante de 1’énergie produite, la quasi-totalité si ce troisiéme
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corps est plus léger que les autres, ¢’est-a-dire en pratique un électron. Trois exemples
typiques de réactions ternaires dans les gaz ionisés sont les suivantes :

He*, He, He— Hej}, He (formation des métastables moléculaires),

e, e, HT — e, H* (recombinaison e — e — i),

e, Het, He — He*, He (recombinaison e — ¢ — o).

Pour terminer, nous pouvons comme pour les collisions binaires donner des ordres
de grandeur typiques pour les constantes de réaction K3z :

o Pour des collisions (A, B, C) entre particules lourdes (atomes, molécules, ions,...):
0'/1/2912 ~ 10711 ¢m3 571,

P, ~(1077)% em® = 1072! em?,

K3 ~ 10732 cm® 51,

densité de saturation nz = 1021 cm™3.

e Pour des collisions (e, A, B) entre électrons et particules lourdes stabilisées par
une autre particule lourde :

o912 ~ 1079 cm?® s~1 (pour kT = 1 eV),
Pys ~ 10721 cm?,
K3 ~ 10730 cmf 51,
densité de saturation nz = 102! cm=3.
On remarque que les densités de saturation trouvées dans ces deux cas typiques sont
élevées : environ 40 fois le nombre de Loschmidt, correspondant donc & T' ~ 300 K & des

pressions partielles de 40 atmospheéres. On voit donc que le phénomeéne de saturation
des réactions ternaires ne s’observe pas en général dans les gaz ionisés.
p

4.7 Information sur les sections efficaces
et les taux de réaction

Les valeurs des sections efficaces et des taux de réactions sont des données
de base de la physique des gaz et des plasmas. Cet ensemble est trés com-
plexe, comme on peut le voir sur les tableaux 4.4 (qui est un catalogue
trés simplifié des processus) et 4.5, 4.6 qui rassemblent quelques résultats
typiques concernant les réactions les plus importantes dans I’hydrogene.
En principe on peut utiliser la régle de microréversibilité (cf. section 14.8
et probléme P4-2) pour déduire les valeurs de la section efficace (34/12)
d’un certain processus, des valeurs de la section efficace 6(12/34) du pro-
cessus inverse.

Néanmoins la complexité de cet ensemble de données de base pose
maintenant un probléme de recherche et de traitement des informations.
Il y a une trentaine d’années, il était possible de rassembler I'information
nécessaire et disponible dans un livre (cf. [300]). Ce n’est plus possible au-
jourd’hui. L’information est maintenant collectée, traitée, évaluée et dis-
tribuée par des centres de données spécialisés, qui ont créé et entretiennent
des bases de données sur ordinateur. Pour les sections efficaces utiles en
physique des plasmas, les centres de données les plus actifs sont :
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NIST-JILA : Boulder US [14]
ORNL : Oak-Ridge US [15]
GAPHYOR : Orsay FRANCE [16]
NIFS : Nagoya JAPON [17]
JAERI : Tokaimura JAPON [18]

Ils sont groupés dans un réseau cordonné par ’AIEA de Vienne. Chacun
de ces centres édite une série de rapports qui publient des mises & jour
des bases de données. Certaines de ces bases, en particulier GAPHYOR,
peuvent étre consultées en ligne en utilisant les réseaux internationaux de
transmission de données.

4.8 Probléemes

P4-1 Constante de réaction pour deux distributions
maxwelliennes

En supposant que les particules d’espéce 1 et 2 ont toutes les deux une distribution de
vitesses maxwellienne, montrer que la constante de réaction k pour une réaction donnée
est, reliée a la section efficace correspondante par la relation :

1/2 oo
K = (ﬂ> / ze %o(g)dx (avec z = pug?/2xT) (4.43)
T o

Trouver une approximation simple de k quand o est presque constant.

P4-2 *Relation graphique entre les courbes de
sections efficaces inélastique et superélastique

Considérons les deux réactions inverses :

e collision inélastique
e+ He = e+ He" (4.44)

e collision superélastique
e+ He* = e+ He (4.45)

Soit 091 la section efficace pour le processus direct (4.44) et 010 la section efficace pour
le processus inverse (4.45). On peut montrer, & partir de considérations générales (cf.
section 14.8), la loi de microréversibilté (dite aussi du bilan détaillé) :

v?oo1(w)go = (v')?010(v )01 (4.46)
ol go et g1 sont les poids statistiques de He et He*, tandis que v et v’ sont deux valeurs
de la vitesse des électrons reliées par la loi de conservation de 'énergie :
1 2

1
Emev = Eme'v/z + Emn (4.47)

et que Ey; est la différence d’énergie entre He* et He.

Montrer que la formule (4.46) conduit & une relation graphique entre les deux
courbes g1 (ue) et a10{ue), olt ue est énergie de 'électron. Montrer, en particulier,
qu’il existe une relation graphique simple entre les pentes des deux courbes au seuil.



Chapitre 5

Propriétés
macroscopiques des gaz
faiblement ionisés

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier les propriétés des gaz faiblement io-
nisés dans le cadre d'une analyse macroscopique basée sur les équations
hydrodynamiques et sur une description simplifiée des phénomenes de
collision. Le point de départ sera la définition et l'évaluation des coef-
ficients de transport (mobilité et diffusion des électrons et des ions). A
vrai dire ces coefficients devraient étre calculés de maniere plus exacte
au moyen des équations de la théorie cinétique microscopique : c’est ce
que nous ferons au chapitre 12. L’analyse assez simple que nous faisons
pour linstant sera cependant trés utile pour décrire schématiquement des
situations expérimentales un peu complexes : probléemes avec conditions
aux limites, couplage entre les diverses especes de particules, production
et disparition des gaz ionisés (décharges dans les gaz, recombinaison).

Dans les deux premiéres sections nous étudierons tout d’abord les deux
coefficients de transport fondamentaux des électrons et des ions, la mobilité
électrique et le coefficient de diffusion : pour les électrons en 5.2 et les ions
en 5.3.

Dans la section 5.4 nous montrerons que le probleme de la diffusion doit
étre traité en tenant compte des conditions aux limites et nous définirons
les modes propres de diffusion d’une cavité. Nous en déduirons dans la sec-
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tion 5.5 une analyse simple de ’amorgage et de ’entretien d’une décharge
HF dans une cavité.

Nous montrerons ensuite en 5.6 que les champs de charge d’espace
couplent en général la diffusion des électrons & celle des ions, et cela conduit
au phénomene appelé diffusion ambipolaire. L’application de cette théorie
aux colonnes cylindriques de plasma sera ensuite discutée dans les sections
5.7 et 5.8

Nous terminerons par une analyse simple dans la section 5.9 des
phénomeénes de recombinaison en volume et d’attachement électronique
qui conduisent & des régimes de décharge différents du régime de diffusion
étudié dans les sections précédentes.

5.2 Mobilité et diffusion libre des électrons

5.2.1 Equation de transport de la quantité
de mouvement des électrons

Dans un gaz faiblement ionisé, on peut écrire des équations hydrody-
namiques, séparément pour chacune des composantes du gaz : électrons,
ions, neutres. Celle qui nous intéresse ici est ’équation de transport de la
quantité de mouvement du gaz d’électrons qui s’écrit :

0 - = o
TeMe <& + Vg - V) Ve = neqe(ﬁ+v_€’xB)—nemeVgo—V-\I'e—l—Pe (5.1)

Dans cette équation n. et v, sont la densité et la vitesse macroscopique

du fluide électronique, ¥, le tenseur de pression cinétique de ce gaz, E
et B les champs électriques et magnétiques, ¢ le potentiel du champ de
gravitation, et P. le terme d’interaction par collision. Cette équation sera
établie et discutée plus en détail au chapitre 9. Sa signification physique
est cependant assez intuitivement compréhensible : le premier membre
représente le produit masse x accélération des électrons contenus dans
une unité de volume et chacun des quatre termes du deuxieme membre
une force par unité de volume appliquée au gaz d’électrons :

o, — 5 . .
e n.g.(E + v, x B), la force électromagnétique,
o —n.m.V, la force gravitationnelle (qu’on peut en général négliger
4 l’échelle d’un plasma de laboratoire),

o -V -Ee, la résultante des forces de pression (qu’on écrira souvent
~Vpe en supposant la pression isotrope),
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. ﬁe la force de frottement qui, dans le cas des gaz faiblement ionisés,
se réduit & la force de frottement sur les neutres P.,.

Nous montrerons au chapitre 12 que cette derniere force peut se mettre
sous la forme! :

Py = —neme < Teo > (72 — 1) (5.2)
oll 7, est la vitesse macroscopique du fluide neutre et < Vg, > une certaine
moyenne en général tensorielle de la fréquence de collision électron-neutre.
En pratique nous nous placerons presque toujours dans des cas ou v, est
nulle et oll < 7,, > est un scalaire que nous écrirons simplement 7,. Dans
ces conditions la force de frottement 1360 peut se mettre sous la forme
simple dite de Langevin :

—

P, = _nemeu_wv_(; (53)

Mais il faut bien souligner le fait que v, est une certaine moyenne sur les
vitesses électroniques de la fréquence de collision microscopique vy (w, )} des
électrons de vitesse w, avec les neutres. Cette remarque met en évidence
le caractére incomplet de la description macroscopique d’un plasma ; les
coeflicients des termes qui dans les équations macroscopiques sont dus aux
collisions ne peuvent étre clairement définis que si on suppose connu 1’état
microscopique du plasma.

5.2.2 Mobilité des électrons

Ayant ainsi mis le terme de collision sous la forme trés simple (5.3), on peut
étudier la solution de ’équation de transport (5.1) dans des cas particuliers
simples ; tout d’abord, celui d’'un gaz homogene indéfini dans lequel on
établit un champ électrique et un champ magnétique uniformes ; si on se
limite au régime stationnaire, I’équation se réduit alors a :

— = _—
NeGe( E + Te X B) = nem, < Vg > -Ug (5.4)
Cette équation en v, se résout facilement par projection sur trois axes de

coordonnées ; dans le cas encore plus simple oli B est nul, < 7, > est
scalaire et l'on obtient :

-
ou .

e = _-“'e_ 5-6

He = (5.6)

1. Au chapitre 12 nous utiliserons la notation v au lieu de ve,, pour des raisons qui
seront expliquées alors.
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est la mobilité des électrons. La théorie cinétique développée au chapitre
12 permet, de calculer 7, en fonction de la section efficace de transfert de
quantité de mouvement électron-molécule (cf. probléme P12-11). De fagon
générale la mobilité p. varie avec E. Plus précisément, si on désigne par
n, et T, la densité et la température des molécules, p.n, est une fonction
de E/n, et de T,, ou de E/p si I'on suppose T, fixée.

Le parameétre E/psgo (ou E/n,) est le paramétre de Townsend. Dans
les publications anciennes on utilisait la premiére expression FE/p3po en
supposant que la température 7, était égale a 300 K, ou sinon que pzgg
était la pression réduite a la température 300 K ; 'unité utilisée était
en général le V.cm™!l.torr~!. En fait le bon parameétre est E/n, qui fait
intervenir directement la densité n, sans passer par la pression réduite, et
I'unité généralement utilisée est alors le V.cm?. On utilise aussi pour avoir
des nombres plus prés de 'unité le Townsend avec :

1 Townsend = 1 Td = 1077 V.cm? (5.7

et ’on a la relation de conversion :

(E/no)Townsend =3.11 x (E/p300)\/.cm“1.torr—1 (58)
Nous montrerons au chapitre 12 que I'on a la loi générale :
1 E
e=—f{—,T, 5.9
o=t () (5.9

La raison pour laquelle u. dépend du champ électrique est que lorsque F
varie, la fonction de distribution des vitesses des électrons (et en particulier
leur température électronique) varie, et qu’il en résulte une variation de
la fréquence de collision moyenne 7,. On pourrait donc a priori penser
que p. dépend des trois parameétres E, n, et T,. La formule (5.9) est ce
qu’on appelle une loi de similitude : elle montre que 'on peut éliminer I'un
des parametres en utilisant une représentation correcte de 'ensemble des
données. En effet, elle conduit & introduire, pour exprimer les valeurs des
mobilités, la mobilité réduite :

Heo = Ne& (5.10)
nr

Leo est la valeur de la mobilité ramenée aux conditions normales de tempé-
rature et de pression : ny = 2.69 x 10'? em™? est la densité des molécules
d’un gaz parfait dans ces conditions (nombre de Loschmidt). La mobilité

réduite peo n’est fonction que de E/n, et de T,,.
Les variations de p.o avec E/m, sont liées aux variations de la
température électronique T, ; lorsque E/n, tend vers zéro, T, tend vers
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T, et fteo tend vers une valeur limite u.0(0) qui ne dépend que de T, ; le
domaine des valeurs de F /n, ol e garde approximativement cette valeur
limite est assez étroit. Les mobilités électroniques peuvent se mesurer [40]
directement en déterminant le temps de transit d’'un paquet d’électrons
entre deux points donnés.

Les figures 5.1 & 5.2(b) représentent quelques résultats : 5.1 montre
Veffet de la température dans le cas de He ; 5.2(a) et 5.2(b) représentent
les variations de peo en fonction de E/n, pour He, Ne, Ar, Hy, N3 . On'y
remarque que dans ’argon la mobilité passe par un maximum pour E/n,
voisin de 1073 ; ce maximum est dii au fait que la section efficace oy
dans I'argon passe par un minimum (effet Ramsauer) lorsque ’énergie de
Pélectron est voisine de 0,25 eV ; le maximum observé sur p. correspond
au passage de la température électronique par une valeur telle qu'un grand
nombre d’électrons du gaz ait une énergie de I'ordre de 0.25 eV (kT ~ 0.25
eV). Le méme effet s’observe avec Kr et Xe [42].

Ue 0(cmz.s“.V‘1)

T, =77

104

E w.em?
10° Mo

T LI | T T T 1] T LB T T T T 1

101 107 107" 107

Figure 5.1 : Mobilité réduite des électrons dans He & diverses températures
du gaz neutre [41].

Le tableau 5.1 donne pour divers gaz la valeur limite pe(0) vers laquelle
tend peo lorsque E/n, tend vers zéro. Lorsque peq = theo(0) les électrons
sont en équilibre thermique avec les molécules (T, = 7,). On a indiqué
également sous le vocable (E/n,)199 la valeur de E/n, au-dela de laquelle,
du fait de I’échauffement des électrons, on a :

|teo = p1e0 (0)] > 0.141¢0(0) (5.11)

Le cas du néon est singulier : la valeur extrapolée p.o(0) est mal connue
parce que le néon semble posséder un minimum de Ramsauer pour une
énergie trés voisine de zéro.
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Figure 5.2 : Mobilité réduite des électrons dans divers gaz [41].

{(a) He, Ne, Ar.
(b) Ha, N.

| Gez | He [ Ne [ ar [ ke | Xe [Ha | N2 | cO [002]Ha0
peo(0)/103|| 9.6 [>100] 50 | 4.9 | 144 | 57 | 141 | 7.8 | 0.67|0.088
(E/no)ige 121072 7 107311072 13.1072|10"1 [3.10-2|10~1| 10 | 30

Tableau 5.1 : Valeurs de la mobilité réduite limite peo(0) (cm? V-1 s71)
ot de [E/nolg% (Td) pour Tp = 293° K [40, 41].

5.2.3 Diffusion libre des électrons

Supposons maintenant qu’il n’y ait pas de champ électromagnétique, qu’on
puisse négliger la force de gravité mais qu’il y ait un gradient de pression
électronique dans le gaz (la densité et la température des molécules sont
en revanche toujours supposées uniformes). Cherchons le régime quasi sta-
tionnaire qui s’établit au bout d’un certain temps. Si on suppose de plus
que le gaz est presque isotrope (hypothése des petites perturbations), on
peut en négligeant des infiniment petits d’ordre supérieur ignorer le terme
quadratique en (v, - V)7, et supposer que la pression est scalaire. On
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obtient ainsi I’équation :
NeMe < Vg > Ve = —V - U, = —V(nekT,) (5.12)

ol T, est la température cinétique des électrons. Nous supposons pour
poursuivre le calcul que < 7., > est scalaire (hypothése qui parait liée au
fait que I'état du gaz est supposé presque isotrope). On peut alors déduire
de {5.12) 'expression du flux d’électrons :

— 1
ele — — e Te 5.1
NV mel_j_C;V(n kT.) (5.13)

Généralement, la température électronique pourra varier d’'un point a un
autre du gaz ; toutefois dans de nombreux cas on fait 'hypotheése que T,
reste & peu prés constant et 1'équation de diffusion (5.13) se met alors sous
la forme simplifiée :

NeVo = —DeVne (5.14)
ou T
D, = 1oe (5.15)
mel/eo

D, est appelé le coefficient de diffusion “libre” des électrons. La théorie
cinétique permet d’expliciter la fréquence moyenne 7., qui figure dans
cette formule. Elle est en général différente de celle qui figure dans (5.6)
(cf. probleme P12-11).

5.2.4 Relation d’Einstein. Température de diffusion

En formant le rapport des deux formules (5.15) et (5.6) on obtient entre
les deux principaux coefficients de transport D, et p. la relation :
D, _ KT,

He Ge

(5.16)

Cette relation qui ne contient plus 7., est connue sous le nom de relation
d’Einstein. Elle n’est en général qu’approchée parce qu’a priori les valeurs
effectives T, qui figurent dans les formules (5.15) et (5.6) sont différentes.
Cependant dans certaines expériences on mesure directement le coefficient
D./p. (on produit un paquet d’électrons, on le fait dériver sous l’action
d’un champ électrique en méme temps qu’il augmente de volume sous
Veffet de la diffusion). On a ainsi une mesure facile d’une température 7}
définie par :

D. kT, uc

He Ge qe

(5.17)
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ol T, sera appelée la température de diffusion ; u, = <7, est souvent ap-
pelée 'énergie caractéristique. La théorie cinétique du chapitre 12 permet
de préciser dans quelle mesure T, differe de la température cinétique T,
(cf. probleme P12-11).

5.3 Mobilité et diffusion libre des ions

On peut faire, pour les ions, les mémes calculs que pour les électrons en
écrivant I’équation de transport de la quantité de mouvement des ions,
analogue a (5.1), et en introduisant une fréquence de collision efficace 77;;
définie par la formule de frottement de Langevin :

-

s
10 = T 1TV Vg .
Py = —nym, T, v (5.18)

On peut ainsi calculer la mobilité y; et le coeflicient de diffusion libre D;
des ions. Les formules qui expriment ces deux grandeurs sont analogues a
(5.6) et (5.15).

En ce qui concerne les mobilités ioniques on peut montrer (cf. [43])
comme pour i, que on a en général :

1 E
wi=—f <—,To) (5.19)
T No
ce qui conduit & définir une mobilité réduite :
Mo
i0 = Ui— 5.20
Hio =} nL ( )

La dépendance de ;0 avec F/n, est moins prononcée que celle de pieg. La
figure 5.3 montre par exemple les variations de u;o en fonction de E/n,
pour le cas typique de I'ion Het dans He [43]. On y voit un long palier sur
lequel ;o reste égal & u;0(0). Cette situation tient au fait que Péchange
d’énergie avec les neutres est beaucoup plus facile pour les ions que pour les
électrons, de sorte que la température ionique T; reste voisine de T, pour
une large gamme de valeurs de E/n,. Le tableau 5.2 donne les valeurs de
1i0(0) & T,=300 K pour les couples ion-gaz les plus importants [43]-[46].
On y voit que la mobilité ionique est élevée, si I'ion ou le neutre constituant
le gaz sont 1égers (la plus forte valeur est 42.7 cm? V=1 s7! pour H™ dans
Hz), et faible si l'ion et le neutre sont lourds (la plus faible valeur du
tableau est 1.29 cm? V=1 s7! pour CO; dans COs, mais on aurait 0.56
pour Xet dans Xe [45]). Dans ce tableau on a signalé d’un tiret - les cas
ol la mobilité n’est pas en principe mesurable parce que le potentiel de
production de l'ion est supérieur au potentiel d’ionisation des neutres du
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Figure 5.3 : Mobilité réduite de Het dans He en fonction de E/n, [43].

gaz. Dans ces conditions, I'ion en circulant dans le gaz réagit par échange
de charge sur les neutres du gaz et se transforme en un ion du gaz (par
exemple He' circulant dans Ar se transforme trés vite en Ar™).

La théorie des mobilités ioniques est plus difficile que celle des mobilités
électroniques. En effet, le modele de Lorentz que nous développerons au
chapitre 12 ne s’applique pas en général car I'on a m; ~ m,. Une théorie
simplifiée a cependant été faite il y a longtemps par Langevin : elle suppose
que l’interaction ion-neutre est décrite par le mécanisme du dipdle induit
(loi en 1/r% ; cf. section 3.2). On obtient ainsi [47] la formule simple :

/J'iO(O) (Cm2 ' V_l ’ 3_1) = 13'85/(a0mi0)1/2 = Hpol (5-21)

ol 0, est la polarisabilité des neutres du gaz en A3 (tableau 5.3) et my,
la masse réduite du systeme électron-neutre en unités de masse atomique.
Sur cette formule on voit que p,. est plus élevé dans les gaz ou pour les
ions légers (~ mi_ol/ 2) et dans les gaz faiblement polarisables (~ a, 1 2).
Ces deux résultats se vérifient facilement sur le tableau 5.2, comme nous
I'avons déja remarqué en ce qui concerne les masses, et ou 'on voit en ce
qui concerne les polarisabilités que, & masses comparables, les mobilités
sont plus fortes dans les gaz rares (atomes & couches completes peu polari-
sables) que dans les autres gaz. Il est intéressant d’examiner de facon plus
quantitative la validité de la formule de Langevin. Le tableau 5.4 permet
a titre d’exemple de faire cette discussion pour des ions circulant dans le
néon. Pour éliminer l'effet des masses on y a porté pour chaque couple ion-
Ne la quantité i0(0)(mi0)'/? qui d’apres la formule de Langevin devrait
étre constante et égale & 13.8/(a,)/? = 21.3. On voit que cette régle est en
général grossiérement suivie avec un écart systématique d'environ +10%
a +30%. Mais on remarque d’autre part que le cas de Net, c’est-a-dire



Gaz He | Ne | Ar | No | Ho | CO | CO2 | Oz | NO
IP=> | 246 | 216 | 158 | 156 | 154 | 14 | 139 | 122 | 9.25

lons IP,EA

Het 24.6 | 105 | - - - - - - - -

He} 22.2 16.7 | - - - - - - - -

Het+ 79 18.5 - - - - - - - -

Net 21.6 19.2 | 409 | - - - - - _ -

Ne 18.3 175 | 613 | - - - - - - .

Art 15.8 213 ] 7 | 1.52 - - - - - -

Ar} 14.1 1.83 - - - -

N+ 14.5 19.9 3.3 | .01 - - - -

NS 15.6 210 | 7.0 | 225 | 1.8 | - - - - -

Ny 2.26

N} 14.6 2.31 - - - -

t 136 || 320 | 223 | 575 16.0 - -

Hy 15.4 24.5 - - - -

Hy 9 30.8 11.3

H- 0.7 40.3 42.7

cot 14 198 | 6.9 | 2.24 1.75 - - -

C20F 1.90

cof 139 || 198 | 6.9 | 214 | 2.8 - -

Cco; 16.9 2.40 | 2.39 1.29 | 2,51

elo)y 2.40

ot 13.6 22.5 3.43 - -

o5 122 || 21.8 | 7.90 | 2.57 214 | -

of 11 2.08 | -

o~ 147 |} 282 1.93 | 3.20

o)y 0.45 || 21.5 2.17

03 18.6 2.42 2.56

NO+ 9.25 21.3 1.91

N2 OF 1.77

F- 3.4 29.3 3.29

cl- 3.6 20.3 | 8.20 | 2.80 | 2.87

Br- 3.4 18.8 | 6.94 | 2.32 2.63

HNF 19.0 2.56 | 2.13

HOY 19.4 2.76

HsO* 21.5 3.0 12.6

HO™ 1.83 25

Hg™* 104 || 197 | 596 | 1.86

Lit 539 || 24.4 | 10.6 | 10.6 | 4.15 | 12.4 3.96

Na*t 514 || 21.5 | 8.16 | 8.16 | 2.85 | 12.2 1.67

Kt 434 || 215 | 743 | 743 | 253 | 131 | 2.31 | 1.45 | 272 | 2.28

Tableau 5.2 : Valeurs expérimentales (cf. [43][44][45][46]) des mobilités ioni-
ques réduites y;0(0) (en cm? V=1 s71) pour T, = 300°K et E/n, =0. [P
désigne les potentiels d’ionisation de I’ion ou du gaz (eV) et £ A les affinités
électroniques pour la formation des ions négatifs. Les tirets signalent les
cas ou la mobilité ne peut pas se mesurer a cause du transfert de charge
(voir texte).
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Neutre | He | Ne | Ar | Np | H, | CO| CO, | 0, | NO |

ao(;l3) 0.206 { 0.408 | 1.65 | 1.79 1 091 | 2.0 | 2.5 | 1.65 | 1.78

Tableau 5.3 : Polarisabilité a, de quelques atomes et molécules neutres

(A%).

Ion Lit | Nat | KT | Cst | Hgt | Net | Nef | 13.8/\/ao
wio(0)y/mes || 25.3 | 26.8 | 27.6 | 274 | 25.8 | 12.9 | 23.7 21.3

Tableau 5.4 : Mobilité ionique et formule de Langevin dans le cas du néon.

des ions circulant dans leur propre gaz, est singulier. On voit en effet que
les ions Ne™ ont une mobilité anormalement basse (d'un facteur de I'ordre
de deux) ; autrement dit la section eflicace de transfert de quantité de
mouvement est anormalement grande dans ce cas ; cela tient au fait que
cette section efficace fait intervenir en plus des collisions élastiques Ne™,
Ne/Net, Ne les collisions de transfert de charge symétrique? Ne™*, Ne/Ne,
Ne*.

La formule de Langevin prévoit enfin que p;0(0) doit étre indépendant
de T,. Ce résultat est inexact : p;0(0) varie avec T, (cf. par exemple Fig.
5.4). Ce résultat peut étre associé & 'existence d’interactions ion-molécule &
courte portée n’obéissant plus & la loi en 1/7%. On peut cependant montrer
[46] que I'effet de ces interactions diminue lorsque T, décroit et en principe
Hi0(0) devrait tendre vers la mobilité de Langevin ju,,; lorsque 7T, tend vers
zéro. Cette limite est en général masquée par 'apparition dans les gaz a
basse température d’amas ioniques (HeF, He}, ... dans ’hélium).

Les théories plus récentes des mobilités ioniques tiennent compte des
forces & courte portée. L'une des plus intéressantes est celle de Viehland

2. La distinction entre les deux espéces de collision peut paraitre formelle du fait
du caractére indiscernable des deux noyaux Ne qui interviennent ; en fait I'expérience
montre que la section efficace différentielle angulaire dans une collision symétrique A1,
A présente dans le systéme du centre de gravité deux maxima assez aigus, I'un au
voisinage de x = 0, I"autre au voisinage de x = = ; il est naturel de séparer ces deux
parties du méme phénomeéne en posant :

/2
Ttotale, élastique = / a(x) df2 (5.22)
x=0

x=¢
Ttotale, transfert de charge = / o(x) d (5.23)
x=mr/2
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et Mason (cf. en [46] une syntheése de ses résultats). Elle conduit dans sa
forme la plus simple aux formules approchées :

Vi 4

;= = 5.24
W= F = e (5.24)
avec .
12 1/2
8 /2 KT, R
Vio = Mo | 3 <—) ——L Fio(Tess) (5.25)
W \m (1)
et :
3 3 1
inTeff = §I<LTO + imov? (5.26)

Ces formules introduisent une nouvelle loi de similitude : alors que, d’apreés
la théorie cinétique exacte, la mobilité réduite 1;0 dépend comme on I’'a vu
[cf. (5.19)] séparément des deux parametres T, et E/n,, elle ne dépend plus
dans cette approximation que du seul parameétre T, ;¢. Cette “température
effective” est d’apreés (5.26) la somme de deux termes : %HTO qui est produit
par agitation thermique des neutres et %movf qui est fonction de E/n,
et qui représente l’action du champ électrique.

La section efficace moyenne d’échange de quantité de mouvement
oio(Tess) se calcule en principe & partir de la loi exacte de potentiel
d’interaction ion-neutre (1/r* + forces a courte portée). Elle ne dépend
que de T, ¢¢. On peut exprimer la nouvelle loi de similitude par la formule :

1
pi = n—of(Teff) (5.27)

Cette formule n’est qu’une approximation, mais elle est assez bonne pour
permettre de déduire pour un couple ion-gaz donné les valeurs de y;0(0) en
fonction de T, d’une série de mesures assez facile a faire ot 'on a fixé T,
et fait varier E/n,. La figure 5.4 montre pour divers ions circulant dans Ar
la variation du rapport p;0(0)/tpe: en fonction de T, g5 ([44](45][46]). On y
voit la convergence de fi;0(0) vers ji,0; lorsque ez tend vers zéro. On voit
aussi que pour la plupart des ions (;0(0)/tpor croit, passe par un maximum
et finit par décroitre. La croissance initiale peut s’expliquer en admettant
que les forces répulsives a courte portée diminuent Ueffet de la force attrac-
tive en 1/r* pour les valeurs moyennes de T, s. Pour les fortes valeurs de
Teps on peut prévoir que les forces répulsives & courte portée sont domi-
nantes ; si on admet pour elles le modeéle des boules de billard on prévoit
que p;0(0) doit varier comme (Tof f)_l/ 2. On voit apparaitre quelques cas
singuliers : Art, NI. Le cas de ArT est dii & 1’échange de charge : dans
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le cas d’un systéme symétrique tel que Art/Ar, u;0(0) décroit rapidement
depuis 1y jusqu’a une valeur de Pordre de pp0/2 pour laquelle I'échange
de charge double la valeur de p;0(0). Une discussion plus compléte des
autres cas singuliers est amorcée dans [43].

5.4 Modes propres et longueurs de
diffusion d’une cavité

5.4.1 Hypotheses générales

Dans les deux paragraphes précédents nous avons postulé I'existence dans

—
le gaz d'un champ électrique £ ou d’un gradient de pression ; nous avons
pu ainsi, a partir des équations de transport de la quantité de mouvement,
définir les deux principaux coefficients de transport, par exemple pe et D,

pour les électrons. Il nous faut maintenant examiner comment E et v,
peuvent étre produits dans le plasma : en effet on ne peut pas, en général,
considérer ces deux grandeurs comme des données ; le champ électrique
en un point est en général déterminé, a la fois par les potentiels imposés
aux électrodes extérieures et par les phénoménes de charge d’espace dans
le plasma. Les gradients de pression non plus ne peuvent étre imposés ; ils
sont le résultat des processus de création et de disparition du plasma. Pour
traiter un probléme de diffusion il faut adjoindre a I’équation de transport
de la quantité de mouvement ’équation de conservation des particules et
tenir compte des conditions aux limites.

A titre de premier exemple nous discutons dans ce paragraphe le
probléme d’un gaz ionisé enfermé dans une cavité et nous étudions le mou-
vement des électrons en faisant les hypothéses suivantes :

o) les densités de charges sont assez faibles pour que le champ électrique
continu de charge d’espace soit négligeable (probleme de diffusion libre) ;

B) les électrons sont créés dans le volume du gaz par ionisation des
molécules selon la loi :

on,
ot

ou vy est la fréquence d’ionisation ;

v) la densité électronique tend vers zéro quand on atteint les parois du
récipient ;

) la température électronique est constante dans tout le récipient ;

€) le champ magnétique B est nul.

Discutons ces hypotheses :

=vrn, (5.28)
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Figure 5.4 : Mobilités de divers ions dans 'argon en fonction de la
température effective Ters ([44, 45, 46)).

Hio mobilité réduite.

0 (0) limite de pio quand E/n, — 0.

Mpot mobilité de Langevin = limite de p40(0) quand T,.ff — 0.
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«) Les conditions exactes qui permettent d’affirmer que le champ
électrique continu est sans action sur le mouvement des électrons seront
précisées dans la section 5.6 ; nous verrons que la condition essentielle
est que les dimensions du récipient soient petites devant la longueur de
Debye. Par ailleurs, le gaz peut étre le siége d’un champ électrique de
haute fréquence ; ce champ produit des oscillations de petite amplitude
des électrons qui peuvent étre négligées dans le calcul des courants macro-
scopiques ; cependant le role de ce champ HF peut étre tres important
pour l'entretien du plasma, comme nous allons le voir ci-dessous.

08) La fréquence d’ionisation vy peut se calculer en principe & partir
de la section efficace d’ionisation o; et des distributions de vitesse des
électrons et des molécules. On peut en fait négliger 'agitation thermique
des molécules qui sont beaucoup plus lentes que les électrons ; o7 peut
alors étre considérée comme une fonction de w.. Et d’aprés la formule
(4.29) on a :

Vi =Ny < GiWe > (5.29)
ou encore :
n (o o]
vy = =2 or (’we)wefe(we)4ﬂ'wg dw, (5.30)
ne Vei

ol fe(we) est la fonction de distribution des électrons, avec :

%mewg, =F (5.31)
We; est la vitesse minimum que doit posséder un électron pour pouvoir
produire une ionisation.

Dans un gaz faiblement ionisé ou les électrons sont en équilibre ther-
mique avec les molécules, a une température voisine de la température or-
dinaire, il n’y a pratiquement pas d’électrons ayant une énergie supérieure
a E, ; d’apres (5.30), vy est alors nul ; c’est le cas des plasmas de “post-
décharge” (décharges pulsées, aprés la fin de impulsion) tout au moins
apres la relaxation thermique décrite au chapitre 12.

Dans un gaz faiblement ionisé soumis & 'action d’un champ électrique
continu ou alternatif, il y a au contraire un échauffement des électrons, et il
peut y avoir des électrons d’énergie supérieure & E; ; v est donc différent
de zéro ; c’est ce qui se produit dans les plasmas de décharge pendant
l’amorgage ou la période d’entretien de la décharge. A priori v; peut étre
une fonction du temps et de ’endroit considéré dans le gaz.

v) Les électrons et les ions qui atteignent la surface extérieure du
récipient y sont adsorbés et leur probabilité de recombinaison dans cet
état adsorbé est trés dlevée. Il est difficile de se faire une image précise des
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phénomenes qui se produisent sur une telle surface solide limitant le gaz io-
nisé. Il est néanmoins certain que par suite de la recombinaison, n, décroit
beaucoup quand on s’approche de la surface du récipient. La variation de
7. au voisinage de cette surface a ’allure représentée sur la figure 5.5. Par
extrapolation on peut considérer que n, s’annule sur une surface virtuelle
légerement en arriere de la surface réelle. L’hypothese faite consiste donc
finalement & confondre la surface du récipient avec cette surface virtuelle.

Ny

Paroi

Figure 5.5 : Variation de n. au voisinage d’une paroi.

6) La température T, peut varier d'un point & un autre dans le gaz,
g

—
s’il existe un champ électrique E non uniforme, ou si le refroidissement
par diffusion (cf. section 12.8) joue un réle. En revanche, si le refroidisse-

ment par diffusion est négligeable [cf. formule (12.128)] et si E est uni-
forme, T, est également uniforme ; il en est évidemment de méme dans
les post-décharges aprés la relaxation thermique (on a alors T, = Tj,).
Nous supposons que 'on est dans I'un de ces deux cas ; on peut alors
écrire I'équation de diffusion sous la forme simplifiée (5.14). D’autre part
I'uniformité de T, entraine celle de v; : la fréquence d’ionisation vy est &
chaque instant une constante dans tout le gaz.

5.4.2 Equations générales

Le probléme de diffusion qu’on vient de poser se rameéne donc & la solu-
tion des équations suivantes (écrites pour alléger ’écriture en supprimant
Vindice e) :

on

i V-nv =vmn (5.32)

nv =—-DVn (5.33)
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avec la condition aux limites :

n = 0 sur la surface du récipient (5.34)

En éliminant nv" entre les deux premiéres, on obtient :

on 9
i DV*n =vmn (5.35)

5.4.3 Evolution d’une post-décharge

Considérons le cas d’une post-décharge, c’est-a-dire posons vy = 0. Pour
résoudre 1’équation aux dérivées partielles (5.35) soumise & la condi-
tion (5.34), il est commode de rechercher les fonctions propres n(r) de
l'opérateur DV?n définies par les deux conditions :

DV?n = -—un (5.36)

n = 0 sur la surface du récipient (5.37)

Ce systéme définit une suite de fonctions propres ou modes propres n;(7")
avec les valeurs propres correspondantes v;. Les v; sont positifs.

Les modes propres permettent d’étudier de fagon tout a fait générale
I’évolution d’une post-décharge dont on connait la répartition de densité &
un certain instant initial. En effet, ils forment une suite compléte de fonc-
tions orthogonales. On peut donc développer a tout instant la répartition
de densité en une série dont les termes sont ces modes propres 7, avec des
coeflicients a; fonction du temps :

n(T,1) =Y a;(t)n;(7) (5.38)
J

Aprés avoir porté ce développement daus (5.35) (avec vy = 0) on peut, par
suite de 'orthogonalité des n;, remplacer cette équation par le systéme :

)

Bt = -—ujaj (539)

dont la solution est :
a;j(t) = a;(0)e ! (5.40)

Autrement dit, les v; sont les fréquences de relaxation par diffusion des
modes propres. 1l est commode de classer les modes par ordre de valeurs
croissantes de v;. Le premier, celui qui a la plus faible valeur de v;, peut étre
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appelé mode fondamental, ¢’est le mode qui s’amortit le plus lentement.
On introduit pour chaque mode propre la quantité :

D\ 2
A= (;—) (5.41)
j
D’apres (5.36) on a :
Van 1

A; a donc les dimensions d’une longueur ; on 'appelle la longueur de
diffusion du mode j.

Les expressions des modes propres et de leurs longueurs de diffusion
sont calculées dans 'appendice A5-1 pour des cavités parallélépipédiques
et cylindriques. On trouve qu’ils forment une suite dépendant de trois
indices entiers selon les formules suivantes :

— cavités parallélépipédiques (de cotés a, b, ¢) :

Tgmn = Asin fnz sin Y gin 772 (5.43)
a b

1 ir\? mi 2 nmy 2
— == - — 44
AZ (a) +<b)+(c) (544)

— cavités cylindriques (de rayon R, de hauteur h) :
Neran = Jom (Olzm’f') (A cos mp + Bsinm) sin (n—zz) (5.45)

L foum\? nm\ 2

- (7)) (%) (5.46)

oli A et B sont des constantes et cgp, est la £-iéme racine de Jp,(z). On voit
sur ces formules que, dans le mode fondamental, la densité est maximum
au centre de la cavité et décroit régulierement jusque sur les parois. La
longueur de diffusion correspondante Ajj; est de ordre de grandeur des
dimensions du récipient ; s’il se trouve que 'une des dimensions est bien
plus petite que les autres (par exemple cavités cylindriques tres plates ou
trés allongées), A111 est de 'ordre de grandeur de cette dimension. Pour
une forme de cavité donnée, Aj; varie proportionnellement aux dimen-
sions de la cavité. Pour les modes supérieurs les A sont plus petits que les
dimensions de la cavité et ce d’autant plus que les indices £, m, n sont plus
élevés.
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Si 'on revient maintenant aux fréquences de relaxation par diffusion
on peut les écrire sous la forme :

V; = (547)

A2
Aj
On voit donc que pour une cavité de forme donnée et un mode donné
la fréquence de relaxation par diffusion est proportionnelle au coeflicient
de diffusion et inversement proportionnelle au carré des dimensions du

récipient.

5.5 Deécharge HF dans une cavité

5.5.1 Régime transitoire

Supposons maintenant qu'un champ électrique uniforme de haute
fréquence soit appliqué a un plasma faiblement ionisé enfermé dans une
cavité. Désignons par E(t) son amplitude & 'instant t et supposons que les
hypotheéses faites au paragraphe précédent restent valables a tout instant
(diffusion libre, n. = 0 sur les parois, v; et T, uniformes dans le gaz, champ
magnétique nul). On peut donc & chaque instant appliquer la méthode des
fonctions propres a ceci prés qu’on a maintenant vy #£ 0. Le développement
(5.38) porté dans ’équation (5.35) conduit maintenant au systéme :

0a,
ot

On peut prévoir a priori les trois cas mathématiques suivants :

= (v — vj)q; (5.48)

v; —v; = 0 mode stationnaire (5.49)
vr —v; <0 mode amorti (5.50)
vr —v; >0 mode croissant (5.51)

Si vy et v; étaient indépendants du temps on obtiendrait a; = Cte pour
un mode stationnaire et a; ~ e** dans les deux autres cas, avec « positif
pour un mode croissant et « négatif pour un mode amorti.

En fait, v; et v; varient tous deux avec le temps, quand F est lui-méme
variable ; en se reportant aux formules (5.29) et (5.15) on vérifie en effet
que v et v; sont déterminées par la fonction de distribution des électrons.
Dans ces conditions, par intégration de (5.48), on obtient :

o) = 0,0 0 ([ 1) - vy ) (552
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Les formules (5.52) permettent théoriquement d’étudier ’évolution du
plasma. Pour pouvoir les utiliser il faut toutefois relier les valeurs de vy et
v; 4 celle de E. On simplifiera grandement le probléme en admettant que
la relaxation thermique des électrons est plus rapide que la relaxation de
ne par diffusion et que sa multiplication par ionisation. On peut alors con-
sidérer dans (5.52) que v(t) et v;(t) ne dépendent pas de toute I’histoire
antérieure du plasma mais seulement de la valeur E(¢t) du champ électrique
a ce méme instant, comme si ce champ était stationnaire.

5.5.2 Régime stationnaire

Nous sommes maintenant en mesure de rechercher & quelle condition un
régime stationnaire peut s’établir, dans lequel E(t) tend au bout d’un
certain temps vers une limite F, et n.(r) vers une distribution stationnaire
[Fig. 5.6(a)]. Dans cet état stationnaire v; et tous les v; sont devenus
indépendants du temps ; pour que n, reste finie on voit d’apres (5.49) que
I'on doit alors avoir :

Vi =Vi (553)

ol v;; est la fréquence de relaxation du mode fondamental. On en déduit
que les modes supérieurs ne sont pas excités puisque pour eux on a
v < vj. D’olt la conclusion importante que dans le régime stationnaire
la répartition de densité est représentée par le mode fondamental de diffu-
ston de la cavité.

(a) (b) I
E(t) A ,
"
t B I =

Figure 5.6 : Décharge HF contrélée par diffusion.

(a) Amorgage et entretien.
(b) Décharge HF dans un récipient cylindrique.
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L’interprétation de la formule (5.53) conduit d’autre part & un résultat
a premieére vue paradoxal : cette équation est homogéne par rapport &
fe(w.) ; par conséquent, elle fait intervenir la forme de f, mais non la
densité n.. Or pour un gaz donné f, dépend uniquement de E, de w, et
de la densité n, des molécules. Si n, et w sont donnés, 'équation (5.53)
détermine donc FE,. La densité dans le régime stationnaire est d’apres
cette théorie déterminée uniquement par les propriétés du générateur. A
titre d’exemple on peut traiter le cas d’un récipient cylindrique placé entre
deux plaques de condensateurs [Fig. 5.6(b)]. La puissance fournie par le
générateur est alors d’apres (12.61) :

1 5 1¢2E? dmwd
P= 2Rea EV = 5 V/aod[ 3 w2+ul2} (5.54)
ou V est le volume de la cavité. E, étant connu, la forme de f. est
déterminée et l’équation (5.54) détermine la valeur de n. au centre de
la cavité en fonction de la puissance P fournie par le générateur.

Le régime de décharge HF dont on vient d’esquisser la théorie est appelé
décharge HF contrélée par diffusion. Rappelons les hypotheéses essentielles
sur lesquelles il est basé :

a) amplitude HF d’oscillation des électrons beaucoup plus petite que
les dimensions du récipient

) libre parcours moyen des électrons bien plus petit que les dimensions
du récipient [cf. formule (12.128)]

) champ électrique uniforme dans le gaz

&) disparition des électrons par diffusion libre et recombinaison en sur-
face.

On a montré [344] que pour discuter la validité des hypotheses «, 3,
v, il était commode de considérer un diagramme de coordonnées n,\ et
noA (ou pA et pA & T, donné) ol A est la longueur d’onde dans le vide
correspondant a la fréquence du champ électrique. La figure 5.7 représente
a titre d’exemple un tel diagramme construit pour Hs ; on y voit apparaitre
au centre la région ABCD qui représente le domaine d’existence des régimes
contrélés par diffusion ; la condition « tombe en défaut quand on franchit
la ligne BC (décharges BF contrdlées par mobilité), la condition § quand
on franchit la ligne AB ; & ce sujet il faut d’ailleurs remarquer qu’a cause
du facteur (m,/m¢)'/? qui figure dans (12.128), le refroidissement par
diffusion doit étre important dans la partie du quadrilatére ABCD située
prés de AB ; la condition v, tombe en défaut quand on franchit la ligne AD
(A <A).

I faut enfin remarquer que le diagramme de la figure 5.7 ne permet pas
de discuter certains effets liés aux variations de la puissance P ; lorsque P
augmente, 1, croit et les phénomeénes suivants pourront jouer un role :
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Figure 5.7 : Décharges en courant alternatif dans Hs.

— passage de la diffusion libre a la diffusion ambipolaire,

— pénétration seulement partielle de F dans le plasma (effets de peau),

— recombinaison dans le volume du gaz.

Le premier effet ne change pas essentiellement la théorie & ceci prés
que dans l'expression des A;, il faut remplacer D, par un coeflicient de
diffusion ambipolaire, comme nous le verrons au paragraphe suivant. Les
deux derniers effets, en revanche, modifient completement les phénomeénes.
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5.6 Diffusion ambipolaire

5.6.1 Comparaison des coefficients de transport
des électrons et des ions

Si 'on compare les mobilités et les coefficients de diffusion libre des
électrons et des ions, on trouve pe > p; et D > D;. Dans I’hélium
par exemple on a vu [cf. Fig. 5.2(a) et 5.3] que lorsque E/p tend vers zéro
on a fieg ~ 10% et po ~ 10 em? V~1 s71. Les électrons sont donc plus
mobiles et diffusent plus vite que les ions.

Cela est di essentiellement au fait que 'on a m, < m; ; on peut le
voir par un calcul d’ordre de grandeur en posant dans (5.6) et (5.13) :

T
Vo, Tig ~ MTT ~ 0| = (5.55)

ou o est une certaine section efficace moyenne. On obtient alors :

e - ?/Ea’l m~V/27-1/2 (5.56)
D~ Yot v (5.57)
o

d’ou, en supposant g; = |qe| :

. ) 1/2 ] 1/2
w2 69
/-Li Oeco me Te

D i ()1 (L) (5.59)
Dy Oeo \Me T; '

A priori les sections efficaces o, et 0;, sont du méme ordre de grandeur®.
Pour les faibles valeurs de E/p on a d’ailleurs T, = T; = T, ; en supposant
alors de fagon précise o, = 7;, on obtient :

D, g 1/2

[}

He
Hi

Pour les valeurs de E/p pas trés faibles on a T, > T; de sorte que, si 'on
peut négliger les variations de ., et oy, U'inégalité D, 3> D, est renforcée
tandis que U'inégalité 1, > u; est dans une certaine mesure atténuée.

3. Ceci est une hypothese parfois assez grossiere ; pour e et He' dans I’hélium par
exemple on voit en comparant les résultats expérimentaux & la formule (5.60) qu’il
faudrait plutét penser que le rapport ¢;0/0eo est de 'ordre de 12.
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5.6.2 Coeflicient de diffusion ambipolaire dans un
plasma contenant une seule espece d’ions

Nous venons de voir que les électrons diffusent plus facilement que les ions.
Si donc, dans une région d’un plasma, par exemple au voisinage d’une paroi
(Fig. 5.8), la densité des porteurs de charge varie, les électrons devraient,
dans cette partie du plasma, diffuser plus vite que les ions. Mais alors, ils
laisseraient derriere eux un surcroit d’ions rendant le plasma localement
positif ; le champ électrique ainsi créé tend donc en fait & s’opposer & la
diffusion des électrons ; les électrons sont retenus dans leur mouvement
par la diffusion assez lente des ions : les deux catégories de particules
diffusent solidairement ; ¢’est ce qu’on appelle le phénomene de la diffusion
ambipolaire.

Ny, N,

er

X
Figure 5.8 : Diffusion ambipolaire au voisinage d’une paroi.

Etudions donc un régime stationnaire dans lequel les seules forces qui
apparaissent sont les gradients de pression et un champ électrique E. Ce
régime est déterminé par le systéme d’équations suivant, écrit en supposant
pour simplifier I’étude que T, et T; sont constantes :

V - NeUs = VM, (5.61)
V-n;0, = vine (5.62)
Ne Ve = neueﬁ — D.Vn, (5.63)
n,v; = niui—ﬁ - D,Vn, (5.64)
V. E = (nege +1:q;) /€0 (5.65)

Ce systeme d’équations n’est malheureusement pas linéaire. On ne pourra
donc le résoudre en général de fagon exacte que par des calculs numériques
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effectués sur ordinateur. C’est pourquoi on étudie généralement le

probléme en faisant les deux hypothéses simplificatrices suivantes [40] :
n

— =¢=Cte (hypothése de proportionnalité) (5.66)

Ne

nev. =n;v; (hypothese de congruence) (5.67)

La premiere hypothese est suggérée par ’étude de deux cas limites ;
lorsque n,. et n; sont trés faibles, le champ E est négligeable, les deux
especes de particules diffusent librement et on a évidemment la condition
(5.66) avec, comme nous le verrons plus loin, € = D./D; > 1. Lorsque
n. et n; sont au contraire élevés on congoit que le couplage entre les deux
especes de particules doit devenir total ; on a alors n. = n; soit € = 1 ;
nous disons alors qu’on a un phénomene de diffusion ambipolaire parfaite.
Puisque la condition {5.66) est satisfaite dans les deux cas limites, on peut
espérer que, dans les cas intermédiaires ou elle n’est pas a priori valable,
elle peut fournir un modele pas trop éloigné de la réalité.

L’hypothese de congruence (5.67) est de son coté suggérée par le fait
qu'en régime stationnaire on a d’aprés (5.61) et (5.62) :

YV neve =V -n;v; (5.68)

Dans un écoulement plan unidimensionnel, I'équation (5.68) s’intégre
immédiatement et donne la relation (5.67), & une constante prés qu'il est
raisonnable de supposer nulle pour que les deux flux atteignant la paroi
soient égaux. Dans une cavité de forme quelconque, la relation de congru-
ence est par contre plus stricte que la condition (5.68)*. Quoi qu'’il en soit,
si 'on admet les conditions (5.66) et (5.67) le systéme des équations (5.61)
et (5.65) est remplacé par le systéme :

neve = neic B — D.Vn, (5.69)
NeVo = neeuif — D;eVn, (5.70)
V - Ree = Ve (5.71)

4. Deux champs de vecteurs sont identiques s’ils ont en tout point méme divergence
et méme rotationnel. D’apreés (5.68) les vecteurs NeTe €t m;V; ont méme divergence.
On ne peut en déduire la relation de conséquence (5.67) que si on a de plus (neve) =
V x {(n; 7). Cette condition est automatiquement satisfaite si chacun de ces rotationnels
est séparément nul et effectivement les flux d’électrons et d’ions sont irrotationnels par
raison de symétrie dans quelques cas simples (cavité entre deux plans paralleles, cylindre
infiniment long, sphere).
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V. E = Neqe(l — €)/€, (5.72)
Dans (5.72) on a supposé ¢; = —¢. ; le systéme des quatre équations (5.69)

—
3 (5.72) ne contient plus que trois inconnues : n., ve et E ; a priori il
n’est pas compatible ; effectivement on peut déterminer les inconnues en
laissant tout d’abord de c6té 'équation de Poisson. On obtient :

— D.,~€eD;Vn,

E=—2_= (5.73)
He — €l4; Mg
Ne Vg = —DVn, (5.74)
V N Ve = ViTle (5.75)
avec : D D
D, = Hie T et (5.76)
€y — He

Les équations (5.74) et (5.75) sont identiques aux équations qui ont servi
de base pour la théorie de la diffusion libre & ceci prés que le coeflicient
composite D, qui y figure et que nous appelons coeflicient de diffusion
ambipolaire est une fonction de € et des quatre coefficients de transport
libre pe, pt;, De, D;. Dans le modeéle choisi € est une constante ; Dy Uest
donc aussi. Lorsque ¢ tend vers 'unité, O, tend vers la valeur :

_ HiDe — peDi _ piDe + [pe} Ds
Hi — He Hi + | el

D, (5.77)

qu’on peut appeler coefficient de diffusion ambipolaire parfaite. L’ordre
de grandeur de D, peut s’obtenir en portant dans (5.77) les expressions
approchées (5.58) et (5.59) ; il vient :

T,
D, ~ D; <1 + —e) (5.78)
T;

5.6.3 Détermination du coefficient de
proportionnalité. Domaine de validité de
la diffusion ambipolaire parfaite

Il reste maintenant a déterminer le parameétre e ; pour une valeur donnée
de ¢, donc de Dy, les équations (5.74) et (5.75), assorties de la condition
ne = 0 sur les parois du récipient, définissent un probleme avec conditions
aux limites identiques a celui étudié au paragraphe précédent. On a vu
que dans un régime stationnaire, ot la fréquence d’ionisation v; prend
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une certaine valeur constante, la répartition de densité dans la cavité est
représentée par le mode fondamental de diffusion de la cavité, soit :

ne(?> = neofl(f') (579)

oll N, €St une constante arbitraire ; si f; est normalisée a I'unité au centre
de la cavité, n,, représente la densité électronique d’équilibre au centre de
la cavité. On considére n., comme donnée (dans 'exemple d'une décharge
HF, ng, est déterminé par les conditions d’excitation de la cavité ; cf.
section 5.5) ; et 'on va chercher & déterminer le paramétre €. Pour une
répartition donnée de densité, le champ électrique est donné par la formule
(5.73) qui, compte tenu de (5.79), donne :

—E—> . JDe - EDZ‘ Vfl
He — €lh;  f1

En principe ce champ devrait satisfaire Péquation de Poisson (5.72) qui a
été jusqu’a maintenant laissée de coté, soit :

D, - eD; [vz’fl _ (m

(5.80)

He — €l f1 fi

ou compte tenu de (5.42) :

2
neer(e_l) He — €l 1 ‘il +<Zf_l)

2
) } = NeoQe(l — €) f1 /€0 (5.81)

S 82
€s De - ED,L' f1 A2 fl (5 8 )

ou A est la longueur de diffusion du mode fondamental. On voit tout de
suite que cette équation ne peut étre satisfaite de fagon exacte puisque
le premier membre est constant alors que le deuxiéme dépend de 7. Ap-
pelons €(0) la valeur qui satisfait & ’équation (5.82) au centre de la cavité ;
en ce point on a fi =1 et Vfi =0, d’ou la condition :

Neole e — €(0)p; 1
—e(0) - 1} ——— = — 5.83
€5 [£(0) = 1] D.—€(0)D; A? (583)
On peut mettre cette équation sous une forme sans dimension en intro-
duisant la longueur de Debye électronique Ap, au centre de la cavité et
la température de diffusion T, des électrons [cf. formule (5.17)] ; il vient
alors :

AL T 1—e(0)£:
€ — [¢(0) — 1] — K= | 5.84
A2 Te [6( ) ] 1— 6(0)1_8_: ( )

Comme les températures T, et T/ sont a priori assez voisines, on voit que
pour un gaz donné €(0) est essentiellernent fonction du rapport Ap,/A. Il
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en est de méme de D;. La figure 5.9 représente les variations de €(0) et
du rapport D,/D, en fonction du parametre (A2,,/A?)(T%/T.). On y voit,
ainsi que sur la formule (5.84), que l'on tend vers le cas de la diffusion
ambipolaire parfaite lorsque Ap, € A et vers celui de la diffusion libre
lorsque Apo > |pte/ s A

D,/ D, &o
; D,=D, £=0,/D]
] %_‘.'::
e I
107 10?2
102 10
D,=D,
]
10 1 10 102 108 10
(Ago/AZ) (T;n;)

Figure 5.9 : Variation de €(0) et D,/D. en fonction de (A%, /A%)(T./T.).

Cas particulier %? = ke =103
1 i

On peut pour terminer discuter sommairement ’ordre de grandeur des
erreurs faites avec la théorie simplifiée basée sur I’hypothese de propor-
tionnalité (5.66). Nous le ferons sur U'exemple simple de la diffusion entre
deux plans paralléles distants de a [formules (5.43) et (5.44) avec b et ¢
infinis]. On vérifie alors facilement que le deuxiéme membre de 'équation
(5.82) peut s’écrire en un point d’abscisse 2 (origine au plan médian) sous

la forme :
1 1

2 =
A2(z)  AZcosd (Z2)
o A'(z) est une longueur de diffusion fictive variable d’un point & un

autre. Si 'on désirait satisfaire ’équation de Poisson au point d’abscisse =
il suffirait de remplacer dans (5.84) A par A’ ; il en résulterait une valeur

(5.85)
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e(z) différente de €(0). Il est facile de voir, & partir de la forme de la
figure 5.9, que la variation e(z) — €(0) est faible si I'on est au voisinage
d’un des deux cas limites (diffusion libre ou diffusion ambipolaire parfaite)
et maximum lorsque 1'on est dans la région olt Ap,/A est de lordre de
|tte/11:)/* (on a alors par exemple pour z = a/4, €(0) ~ 30 et e(z) ~ 90).
Dans tous les cas on constate que 1/A’? tend vers linfini quand on se
rapproche des parois : la théorie simple de la diffusion ambipolaire n’est
donc jamais valable au voisinage des parois.

5.7 Colonnes de plasma controlées
par diffusion

5.7.1 Formules générales et regles de similitude

Nous allons maintenant appliquer les méthodes des paragraphes précédents
a I’étude des propriétés des colonnes de plasma faiblement ionisé. Nous
adoptons pour cela les hypothéses suivantes (Fig. 5.10) :

— le plasma est contenu dans un tube cylindrique de rayon R, de
longueur trés supérieure & R ;

— la température T, des molécules est constante dans l’espace et le
temps ;

— un champ électrique stationnaire uniforme E parallele a I'axe du
tube régne dans tout le plasma ;

— les propriétés du plasma sont homogenes dans la direction de 1’'axe
du tube et indépendantes du temps ;

- la production des particules chargées a lieu par chocs ionisants
électron-neutre a partir du niveau fondamental des neutres ;

— la disparition des particules chargées a lieu par diffusion ambipolaire
parfaite et recombinaison sur les parois.

Figure 5.10 : Colonne de plasma homogene stationnaire contrélée par dif-
fusion.

Ces diverses conditions sont réalisées approximativement dans la
colonne positive des tubes & décharge luminescente fonctionnant & une
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pression suffisante. Cependant, la théorie que nous allons développer
est indépendante de la maniére dont le plasma est produit ou collecté
aux extrémités du tube ; elle peut donc s’appliquer & d’autres types de
décharges et moyennant certaines modifications s’étendre & de nombreux
autres cas (décharges d’arc, cas des basses pressions, colonnes dans un
champ magnétique longitudinal, etc.).

Ceci étant, les équations exprimant nos hypotheses s’écrivent :

Ne = Ny (586)
V  NeTe = VN, (5.87)
(NeVe)L = —DgVn, (5.88)

ou vy et D, sont constants. On a donc :
DoV?n, = vn, (5.89)

La discussion du paragraphe 5.5.2 permet de conclure qu'en régime sta-
tionnaire la distribution de densité est représentée par le mode principal
de diffusion :

ne:7%myu(z4%) (5.90)

et que d’autre part la fréquence de diffusion de ce mode, donnée par la for-
mule (5.47), doit étre égale & vy ; d'oul, compte tenu de (5.46), la condition
d’entretien de la colonne de plasma :

vy

—R=24 5.91

5 (591)
On peut considérer que cette équation détermine T, ; mais on peut d’autre
part en déduire facilement des lois de similitude concernant le probléme
étudié ; on peut en effet écrire d’apres (4.29) :

Vi = No{01We) (5.92)
et d’autre part on a :
Da _ nr
Do = (5.93)

ou D,, est le coefficient de diffusion ambipolaire parfaite réduit aux con-
ditions normales, et n;, le nombre de molécules par cm? dans ces mémes
conditions. En reportant dans (5.91) il vient :

noR = 2.4 (5.94)
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Or, {orwe) et D,, ne sont fonctions que de la forme des fonctions de
distributions électroniques et ioniques qui elles-mémes sont completement
déterminées par la valeur des paramétres E/n, et T,. L'équation (5.94)
est dohc pour un gaz donné une relation entre les parametres E/n,, n,R
et T, ; c’est la premiere loi de similitude :

n£ = fi(noR, To) (5.95)

On en déduit facilement les deux autres lois de similitude :

Te = f2(noR, 1)) (5.96)
ne(0) = %fa(noR,To) (5.97)

La formule (5.97) s’obtient en calculant le courant électronique i, dans une
section droite par intégration :

R
fe = /27rneqep,eEdr (5.98)
o
nr, 27TR2 2.4
= eO e_E’— Jo d 5.99
neO)epeo B [ wuda (599)

d’ott 'on déduit (5.97) avec :

0.737 1 n,
= —_— 5.100
fs nrge peo £ ( )

La mobilité réduite peo étant fonction de E/n, et de T, f3 apparait comme
une fonction de E/n, et de T, ; mais d’apreés (5.95) on peut aussi bien la
considérer comme une fonction de n,R et de T,,. Les trois lois de similitude
(5.95), (5.96) et (5.97) peuvent finalement s’énoncer ainsi :

o Le champ électrique E est indépendant du courant i qui circule dans
la colonne de plasma ; le quotient E/n, est une fonction de n,R et
de T, (si on se fixe T, on peut aussi dire que E/p est une fonction
de pR).

e La température électronique est homogene dans toute la colonne,
indépendante de i et fonction seulement de n,R et de T,.

o La densité n.(0) sur laze est le produit de la densité de courant
moyenne i./7R? par une fonction de n,R et de T,.
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5.7.2 Formules explicites pour une fréquence
de collision constante

Pour calculer effectivement les trois fonctions inconnues qui figurent dans les lois de
similitude (5.95)-(5.97), il faut en partant de (5.91) effectuer des calculs numériques
tenant compte pour chaque gaz des propriétés des diverses sections efficaces. 1l est
intéressant de faire ce calcul pour le modeéle simple dans lequel on suppose les sections
efficaces o et o1 représentées par les formules :

o1 = alue — E;) (5.101)

Veo = Nooiwe = Cte (5.102)

Discutons ces hypotheéses : la formule (5.101) est effectivement vérifiée prés du seuil ;
le tableau 5.5 indique les valeurs expérimentales de la constante a pour divers gaz. Le
fait de l'utiliser dans la théorie pour une valeur quelconque de E n’introduit d’ailleurs
qu’une erreur assez faible parce que, dans la colonne positive, les électrons ayant une
énergie nettement supérieure & F; sont en trés petit nombre.

Gaz Li Cs Hg | He | Ne | Ar | Hy | N2 | CO
a(1078cm?ev—1) || 75 | 250 | 23 { 1.3 | 1.6 | 13 | 5 | 12 | 10

Tableau 5.5 : Valeurs expérimentales de la constante a d’ionisation preés
du seuil.

L’hypothése v = Cte est au contraire beaucoup plus restrictive ; les gaz réels n’y
satisfont pas en général ; les seuls gaz qui obéissent approximativement & cette loi sont
Hs et avec une moins bonne précision He (cf. paragraphe 12.3.3).

Si 'on admet que ve, est constant, il en résulte d’ailleurs que la fonction de dis-
tribution fe des électrons est maxwellienne ; de nombreux auteurs ont introduit di-
rectement cette propriété comme une hypothése en considérant qu’elle était vérifiée par
Pexpérience ; lorsque ve, n’est pas constant, le caractére maxwellien de fe peut étre
un effet dit aux interactions entre électrons {cf. discussion de la section 12.9). L’analyse
détaillée de ce modele particulier de colonne positive fait 'objet du probléeme P5-2. On y
montre que les variations de Te et de (E/p)? en fonction de pR peuvent étre représentées
par deux courbes universelles, & condition de porter pR/AT, en abscisse et k7. /E; ou
BT,E/p en ordonnée. La figure 5.11 représente ces deux courbes universelles ; on y voit
que Te et E/n, décroissent lorsque le produit pR croit, d’abord rapidement puis de plus
en plus lentement. Sur ces courbes, ot1 A et B sont deux constantes définies pour chaque
gaz obéissant au modele, on voit également que pour obtenir une forte valeur de T,
il faut choisir une faible valeur du produit pR. Ce résultat est indépendant du modele
étudié : lorsque le produit pR est faible, les pertes par diffusion sont importantes ; pour
les compenser, il faut un fort taux d’ionisation donc une forte valeur de E/n, et Te.
Cette situation est bien connue dans la technique des lasers & gaz comme le laser &
hélium-néon. Pour obtenir 'effet laser, il faut un fort taux d’excitation, ¢’est-a-dire une
forte valeur de T, ; on l'obtient en faisant passer la décharge dans un tube de tout petit
diametre.
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kT,/E, BT, E/p

1 L1t

KT,/E,
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1 10 102 103
pR/AT,

Figure 5.11 : Cas v., = Cte. Courbes universelles de variation de T, et
(E/p)? en fonction de pR.

5.8 Colonnes de plasma en régime
de chute libre

5.8.1 Limite du régime de Schottky vers
les basses pressions

La théorie de la colonne positive exposée dans la section précédente suppose que le
libre parcours moyen des électrons et des ions est bien plus petit que le rayon du tube
(régime contrdlé par la diffusion), soit :

1/no,01 < R (5.103)

ou o1 est la section efficace électron-neutre et R le rayon de la colonne. On voit que
le paramétre caractéristique est & nouveau le produit n,R. En choisissant pour o; la
valeur typique 101% cm?, on trouve que le domaine d’existence du régime de Schottky
est limité vers les basses pressions par la condition :

noR (cm?) » 10%° (5.104)
ou, en supposant que la température des neutres est 300 K :
poR (torr cm) > 3 1072 (5.105)

Pour des diameétre de 'ordre du cm, on voit que le régime de Schottky se produit
typiquement pour des pressions voisines du torr ou légérement plus basses.
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5.8.2 Régime de chute libre

Pour produire au laboratoire des colonnes de plasma faiblement collisionnel, on a cherché
et réussi & faire fonctionner des tubes a décharges dans des gammes de pressions assez
basses, de ’ordre de 10~ 2 torr ou plus faibles. Dans ces conditions, les libres parcours
moyens des électrons et des ions sont bien plus grands que le rayon du tube, et on entre
dans le régime dit de chute libre.

La théorie de la colonne est alors analogue & celle faite pour les sondes a basse
pression (cf. probleme P1-4) & ceci prés que le plasma est ici borné par une surface
isolante qui ne peut collecter aucun courant net, alors que dans le cas des sondes il est
borné par une surface métallique qui peut collecter un courant positif ou négatif (plus
précisément la paroi isolante du tube est équivalente & une sonde au potentiel flottant ;
cf. probleme P1-4).

Les idées de base de la théorie de ces colonnes & basse pression sont donc les sui-
vantes :

e Le plasma, est électriquement neutre jusqu’au voisinage de la paroi.
e La paroi est & un potentiel négatif repoussant presque tous les électrons.

o [l se forme prés de la paroi une gaine ionique d’épaisseur tres faible si la longueur
de Debye est bien plus petite que le rayon du tube.
e Les électrons et les ions sont créés dans le corps du plasma selon la loi habituelle :

One _ Ons (5.106)
= = VITNe .
o e

oll vy est la fréquence d’ionisation.

e Les ions créés en un point quelconque du plasma “tombent en chute libre” jusqu’a
la paroi sous I'effet du potentiel électrostatique ¢(r) qui est accélérateur pour eux.

e Les électrons sont au contraire confinés dans le plasma par le potentiel ¢(r). On
admet qu’ils sont en équilibre thermodynamique a la température T, dans ce
puits de potentiel, de sorte que la densité électronique satisfait & I’équation :

ne(r) = neo exp(—ged/rTe) (5.107)

ol neo est la densité électronique dans la partie centrale du plasma. Dans la gaine,
cette densité déeroit donc exponentiellement et prend une valeur tres faible mais
non nulle au niveau de la paroi. Il en résulte un courant résiduel électronique qui
équilibre le courant ionique.

e Le potentiel ¢(r) self-consistent est enfin déterminé par I’équation de Poisson :
V2(r) = —(ne(r)ge +ni(r)gi)/co (5.108)

La théorie a été développée sur ces bases par plusieurs auteurs {[49], [50], [51], [52],
[53]. Le parametre critique qui s’introduit est le rapport :
A= (5.100)
vr + Vio
ol v est comme précédemment la fréquence d’ionisation et v;, la fréquence de collision
ion-neutre pour I’échange de quantité de mouvement. Un résultat intéressant de cette
théorie est la répartition radiale de la densité dans le plasma, qui est représentée sur
la figure 5.12 extraite de [50]. On y a porté en abscisse le rapport r/r, ol ry, est le
rayon limite du plasma (début de la gaine), c’est-a-dire en pratique celui du tube si la
longueur de Debye est assez petite, et en ordonnée le rapport de la densité a la densité
centrale ng.
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Figure 5.12 : Répartition radiale de la densité dans une colonne positive
[50].

A = =L~ (voir texte).

(a) Limite des “hautes” pressions (régime de Schottky).

(b) Limite des basses pressions (régime de chute libre).

Le cas limite A = 0 (“hautes” pressions) correpond & la théorie de Schottky o ne
est donnée par la formule (5.90). L’autre limite A = 1 (basses pressions) correspond au
régime de chute libre. On y voit que la densité reste alors finie & entrée de la gaine,
de sorte que la répartition radiale de la densité est plus plate que dans le régime de
Schottky.

5.9 Recombinaison en volume
Attachement

5.9.1 Généralités

Si la densité électronique dans un plasma est suffisamment élevée, les
phénomenes de recombinaison entre particules chargées dans le volume du
gaz peuvent devenir importants. On a vu au chapitre 4 que les mécanismes
de recombinaison sont trés divers : les réactions de recombinaison peu-
vent étre a deux ou & trois corps. Nous supposons pour 'instant que ces
réactions se produisent en tout cas entre électrons et ions positifs ; cela
élimine le cas des gaz électronégatifs ou les ions négatifs peuvent jouer un
role important ; ce dernier cas sera traité au paragraphe 5.9.4.
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Dans ces conditions, le taux de disparition des électrons peut s’écrire :

on,
ot

= —amnen; (5.110)

ou « est appelé coeflicient de recombinaison ; si les réactions sont effec-
tivement des réactions binaires électron-ion, « est un vrai taux de réaction
binaire ; il est alors indépendant des densités et fonction essentiellement de
la température électronique T,. Si, au contraire, des réactions & trois corps
interviennent, c’est un coefficient apparent, qui est en général fonction des
diverses densités en jeu (n., n;, n,) ainsi que de 7.
Quoi qu’il en soit, on peut écrire dans un plasma neutre le terme de
recombinaison sous la forme :
One _ —an? (5.111)
ot
C’est un terme non linéaire par rapport & la densité 7. ; son importance
est d’autant plus grande que n. est plus grand ; d’ol les deux conclusions
générales suivantes :
— les phénomenes de recombinaison en volume ne sont importants que
dans les plasmas suffisamment denses ;
— la recombinaison en volume, lorsqu’elle est importante, tend a uni-
formiser spatialement la densité n,.

5.9.2 Comparaison des pertes par diffusion
et par recombinaison en volume

Pour se faire une idée des domaines de densité pour lesquels les phénomeénes
de recombinaison en volume sont importants, il suffit de rapprocher les
formules (5.35) et {5.111). En égalant les deux valeurs de 9n. /8t on obtient

une condition qui va définir les densités critiques®, soit :
D
an? = Kj—n (5.112)
ou, compte tenu de la relation d’Einstein :
KT} 7.
neAla = — (1 + —e) 5.113
i T; ( )

5. Ce calcul n’est qu'un calcul d’ordre de grandeur parce que, en présence de re-
combinaisons, le terme de diffusion Dy V2?7, ne peut pas s'écrire sous la forme simple
~Dgne/A? (cf. par exemple [48]).
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ou encore, en introduisant la mobilité réduite p;g [cf. (5.20)] :
nenoAa = PO (T, 4 kT)) (5.114)

4g;

En pratique, les mobilités p, sont de l'ordre de 10 cm? V™! 571, En
introduisant cette valeur moyenne et en supposant kT, = kT; = 2 x 1072
eV (gaz en équilibre thermique & la température ordinaire), la formule
ci-dessus devient :

nenoA%a ~ 1019 (5.115)

Les coefficients de recombinaison « variant d’ailleurs entre 10~7 et 10712
em?® 571, on peut établir finalement le tableau 5.6 qui fournit les valeurs
critiques de n. pour quelques cas typiques.

nyAo p=1torr | p=10 bar
A=1cm A=1mm
\
al(cm3s™1) || n, =3 1016 | n, =3 10%°
10-7 3 10° 3107
10~'2 310t 310'2

Tableau 5.6 : Ordre de grandeur des valeurs critiques de n. (cm~3) pour
lesquelles la recombinaison en volume devient importante (u;o = 10 cm?
V=lg 1l kT, = wT; =2 x 1072 V).

5.9.3 Evolution de la densité dans un plasma
en recombinaison

a) Recombinaison dominante

Dans un plasma de post-décharge, les électrons peuvent disparaitre par
diffusion vers les parois et recombinaison en surface, par recombinaison
ou par attachement dans le volume du gaz. Si Pon néglige diffusion et at-
tachement, ’équation d’évolution de 7. s’écrit simplement dans un plasma

neutre :
on. 9
= —an

at €
Pour intégrer cette équation on supposera la température électronique
constante. On peut alors considérer deux cas limites (cf. chapitre 4) :

(5.116)
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e Recombinaison radiative :

o = Cte —s %@ - n—el(o—)+a(t~t0) (5.117)

e Recombinaison triple e-e-i :

1 1
a=kn, — % = W-I'Qk(t—to) (5.118)

ol n.(0) désigne la densité initiale & 'instant £ = #;.

b) Diffusion et recombinaison en volume

Si la diffusion et la recombinaison en volume existent simultanément,
I’équation d’évolution de n. peut s’écrire dans le cas le plus simple :

One

e DVin, = —an? (5.119)

Cette équation différentielle non linéaire ne peut, en général, s’intégrer que
numériquement.

Il est intéressant toutefois de considérer le cas expérimentalement trés
fréquent oui la recombinaison est faible comparée a la diffusion. On peut
alors admettre que la répartition de densité dans le récipient est déterminée
essentiellement par la diffusion et étudier par exemple ce qui se passe quand
cette répartition est voisine de celle du mode fondamental de diffusion du
récipient. On a alors [cf. (5.42) et (5.47)] :

DV?n, = —%ne = —vn, (5.120)
et (5.119) s’écrit :
(987:: = —vn, — on? (5.121)
d’ou l’on déduit par intégration :
ne(t) ne(0) —u(t—to)

v+ ane(t) T U+ ane(0) ¢ (5-122)

5.9.4 Attachement électronique

On appelle attachement électronique les phénomeénes de production d’ions
négatifs qui se produisent par réaction des électrons avec les neutres dans
les gaz électronégatifs (O2, halogénes, ...).
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Les mécanismes élémentaires d’attachement d’un électron sur un atome
ou une molécule ont été décrits au chapitre 4. Les propriétés détaillées
de ces réactions (sections efficaces et variation de celles-ci avec ’énergie
électronique) ne sont pas toujours trés bien connues. Nous nous con-
tenterons ici des quelques remarques suivantes :

e On peut définir une fréquence d’attachement v4 par la formule :

VA = no{0.we) = P—o/ aa(we)47rwg’f(we) dw, (5.123)

e

ol 04 (w,.) est la section efficace d’attachement pour les électrons de vitesse
We.
e L'équation d’évolution de n, s’écrit si attachement est seul présent :

on,
ot

= —VAN, (5.124)

ce qui conduit si ¥4 est constant & une décroissance exponentielle de la
densité de période 1/v4.

Dans les gaz ou 'attachement est important, les électrons sont tres vite
remplacés totalement ou partiellement par des ions négatifs. On a alors &
considérer un plasma avec trois espéces de particules chargées : e, A=, At,
Les formules de diffusion ambipolaire doivent alors étre modifiées [48].
Enfin les phénomeénes de recombinaison ion positif - ion négatif peuvent
devenir importants.

5.10 Appendices

A5-1 Modes propres et longueurs de diffusion
de cavités cylindriques ou parallélépipédiques

La recherche des modes propres du laplacien dans les conditions définies au paragraphe
5.4 est un probléme classique que 'on rencontre dans divers domaines de la physique
(résonance des cavités acoustiques ou électromagnétiques, diffusion des neutrons dans
les réacteurs...). Rappelons sa solution dans deux cas particuliers.

a) Cavités parallélépipédiques

En prenant pour origine des coordonnées un sommet de la cavité, on cherche a résoudre
I’équation :
2
Vm__L (5.125)
n A2
avec n = 0 sur la surface de la cavité. Pour cela on cherche des solutions a variables
séparées de la forme :

n(z,y,z) = X(z) - Y(y) - Z2(z) (5.126)
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En reportant cette expression dans (5.125) on obtient :

1d2X  1d%Y  1dZ 1

sttt == 5.127
X dz? + Y dy?  Z dz? A2 ( )
qu’on résout en posant :
1 d2X o
- =- 5.128
Xd2 ° (5-128)
1d%Y 2
- = 5.129
v =P (5.129)
1d2Z o
12 5.130
7 a2 ¥ ( )
ol a, 3, v sont constants.
La solution de (5.128) qui satisfait & la condition X = 0 pour z = 0 est :
X = Aj sin{ax) (5.131)
Pour que de plus elle satisfasse & la condition X = 0 pour z = a on doit avoir :
2
a=" (5.132)
a
En raisonnant de méme pour Y et Z on obtient donc :
¢
X = A sin (-713) (5.133)
a
Y = Aysin (%) (5.134)
Z = Agsin (ﬂf) (5.135)
c

£, m et n étant trois entiers quelconques ; en rapprochant ces trois résultats on obtient
la formule (5.43) et en les reportant dans 'équation {5.125) on obtient pour la longueur
de diffusion du mode ¢mn la formule (5.44).

b) Cavités cylindriques

On prend maintenant pour origine le centre d’une des faces circulaires de la cavité et
Yon pose :

n(r,p,2) = R(r)®(0) Z(2) (5.136)
En reportant dans (5.125) on obtient :
1 d { dR 11420 14d%Z 1
— ()4 S = - 5.137
"R dr (T dr) 20d2 ZdE T A (5.137)
La variable z étant séparée on pose :
1d2Z o
—-—— = 5.138
7 42 ¥ {5.138)
La solution de (5.138) qui satisfait & la condition Z = 0 pour z = 0 est :
Z = Agsin(vz) (5.139)
Pour que de plus elle satisfasse a la condition Z = 0 pour z = h on doit avoir :
y=T (5.140)

h
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d’ol
Z = Agsin (%) (5.141)
En reportant ce résultat dans (5.137) et en multipliant par r? il vient :
rd ( dR s 1 > o, 1d%@
rafery_(2_ 1 2% o 5.142
Rdr(rdr) ('Y a2) " Tz (5.142)
Les variables r et  étant maintenant séparées on pose :
1 d2
1de 2 (5.143)
D dp?
d’ol :
P = Ag cosmep + Basinme (5.144)

Pour que la fonction ® soit uniforme il faut que m soit entier. Reportons maintenant
(5.143) dans (5.142) et multiplions par R/r? ; il vient :

Zi§+%%l—:+(7\13—72—?;)}2—0 (5.145)
Posons :
K2 = % — 2 (5.146)
et faisons le changement de variable :
z=kr (5.147)
On obtient en divisant (5.145) par k2 :
%4-%%4-(1;;”2)}{:0 (5.148)

qui est ’équation de Bessel classique d’ordre m. Sa solution générale est (cf. [267,
p.951]) :

R = AyJm(x) + BiNy(z) (5.149)
Pour que R reste fini pour r = 0, By doit étre nul. Pour que R s’annule pour r = a,
ka doit étre un zéro de Jy, ; en désignant par ay,, le £-ieme zéro de J,, on peut donc
écrire :

k= 2tm (5.150)
a
d’ou finalement :
R=AyJm (a”mr) (5.151)
a

En regroupant les résultats (5.141), (5.144) et (5.151) on obtient pour le mode émn
Pexpression (5.45). En reportant dans (5.146) les valeurs (5.140) et (5.150) de v et K
on obtient pour la longueur de diffusion Ay, la formule (5.143).

5.11 Probléemes

P5-1 Création d’un plasma par un faisceau d’électrons

a) On considére 'expérience représentée schématiquement sur la figure 5.13. Un cylin-
dre métallique (rayon b, longueur L, L > b) est rempli d’argon (pression po,
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Figure 5.13 : Création d’un plasma par un faisceau d’électrons.

température T,). Un faisceau d’électrons monoénergétiques de rayon a et de
grande énergie initiale u, se déplace le long de I'axe de ce cylindre. Soit oy la
section efficace de production des électrons secondaires par collisions (e, Ar) et
supposons que dans le domaine d’énergie considéré (u, > 10°% eV), a7 soit donné
approximativement par la formule

o1 = Afue (5.152)

avec A = 10713 cm? eV.

Trouver la condition qui doit étre remplie pour que 1'énergie moyenne u/,
des électrons du faisceau quittant le systéme ne soit pas trés différente de wu,,
c’est-a~dire

ul, =uo(l—€) avece<l.
On considére un exemple numérique avec L = 20 cm, T, = 273K, uo = 20 keV
et e = 103 ; calculer po (torr).

b) On suppose maintenant que les électrons secondaires disparaissent par diffusion et

recombinaison sur les parois.

(i) Déterminer le taux de création a de ces électrons (nombre d’électrons par
cm3 et par seconde) en fonction du courant total i dans le faisceau.

(ii) En supposant que le coefficient de diffusion des électrons secondaires D
est constant, déterminer la densité rn., des électrons le long de I'axe du
systeme, en régime stationnaire.

(iii) A titre d’application numérique, calculer o et ng,, en supposant que la
température des électrons secondaires est T, = T, celle des ions T; =
Te = 273 K, leur mobilité réduite p;o = 1.8 cm? V=571, le courant
i =16x10"7 A a=1cm, b =2 cm ; les autres conditions sont les
mémes qu’en (i).

(iv) Discuter I'hypothese T = T,.

(v) Que faut-il changer dans la théorie précédente quand le courant i ou le
rapport b/a deviennent plus grands que les valeurs précédentes ?

(vi) Du point de vue qualitatif, que se passe-t-il si on applique un champ
magnétique paralléle & I’axe de 'expérience ?
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P5-2 Colonne positive (modéle simple)

En partant du modéle simple des relations (5.101) et (5.102), montrer que 'on a les
régles générales non dimensionnelles suivantes :

AnoR = [sV/2e~1/5(2 ¢ 1/s))71/2
B(E) =T,
No E;
e Mo

*R2 E

1/2
- [ e 2 )1/2 /
2.4 l"’tOnL 7r Me

Mo qe
3F; m2(o1we)?

Me(o1We)

Q2

ne(0) =C

avec s = KT/ E;

B=

C =231

P5-3 Diffusion ambipolaire avec plusieurs espéces
d’ions

Montrer que lorsqu’un plasma contient deux espéces différentes d’ions positifs (1 et 2),

les équations de diffusion ambipolaire deviennent

ne(7,t) = di ()ny (7, t) + d2(t)n2( 7, t)
Vne Vni  Vng

Ne 71 n2

— — —>
e Ve = N1U] + N20U2

ne'U—eb = —D4aeVne
n1v] = —Da1 Vg
navz = —Da2Vng

avec
n1(#iDe — peD1) + na(poDe — peD2)

e N1 + N2 — Nelle
ne(1De — peD1) +na(uaD1 — p1 Do)
n1p1 + N2p2 — Nelle
ne(pzDe — pe D2) 4+ n1(p1D2 — paDi)
nipl + nap2 — Nefle
On peut trouver le calcul de ces formules dans [48].

Dy =

Das =




Cette page est laissée intentionnellement en blanc.



Chapitre 6

Faisceaux d’électrons :
ondes et instabilités
électrostatiques

6.1 Introduction

Un faisceau d’électrons constitue 'exemple le plus simple d’un plasma
uniforme en équilibre susceptible de devenir instable. La source d’énergie
libre du faisceau est évidemment sa vitesse. L’analyse des perturbations
de petite amplitude y fait apparaitre des modes électrostatiques de pro-
pagation qui sont caractérisés par une grandeur appelée “énergie d’onde”.
Pour certains modes I’énergie d’onde est négative. Le systéme peut alors
développer une instabilité linéaire, lorsqu’une telle onde est couplée soit
& un mécanisme de dissipation positive (comme dans une résistance or-
dinaire), soit & une onde d’énergie positive. Nous verrons que des cou-
plages de ce type sont a l'origine de nombreuses instabilités tant dans
les plasmas que dans les “tubes” & faisceaux électroniques (oscillateurs et
amplificateurs) utilisés pour transformer I’énergie cinétique d’un faisceau
électronique en énergie électromagnétique cohérente de haute fréquence.
L’étude des ondes sur un faisceau d’électrons date des années 30 ol 'on
a inventé de nombreux dispositifs & faisceaux d’électrons pour produire et
amplifier des signaux électromagnétiques en hyperfréquences. L’analyse
des ondes de charge d’espace dans les faisceaux d’électrons a été faite pour
la premiere fois par W. C. Hahn [54] et S. Ramo [55] et publiée en 1939.
Ces études s’appliquaient & un faisceau d’électrons cylindrique entouré
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d’un tube métallique concentrique, et concernaient la résolution d’un pro-
bléme avec conditions aux limites. On supposait que la charge d’espace des
électrons dans le faisceau était neutralisée par des ions immobiles, station-
naires et que la dynamique du faisceau était & une dimension, paralléle & un
champ magnétique constant et fort. Des travaux ultérieurs ont étendu la
théorie & des faisceaux d’électrons placés dans un champ magnétique quel-
conque fini, ainsi qu’a des faisceaux d’électrons dont la charge d’espace
n’est pas neutralisée. Pour faire ressortir les éléments physiques essentiels
des faisceaux d’électrons de la maniere la plus simple, nous nous limiterons
d’abord & 'analyse des écoulements d’électrons homogenes et infinis dans
toutes les directions, placés dans un champ magnétique fort. Nous analy-
serons ensuite succinctement les conditions aux limites pour des faisceaux
cylindriques (plus réalistes) de dimensions transversales finies. Cependant
nous n’axerons pas notre étude des ondes dans les faisceaux d’électrons sur
les dispositifs de ce type. Nous soulignerons plutét le réle qu’elles jouent
dans la physique des instabilités de plasma.

Dans la section 6.2 nous décrirons la dynamique linéaire des perturba-
tions électrostatiques sur un faisceau d’électrons. On obtient ainsi 1’équa-
tion de dispersion pour les “ondes rapides” et les “ondes lentes” dans un
faiscean électronique.

Dans la section 6.3 nous introduirons les notions d’énergie et de flux
d’énergie de perturbation (“énergie d’onde”) associé & une onde stable du
faisceau. L’excitation externe de ces ondes (par un champ appliqué & une
tranche fine du faisceau) est décrite dans la section 6.4 ot nous montrerons
que cela peut conduire soit & une propagation stable des “ondes de charge
d’espace”, soit & leur utilisation pour Vamplification spatiale d’un signal
(comme dans le klystron), soit enfin & une instabilité temporelle dans une
région bornée du faisceau.

Dans la section 6.5 nous montrerons qu’en raison de I’existence d’ondes
d’énergie négative sur le faisceau, 'addition d’'un phénomene de dissipa-
tion positive extérieur au faisceau produit une amplification spatiale des
perturbations. De plus, il peut également y avoir instabilité en ’absence de
dissipation {cf. section 6.6) quand il y a couplage continu entre les ondes
d’énergie positive et les ondes d’énergie négative. Ce cas, qui se produit
dans les plasmas contenant plusieurs espéces de particules avec des vitesses
différentes, est discuté dans le chapitre 7.
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6.2 Dynamique a une dimension

6.2.1 Equations générales non linéaires

Considérons donc le modele simple d’un écoulement d’électrons uniforme
confiné par un trés fort champ magnétique paralléle i sa direction, de telle
sorte que la dynamique des électrons soit d¢ une dimension. Supposons de
plus que la densité des électrons est neutralisée par un fond continu d’ions
positifs. Pour le moment, nous étudions la dynamique de relativement
haute fréquence des électrons et nous négligeons le mouvement des ions,
ce qui revient a supposer leur masse infinie. Pour simplifier nous nous
limitons & la dynamique non relativiste des électrons et supposons que les
seuls champs qui interviennent sont électrostatiques.

Les équations de la dynamique des électrons dans le modéle des plasmas
froids sont 1'équation de conservation des particules :

on Io}
e + a(nv) =0 (6.1)

et I’équation du mouvement :

v ov
m (E + U%) = —eF (6.2)

ol n(z,t) est la densité électronique, v(z,t) la vitesse dans la direction
du mouvement, et £(z,t) le champ électrique dans cette méme direction.
Ces équations aux dérivées partielles permettent de déterminer la densité
des électrons n et la vitesse des électrons v en fonction du champ électrique
E. En général elles ne sont pas linéaires ; n et v sont donc des fonctions
non linéaires de E. Le champ électrique est, en fait, déterminé par les
équations de Maxwell qui, dans le cas des champs électriques, se ramenent
soit & I’équation de Poisson :

OF
6079;‘ — P = Pext (63)

soit & 'équation de Maxwell-Ampeére :

OF
605{ -+ J = '—Jezt (64)

ol p est la densité de charge totale :

p=—en+ pp (6.5)
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Pie la densité de charge du fond continu des ions positifs, et J la densité
totale de courant :
J=—el' = —env (6.6)

qui est identique a la densité de courant des électrons puisqu’on suppose
les ions immobiles. Dans les équations (6.3) et (6.4), nous avons aussi
inclus des sources de charge et de courant, peys et Jezt, imposées de fagon
extérieure. Remarquons que ’équation (6.1) implique :

Op  OJ

N + = 9 =0 (6.7)

et par conséquent les deux équations (6.3) et (6.4) ne sont pas indépen-
dantes. Bien entendu, pe,; et Jep: doivent aussi vérifier une équation de
conservation de la forme (6.7). L’ensemble des équations (6.1)—(6.3) ou
(6.4) forme un systéme complet, self-consistent, d’équations dynamiques
pour les électrons!.

On peut aussi établir une équation de conservation de ’énergie pour la
dynamique non-linéaire de ce modele de plasma électronique & une dimen-
sion. En multipliant (6.4) par F et en utilisant (6.2) et (6.1) pour évaluer
EJ, on trouve :

2 2
2 <€OE + n_”i) + 3 (T}LF> EJext (68)

ot 2 2 Or \ 2
ot (€gE?/2) est la densité d’énergie du champ électrostatique, (nmwv?/2)

est la densité, et (I'mv?/2) le flux d’énergie cinétique.

6.2.2 Modes propres du faisceau
a) Equations linéaires des champs de perturbation

Considérons donc I'état d’équilibre d’un écoulement uniforme et neutralisé
d’électrons, caractérisé par sa densité électronique et sa vitesse dans la
direction z, respectivement :

ng=Cte ; ©vp=Cte <c (6.9)
Le fond continu des ions étant neutralisant, on a :

Pe0 = —€NQ = —Pio (6.10)

1. Dans I’équation (6.6) seul le courant électronique figure au membre de droite ; il n’y
a pas de courant de neutralisation. Celui-ci est négligeable pour la dynamique que ’'on
étudie, qui est & une dimension et électrostatique (variation nulle de B dans le temps) ;
on peut considérer Jez¢ comme un courant qui neutralise J.
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et, a Iéquilibre, il n’y a pas de champ électrique, Ey = 0. On suppose que
la vitesse des électrons a été acquise en dehors de la zone considérée, par
exemple dans une région d’accélération cathode-anode, ou par toute autre
méthode d’injection.

Nous étudions maintenant des petites perturbations autour de cet équi-
libre en posant :

n(z,t) =ng+ny +nz+ ... (6.11)
vz, t) =vo+v1+v2+ .. (6.12)
Ez,t)=E1+Fx+ ... (6.13)

ou l'on consideére ny, v1 et E; comme des perturbations du premier ordre.
Le calcul au premier ordre s’effectue en portant ces expressions dans le
systéme (6.1)—(6.6) et en négligeant les termes d’ordre supérieur & 1, tels
que ng et nyw;. On arrive ainsi aux équations dynamiques linéarisées pour
le faisceau d’électrons :

0 I
% + %El =0; T'y =npvy + Ny (6.14)
m (%U?l -+ vo%) = —eF (6.15)
p1 = —eny ; Jp = —ely (6.16)
OF OF
€0p -~ PL= pest ; €05 +J1 = e (6.17)

b) Relation de dispersion

Les équations (6.14) 4 (6.17) forment un systéme d’équations aux dérivées
partielles linéaires & coeflicients constants qui peut étre résolu en général
par une transformation de Fourier-Laplace sur les champs :

Ei(k,w) 2/ dt/ dr Ei(z,t)e et (6.18)
0 —00

zk:z —iwt
— 6.1
1z, ) /2%/ E1(k e (6.19)

On obtient alors un ensemble d’équations algébriques pour les transformées
de Fourier-Laplace (fonctions spectrales) du champ. Plus simplement, en
négligeant les conditions initiales et aux limites et en supposant que la
variation spatio-temporelle de chaque champ est exponentielle, on peut
poser :

E\(z,t) = Re[E e e "] (6.20)
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et il en résulte un systéme d’équations algébriques pour les amplitudes
complexes du champ. A partir de (6.15) et (6.14), on obtient :

—iZF;
—_—_m - 21
e {w ~ kvo) (6.21)
—1tEkE
ny =Ny kvl = Ny Zm ! (622)

(w — kuo) (w — kvg)?

La densité de charge perturbée p; et la densité de courant J; peuvent
s’écrire en fonction de 'amplitude du champ électrique E; sous les formes :

/M= v’I;k‘E()XL(k},u))El (623)

ol
=P 24
XL(kvw) (w - k’U())2 (6 2 )

est la susceptibilité longitudinale du faisceau d’électrons, et
J1 = O'L(k,LU)El (625)

avec 9
w

P
(w— kvg)?
sa conductivité longitudinale (wg = e2ng/mep est la fréquence plasma du

faisceau non perturbé). On déduit immédiatement de la forme linéarisée
de (6.7) que o et Xy, sont reliées par la formule :

or(k,w) = iwegy (6.26)

o = —iwegXy, (6.27)

Finalement, & partir de I’'une des équations (6.17) on obtient :

pext/(ikfﬂ) Jezt/(_iweo)
FE; = = .
KL(k,w) KL(k,w) (6 28)
ou :
or(k,w)
Kilbw) = 14X (k) =1+ 2202
—WED
2
w
— ——P .29
B CEITNE (6.29)

est la permittivité longitudinale du faiscean d’électrons. Nous avons ainsi
obtenu les champs complexes de perturbation ayant la forme (6.19) pour
des champs de source extérieurs donnés.



Dynamique a une dimension 251

Mais on peut aussi considérer les solutions du systeme (6.14)-(6.17)
dites des champs libres, c’est-a-dire avec peyt = Jeze = 0. Pour celles-ci
[en supposant toujours une dépendance spatio-temporelle selon (6.20)], les
solutions non triviales de I’équation (6.28), c’est-a-dire E; # 0, doivent
satisfaire la condition [cf. aussi (1.22)] :

w2

Dkw) =Kplk,w)=1— —P2—— =0 6.30
(k) = Kplhw) =1 = sy (6.30)
Cette équation est appelée la relation de dispersion pour les perturbations
électrostatiques du faisceau d’électrons.

¢) Onde rapide et onde lente

La relation de dispersion peut étre considérée comme une contrainte reliant
le nombre d’ondes k et la fréquence w des solutions libres. Les champs
d’onde complexes, dont la dépendance spatio-temporelle est en exp(ikx —
iwt), qui vérifient cette contrainte sont les solutions naturelles du systéme,
appelées aussi modes propres (par opposition aux solutions forcées ; cf.
probleme P6-1). D’aprés (6.30) il existe deux branches & la relation de
dispersion :

w — kvg = fwp (6.31)

On remarque que si k est réel, k = k., w est aussi réel, w = w,, et
réciproquement. Les deux branches de (6.31) sont représentées sur la figure
6.1. Les perturbations correspondantes sont périodiques dans l'espace et
dans le temps. On distingue généralement ces deux ondes progressives par
leur vitesse de phase pour les valeurs positives de k, et w,.. Ainsi la branche :

Wy w
wr — krvo = twp ; = + -k—p (6.32)
T T

3

est appelée “I’onde rapide ” en ce sens que sa vitesse de phase, est plus
grande que la vitesse du faisceau, et la branche :

Wy Wy

wy — krvg = —wp ;
est appelée “I'onde lente”. Les deux ondes ont la méme vitesse de groupe
(dw,/dk,) = vg, égale & la vitesse du faisceau.

Pour vy = 0, I’équation (6.29) se ramene & la fonction de permittivité
et (6.30) & équation de dispersion pour les oscillations longitudinales d’un
plasma électronique froid, dont les solutions sont w = +w, avec k quel-
conque. On obtient donc la fonction de permittivité du faisceau d’électrons
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ki

Figure 6.1 : Diagramme de dispersion des ondes sur un faisceau d’électrons.

F onde rapide (fast) ; S onde lente (slow).
vp = (wr/kr) vitesse de phase ; vg = (dw,/dk,) = vo vitesse de groupe.

et sa relation de dispersion en remplacant w par w — kvg, ce qui n’est rien
d’autre que l'effet Doppler (non relativiste) ; en effet le faisceau d’électrons
est simplement un plasma électronique froid avec une vitesse de glissement
Vo.

Analysons cela de fagon plus précise. Considérons un systéme de coor-
données (z',t') se déplagant avec une vitesse constante vy par rapport au
systéme du laboratoire (z,¢) dans lequel est décrit le faiscean. Les coor-
données transformées, non relativistes (de Galilée), sont :

=z — vt (6.34)
t'=t (6.35)

La dépendance spatio-temporelle de ’onde dans le systéme de coordonnées
(2',t') devient :

exp(thz — iwt) = explik(z’ + vot’) — iwt']

= exp[ikxl _ Z(w _ kvo)tl] (636)
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et les transformations de &k et w sont :

K=k (6.37)
w'=w— kyg (6.38)

Avec I’équation (6.31) on trouve :
W' =tw, (6.39)

qui est bien ’équation de dispersion pour les oscillations longitudinales
(électrostatiques) dans un plasma froid, stationnaire.

6.3 Energie et flux d’énergie associés
aux ondes

6.3.1 Energie et modele linéaire

Dans le modéle des plasmas froids, la dynamique d’un faisceau est com-
pletement décrite par le systeme des équations dynamiques constitué par
les équations de conservation des particules, de transport de la quantité
de mouvement et de Maxwell. Par combinaison entre elles on peut obtenir
une équation de conservation de I'énergie. Dans cette derniere, les variables
de champ apparaissent a un ordre supérieur a celui qu’elles ont dans les
équations dynamiques. Ainsi, par exemple, aux équations non linéaires de
la dynamique d’un faisceau d’électrons a une dimension non relativiste,
(6.1), (6.2), (6.4) et (6.6), on peut associer I'équation de conservation de
Dénergie (6.8)2. A partir de (6.8), on a identifié la densité d’énergie et le
flux d’énergie pour ce systéme, chacune de ces deux quantités ayant une
signification physique évidente.

De la méme facon, les équations dynamiques linéarisées, (6.14), (6.15)
et (6.17), conduiront également & une équation de conservation, (6.57),
qui permettra de définir la densité et le flux d’énergie dits de perturbation.
Mais l'interprétation physique des différents termes de cette équation est
plus subtile. Puisque les champs linéarisés ne sont qu’une partie des champs

2. Remarquons que certaines des équations dynamiques sont elles-mémes des équa-
tions de conservation. Ainsi, {6.1) exprime la conservation locale des particules et (6.2)
la (non-) conservation de la quantité de mouvement en présence d’un champ électrique.
Mais, dans ces équations, les variables de champ apparaissent & un ordre inférieur a celui
qu’elles ont dans 'équation de conservation de l'énergie (6.8). Remarquons également
que les équations dynamiques d’ordre inférieur (6.1)-(6.6) sont fermées, c’est-a-dire que
leur résolution pour les variables de champ (n, v, et E) ne nécessite pas I’équation de
conservation de 'énergie (6.8) ; mais leurs solutions satisfont automatiquement celle-ci.
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exacts et que la densité d’énergie et le flux d’énergie sont de degré supérieur
par rapport aux champs (elles contiennent des produits des différentes
variables de champ), il n’y a, en général, aucun ordre d’approximation
qui soit mathématiquement cohérent entre la densité d’énergie et le flux
d’énergie de perturbation et les valeurs exactes obtenues & partir de (6.8). Il
n’est donc pas surprenant que ’énergie de perturbation puisse étre négative
alors que 1'énergie totale est toujours positive. Comme nous le verrons, le
concept d’énergie de perturbation négative est trés utile pour identifier et
comprendre les divers types d’instabilités linéaires dans les plasmas.

On peut donner une interprétation physique de la densité et du flux
d’énergie de perturbation moyennés dans l’espace et/ou dans le temps en
considérant la différence entre les énergies moyennées quand le systéme est
perturbé ou non. C’est 'objet du paragraphe suivant. On obtiendra alors
une image mathématiquement correcte en évaluant les énergies moyennées
exactes & partir des champs non perturbés et perturbés au premier ordre.
De toutes fagons, 1’équation de conservation de l'énergie de perturbation,
que nous établirons ainsi, est mathématiquement correcte et indépendante
de ’équation exacte de conservation de 1'énergie.

6.3.2 Energie dans les ondes rapides et lentes

La dynamique des oscillations électroniques est tres différente pour les
deux branches définies par I’équation (6.31). Ainsi, & partir des équations
{6.22) et (6.32) on obtient pour !’onde rapide :

m_k, (6.40)
o Wy

c’est-a-dire que pour k, > 0, n1 et v; y sont en phase. Pour l'onde lente

on trouve au contraire :

mo_ ko, (6.41)

ng Wp
c’est-a-dire que pour k,. > 0, ny et v; y sont en opposition de phase. Cela
est llustré sur la figure 6.2 ot les oscillations périodiques (dans le temps ou
dans l'espace) de la densité et de la vitesse sont représentées et comparées
aux valeurs a I’équilibre ng de la densité et vy de la vitesse. On voit que
pour le cas des ondes rapides, lorsqu’il y a accumulation de densité (par
rapport & I’équilibre), les vitesses sont supérieures (au cas non perturbé) et
que, quand la densité est inférieure, la vitesse 'est également ; il y a donc
plus d’énergie cinétique dans le faisceau en présence de l'onde rapide que
dans I’état d’équilibre. Au contraire pour 'onde lente, la densité des par-
ticules est plus élevée dans les régions de faible vitesse et réciproquement,
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Figure 6.2 : Perturbations de la densité et de la vitesse.
no et vo valeurs d’équilibre.
{(a) Onde rapide.
(b) Onde lente.

de sorte qu'un faisceau propageant une onde lente contient moins d’énergie
cinétique que le faisceau non perturbé. Autrement dit, l'excitation d’une
onde rapide demande que de 'énergie soit fournie au faisceau ; c’est le
cas que 'on rencontre généralement dans les phénomeénes de propagation
d’onde. De telles ondes sont des ondes passives. Au contraire 1’excitation
d’une onde lente nécessite une extraction de I’énergie a partir du faisceau ;
une telle onde peut étre appelée une onde active. Nous verrons dans les
paragraphes suivants que les instabilités de courant dans les plasmas con-
tenant des particules chargées en écoulement peuvent fréquemment étre
interprétées en termes de couplage avec ces ondes actives, mais avant de le
faire il est utile d’établir sur des bases plus solides les phénomeénes d’énergie
dans un faisceau d’électrons propageant une onde.
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6.3.3 Energie associée aux ondes

D’un point de vue physique [cf. également I’équation (6.8)] il est clair que
I’énergie contenue dans le faisceau est la somme de 1'énergie cinétique des
¢électrons et de I’énergie du champ électrostatique. Désignons les densités
de ces deux formes d’énergie par :

Ug = n%lf (6.42)
et €0 o
Ug = —2—E (6.43)
Dans Vétat non perturbé du faisceau nous avons :
UK0=n0T2E(21 et Ugp=0. (6.44)
En présence d’une perturbation, posons? :
Uk = %(TLU +n1)(vo + v1)? (6.45)
et
UL = %OEf (6.46)

Calculons maintenant ces grandeurs pour des solutions périodiques dans
I’espace et le temps avec k et w réels, reliés par la relation de dispersion
(6.30). Les moyennes dans l’espace ou le temps peuvent s’écrire :
w 27 fw 2 2r/k

Uz, t)) = — Ulz,t)dt = —— Ulx,t)d 6.47

W) =5 [ Vend= - [ vEnde 04
Ainsi, les moyennes de (6.46) et (6.45) peuvent s’exprimer au moyen des
amplitudes complexes des différentes variables :

€
Up = JIEP (6.48)
2 2
(Ugy = no% +n0m<2211> + mug{niv) (6.49)
2
= U}(o‘*‘nﬂm‘zﬂ + %Re(mvi‘) (6.50)

3. On remarque que Uﬁ n’est pas la densité d’énergie cinétique totale calculée &
I’approximation du deuxiéme ordre par rapport aux amplitudes du champ. Pour cela on
doit considérer U'expression (ng+ni+nz) 1;— (vo+v1+v2)? = Uﬁ +n2(mvg/2)+n0mv01)2
+ (termes des troisidme et quatriéme ordres) dont P'évaluation au deuxiéme ordre
nécessiterait la résolution d’équations non linéaires en ny et vz. Les moyennes de ny et
v contribuent en général & la moyenne de Uk (cf. probleme P6-2). En définissant Uﬁ-
on a supposé que les champs sont définis seulement par les amplitudes non perturbées
et par les amplitudes perturbées au premier ordre.
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ou lastérisque désigne la quantité complexe conjuguée d’une quantité.
Nous pouvons maintenant former la différence entre la densité d’énergie
moyenne totale en présence de la perturbation et la densité d’énergie de
I’état d’équilibre, soit :

2
m'ZI’ +m—2vQRe(n1vf) (6.51)

€
Uy = {Ug) +(U) = Uko = Z0|E1|2 + ng

Cette quantité est la densité d’énergie moyenne totale associée ¢ Uonde. On
remarque que les deux premiers termes sont positifs tandis que le dernier,
qui est proportionnel & vy, peut étre soit positif, soit négatif selon la phase
relative de n; et v1. En utilisant les formules (6.21) et (6.22) on peut
facilement écrire U; en fonction d’une seule variable de champ. Si on prend
comme variable la perturbation de vitesse, on peut écrire :

mio |y, (“’T = k”)“)z’ e 2kr v } (6.52)

U1 =Ny 4

Wp wy — kyvg)

et avec comme variable le champ électrique :

2
14— {1+ 2hr o H (6.53)

(wr - krvo)2 Wy — k:r’UQ

60|E1|2
4

Uy =

En évaluant la densité d’énergie moyenne totale pour les ondes satis-
faisant & la relation de dispersion D(k,w) = 0, on obtient une quantité Uy
que nous appellerons brievement 1’ énergie d’onde. On trouve ainsi compte
tenu de (6.31) :

Ue — mlvy |2 Wy _ €0l F1)? Wy
K = To =
2 wy — ke D—0 2 wy — krvg D=0

m|v;|? _ i&eolEﬂ?

We
= :f:_no

6.54
Wp 2 Wp 2 ( )

ol1 le signe plus correspond & l’onde rapide et le signe moins a I’onde lente.
On voit que le signe de 1’énergie d’onde est contrélé par le dernier terme
de (6.51) qui dépend de la phase relative de n1 et vy. Ainsi, l'onde rapide
passive est une onde d’énergie positive tandis que ['onde lente active est
une onde d’énergie négative.

6.3.4 Conservation de 1’énergie de perturbation

Finalement, on peut montrer que les énergies de perturbation peuvent étre
introduites directement & partir d'une équation de conservation déduite
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des équations dynamiques linéarisées. En effet, en multipliant la deuxieme
équation (6.17) par Eq, on obtient :

660

55 EH+EJ, =0 (6.55)

Le premier terme est la dérivée par rapport au temps de la densité d’énergie
instantanée du champ électrique de perturbation (6.46). Le deuxiéme peut
s’interpréter & partir des équations dynamiques linéarisées (6.14) et (6.15):

E1J1 = —eE11"1

%) vy
= m(avtl-l- 08 )F1

2 ng™
a2
En combinant (6.56) et (6.55) on obtient :

4]
+ mU()UlTLl) + %(mvgle‘l) (656)

4 (e mv? a
6t ( 0 E2 + n0—2—1 + mvovln1> + %(mvovlfl) =0 (657)

qui peut étre interprétée comme 1’'équation de conservation de énergie de
perturbation du faisceau d’électrons & une dimension. On y reconnait les
densités instantanées d’énergies électrique et cinétique de perturbation :

Ug = 5152 (6.58)

2

U, = noln% + mugving (6.59)

et le flux d’énergie cinétique de perturbation :
S% = myoul'y (6.60)

L’équation de conservation (6.57) est différente de I’équation de con-
servation non linéaire (6.8) ; en fait, (6.57) ne peut pas étre déduite de
I’équation (6.8) ; il s’agit d’une nouvelle équation de conservation, utilisable
indépendamment. L’équation de conservation de 1’énergie de perturbation
(6.57), déduite des équations linéarisées, est la relation de conservation
pour la dynamique du champ linéarisé ; en I'intégrant sur un volume de
Pespace, on obtient les propriétés de ’énergie globale et du flux d’énergie
des champs linéarisés.

Remarquons que les densités d’énergie cinétique instantanée U% (6.45)
et UZ (6.59) ne sont pas égales ; ¢’est une indication directe que (6.59) ne
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peut pas, en général, étre déduit de fagon cohérente de la densité d’énergie
cinétique non linéaire (6.42). La méme remarque est également vraie pour
les flux instantanés d’énergie (cf. probléemes P6-2 et P6-3).

Pour des champs & variation périodique dans I’espace et le temps, on
peut exprimer les densités et flux moyens d’énergie en fonction des ampli-
tudes complexes des champs :

(UE) = ZIE (6.61)

2
U2y = noT—n—lzl—l + 75 Re(vin}) (6.62)
{sk) = %@Re(vlF’{) =81 (6.63)

La somme de (6.61) et (6.62) est bien la densité d’énergie totale moyenne
(6.51) de 'onde. Ainsi, on remarque en particulier en moyennant dans le
temps que la densité (6.50) d’énergie cinétique des perturbations définie
physiquement : (UF} — Uy, et celle (6.62) qui est déduite de I’équation
de conservation de ’énergie de perturbation : (U%), sont identiques. Cela
donne un sens physique 4 la densité d’énergie de perturbation (6.59) quand
elle est moyennée dans le temps. De la méme fagon on identifie (6.63) au
flux moyen total d’énergie de perturbation [56]. En utilisant maintenant
I’équation de dispersion des ondes on peut montrer que :

2
U = ( Y ) ol F| (6.64)

Vg — Vg 2

avec vy = (wy/ky) et vy = (dw,/dk,) = vo ; cette équation est équivalente
4 (6.54) et conduit au méme résultat pour les énergies des ondes rapides et
lentes définies par (6.54). De plus, on trouve d’aprés (6.63) calculée pour
les solutions de ’équation de dispersion :

SK = ngK (6.65)

qui montre que la vitesse d’énergie est égale a la vitesse de groupe (c’est
d’ailleurs une propriété générale des milieux conservatifs [361]). On voit
donc que le flux d’énergie est positif pour les ondes rapides et négatif pour
les ondes lentes ; mais, pour chaque onde, la vitesse d’énergie se trouve
dans la direction & positive, qui est celle de vy = vy.

Le concept d’énergie associée & une onde est a la fois subtil et utile.
L’excitation d’une onde d’énergie négative suppose qu’une certaine énergie
est perdue par le faisceau d’électrons. Clairement, cela signifie que le fais-
ceau d’électrons se ralentit, c’est-a-dire que vy diminue, bien que nous
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ayons supposé pour écrire les équations linéaires que vy est une con-
stante ! Evidemment, I’étude du ralentissement du faisceau d’électrons
nécessiterait la résolution du systéme des équations dynamiques non
linéaires. Le concept d’onde d’énergie négative est trés utile pour la
compréhension des instabilités dans les plasmas contenant des particules
chargées constituant un courant. De telles instabilités sont étudiées dans
le chapitre 7.

Il est également utile de remarquer que le signe de 1’énergie dépend du
systeme de coordonnées dans lequel ’énergie est considérée. Ainsi, dans
un systeme de coordonnées se déplacant avec la vitesse vg des électrons on
aurait simplement un plasma électronique froid et stationnaire, comme on
I’a déja remarqué a la fin de la section 6.2. Dans un tel systéme, dépourvu
d’énergie libre, les oscillations longitudinales de plasma, ' = *w, et k'
quelconque, ont siirement une énergie positive, U; > 0. On peut montrer
[361] que pour une transformation galiléenne {(c’est-a-dire non relativiste)
des coordonnées, I’action est conservée, c’est-a-dire que :

Us _ Uk

Wy w.

(6.66)
Si donc on sait que U}, est positif, alors Uy, est négatif pour toutes les ondes
pour lesquelles (w,/wl) = w,/{w, — krvg) est négatif, comme on I'a déja
montré [cf. (6.54)].

Les expressions précédemment obtenues pour la densité et le
flux d’énergie de perturbation s’appliquent également aux écoulements
d’électrons non uniformes (inhomogenes) dans la direction du flux. En
particulier, on peut montrer que I'équation (6.57) s’applique aussi quand
la densité non perturbée et la vitesse de glissement sont fonctions de x,
c'est-a-dire quand ny = ng(z) et v = vo(x) (cf. probléeme P6-4). La vitesse
et la densité de perturbation ne sont plus alors reliées par (6.21) et (6.22).
Leur variation est donnée par un systeme d’équations différentielles (en ),
linéaires & coefficients variables (fonctions de z). On peut aussi voir cela
comme un couplage continu (en x) des ondes d’énergie positive et négative
qui peut conduire & ’instabilité.

Il faut enfin souligner le fait que le modele de faisceau électronique
décrit dans ce chapitre - &4 une dimension, non relativiste, neutralisé par
des ions immobiles — contient 1’essentiel de la dynamique électrostatique
des ondes engendrées par des électrons en mouvement. On peut trouver un
traitement relativiste de la dynamique électromagnétique de ce systéme
dans [57] et dans la section 7.5. Ce traitement, apres les modifications
nécessaires pour tenir compte des effets dus & une extension géométrique
finie perpendiculaire & 7y, et de 1'étalement thermique des vitesses autour
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de 7g, s’applique également aux faisceaux d’électrons réels (cf. par exemple
[57] et [58]).

6.4 Excitation et stabilité des ondes

Pour compléter ’étude des ondes électrostatiques de petite amplitude sur
un flux homogene d’électrons, considérons I’excitation de telles ondes, ou
plus généralement leur interaction avec un systéme externe au faisceau.
Puisque les ondes sur les faisceaux d’électrons transportent une énergie
de perturbation positive et /ou négative, leur interaction avec les systemes
extérieurs peut étre stable ou instable.

6.4.1 Grilles “dipolaires”

Pour illustrer cela, considérons un systéme externe idéal composé de deux
grilles faiblement écartées, plongées dans le courant d’électrons. On sup-
pose leur transparence infinie : elles ne font pas obstacle au passage des
électrons [Fig. 6.3].

Supposons d’abord que la séparation entre les grilles soit infiniment
petite (sans qu’elles se touchent) et qu’on applique entre elles une source
de potentiel 4 la fréquence w et de petite amplitude (complexe) V;, comme
représenté sur la figure 6.3 (a). Supposons également que le flux d’électrons
arrive sur les grilles sans aucune perturbation. Quels sont les champs de
perturbation dans le courant d’électrons apres qu’il a traversé les grilles 7

A partir de I’équation de dispersion (6.31), on remarque que pour une
fréquence donnée, il existe deux ondes possibles, dont les nombres d’onde
sont respectivement pour 'onde rapide (“f”) et pour ’onde lente (“s”) :

Wy Wp
= — == ke — 6.
k=2 K, (6.67)
et w w
ks . hat's = ke 6.
Lk, (6.68)

ol I'on a introduit le nombre d’'onde “électronique” : [ke = wy/vo] et le
nombre d’onde de “charge d’espace” : [k, = wp/vg]. En s’intéressant plus
spécialement & la vitesse et & la densité de courant de perturbation, on
peut écrire par superposition, et en utilisant les relations entre J; et v;
déduites de (6.21) et {6.25) pour les équations de dispersion (6.32) et (6.33)
des ondes rapide et lente :

vi(z) = (vie HeT 4 vseikpz) ethe® (6.69)
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Faisceau
d’électrons

Ey=Vid(x)

o' X o X

(a) (b)

Figure 6.3 : Excitation d’un faisceau d’électrons par une tension appliquée
entre deux grilles plongées dans le faisceau.
(a) Grilles séparées par une distance infinitésimale.

(b) Grilles séparées par une distance finie d ;
champ électrique sans faisceau d’électrons.

WrEoWp
(—e/m)
oll vy et v, sont deux amplitudes complexes déterminées par les conditions
aux limites. Il est clair que 'on doit préciser deux conditions aux limites
pour déterminer une solution. De plus, puisque les vitesses de groupe des
deux ondes sont positives, la solution recherchée peut étre obtenue en
appliquant deux conditions aux limites au plan = 0. On peut montrer (cf.
probléeme P6-5) que pour des grilles extrémement rapprochées, la tension
appliquée produit une perturbation de la vitesse pour z = 07, mais qu’il
n’y a pas de perturbation de la densité de courant :

Ji(x) = (vre e — y ethr®) giher (6.70)

vz =0%) = T;—;Vl (6.71)
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Jix=0") =0 (6.72)

Ces conditions déterminent les amplitudes complexes vy et v,. D’apres
la. condition aux limites (6.72), I'amplitude des excitations est la méme
pour l'onde rapide et I'onde lente (vy = w,). La solution compléte de
ce probléme d’excitation peut s’écrire aisément en introduisant dans le

faisceau le “potentiel cinétique”* :

et I’“admittance dynamique du faisceau” par unité de surface perpendicu-
laire & Oz :

YE) = ergk:p (674)
On trouve dong, pour z > 0 :
Vi ‘ ) )

Uy (3;) = é(e—zk,}z + ezkpx)ezke;c

= Vicosk,z ethe® (6.75)
| % . . )

J1 (:C) = Ybé(eflkpz — e'Lkp-’t)e'Lkem

= —ZY;;V:[ Sin k'p.’E eikez (676)

On voit que les perturbations de faible amplitude ne propagent 1’énergie
que dans le sens de I’écoulement (selon v ), comme si le faisceau d’électrons
était une ligne de transmission unidirectionnelle.

Pour visualiser ’excitation, écrivons le résultat en fonction de variables
réelles dans l'espace et le temps :

Ui(z,t) = Vscoskpz cos(ke — wit + ) (6.77)
Ji(z,t) = Yy Vssinkyz sin(kez — wrt + ) (6.78)
oll Vs =| V; | et oit 'on suppose que le potentiel d’origine externe est

de la forme V,(t) = V; cos(wrt + ¢). Cela est illustré sur la figure 6.4 ou
Pon a également représenté la perturbation de la densité électronique n;
(cf. probléme P6-6). Les caractéristiques suivantes sont particuliérement
intéressantes :

e Les perturbations excitées sont stables (c’est-a-dire ne sont pas am-
plifiées avec z). Cela est justifié du point de vue énergétique par le fait que

4. Dans ce paragraphe U; désigne le potentiel cinétique (6.73) ; & ne pas confondre
avec les densités d’énergie U; utilisées dans le paragraphe 6.3.3 comme par exemple en
(6.51).
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Figure 6.4 : Perturbations sur un faisceau d’électrons excité par la source
de la figure 6.3(a) pour w, >> wy.
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les ondes rapide et lente sont excitées avec la méme amplitude [cf. (6.75)
et (6.76)]. Puisque ces ondes transportent des énergies respectivement po-
sitive et négative, la moyenne dans le temps du flux d’énergie cinétique est
nulle. En effet, selon (6.63) < Sx > = Re(U1Jy/2) et puisque U (x) et
Ji(z) sont déphasés de 90°, on a < Sk > = 0. En raison de la conservation
du flux d’énergie, il s’ensuit donc qu’il n’y a pas eu de puissance moyenne
nette délivrée par la source.

e L’interférence entre les ondes excitées de méme amplitude, 'une
rapide et autre lente, donne naissance a un phénomene de battement
de longueur d’'onde A\, = 27 /k,. L’onde elle-méme de longueur d’onde A,
se déplace avec la vitesse vy dans la structure de battement ; A, est la
distance entre les paquets d’électrons.

6.4.2 Grilles séparées par une distance finie ;
faisceaux de sections transversales finies

On peut maintenant s’affranchir de ’hypothese idéale selon laquelle les
grilles sont infiniment proches. Puisque A, est la plus petite distance ca-
ractéristique des champs excités, on peut attendre approximativement le
méme type d’excitation si la distance entre les deux grilles est telle que
d << Xe ; cela implique également que d est suffisamment petite pour que
le temps de transit d’un électron (d/vp) soit beaucoup plus petit que la
période (27 /w) de la tension externe. D’autre part, il est plus réaliste de
considérer un faisceau d’électrons ayant une section finie. Un tel faisceau,
confiné par un champ magnétique fort, est aussi caractérisé approxima-
tivement par les perturbations des ondes rapide et lente avec les paquets
d’électrons séparés par la distance A.. Cependant, en raison des dimensions
transversales finies du faisceau, les forces de rappel entre les paquets sont
réduites (Fig. 6.5) et les oscillations de plasma apparaissent a la “fréquence
de plasma réduite” w, = Rwp, olt R < 1 est fonction de la géométrie de
la section du faisceau, de la longueur d’onde et des parois s’il y en a. (Par
exemple, dans un faisceau cylindrique de rayon a, on trouve [38] que R
dépend faiblement de ka, et pour a >> A., R ~ 1.) Ainsi P'excitation
d’un faisceau électronique par une tension appliquée entre deux grilles tres
rapprochées (d << A.) (& travers lesquelles on suppose que le faisceau
passe sans étre intercepté), conduit également & des solutions du type on-
des de charge d’espace statiques, analogues a celles représentées sur la
figure 6.4, mais avec A, remplacé par Ay = (2mvg/Rwp).

L’excitation d’ondes stationnaires de charge d’espace montre qu'une
petite tension oscillante appliquée & une grille dipolaire produit en aval de
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Figure 6.5 : Groupement en paquets et forces électriques de rappel dans
un faisceau d’électrons.

—
a) Faisceau de dimensions transverses infinies : champ E uniforme.

(
(b) Faisceau de dimensions transverses finies ; E débordant et plus faible.
(c) Diagramme de dispersion du mode symétrique sur un faisceau cylindrique.

celle-ci une perturbation finie du courant dans le faisceau d’électrons®.

La premiere analyse de telles ondes de charge d’espace a été faite par W.
C. Hahn [54] et S. Ramo [55] en relation avec les klystrons amplificateurs.
La premiere vérification expérimentale de I'existence d’ondes statiques de
charge d’espace a été réalisée beaucoup plus tard par C. C. Cutler et
C. F. Quate [59] en relation avec des études de bruit dans les faisceaux
d’électrons.

Pour des grilles séparées par une distance arbitraire [cf. Fig. 6.3 (b)],
le probléme des conditions aux limites est plus compliqué (cf. probleme

5. On peut s’en rendre compte & partir d’une analyse purement cinématique. En traver-
sant la grille & divers instants du cycle 2w /w: de la tension appliquée, certains électrons
sont accélérés et d’autres décélérés. Ceux qui ont été accélérés vont en aval de la grille
rattraper ceux qui ont été freinés et ainsi forment un paquet d’électrons en mouvement,
c’est-a-dire une perturbation de la densité de courant. Les forces de charge d’espace
vont en fait limiter 'amplitude de cette pertubation. Pour les petites amplitudes cela
conduit aussi & une suite périodique de groupement en paquets et de dispersion de
ceux-ci le long du faisceau.



Instabilité faisceau-milieu dissipatif 267

P6-9). Dans l'intervalle entre les deux grilles, les ondes rapides et lentes
du faisceau sont couplées et il peut en résulter une instabilité (instabilité
de diode de Pierce). Quand le systéme est stable (cf. probléme P6-10),
limpédance vue par le circuit d’alimentation des grilles peut correspondre
4 une conductance positive ou négative (cf. problémes P6-11 et P6-12).

6.5 Instabilité faisceau-milieu dissipatif

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré qu’un courant
d’électrons peut propager deux ondes électrostatiques, l'une a énergie
positive, autre a énergie négative, et que l’excitation stable de ces on-
des dans un intervalle limité suivant la direction du faisceau donne un
moyen d'amplification des signaux (klystron amplificateur). On a vu aussi
quun faisceau limité peut aussi devenir instable sur divers modes (in-
stabilités de diode de Pierce). Ces deux cas peuvent s’expliquer par des
couplages entre 'onde d’énergie positive et 'onde d’énergie négative dans
des régions limitées dans le sens longitudinal, celui de la direction du fais-
ceau. L’instabilité peut aussi étre produite par un couplage continu entre
les deux ondes sur un faisceau non limité. Nous allons maintenant illustrer
cela a 'aide d’un exemple simple, propice a ’analyse détaillée du champ
et du flux d’énergie.

A titre d’exemple d’'un couplage continu aux ondes d’un faisceau il-
limité, nous considérons un faisceau d’électrons plongé dans un autre mi-
lieu (que 'on peut considérer comme “extérieur” au faisceau) dont la dy-
namique est également déterminée par des champs électriques. La plus sim-
ple des situations intéressantes est celle d’un milieu électrique purement
dissipatif. Si le faisceau est ainsi couplé & un systeéme extérieur de dissipa-
tion positive, ’onde d’énergie positive va s’amortir, son énergie étant trans-
mise au milieu extérieur dissipatif. Au contraire, 'onde d’énergie négative,
en présence de ce milieu ertérieur de dissipation positive, va s’amplifier,
I’énergie fournie étant celle du faisceau dans I’état d’équilibre qui n’est pas
un équilibre thermodynamique. Dans cette section, nous étudions un peu
en détail ce modeéle trés simple.

Remarquons également que les effets cinétiques des plasmas hors
d’équilibre peuvent produire une dissipation négetive (de faible amplitude ;
cf. chapitre 11). Dans de tels cas, nous montrerons que les ondes d’énergie
positive couplées & une dissipation négative d’origine externe créent aussi
une instabilité. Puisque les effets cinétiques sont liés au déplacement ther-
mique des particules d’'un plasma, la description de ces phénomenes est
reportée au chapitre 10.



268 Ondes et instabilités électrostatiques

6.5.1 KEquation de dispersion

Considérons donc un faisceau d’électrons qui traverse un milieu station-
naire purement dissipatif décrit par une conductivité électrique oy réelle
constante (indépendante de k et w) et positive. Dans le modele idéalisé que
nous étudions, nous négligeons les collisions entre les électrons du faisceau
et le milieu dissipatif. Comme dans le paragraphe précédent, on suppose
que la dynamique du faisceau est & une dimension et que les champs sont
purement électrostatiques. Comme la dynamique du faisceau d’électrons
et celle du milieu dissipatif sont indépendantes, on écrit les expressions
linéaires du courant transporté dans les perturbations du faisceau et du
milieu dissipatif en fonction du champ électrique complexe E; sous les
formes :

JP =0l (k,w)E ; o8 (k,w) = —iweoXs (k,w) (6.79)
Jl =gk ; xt= 20 =% (6.80)
—iweg w

out I'indice b désigne les électrons du faisceau (“beam”) ; 0% et X% sont
les mémes que dans les formules (6.26) et (6.24) ; l'indice d désigne le
milieu dissipatif, et w, = (00/€o) est la fréquence de relaxation diélectri-
que du milieu dissipatif. Notons que, puisque les deux milieux (faisceau
d’électrons et conducteur perméable) s’interpénétrent, le champ électri-
que E; qui produit ces courants est le méme pour les deux. Le couplage
entre les deux milieux se produit par son intermédiaire. Autrement dit,
une perturbation de la densité du faisceau d’électrons (par exemple un
groupement des électrons en paquets) engendre un champ électrique qui, &
son tour, produit un courant dans le milieu dissipatif ; réciproquement, un
courant s’écoulant dans le milieu dissipatif produit, du fait de la résistivité
du milieu, un champ électrique qui, & son tour, crée des fluctuations de
densité et de courant dans le faisceau d’électrons. Le champ électrique et
les courants sont donc reliés par 'équation de Maxwell-Ampere :

0F,

€0 = —JP—Jg (6.81)

qui, pour des amplitudes de champ complexes, devient :
[—iweo + o8 (k,w) + go]E1 =0 (6.82)

ou
—iweo[1 + X4 (k,w) + X4 B, =0 (6.83)

ce qu’'on peut écrire :
Kp(k,w)E; =0 (6.84)
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oll
Kpk,w) = 14+X8(kw)+x4 (6.85)
w? w
= 1-—2 = +i2 6.86
(w— kvg)? + w (6:86)

est la permittivité longitudinale du systéme global faisceau—milieu dissi-
patif. La relation de dispersion de ce systéme est donc Kp(k,w) = 0,
c’est-a-dire :

UJ2

» W
1 @ = ko)? + i = 0 (6.87)
Cette relation de dispersion, quoique seulement quadratique en k(w),
est du troisieme degré en w(k). Les variables k(w) et w(k) sont toutes les
deux complexes et, par conséquent, ’équation est plus difficile a interpréter
que la relation de dispersion du faisceau d’électrons tout seul. Nous allons
donc considérer la situation dans laquelle le milieu dissipatif n’introduit
qu’une petite perturbation sur le faisceau d’électrons.

6.5.2 Cas des faibles dissipations

Supposons done que |w, /w| <« 1. Alors, & 'ordre zéro par rapport a |w, /w/,
I'équation (6.87) donne les solutions trouvées dans la section 6.2, Ponde
rapide et 'onde lente :

w = kvg £ wp = wr,s (6.88)

Au premier ordre en |w,/w| Péquation de dispersion (6.87) devient :

w
— kvg = —i—Z 6.89
w—kvg = Lw,(1 —1 QUJF,S) (6.89)

Comme w(k) et k(w) sont complexes, la relation de dispersion (6.89) mon-
tre que les ondes sont soit amorties, soit amplifiées (dans le temps et
lespace), c’est-a-dire que les perturbations sont soit stables, soit instables.

Pour distinguer entre les solutions stables et instables de 1’équation
(6.89) on suppose d’abord que k est réel, k = k,, et 'on cherche des so-
lutions complexes de la forme w(k,) = w,(k,) + iw;(k,). Puisque tous
les champs complexes de perturbation varient dans le temps comme
exp(—iwt) = exp(—iw,t) - exp(w;t), si w;(k,) est positif pour une cer-
taine valeur de k, il y a instabilité, tandis que si w;(k,) est négatif pour
toutes les valeurs de k, il y a stabilité. Ceci est illustré sur la figure 6.6.
L’hypothése que k est réel veut dire que nous étudions une perturbation
périodique qui s’étend indéfiniment dans Pespace ( depuis & = —oo jusqu’a
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x = +00). Pour une telle perturbation, w; > 0 correspond & une amplifica-
tion dans le temps tandis que w; < 0 correspond & un amortissement dans
le temps. En général, les perturbations spatiales sont localisées, c’est-a-dire
ont une extension finie dans Pespace. Elles peuvent étre alors normalement
représentées par une superposition de composantes de Fourier ayant un k
réel. Le comportement asymptotique dans le temps de telles perturba-
tions est donc le résultat de la superposition des réponses dues a toutes
les valeurs instables de k.. L’analyse conduit d’ailleurs & distinguer deux
classes dans les instabilités : absolues et convectives [60]. Nous ne ferons pas
ici cette étude compléte de la stabilité et nous nous contentons d’établir
le caractére stable ou instable du systéme & partir des régles données ci-
dessus.

A partir de (6.89) on trouve donc pour la perturbation de l’onde rapide,
quand k =k, :

Wy /2
~ ky R :
w v + wp — 4 Fovo + oy (6.90)
Puisque w; < 0 'onde est stable. Pour l'onde lente on obtient :
Wps /2
~ kyvg — 22T 6.91
w Vg wp+zkrv0_wp (6.91)

Pour cette onde w; > 0 quand k, > wp/vy, elle est donc instable. (Remar-
quons que dans les deux cas, puisque nous avons résolu (6.87) au premier
degré en |w,/w|, nous devons avoir |w;| < |w,|.) Nous avons donc trouvé
que ’onde d’énergie négative en présence d'une dissipation positive devient
instable, comme nous ’avions pressenti.

La relation de dispersion (6.87) peut aussi étre résolue en supposant
que w est réel, w = w,, et en cherchant des solutions complexes de la forme
k(wy) = kr(wr) + ik, (w,). L’hypothése que w est réel correspond a un état
stationnaire dans lequel les perturbations sont des fonctions périodiques
du temps dans tous les points de ’espace. Cela suppose par exemple que
le faisceau est excité localement par une source entretenue a la fréquence
wy, comme indiqué sur la figure 6.7.

Dans un milieu instable, il n’y a a vrai dire aucune garantie a
priori de pouvoir atteindre un tel état stationnaire, et ceci doit étre d’abord
vérifié par I’étude de Pétat transitoire (pour plus de détails, voir [60]).
Dans la situation présente, ou les modes du faisceau d’électrons ne sont
que légérement perturbés, il est raisonnable de supposer que les perturba-
tions sont transportées avec la vitesse de groupe des ondes non perturbées,
c’est-a-dire avec la vitesse du faisceau vg. Par conséquent, tout transitoire
amplifié sera ultérieurement évacué par le faisceau et, pour un systéme
de longueur finie sans réflexion, un état stationnaire peut effectivement
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Figure 6.6 : Réponses stables et instables dans le temps a une perturbation
périodique dans tout ’espace (de longueur infinie).

(a) Perturbation avec k réel : E ~ e'*r*,

(b) Réponses asymptotiques dans le temps : E ~ e*fremiwrlkritgwilkr)t,

s’établir & la fréquence réelle de la source, en n’importe quel point de
I’espace.

Il v a cependant une ambiguité sur l'interprétation des valeurs com-
plexes de k. Cette ambiguité ne se présentait pas pour la dépendance
temporelle des perturbations périodiques dans I'espace ; en effet le temps
“s’écoule” dans un sens bien défini et la stabilité ou I'instabilité était claire-
ment définie par le comportement de e¥:*~} lorsque ¢ tend vers +oco. Le
choix du sens positif de I’axe Ox est en revanche arbitraire. Dans ces condi-
tions, pour k£ complexe, la variation spatiale d’une perturbation complexe,
donnée par exp(ikz) = exp(ik-x) - exp(—k;x), peut croitre ou décroitre
dans I’espace selon que, pour k; donné, on fait tendre x vers +o00 ou —oo.

Pour dissiper cette ambiguité, on doit déterminer la direction dans
laquelle les ondes sont excitées. En général cela exige une analyse plus
détaillée dans le plan complexe k [60]. Dans le cas ou 'onde est seulement
légerement perturbée, c’est-a-dire |k;| < |k,|, on peut admettre que la
vitesse de groupe (dw,/dk,) des ondes non perturbées détermine la direc-
tion du flux d’énergie et par conséquent le coté ou sont excitées les ondes.
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En particulier, pour les ondes d’un écoulement d’électrons, (dw,/dk,) = vy
est le méme pour 'onde rapide et I’onde lente. Nous faisons donc le choix
raisonnable d’orienter Oz dans le méme sens que v, (Fig. 6.7). Les ondes
perturbées se propagent donc seulement dans la direction des x > 0, et
c’est le comportement de e %% quand x tend vers oo qui nous intéresse.
L’onde est stable si k; > 0 et instable si k; < 05. Résolvons done d’abord
(6.87) pour l’onde rapide perturbée ; on trouve :

wrva_I_in wp

k=~ (6.92)

Vo 2(,0,« Vo

Puisque k; > 0, on a un amortissement spatial, et donc une onde stable.
Au contraire, pour [’onde lente perturbée on a :
L wr + wp LW Wy

ke —— — .
- ler % (6.93)

Comme k; < 0 on a maintenant une amplification spatiale et donc une onde
instable. Dans les deux cas, comme nous avons résolu I'équation (6.87) au
premier ordre en |w, /wy|, on doit avoir |k;| < |k, |.

Dans les deux types de solutions, w(k,) et k(w,), de la relation de dis-
persion (6.87), nous avons donc établi que Vonde lente, c¢’est-a-dire {’onde
d’énergie néqgative, devient instable quand elle est couplée a un milieu dis-
sipatif. Nous avons d’autre part montré que puisque toutes les ondes (c’est-
a-~dire, dans ce cas, 'onde rapide et I'onde lente) ont une vitesse de groupe
(vo) unidirectionnelle, bien définie, qui éloigne de toute position fixe z les
perturbations croissantes, une amplitude stationnaire sera atteinte en tout
point fixe x d'un systéme fini, s’il n’y a pas de réflexion aux extrémités.
Un tel systéme constitué d’un faisceau d’électrons et d’'un milieu dissi-
patif permet donc de construire des amplificateurs stationnaires spatiaux.
En fait, de tels amplificateurs a “milieu résistif” (ou plus pratiquement
& “mur résistif”) ont été construits il y a longtemps [61] ; leur invention
était basée sur les concepts d’énergie d’onde négative et de flux d’énergie
dans les courants d’électrons [56), décrits dans la section 6.3. L’instabilité
d’'un courant d’électrons couplé & un milieu résistif a donc été démontrée
expérimentalement, et cela fournit une preuve directe de 1'utilité du con-
cept d’énergie négative dans les ondes de petite amplitude.

Remarquons enfin que la dissipation qui produit 'instabilité est exté-
rieure au faisceau. S’il y avait un mécanisme de dissipation interne, comme
par exemple des collisions des électrons du faisceau avec des neutres ou avec

6. Dans des cas plus complexes que celui traité ici, il pourrait y avoir plusieurs ondes
ayant des vitesses de groupes de sens opposés. Pour les ondes ayant un vg < 0, les ondes
seraient excitées du cété x < 0, elles seraient stables si k; < 0 et instables si k; > 0.
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(a)

(b) E|
ki (w,) > O

Stable
D

IE|

ki (wr) <0
Instable

v

Figure 6.7 : Réponses stables et instables dans ’espace a une perturbation
localisée, périodique dans le temps (vg = v, > 0).

— iy

t, A source localisée de fréquence wy.
ikr(ur)xe~ki (wr)a:e—iwrt

(a) Perturbation avec w réel : F ~ e
(b) Réponses spatiales en régime permanent : E ~ e

les ions neutralisateurs, cela conduirait simplement & un amortissement des
deux ondes (lente et rapide). Le lecteur est invité & démontrer ce résultat
dans le probléme P6-13 (il suffit d’ajouter dans I’équation (6.15) un terme
de “frottement” de la forme vmuv; et de résoudre I’équation de dispersion
obtenue & partir de 14).
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6.5.3 Conservation de 1’énergie avec petite dissipation

A

Analysons maintenant cette instabilité “résistive” d’un faisceau d’électrons
a partir des énergies de perturbation. En I’absence de milieu dissipatif
externe (résistif}, nous avons trouvé dans la section 6.3 que les pertur-
bations d’un faisceau d’électrons obéissent & I’équation de conservation
(6.57), qu'on peut écrire :

U  8S
5 T g =0 (6.94)

A partir de maintenant, nous omettons les indices s et 1 puisque nous con-
sidérons seulement les équations de conservation associées aux perturba-
tions de faible amplitude. En présence d'un milieu dissipatif, une équation
analogue peut étre obtenue en multipliant (6.81) par E;, ce qui donne :

J ¢
E(EOE%) +E P =B J¢ (6.95)

Cette équation est identique & (6.57), mais avec, au deuxiéme membre, un

terme de perte :
~EJE=—00E?=—p (6.96)

ou p est simplement la densité de puissance dissipée dans le milieu résistif.
L’équation (6.95) peut s’écrire :

oUu a8
_+_

T 5o tp=0 (6.97)

qui est ’équation instantanée de conservation de I'énergie pour les pertur-
bations du courant d’électrons en présence d’un milieu résistif externe.

Si on suppose que la dissipation du milieu résistif n’introduit qu’une
petite perturbation sur les ondes du faisceau d’électrons, on peut conserver
les expressions de U et S établies en I'absence de milieu résistif, mais
les amplitudes complexes des champs contiennent maintenant un facteur
exponentiel de croissance ou de décroissance, soit [F] = Re[Eq exp(ik,.z—
wrt + wit)]]. Avec |w;| € |wr|, la moyenne spatiale de (6.97) donne :

%w; Uy + pr = 0 (6.98)

ou les quantités moyennées sont évaluées pour k = k, et w = w, satisfaisant
I’équation de dispersion du faisceau d’électrons (6.30). On a donc :

wilky) = ;—5: (6.99)
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Pour l'onde rapide cela donne :

1 2
_ —300Ea®  we
wi(kr) = —~——'—“2€0|E1t2 oF = *Q(Upr (6100)
2 wp

qui est identique a ’équation (6.90) obtenue & partir de I'équation de

dispersion. Pour 'onde lente, (6.99) donne :

1 2

—500| E1|

_ = 6.101

9 (__ 0| E1 |2 gﬁ_) +2wswp ( )
2

Wp

wi(kr) =

qui est aussi identique & la formule (6.91) obtenue & partir de 1’équation
de dispersion.

D’autre part, si on pose E1 = Re[Eyexp(ikrz — kixz — iw,t)], avec
|k;| < |k.|, alors la moyenne de (6.97) dans le temps donne

— 2k Sy +pr =0 (6.102)
et donc : p
k
i\Wr) = oo 1
ki{w,) 25, (6.103)
En combinant (6.65), (6.99) et (6.103), nous obtenons donc :
ki(wr) = _ wilhr) (6.104)
Vg

qui est en fait une relation générale pour les petites perturbations d'une
onde (&, wy) dans un milieu faiblement dissipatif. Si vy = vo, ’équation
(6.104) combinée avec les équations (6.100) et (6.101) donne les mémes ré-
sultats pour k; que ceux obtenus en (6.92) et (6.93) & partir de la résolution
de I'équation de dispersion.

Finalement, en ce qui concerne la puissance interne dissipée par I'onde,
on peut montrer (cf. [361]) que son signe dépend du systéme de coor-
données dans lequel on se place, comme nous ’avons montré pour ’énergie
d’onde (6.66), c’est-a-dire que I'on trouve :

Pk _ Pk (6.105)

Cela explique facilement pourquoi la considération des collisions dans le
modeéle du faisceau d’électrons conduit & un amortissement des deux ondes
d’énergie positive et négative (cf. probléme P6-14).
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6.5.4 Flux d’énergie dans 'amplificateur résistif

Les phénomenes de flux d’énergie associés aux ondes de petite ampli-
tude d’un amplificateur spatial stationnaire, dans une interaction faisceau
d’électrons — milieu résistif, sont représentés sur la figure 6.8. On voit que
la source électrique stationnaire qui excite le faisceau d’électrons sur une
distance infinitésimale ne lui transfere aucune énergie (cf. section 6.4) et
par conséquent excite les deux ondes d’énergie positive (rapide) et négative
(lente) avec des amplitudes égales. Dans I'interaction avec le milieu résis-
tif, 'onde d’énergie positive s’amortit tandis que 'onde d’énergie négative
s’amplifie, son flux d’énergie devenant de plus en plus négatif. A la sortie
du milieu résistif, le signal amplifié est prélevé du faisceau d’électrons qui
quitte donc le systéme avec un exces de flux d’énergie négative, ce qui
prouve qu’il a été ralenti. Le détail de ce phénomene de ralentissement,

Source @
- Ch
Milieu résistif e
@ —— 0 | -
Faisceau O ; X
d'électrons
(Sx>n i
Onde rapide :
b "
®) (o] X
Onde lente ;

Figure 6.8 : Flux d’énergie associé aux ondes dans un amplificateur faisceau
d’électrons-milieu résistif.

(a) Schéma de principe de 'amplificateur.

(b) Flux d’énergie dans 'onde rapide et I'onde lente.
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c’est-a~dire la diminution de vg, ne peut étre étudié qu’a partir d’une ana-
lyse non linéaire de l'interaction.

Plus généralement, on remarque que lorsque les perturbations autour
d’un état d’équilibre sont instables et s’amplifient en utilisant 1'énergie
libre de celui-ci, les amplitudes des perturbations instables vont finalement
devenir grandes ; par conséquent la dynamique des perturbations et le
nouvel état de plus faible énergie doivent étre déterminés & partir des
équations dynamiques non linéaires. Les équations dynamiques linéaires
ne peuvent décrire que la stabilité et I'instabilité d’un état donné pour des
perturbations de petite amplitude et donc, pour les instabilités, seulement
les phases initiales de ’évolution du systéme.

6.6 Instabilité par couplage avec
un milieu réactif

6.6.1 Equation de dispersion

11 est facile de généraliser le modele décrit dans la section 6.5. L’équation
de dispersion électrostatique & une dimension pour un faisceau d’électrons
circulant sans collisions dans un milieu caractérisé par la susceptibilité
longitudinale X} (k,w) est :

1-— + XP(k,w)y =0 (6.106)

2
P
(w — kvg)?

ou wy est la fréquence plasma du faisceau, et vy la vitesse de glissement
du faisceau. Il est intéressant de récrire (6.106) sous la forme :

(w = kvo)?[1 + XM (k,w)] = wg (6.107)

qui, pour de faibles densités de faisceau (w, — 0), exprime un faible cou-

plage (par le terme wg) entre les ondes dégénérées du faisceau (w = kv,) et

les ondes électrostatiques du milieu (1+ X = 0) en I’absence de faisceau.

La stabilité des modes qui en résultent est déterminée par la résolution
du systéme (6.107) pour des valeurs complexes de w(k,) = wr(k,)+iw; (k).
Si, pour tout k., w;(k.) < 0, le systéme est linéairement stable. Si, pour
tout k., w;(k,) > 0, le systéme est linéairement instable [cf. section 6.5]. Les
instabilités électrostatiques de courant dans les plasmas prennent souvent
cette forme d’équations de dispersion couplées (6.106), (6.107), dont I’étude
est détaillée dans le chapitre 7.
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6.6.2 Bilans d’énergie

Une valeur quelconque de X} (k,w) peut représenter la propagation de
I’énergie et/ou la dissipation dans le milieu. La conservation de I’énergie
de perturbation pour un systéme & une dimension faisceau-milieu prend
alors la forme générale :

aU  as

e+ e P =0 (6.108)

ol I'indice M se rapporte au milieu. L’effet d’une dissipation extérieure (an
faisceau) a été étudié dans la section 6.5 ; supposons maintenant py = 0,
c’est-a-dire que le milieu, en ’absence de faisceau, soit non dissipatif (¢’est-
a-dire SXM (ky,w,)] = 0 = RloM(k,,w,)], cf. probleme P6-14). En sup-
posant que les champs ont une répartition spatiale périodique, correspon-
dant & un nombre d’onde réel k., et qu'ils varient dans le temps comme
exp(—iwt) avec w = w, + iw;, la moyenne dans I’espace de (6.108) donne :

0
S'E(U) =0 (6.109)
et donc :
2w {U)y =0 (6.110)

ol { ) représente la moyenne spatiale. Il est clair que si Pénergie moyenne
totale est positive (ou négative), alors w; = 0 et seules les solutions dont la
dépendance temporelle est purement oscillatoire sont acceptables. Donc
dans un milieu non dissipatif le couplage de deux ondes a énergie de
méme signe donne toujours des ondes stables. Pour w; % 0 la densité
d’énergie totale moyennée doit s’annuler, c’est-a-dire qu’une partie doit
étre négative et le reste positif. Rappelons en effet que I’équation de conser-
vation de I’énergie des perturbations fait apparaitre (/) comme la somme
de plusieurs termes physiquement bien définis ; certains sont essentielle-
ment positifs, tandis que d’autres peuvent étre soit positifs, soit négatifs.
Si on appelle {U_) la partie qui est négative et (U, ) la partie restante qui
est positive, la figure 6.9 montre comment, pour un systeme linéairement
instable (w; > 0), ces densités d’énergie de perturbation peuvent croitre
dans le temps tout en vérifiant (6.109). On remarque que I’augmentation
de la partie positive de 'énergie est alimentée par la partie négative de
Pénergie ; or cette partie négative croit également en module car elle four-
nit de I’énergie (par couplage avec la partie positive), devenant encore plus
négative. On a ainsi une image de la conservation de I'énergie de perturba-
tion pour une instabilité linéaire dans un systéme conservatif. Cependant
on peut utiliser la conservation de I’énergie de perturbation pour montrer
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Figure 6.9 : Variations des densités d’énergie de perturbation dans un
systéme conservatif instable.

que pour un mode instable (w;{k,) > 0), qui vérifie I'équation de disper-
sion, la densité d’énergie totale, moyennée dans l'espace, doit comporter
une partie négative, c'est-a-dire :

(U=)k)wsqhny <O (6.111)

Dans le cas le plus simple, les équations (6.109) et (6.110) suggeérent
que le couplage conservatif des ondes d’énergie positive et négative conduit
4 une instabilité linéaire. Cela constitue la base des instabilités des modes
(faiblement) couplés™ [361].

Dans le cas général non dissipatif des équations (6.106), (6.107), le
couplage est souvent “fort” en ce sens qu'il modifie les modes des parties
individuelles. Certains systémes & couplage fort peuvent vérifier la condi-
tion (6.111) méme si les parties séparées, non couplées, n’ont que des modes
d’énergie positive. Cela n’est bien entendu pas le cas des équations (6.106),
(6.107) pour lesquelles on a déja montré que les ondes électrostatiques de

7. La plupart des tubes amplificateurs en hyperfréquences utilisent des interactions
réparties entre un “circuit” et un faisceau d’électrons (cf. tubes & ondes progressive).
On peut aussi comprendre leur fonctionnement par une analyse en termes d’un couplage
faible entre des ondes d’énergie positive dans le circuit et des ondes d’énergie négative
sur le faisceau [62, 63].
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faisceau peuvent transporter elles-mémes de I’énergie négative (cf. section
6.3). On montrera en revanche que c’est le cas pour des ondes électroma-
gnétiques & couplage fort sur des faisceaux d’électrons (cf. section 7.5).

6.6.3 Milieux avec XM = x¥(w)

Nous terminons cette section en considérant une situation électrostati-
que plus simple dans laquelle le milieu {en V'absence de faisceau) n’est
dispersif que par rapport au temps, c’est-a-dire que X}/ = XIIYI (w) est in-
dépendant de k, et le milieu ne posséde donc pas de modes électrostatiques
qui peuvent propager ’énergie. De la méme fagon que précédemment, on
peut montrer la stabilité en résolvant (6.106) pour w(k;) complexe. Puisque
la propagation est déterminée par le faisceau, on peut aussi considérer les
solutions de (6.106) pour k(w, ) complexe, que I’on peut écrire directement :

Wy Wp

k= % + [ X ()] 72 (6.112)
En ’absence de dissipation, X¥ (w,) est réel. En supposant que I'interaction
est instable [et en négligeant la valeur singuliere (|k| — o0), & la résonance
du milieu X} (w,) = —1 (ef. [60]), (6.112) montre que la croissance spa-
tiale est obtenue pour des fréquences réelles w, telles que XM (w,) < —1.
Remarquons que la relation de dispersion (6.112) montre que le faisceau
est placé dans le milieu dont la fonction diélectrique est €o[1 + X3 (w,)].
Pour des fréquences telles que XM (w,) > 0 (milieu capacitif), les deux
ondes de faisceau {6.31) sont modifiées mais restent stables. D’autre part,
pour XM (w,) < —1 (milieu selfique), les deux ondes de faisceau (I'une
d’énergie positive et autre d’énergie négative) sont fortement couplées,
ce qui crée une instabilité. Ce type d’instabilité est appelé instabilité de
milieu réactif. Quelques exemples de telles instabilités sont présentés en
détail dans le chapitre 7.

6.7 Problémes

P6-1 *Fonction de réponse longitudinale

Dans la section 6.2 nous avons considéré la solution de (6.14) & (6.17) en labsence
de toute excitation extérieure (au faisceau d’électrons) ou de conditions initiales. Nous
avons ainsi obtenu les modes naturels décrits par 'équation de dispersion (6.30).

Considérons maintenant une densité de charge de perturbation imposée de 'exté-
rieur gext(x,t), et les conditions initiales ni(z,t = 0) et vi(z,t = 0). La densité de
charge d’origine externe doit étre introduite dans la loi de Poisson :

8E;
or

€0 — P1 = Pext (6‘113)
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et les conditions initiales doivent &tre prises en compte pour effectuer la transformée de
Laplace de (6.14) et (6.15).

a) Montrer que la solution des transformées de Fourier-Laplace de (6.14) et (6.15) peut
s’écrire :
o1(k,w) = peon(k, w) + pin(k»w) (6'114)
ou la densité de charge “collective” est la méme que celle trouvée en (6.23), et
oll la densité de charge due aux conditions initiales est :
iqnin(k,t = 0)  ipokvin(k,t =0)
{(w — kup) (w — kug)?

pin(k,w) = (6.115)

ol nin(k,t = 0) et vin(k,t = 0) sont les transformées de Fourier dans l'espace
des conditions initiales ni, (x,t = 0) et viy(z,¢ = 0).

b) En introduisant la densité de charge “d’excitation” :

Pexc(k7 w) = Pin(k, w) -+ Pext(k, w) (6.116)
et en utilisant (6.114), montrer que I'équation de Poisson (6.113) devient :
tkeo E1 — peoll = Pexc (6.117)

et que 'expression du champ électrique perturbé en fonction de la densité de
charge d’excitation est donc donnée par :

ikeo[l + Xp (k,w)]E1 = pexc (6.118)

On voit que les égalités (6.117) et (6.118) suggerent la définition de deux fonctions
de réponse longitudinales distinctes. L'une, Ry, donne ’excitation de la densité
de charge collective :

pcoll(kv w)

= Ry(kw
Pexc(kv w) L( )
—X 1
Lik.w) _ ~1 (6.119)
1+ Xp(k,w) Kp(k,w)
et Pautre, Gy, donne le champ électrique perturbé :
Ei(k
Eikw) = Grkw)
Eexc(k’“))
1
= —— =14+Ruk, 6.120
Rk, w) + Rp(k,w) ( )
olt Fexc = (pexc/ikep) est un champ électrique d’excitation effectif. On dit

généralement que R, est la fonction de réponse longitudinale pour le plasma, et
G, la fonction de Green longitudinale pour le champ électrique dans le plasma.
A partir de (6.120), on remarque que les solutions de I'équation de dispersion,
par exemple (6.30), sont les singularités de la fonction de Green.

¢) Montrer que, pour la dynamique & une dimension du faisceau d’électrons, on a :

Re(z,t) = —wpsinwpt §(z — vot) u(t)
= —Pnss (t — i) u(z) (6.121)
vo vo v

ou § est la fonction de Dirac et u la fonction unitaire de Heaviside. Cela caractérise
la fonction réponse longitudinale de Green du faisceau d’électrons.
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d) On suppose que Eexc(z,t) = 6(z) coswrt u(t), comme dans le cas d’une excita-
tion extérieure locale variant périodiquement dans le temps avec la fréquence wr..
Déterminer E1(z,t) dans le faisceau d’électrons et interpréter le résultat en fonc-
tion de l'excitation des modes normaux du faisceau d’électrons. (cf. aussi section
6.4).

e) A partir de (6.115) montrer que les conditions initiales (v, et n;;) créent une exci-
tation de la densité de charge :

dvin(z — 'uot)t

dx

qui correspond A un écoulement libre balistique, d’ailleurs séculaire si (dvip /dx) #

0. Donner une interprétation physique de ces résultats.

On voit donc que la réponse du faisceau d’électrons froids aux excitations exté-

rieures peut présenter non seulement les modes normaux mais aussi des modes

dits “balistiques”. Ces derniers dépendent évidemment du fait que le faisceau

d’électrons posséde une seule vitesse vg, comme dans le modeéle de plasma froid,

ou une distribution de vitesses comme dans un plasma de température non nulle ;

cette question sera considérée dans le chapitre 10.

pin(Z,t) = qnin(z — vot) — po (6.122)

P6-2 Développement en série de 1’énergie cinétique

Dans la section 6.3 on a établi une forme trés utile de la densité d’énergie cinétique
en présence de perturbations dans un faisceau d’électrons froid & une dimension. La
moyenne de cette densité est alors une fonction de produits ne comprenant que deux
variables de champ au premier ordre. Comment cela est-il relié au développement de
la densité d’énergie cinétique exacte au deuxiéme ordre par rapport aux amplitudes de
champ 7
a) Considérons un développement des champs n(z,t) et v(z,t) qui entrent dans la
forme exacte de la densité d’énergie cinétique Uk (6.42), obtenue & partir de
I’équation de conservation non linéaire (6.8). Soit :

n=ng+n+nz+... (6.123)

v=vg+uvy+uvat... (6.124)
oll les indices correspondent a I’ordre des amplitudes. Si on recherche une expres-
sion de Uy correcte au deuxiéme ordre par rapport aux amplitudes de champ,
il devrait étre suffisant de développer les champs au deuxiéme ordre. En trans-
portant ces champs dans (6.42), calculer Ukg, Ux1(z,t) et Uga(z,t). Comparer
ces expressions & celles obtenues & partir de (6.45) pour U%., oti seuls les champs
perturbés au premier ordre avaient été utilisés, et expliquer les différences.

b) On suppose maintenant que les champs & Yordre zéro (ng et vg) sont constants,
indépendants de I'espace et du temps et que les champs au premier ordre {n; et
v1) sont périodiques dans le temps et dans l'espace, de la forme exp[i(kz — wt)]
avec k et w réels. Dans un calcul de perturbation, on peut alors supposer que
les champs du deuxieme ordre (ng2 et vz) sont proportionnels aux produits des
champs du premier ordre. Montrer que la densité d’énergie cinétique moyenne
au deuxiéme ordre est alors donnée par :

m
(Uk)y=Ugo + 371(2) {n2) + mnovo (v2)
m
T
2

Cette expression est différente de (6.50), comme 'explique la note de bas de page
de la section 6.3.3.

+ 0{v}) +muo(uini) (6.125)
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c) Reprendre les questions a) et b) pour le flux d’énergie cinétique obtenu a partir de
(6.8), soit Sk (z,t) = (m/2)v?T.

P6-3 Flux d’énergie cinétique de perturbation

Le flux d’énergie cinétique est obtenu & partir du terme de divergence (& une dimension)
de (6.8) :

Sk = %ﬂr (6.126)
En supposant que les champs soient complétement déterminés par les termes d’ordre 0

et 1, c’est-a-dire v =wv9p + vy et ' =g +I'1, on pose :

sE = %(vg +u1)2(T +T1) (6.127)
a) Pour des solutions périodiques des champs perturbés montrer que 'on a :

(ST.) — sxo = mvg(viT1) + %(vf)ro (6.128)

ol { ) représente la moyenne dans le temps ou ’espace.

b) Remarquons aussi que (6.128) n’est pas identique & la moyenne du flux d’énergie
cinétique de perturbation, {(S3) de (6.63), obtenue & partir de 1'équation de
conservation de 1'énergie de perturbation (6.57). Expliquer pourquoi il est utile
de considérer 'expression de (6.63) comme 'expression correcte de (Sk) pour
les perturbations.

P6-4 *Energie dans un faisceau non homogene

On reprend les équations de base, (6.1), (6.2) et (6.3) ou (6.4) pour la dynamique non
relativiste & une dimension, d’un plasma d’électrons froids avec pezt = Jegzt = 0. On
suppose que les champs sont linéarisés autour d’un équilibre spatial non uniforme :

n(z,t) = no(z) + ni(z,t) (6.129)
v(x,t) = vo(z) + vi(z, t) (6.130)
E(z,t) = Ep(x) + E1(z,t) (6.131)
a) Montrer que 1’équilibre non uniforme est régi par les équations :
d
—(novg) =0 (6.132)
dx
d [ muv?
- % ) = g[Eo(x) + Eoext ()] (6.133)
dr 2
dEy
co—— = [gn0(z) + qinoi(2)] (6.134)
ou 'on a tenu compte d’un champ électrique externe, et d’un fond continu d’ions

immobiles.

b) Montrer que les dynamiques linéarisées sont données par :

I
om o _ (6.135)
ot oz
vy 1]
- - =gFE 6.136
m— +m8z(vovl) qE; ( )
OF
J1 =0 6.137
€0 ot + N1 ( )

ouI'y = ngvy +nyvo, et Jy =ql'1.
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c) En utilisant des étapes similaires & celles de la section 6.3, déduire I’équation de
conservation de I'énergie de perturbation et montrer qu’elle a une forme identique
a (6.57) avec np = no(x) et vg = vo(x).

d) En remarquant que ’on peut effectuer les transformées de Laplace par rapport au
temps des équations (6.135) & (6.137), montrer que les équations de perturba-~
tion peuvent s’écrire sous la forme du systéme des deux équations différentielles

couplées :
d J
[_ - ike(z)] Uy == (6.138)
dx weg
d
[d— - ike(x)} J1 = —iweok2(x)Uy (6.139)
i

avec U1 = (m/q)vo(z)vi(z,w), olt vy (z,w), et J1 = J1(z,w) sont les transformées
de Laplace de la vitesse et du courant de perturbation. On a posé par ailleurs
ke(x) = w/up(z) et kp(x) = wp(z)/vo(x).

e) En supposant Ui (z) = u(z)exp[t fw ke(€)d€] et une expression semblable pour Ji,
montrer que (6.138) et (6.139) se combinent pour donner :

d2
E;; +k2(@)u=0 (6.140)

Montrer que pour certaines formes de kg(z), l’équation (6.140) admet des so-
lutions & croissance spatiale de u(x). [Considérer par exemple k3(x) = k?)o(l +
ecos 3z) pour lequel (6.140) devient une équation de Mathieu.]

P6-5 Conditions aux limites pour des grilles
dipolaires

Considérons (Fig. 6.10) un faisceau d’électrons passant & travers deux grilles infiniment

<
+

Y

(=]

e |

(=]
T

o
>

Figure 6.10 : Excitation d'un faisceau par une grille dipolaire.

proches aux bornes desquelles est appliquée une source de potentiel de petite amplitude
Vi : on suppose que le faisceau incident est homogene et stationnaire (n = ne, v = vo).
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a) Montrer que la conservation de I’énergie cinétique entre z =0~ et z = 0" donne la
condition aux limites (6.71).

b) Montrer que la deuxiéme condition aux limites (6.72) résulte du fait que le flux total
d’électrons traversant les surfaces * = 0~ et z = 0% doit étre le méme.

P6-6 Perturbations produites par des grilles
dipolaires
On se réfere a la figure 6.3(a).

a) En utilisant les résultats (6.73)-(6.78) pour l'excitation de v; et Jy, déterminer
n1(x,t), et par conséquent le décalage spatial de phase ¥ (cf. Fig. 6.4) entre les
ondes stationnaires de ni et J1. Montrer que n1(z = 0+) est fini et cohérent avec
la condition aux limites Ji(x = 0%) = 0.

b) Trouver Eq(z,t) et son onde stationnaire par rapport a Ji(x,t). Dessiner les batte-
ments stationnaires de E1 et les comparer & ceux de Ji(z,t).

P6-7 *Le klystron amplificateur

A partir de la figure 6.4, on remarque que Ui (z) et J1(z) ont une différence de phase
dans V'espace de 90°. La différence de potentiel appliquée aux grilles dipolaires produit
une perturbation de la vitesse pour ¢ = 0% et il n’y a pas de perturbation du courant.
Mais, pour z > 0, 'interférence entre les ondes excitées rapide et lente, qui se propagent
toutes les deux dans la direction +z, crée un maximum de courant & une distance égale
A un quart de la longueur d’onde de charge d’espace (Ap/4). A cet endroit, on peut
placer un autre ensemble de grilles trés rapprochées et connectées extérieurement a une
charge, comme le montre la figure 6.11(a). Pour des grilles extrémement rapprochées,
la densité de courant (par unité de surface des grilles) circulant dans la charge externe
est égale A la perturbation de la densité de courant dans le faisceaun (cf. probleme P6-8).
Ce courant circulant & travers la résistance R produit une différence de potentiel.

a) Montrer que l’amplification maximale de la différence de potentiel est donnée par :

I Vout 'ma:c

— AY,R (6.141)
| Vin |

oll A est une section efficace effective du systéme et ol Y}, est donné par (6.74).

On remarque que pour AY, R > 1 il y a gain, c’est-a~dire amplification de la tension.
C’est le principe de I’'amplification de I'onde de charge d’espace dans un klystron. A
partir de (6.141) on pourrait obtenir une valeur arbitrairement grande du gain, mais on
doit se rappeler que le résultat ne reste valide que si les conditions de petite amplitude
sont vérifiées partout le long du faisceau. Ainsi, les relations |Jmaz| < [Jo] = engvo et
[Vour| € Vo = (mu?/2e) doivent &tre vérifiées pour = = (Ap/4), ainsi que |Vin] < Vo
pour & = 0, pour que 'analyse de perturbation reste vraie. Méme sous ces conditions,
on peut atteindre des gains lindaires appréciables.

Du point de vue du flux d’énergie, on se rappelle que lorsqu’il n’y a pas de pertur-
bation du faisceau entrant dans le premier groupe de grilles dipolaires (z = 07), Vip,
excite des champs de faisceau qui n’ont pas de flux d’énergie cinétique {de perturbation)
net. Cependant, au deuxiéme ensemble de grilles dipolaires (z = Ap/4) il y a de la puis-
sance dissipée dans la résistance de charge R, et les excitations sur le faisceau qui quitte
ces grilles doivent donc transporter de I’énergie négative ; en raison de la conservation
du flux d’énergie, le flux d’énergie cinétique négative (multiplié par la surface effective
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Figure 6.11 : Klystron amplificateur.

(a) Schéma. de principe ; perturbations de la densité de courant et de la vitesse ;
flux d’énergie moyenne dans le temps.
{b) Klystron amplificateur & deux cavités.
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A) doit étre égal a la puissance dissipée dans la résistance de charge R [cf. la partie
inférieure de la figure 6.11(a)].

b) En utilisant une équation de conservation de I’énergie de perturbation qui prend en
compte la moyenne dans le temps du flux d’énergie vers une résistance extérieure
R attachée aux grilles dipolaires, montrer que le faisceau quittant la région doit
transporter un flux d’énergie cinétique négative (Sx) = —|J1|2RA/2, ot A est la
section efficace du faisceau.

On remarque que dans ce modeéle idéalisé de klystron, bien que la source ne délivre
aucune énergie pour exciter le faisceau, la puissance de sortie est finie, c’est-a-dire que
I’amplification de la puissance est infinie. En réalité, ’espace de séparation entre les
grilles d’entrée est fini, la source a donc une charge finie et la sortie une charge ad-
ditionnelle (cf. problémes P6-11 et P6-12) ; le gain de puissance est par conséquent
fini. Dans la pratique, aux fréquences micro-ondes, on peut réaliser I'excitation et la
réception (appelées respectivement modulation et démodulation) des signaux de per-
turbation sur un faisceau d’électrons de section finie en faisant passer le faisceau par
des ouvertures dans des cavités réentrantes (3 la fréquence wr), comme le montre la
figure 6.11(b). (On utilise en général plus de deux cavités.) Le tube de glissement est
un guide d’onde 4 la coupure, de sorte que, d’un point de vue électromagnétique (en
Pabsence de faisceau), les cavités sont isolées. Le faisceau d'électrons interagit avec les
champs électriques dans les ouvertures des cavités réentrantes (appelées “fentes”).

Le principe de I'amplification klystron a été inventé il y a longtemps [64b], [64c].
Il était basé sur la dynamique simple des électrons en négligeant les effets de charge
d’espace. [l existe des klystrons amplificateurs modernes, trés puissants, qui fonctionnent
aux fréquences micro-ondes (1-10 GHz) dans la gamme des mégawatts avec une grande
efficacité (40-60 %). Pour comprendre cette efficacité on doit étudier la dynamique non
linéaire du groupement en paquets et de la démodulation du faisceau d’électrons (cf.
par exemple [65]).

P6-8 Couplage des perturbations au circuit extérieur

Dans la section 6.4 on a étudié I'excitation d’un faisceau non modulé par une différence
de potentiel externe appliquée & deux grilles extrémement rapprochées (grilles dipo-
laires) plongées dans le faisceau. Dans ce probléme, on considére le probléme inverse qui
consiste & calculer le courant extérieur induit par un faisceau d’électrons modulé, dont
la densité de courant est de petite amplitude & 'entrée des grilles dipolaires plongées
dans le faisceau.

a) Pour une dynamique électrostatique & une dimension, montrer que la divergence du
courant total est nulle :

0 OF,
— —— 4+ Nhl=0 6.142
oz (EO at T 1) (6.142)
Il s’ensuit que :
E
€0 +Ji =-K (6.143)

ot

ou K est une constante (courant par unité de surface).

b) Appliquer (6.143) & la région du faisceau traversant les grilles trés rapprochées re-
présentées sur la figure 6.3 (a). En intégrant (6.143) dans la région des grilles,
montrer que la représentation externe de cette région est donnée par le circuit
équivalent (par unité de surface) représenté sur la figure 6.12 avec :

1 d/2
Kind = —= / J1dx (6.144)
—d/2
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Circuit externe

1 Kind

Faisceau

Figure 6.12 : Circuit équivalent a des grilles d’excitation.

et
d/2
Ve = —/ E)dx (6.145)

dj2
Montrer ensuite que pour des grilles infiniment rapprochées (d — 0, c’est-a-dire,
des grilles dipolaires), un faisceau entrant avec une densité de courant Jy induit
un courant externe K = J;.

P6-9 *Valeurs propres pour la diode de Pierce

Considérons la dynamique & une dimension d’un faisceau d’électrons passant par deux
grilles qui ne perturbent pas 1’écoulement et séparées par une distance quelconque d.
Le champ électrique entre les grilles ne peut plus étre déterminé a Pavance ; il dépend
du champ self-consistent engendré par les charges sur les grilles et du groupement en
paquets du faisceau entre les grilles. On doit résoudre cela comme un probléme avec con-
ditions aux limites et déterminer ses fréquences caractéristiques (complexes en général).
La formulation électrodynamique et la résolution de ce probléme que nous exposons
maintenant sont peut-étre les plus simples.
Soit £Qg(t) la charge sur les grilles. Le flux de courant vers les grilles est alors :

dQg
Is(t) = —= 6.146
(0= "2 (6.46)
et la densité de charge sur les grilles, dans le faisceau, est :
_ Qy(1) d d
pg(z,t) = A 5(1:— 5) —5(14—5) (6.147)

Cela peut étre considéré comme une densité de charge externe dans I’équation de Poisson
pour la dynamique de perturbation d’un faisceau électrostatique.
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a) Si on se limite au mouvement dans une seule direction, on a :

ikeo Ky (k,w) E(k,w) = pg(k,w)
I {w), . kd
= 2 — 148
C 4 2sing (6.148)

ou E(k,w) est la transformée de Fourier-Laplace du champ électrique, K, (k,w)
la permittivité longitudinale du faisceau (6.29), et A la surface de la section du
systéme perpendiculairement & la direction du faisceau.

b) Montrer que la différence de potentiel entre les grilles est :

d/2
Viw) = ~/ E(x,w)dc

—d/2
d/2 =]
dk
= - da / — %% B(k,w) (6.149)
—d/2 —oo 2r
et trouver I'impédance aux extrémités :
v
Zlw) = VW) - _2@) (6.150)
Ig(w) —iwCo

ou Cy = (€0 A/d) est la capacitance dans Pespace libre (c’est-a-dire en Pabsence
de faisceau).

¢) En utilisant les résultats de b) et en intégrant selon z montrer que l'on a :

E 2
z(w):1+l/ (smn) RL(k: Q—K,w) dk (6.151)
kg " d
—OC
ot 1 Xy (k, w)
—AL\R, W
= —1= 6.152
Retko) = 2075 1+ Xz (k,w) (6.152)

est la fonction réponse du plasma (cf. probleme P6-1).

Les fréquences caractéristiques (mode normal) du systéme court-circuité sont
données par z(w) = 0. Les solutions w complexes (w = wr + tw;) avec w; > 0
sont instables.

d) En utilisant la susceptibilité d’un faisceau d’électrons froids (6.24), effectuer I'inté-
gration de (6.151). [Note : Pour w; > 0 Vintégrale peut é&tre prise le long de la
moitié inférieure du plan complexe k, parallelement & 'axe k»; on peut d’autre
part écrire sinx = (e — e %) /(i2); les intégrales résultantes peuvent alors &tre
évaluées en fermant de fagon appropriée le contour d’intégration et en évaluant
les résidus des podles intérieurs au contour.]

e) En utilisant les résultats de d) montrer que la valeur propre de 'équation z{(w) =0
s’écrit sous la forme :

(ef6=6p) _ 1)  (eMB+8p) — 1) 202
(0 =0, (8 +6p)2 p(6% — 62)

=0 (6.153)

ou, de facon équivalente :
Bpe'®((20, cos )6 — i sin 0, (6% + 62)] — i6%(67 — 62) 2020 =0  (6.154)
ou 0 = (wd/vg) et 8, = (wpd/vo). Les fréquences complexes caractéristiques

dépendent donc du seul parameétre 6, qui est égal & 27 fois le rapport du temps
de transit non perturbé des électrons a la période du plasma.
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Figure 6.13 : Parties réelle et imaginaire de la fréquence normalisée 6 en
fonction de I'angle de transit du plasma §,,.

On a noté L = d la distance entre les surfaces équipotentielles

(d’apres [66]).

Le probléme que l'on vient d’analyser est apparu pour la premiére fois en relation
avec la détermination des courants stables aux frontiéres d’un faisceau d’électrons neu-
tralisé. Comme on ignorait la dynamique du fond neutralisant des ions, le flux a une
dimension d’un faisceau d’électrons entre des surfaces équipotentielles a été analysé
d’abord par J. R. Pierce [67] qui a obtenu (par d’autres moyens que ceux que l'on
vient d’exposer) I’équation caractéristique (6.153). Les modes stables (w; < 0) existent
seulement pour 0, < m; pour ceux~ci on a en fait w, = 0 (cf. probleme P6-10).

L’ensemble des modes instables a été étudié par des méthodes de résolution numé-
rique de ’équation (6.154), comme le montre la figure 6.13. Le méme probléme a
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également été résolu plus récemment [68] pour le cas d'un circuit externe quelconque ;
comme on pouvait le supposer, certains des modes en court-circuit (Pierce) qui étaient
instables peuvent étre stabilisés, tandis que d’autres qui étaient stables peuvent étre
déstabilisés. On s’est également intéréssé récemment & I’évolution non linéaire de l'insta-
bilité de la diode de Pierce ; les solutions non linéaires (principalement numériques)
présentent des bifurcations subharmoniques et des mouvements chaotiques, y compris
des attracteurs étranges [69)].

P6-10 *Stabilité de la diode de Pierce

a) En partant de 'équation caractéristique, (6.153) ou (6.154) du probléeme P6-9, qui
donne les valeurs complexes de w pour wp, vy et d donnés, montrer qu’il y a
un ensemble discontinu de modes (marginalement) stables avec w = 0 pour
0p = (wpd/vp) = nmw ol n est un entier quelconque.

b) Montrer que pour 6, = ™+ « avec |a| < 1 on obtient un mode purement croissant :

. TV
WwRIa— — 6.155
1 (6.155)

qui a été mis en évidence pour la premiere fois par J.R. Pierce [67]. Montrer
ensuite que pour 8, < 7 la diode Pierce est stable, conformément aux résultats
numériques de la figure 6.13 du probleme P6-9.

P6-11 *Admittance de deux grilles avec charge
d’espace quelconque

Aprés avoir établi la condition de stabilité en “court-circuit” pour un systéme composé
de deux grilles placées dans un faisceau d’électrons (cf. probléme P6-10), on peut main-
tenant établir 'admittance externe pour une fréquence réelle w, et aussi déterminer
I'admittance électronique (cf. Fig. 6.14).

-V+

Kind

Yer= Go/— i Bes

Figure 6.14 : Circuit équivalent & une paire de grilles dans un faisceau
d’électrons.

a) En se reportant au circuit équivalent (cf. Fig. 6.12) établi dans le probléme P6-8,
montrer que I'on a (par unité de surface de la section du faisceau) :

Yee =iweo+Y (6156)
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avec : K )
—iwey

Y=—= 6.157

Ve z(w) ( )

ol ¢p = (e0/d), et ol z(w) est donné par 1'égalité (6.151) du probleme P6-9.

b) En évaluant z(w) comme dans le probléme P6-9, mais maintenant pour une
fréquence réelle w, montrer que 'on a :

tweglz(w) — 1] = ]
= Gy —iBg (6.158)
ou G, est donné par :
1
Gy = 7Yo(IM;* = [M,[?) (6.159)
avec :
sin(kwd/2)
My=———7——=3w=/{ 6.160
w= o) v b (6.160)
et By, par:
1 sinkgd — kyd  sinksd — ksd
= Bg =Y - 6.161
ST Tha2 T (P2 (@161

Montrer ensuite & partir des égalités (6.156) & (6.158) que

iweg YW
Yop=——° =@, iB 6.162
et = Y e¢ — iBeg { )

Dans quelles conditions peut-on avoir G, < 07

¢) Déterminer les conditions pour lesquelles Yy, = Y], (c'est-a-dire, les conditions de
faible charge d’espace) compatibles avec la condition de stabilité établie dans le
probléeme P6-10. Dans I’hypothese de faible charge d’espace, on peut supposer
que le champ électrique de perturbation entre les grilles est uniforme, c’est-a-
dire E1(x) = V1 /d pour |z| < d/2, ot V) est la différence de potentiel complexe
de perturbation appliquée aux bornes des grilles & la fréquence w [cf. Fig. 6.3
(b)]. Montrer que dans ces conditions, My, en (6.160) permet de calculer les
amplitudes des ondes rapide et lente excitées sur le faisceau :

V; ) .

Ui(z) = ?l(Mf eRIT 4 M, etFs®) (6.163)
Vl ikrx ke

Ji(x) = 7Yb(Mfe £% — M, etks®) (6.164)

En utilisant ces résultats et la conservation du flux d’énergie, montrer que I’égalité
(6.159) provient du fait que (|V1]2/2) GY, est la moyenne dans le temps du flux
d’énergie entre la source extérieure et le systeéme grilles-faisceau, dans la limite
de charge d’espace faible.

d) On remarque que pour |Y.§| 3> wcp, expression (6.162) donne Y,y ~ iwcp, c'est-
a-dire une susceptance purement nductive qui implique Y = 0. Déterminer les
conditions pour lesquelles cela est obtenu, en accord avec la stabilité.
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P6-12 Admittance de deux grilles avec
charge d’espace nulle

Dans la limite de faible charge d’espace, (wp/w) < 1, la conductance électronique d’un
faisceau (par unité de surface), vue par le systéme externe constitué de deux grilles
traversées par le faisceau, est donnée par 'équation (6.159) du probléeme P6-11.

a) Montrer que pour (wp/w) — 0 on a:

O Go sin ked/2 [sinked/2
el = 5y

2 ked/2 ked/2
@ {1 — cos ked sinked]
Vo (ked)? 2ked

— cos ked/Q]

(6.165)

ot |Jo| est la grandeur de la densité de courant du faisceau non perturbé, Vo =
(mv% /2¢) est la différence de potentiel de déplacement du faisceau, et k. =
(w/vp). Cela est représenté sur la figure 6.15.

Pour 0 < ke < 2w /d, Pamplitude de 'excitation de I'onde rapide est plus grande que
celle de l'onde lente. Ainsi, une source externe devrait fournir de ’énergie au systéme
grilles-faisceau. D’autre part, pour (27/d) < ke < (3w /d) la situation inverse se produit
et le systéme grilles-faisceau pourrait fournir de ’énergie & une charge externe attachée
aux grilles ; cela constitue en fait le principe du fonctionnement d'un oscillateur, appelé
“monotron” qui a été inventé peu aprés le klystron [70].

L’oscillateur monotron est constitué d’un faisceau d’électrons traversant une seule
(d’ou le préfixe “mono”) cavité résonnante réentrante (Fig. 6.16) dont la fente est d’une
longueur appropriée (27 < ked < 37).

Bien que le concept en soit simple, ce type d’oscillateur n'est pas tres efficace et
par conséquent n’est pas produit commercialement. L’analyse non linéaire montre que
quand les champs augmentent pour atteindre des amplitudes appréciables, les grandes
modulations de vitesse qui en résultent conduisent & une saturation non linéaire de la
sortie & des niveaux de puissance relativement faibles.

Dans la méme catégorie de dispositifs, le “klystron reflex” [71][72], dont nous ne
décrirons pas le fonctionnement, est un oscillateur bien meilleur aux fréquences micro-
ondes ; les oscillateurs micro-ondes aux puissances moyennes et fortes sont généralement
du type magnétron (cf., par exemple, [73][74]).

A T'heure actuelle, divers oscillateurs et amplificateurs en ondes millimétriques
(gyrotrons, peniotrons, lasers & électrons libres, ...) utilisent la dynamique particu-
liere des faisceaux d’électrons énergétiques, paralléles ou perpendiculaires a un champ
magnétique (cf. par exemple [74b]).

b) Le faisceau présente aussi une susceptance électronique, By, au circuit externe.
Utiliser le théoréme de Poynting de perturbation complexe pour montrer com-
ment la déterminer, et montrer que la susceptance est donnée par 1'équation
(6.161) du probléme P6-11 dans la limite (wp/w) < 1. Pour {wp/w) — 0 montrer

que :
0 Go cos(ked/2) [sin(ked/2)
—BY, - (ked/2) { ked/2) — cos(ked/Q)]
in ked os ked
= Go [S(ked)z . +2Cked ] (6.166)

et représenter —Bé(g))(ked)/Go en fonction de wyd/vg sur la figure 6.15.
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Figure 6.15 : Conductance électronique normalisée & la conductance du
faisceau (par unité de surface) Gy = |Jy|/V), en fonction de langle de
transit.

[Remarquer que puisque nous avons défini Yy, = Gy — i Bgy, avec une susceptance
capacitive (Bey < 0), on a Y., > 0, tandis qu’avec une susceptance inductive (Beg >
0), on a Y., < 0, ce qui est cohérent avec la pratique des ingénieurs électriciens qui
utilisent une dépendance temporelle harmonique en exp(jwt) plutdt qu’en exp(—iwt) ;
i=v=1=j]

P6-13 Stabilité avec dissipation interne

a) Considérons la dynamique linéarisée & une dimension d’un écoulement d’électrons
en présence de collisions élastiques (avec un fond continu immobile). Montrer
que les équations linéarisées sont :

an; or;

=0 6.167
ot oz ( )
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Figure 6.16 : Schéma de 'oscillateur monotron.

L’unique cavité réentrante, a longue ouverture, détermine la fréquence.

m (% + vo%l—%) +vmu; = —eF) (6.168)

ouI'; = ngvy +nyv0, comme précédemment, et o1 v est la fréquence de collisions
des électrons du faisceau avec le fond continu. Comme dans la section 6.2, on
suppose que la densité de charge a ’équilibre des électrons est neutralisée par
un fond continu immobile d’ions positifs, et que la vitesse de glissement vg est
constante (imposée de fagon externe).

b) Calculer la susceptibilité longitudinale, Xy, (k,w), et la conductivité longitudinale,
or{k,w). Remarquer comment elles different de (6.24) et (6.26), en particulier
pour k = ky et w = wy, c’est-a~dire lorsque k et w sont tous les deux réels.
Etablir une relation entre la partie réelle de of (kr,wr) et la partie imaginaire de
Xy (kr,wr), et discuter leur signification.

c) Etablir la relation de dispersion pour les ondes électrostatiques et montrer qu’elles
sont stables. Pour v < wyp, identifier 'onde “rapide” faiblement amortie (énergie
positive) et 'onde “lente” (énergie négative) et montrer qu’en présence de colli-
sions internes selon le modele de (6.168), elles sont toutes les deux stables.

P6-14 *Conservation de ’énergie avec dissipation
interne

a) En partant des équations (6.167) et (6.168) du probléme P6-13, établir ’équation
de conservation de ’énergie de perturbation et montrer qu’elle s’écrit :

a ( €9 E'% m'vf
2

a
— no +mugving ) + — (muovil'y) + vmuil'y =0 (6.169)
ot 2 dx

En comparant avec (6.57) identifier la densité de puissance dissipée, pg =
vmv1T'i. Remarquer que pour une valeur non nulle de wvg, elle n’est pas
nécessairement positive.
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b) Montrer que pour des champs périodiques dans l'espace et le temps, la densité
moyenne de puissance dissipée (pg) = vmRe(vjI'1)/2, est donnée par :

|E1]?

2

(pa) = Re [ (kr,wr)] (6.170)
ol o (kr,wr) est la conductivité longitudinale, obtenue dans la partie b) du
probléme P6-13, et évaluée pour k réel et w réel.

¢) On remarque que pour des champs périodiques dans I'espace ou le temps, la moyenne
(respectivement dans l'espace et le temps) de la densité de puissance dissipée est
bien définie par (pg) = vmRe(viT'1)/2. Montrer, cependant, que pour k = kr réel
et w complexe (|E1]%2/2)Re[oy (kr,w)] ne peut pas étre identifié avec la moyenne
dans I'espace de la densité de puissance dissipée. De la méme fagon, montrer que
pour w = w; réel et k complexe (|E1|?/2)ReloL (k, wr)] ne peut pas étre identifié
avec la moyenne dans le temps de la densité de puissance dissipée.

d) A partir de (6.170), évaluer {pg)x pour les ondes rapide et lente faiblement amorties
(v & wp) et montrer que leurs densités de puissance moyennes de dissipation
(interne) sont de signes opposés. En utilisant la formule de perturbation pour
wi(kr), (6.99), montrer ensuite que les collisions des particules avec un fond
continu, c¢’est-a-dire la dissipation interne, produisent un amortissement des deux
ondes. Remarquer que ces collisions internes conduisent & une puissance dissipée
négative pour des ondes d’énergie négative, comme prévu par I’équation (6.105).



Chapitre 7

Instabilités de courant
dans les plasmas

7.1 Introduction

Les plasmas sont généralement crées dans un état éloigné de 1'équilibre
thermodynamique. Dans certaines circonstances, on trouve que les pertur-
bations d'un tel état sont instables, ¢’est-a-dire qu’elles ne décroissent pas
mais ont tendance a créer un nouvel état du plasma, avec moins d’énergie
libre, et probablement plus proche de 1'équilibre thermodynamique. Bien
que les collisions entre particules conduisent ultérieurement & 1’équilibre
thermodynamique, les transitions instables entre états du plasma ont lieu
a des échelles de temps qui sont généralement plus courtes que les temps de
collision typiques. Ainsi, on peut étudier de telles instabilités en utilisant
des modeles de plasmas non collisionnels.

Les réserves d’énergie libre qui créent les instabilités sont d’une grande
diversité et dépendent du mode de création du plasma et de son confine-
ment. Une source d’énergie libre peut étre par exemple constituée par les
vitesses relatives des différentes especes de particules. Dans un plasma uni-
forme, celles-ci existent soit parce que certaines particules sont injectées
dans le plasma, soit lorsque le plasma est soumis a un champ électrique
pulsé qui peut pénétrer dans le plasma. Les instabilités créées par de telles
vitesses sont les instabilités de courants.

Les détails de la distribution de vitesses de chaque espece de particules
chargées peuvent jouer un réle pour de telles instabilités, et une descrip-
tion basée sur la théorie cinétique des plasmas est alors nécessaire. Ces
instabilités cinétiques sont traitées dans le chapitre 10. Cependant, dans
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de nombreuses circonstances, les effets cinétiques sont négligeables ; ces
instabilités présentent alors des taux de croissance élevés et le détail des
processus physiques est trés différent de celui des instabilités cinétiques.
Leur évolution peut alors étre décrite de fagon simple par un modele hydro-
dynamique de plasma froid. La croissance rapide des instabilités conduit
d’ailleurs rapidement & des champs d’une amplitude appréciable et les ef-
fets non linéaires commencent & dominer 1’évolution ultérieure du systeme.
La dynamique non linéaire est assez compliquée et difficile en général &
décrire analytiquement ; on peut cependant la comprendre & partir de
simulations sur ordinateur dans des cas particuliers. Sans entrer dans les
détails de celles-ci nous résumerons leurs résultats pour avoir une vue de
I’évolution non linéaire et de la saturation des instabilités. Une bréve des-
cription des phénomenes non linéaires est donnée a la fin du chapitre 10,
dans la section 10.7. Pour une étude plus approfondie de la dynamique
non linéaire des plasmas, nous renvoyons donc le lecteur & la section 10.7
et aux références qui y sont données.

Dans ce chapitre, nous allons considérer plusieurs types d’instabilités
qui peuvent exister dans un plasma ou les différentes espeéces de particules
chargées ont des mouvements d’ensemble les unes par rapport aux autres.
Pour simplifier, nous considérerons d’abord une dynamique linéarisée a
une dimension, et nous nous limiterons & des modeles de plasma froid
sans collisions. Nous décrirons ainsi les instabilités électrostatiques. Ala
différence de l'instabilité d’un faisceau d’électrons dans un milieu résistif
(section 6.5}, nous trouverons que les instabilités de courant dans un plas-
ma ne peuvent pas étre considérées comme résultant d’'un couplage faible
entre deux types d’ondes ; les couplages sont conservatifs (non dissipatifs)
et, en fait, des couplages forts, comme nous ’avons noté dans la section 6.6.
Il n’y a couplage faible que si les différentes composantes du plasma sont
physiquement séparées. De telles situations sont traitées dans [362], [62] et
[63] qui développent le formalisme du couplage faible entre modes. Lorsque
le couplage est fort, on doit s’appuyer sur une analyse de la stabilité basée
sur les solutions de ’'équation de dispersion avec w complexe pour k réel.
Bien que l'interprétation de w(k,) soit immédiate, comme déja expliqué
dans la section 6.5, le sens, s’il existe, que l'on peut donner & une valeur
de k(w,) complexe devient incertain dans la plupart des cas. Nous verrons
qu'il n’y a pas de relation simple entre k;(w,) et w; (k) comme celle (6.104)
trouvée dans la section 6.5.3. Les relations entre les solutions de I'équation
de dispersion dans les plans complexes w et k sont discutées dans [60].

Dans les sections 7.2-7.4 nous décrirons les instabilités de courant
électrostatiques de base avec les modéles & une dimension les plus simples.
Les instabilités électromagnétiques, qui nécessitent des modéles au moins
& deux dimensions, sont traitées dans la section 7.5. Nous n’y décrirons
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en détail que I'instabilité électromagnétique la plus simple, mais les équa-
tions dynamiques complétes, a trois dimensions, avec les effets relativistes,
y seront également développées pour un plasma froid et résolues pour la
propagation transverse a un faisceau d’électrons.

7.2 Instabilité faisceau-plasma

7.2.1 Equation de dispersion

Considérons un faisceau d’électrons de densité et de vitesse constantes, ngs
et Upp, qui traverse un plasma uniforme de densités électronique et ionique
nge €t ng;, comme représenté sur la figure 7.1.

- +_+++‘+;++-+_+—+ e
‘+’+_— _'Q-t:_*':j@_,__: Fiz ; *

I -+ —t L+ -+ - O
STVEE S © o ot Bk = b S
d’électrons ARSI A rlasma
'ec R e stationnaire
No: Yo : quasi neutre

ng, nd

Figure 7.1 : Systéme faisceau-plasma & une dimension.

L’instabilité de ce systéme a été mise en évidence deés les premiéres
observations d’oscillations de plasma [75], [76], [77]. Dans celles-ci, un fais-
ceau d’électrons de faible densité traversait un plasma, et on a trouvé qu’il
était responsable de I'excitation des oscillations observées.

Dans I’état d’équilibre, on suppose qu’il y a neutralité électrique glo-
bale, ¢’est-a~dire nge +nop = Z;ng;, o0t Z;e est la charge d’un ion, et il n'y a
donc pas de champ électrique (Ey = 0). D’autre part, on ne considére que
la dynamique & haute fréquence des électrons du plasma et du faisceau,
et on néglige le mouvement des ions du plasma, comme g’ils avalent une
masse infinie. Les équations linéarisées, & une dimension pour les électrons
du plasma froid, sont alors :

(97116 g _
ot + a(nﬂevle) =0 (71)
e _ g, (7.2)
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ou les indices inférieurs 1 sont affectés aux perturbations. De fagon sem-
blable, pour la dynamique linéarisée & une dimension, non relativiste et
électrostatique, du faisceau d’électrons, on a [cf.(6.14) et (6.15)] :

an ad
Wlb + %(nozfvlb + Tl1b’l)0b) =0 (7.3)
ov v
m ('a—;b + ’U()b—a—;ll) = _eEl (74)

Les deux systemes d’équations dynamiques sont couplés par le champ
électrique de perturbation qui, dans I'hypothése électrostatique, doit obéir
a I’équation de Poisson :

eo% = —e(n1. + n1p) (7.5)
ot le deuxiéme membre est la perturbation de la densité totale de charge
due au mouvement des électrons du plasma et du faisceau. A partir des
équations (7.1) et (7.2), et en supposant une dépendance spatio-temporelle
des amplitudes complexes en exp(ikz — iwt), on peut facilement calculer
la susceptibilité longitudinale normalisée pour les électrons du plasma. :

—w2

X‘z = 'w—; v Ple = —Z.k€0X2E1 (76)
avec w2 = (e*nge/meo), et d’apres (6.24) on a pour les électrons du fais-
ceau : ,

—w?

m Pip = —ikEOX%El (77)

b _
XL—

avec w? = (e%ngp/meg). En portant ces expressions dans la forme complexe
de (7.5) on obtient :

KL(k,w)El =0 (78)
avec :
KL(k’w) = 1+ X%(k7w) + X%(kaw)
2 2
_Y Wb (7.9)

La relation de dispersion pour le systéme faisceau-plasma, Ky, (k,w) =
0, peut donc s’écrire :

% W (7.10)
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Elle est de la forme (6.106) et on peut attendre dans un tel systeme
une instabilité de “milieu réactif’, c’est-a-dire un couplage, instable dans
I’espace quand le plasma est réactif-inductif, entre les ondes du faisceau
d’énergies positive et négative. La méme relation de dispersion peut s’écrire
aussi sous une autre forme qui suggere mieux le couplage entre les oscilla-
tions de plasma et les ondes du faisceau :

(w? — wz)(w — kg)? = wiw? (7.11)

Sous cette forme, il est évident que pour des fréquences beaucoup plus
grandes que la fréquence plasma, |w| > wp, on a principalement les ondes
non perturbées du faisceau d’électrons, (w — kvg)? &~ w?, comme dans la
section 6.2.2. Au contraire, & proximité et en dessous de la fréquence plas-
ma, la relation de dispersion prédit l'instabilité, c’est-a-dire que pour k&
réel (k = k) w est complexe (w = w, + iw;) avec w;(k.} > 0 (cf. Fig. 6.6
et la discussion associée dans le chapitre 6).

7.2.2 Solutions du type w(k,)

Pour étudier les instabilités, on suppose d’abord que k = &, est réel et
on résout ’équation de dispersion en recherchant des solutions du type
w(k;) avec w;(k,) > 0. Pour cette recherche, il est commode d’utiliser une
représentation graphique de la relation de dispersion écrite sous la forme :

1 1 1)
—=—4 ———=H 7.12
w2 w? + (w = kpvp)? w) ( )
ol 5
§="b _ T (7.13)
wp Toe

est le rapport de la densité du faisceau non perturbé a la densité du plasma.
La fonction H(w) est représentée graphiquement sur la figure 7.2.

On y voit que si w), est assez petit, il y a toujours quatre valeurs réelles
de w pour toute valeur réelle de k. Mais, si w2 > [1/H(wp)], oft wy est
déterminé par la condition (dH/dw) = 0, il n’y a alors que deux valeurs
réelles de w et les deux autres sont complexes. Puisque, pour k réel, la
relation de dispersion est un polynéme & coefficients réels, les deux solu-
tions complexes sont imaginaires conjuguées. Donc, pour wg > {1/H(wo)),
l'une des solutions w(k,) a une partie imaginaire positive qui conduit &
Pinstabilité. A partir de (7.12), il est facile d’établir (cf. probleme P7-1)
que linstabilité, w;(k.) > 0, existe dans l'intervalle des nombres d’onde
réels défini par :

[kpvo] < wy(1 + 81/3)3/2 (7.14)
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Figure 7.2 : Instabilité faisceau-plasma.

Résolution graphique de 1’équation (7.12) pour deux valeurs de wg.
Pour wf,z il y a deux solutions w complexes et deux solutions w réelles.

et pour les fréquences correspondant a la condition :

wp < wy(1 + 613172 (7.15)

On peut obtenir les expressions analytiques de la fréquence complexe
dans la gamme d’instabilité de k. pour la situation physique intéressante
du point de vue pratique ol1 § < 1 ; ce cas est fréquent car il est difficile de
produire des faisceaux d’électrons de haute densité, tandis que les plasmas
dans lesquels on injecte les faisceaux (ou qui peuvent étre générés par eux)
peuvent étre de densité beaucoup plus élevée. Pour § < 1, la relation de
dispersion (7.11) peut étre résolue de fagon approchée. L’'interaction la plus
forte, et par conséquent le taux de croissance le plus grand, peuvent étre
attendus quand les termes de plasma et de faisceau sont proches du syn-
chronisme, |w| ~ w, & k,vg ; cela se produit [cf. (7.11)} approximativement
pour :

1
(w — wp)(w — kpg)? = éwgwp (7.16)
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En posant w = wp, + Q = kyvp + (2, on trouve & partir de (7.16) :

(g) v (7.17)

Il est clair que la troisiéme solution est la racine instable et donne pour
kr = wp/yy :

Wy 61/3

o~ l-m (7.18)
Wi £51/3 (7.19)
wp, | 24/3 ’

Remarquons que bien que nous ayons supposé § < 1 (ce qui entraine
lwi/w.| & 1), le taux de croissance peut étre une fraction appréciable
de la fréquence plasma. L’instabilité est donc trés forte et se développe
rapidement.

Un autre régime instable de &, pour lequel ’équation (7.11) se résout
analytiquement correspond & |w| <« w, ; on trouve

wr & kg }

w; =~ kTU061/2 (720)

qui est un taux de croissance beaucoup plus petit, et & des fréquences plus
faibles que les valeurs trouvées en (7.19) et (7.18).

La relation de dispersion compléte pour k réel est représentée sur la
figure 7.3. La valeur maximale de & pour laquelle il y a instabilité est
donnée par (7.14) et le taux maximal de croissance par (7.19). A titre
d’exemple, les paramétres typiques dans les expériences de laboratoire de
type faisceau-plasma sont :

nge = 10'¥/m®, ng, = 10'%/m3, vy = 0.1¢c
On a alors :
wp & 5.64 x 101, (f, ~ 9 GHz), § = 1073
Le taux maximal de croissance de l'instabilité est alors :
kr =~ 19/cm (X = 0.33 cm)

avec :
wr = 0.96wy,, w; = 0.07 w,
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Figure 7.3 : Diagramme de dispersion d’un systéme faisceau-plasma.

w(kr) = wrlkr) +iwi(ks,)

Faisceau d’électrons de faible densité 6 = (nop/m0e) < 1.

c’est-a-dire une période de multiplication par e de 27/w; &~ 1.6 x 107 s.
L’instabilité se développe donc sur des longueurs d’onde trés courtes par
rapport & la dimension type (longueur le long de vp) de 'expérience, et
sur des temps qui sont courts par rapport aux temps de collision (par
exemple de collision électron-ion dans le plasma). Cela justifie le fait qu’on
a négligé les collisions. On a aussi négligé le mouvement des ions ; cela
est justifié a posteriort puisque pour le taux de croissance maximum, on
a & la fois w, = wp, > wp et w; > wy. Dlailleurs, dans le modele des
plasmas froids, la dynamique des ions ne modifie que légérement w; ; elle
est significative pour les basses fréquences (en dessous de wp;) quand les
effets de température deviennent également importants ; ce cas sera traité
dans le chapitre 11.
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7.2.3 Solutions du type k(w,)

a) Le plasma comme milieu réactif

Une image physiquement intéressante de I'instabilité est suggérée en ré-
crivant la relation de dispersion (7.10) sous la forme :

w? w? _ e?nop (7.21)

(w—kUO) = (1 B gg) = Kf(w) mef(w)

On y voit que le plasma agit comme un milieu diélectrique avec une fonc-
tion diélectrique e} (w) = eo(1 — wy/w?) ; le faisceau d’électrons peut étre
considéré comme se déplacant dans ce diélectrique. Quand la densité de
plasma est nulle on a €f = ¢ et (7.21) redonne les deux ondes stables
d’énergie positive et négative qu’on a trouvées dans la section 6.4. Pour
les densités de plasma finies et les fréquences supérieures & wp, le plasma
agit comme un diélectrique ordinaire avec e/ > 0 ; toute perturbation
de la densité de charge du faisceau produira un champ électrique dont la
direction tend & ramener vers I’état d’équilibre [Fig. 7.4(a)]. Ainsi, pour
w > wy il y a stabilité et les ondes de faisceau sont seulement légerement
perturbées par le plasma.

La situation est complétement différente pour w < wp quand le plasma
est tel que €£ < 0 ; toute perturbation de la densité du faisceau (con-
sidérée maintenant comme une charge de polarisation) produit alors un
champ électrique dont la direction augmente la perturbation de la densité
[Fig. 7.4(b)]. Il s’agit alors d’une situation instable ; les ondes du faisceau
d’énergie positive et négative (qui composent en général une perturbation
arbitraire du seul faisceau) sont fortement couplées (et modifiées) par la
présence du milieu diélectrique plasma inductif-réactif. L'instabilité fais-

ceau-plasma est donc une instabilité de milieu réactif.

b) Amplification spatiale des fréquences réelles

Dans cette image physique de 'instabilité faisceau-plasma, on a supposé
que w est réel, c’est-a-dire que la situation est de type quasi stationnaire (cf.
Fig. 6.7 et discussion associée). On est donc tenté de résoudre I’équation
de dispersion (7.10) ou (7.21) pour k(w,) complexe, ce qui est certaine-
ment plus facile puisque ’équation n’est que du deuxiéme degré en k. On
obtient :

P (7.22)
% (1-— %)1/2
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Perturbation de

la densité du faisceau

Le plasma
comme milieu
« diélectrique »

Champ électrique
de réponse « diélectrique »

(a) w,>w, du plasma (b) w,< w,

Figure 7.4 : Représentation physique de l’interaction faisceau-plasma de
type “milieu réactif”.

(a) Stable. (b) Instable.

Ce résultat est représenté sur la figure 7.5 ol 'on voit qu'il y a un taux
de croissance spatiale infini pour w, — w, ; d’autre part, contrairement a
P'instabilité faisceau-milieu dissipatif, il n’y a pas de relation simple entre
ki(wyr) et w;(ky).

Cependant, contrairement au cas de linteraction faisceau-milieu dis-
sipatif, ou les seules ondes sont les ondes de faisceau de méme vitesse
de groupe, dans 'interaction faisceau-plasma il y aussi une onde de plas-
ma dont la vitesse de groupe (dans le modéle de plasma froid) est nulle.
Dans ce modele, on ne peut donc pas supposer que les transitoires sont
entierement évacués par convection ; les champs vont donc croitre avec le
temps partout & partir de I'injection du faisceau, dans la direction de vg
(cf. [78], [60]).

Un état stationnaire asymptotique dans le temps peut cependant s’éta-
blir en présence de collisions dans le plasma. En supposant que celles-ci ont
une fréquence v < w,, comme c’est généralement le cas, on peut introduire
cet effet comme une perturbation. En général, pour un plasma froid avec
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wy

Figure 7.5 : Diagramme de dispersion de l'instabilité faisceau-plasma.
k(wr) = kr(wr) + thi(wy).

collisions on a :

KP=1- W (7.23)
L w(w + iv)

En introduisant cette formule dans (7.21) et en résolvant par rapport & k
avec w = wp > v on trouve :

5 1/2
ke o~ 22 1+(—3’3>
Vo 2 v
Wp fwp\ /2
o (Y 7.24
k Vo (21/) ( )

Le comportement singulier du taux de croissance spatial lorsque v — 0
montre cependant que d’autres effets, tels que les effets de température,
doivent étre pris en considération pour qu’un état stationnaire s’établisse.
De toute fagon, il faut étudier ’évolution vers un régime d’amplification
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spatiale stationnaire pour s’assurer que la croissance temporelle des tran-
sitoires ne conduit pas le systéme & un nouvel état non linéaire (cf. [60]).
Finalement, on peut remarquer que 1'inhomogénéité du plasma dans la
direction du faisceau peut aussi avoir un effet profond sur instabilité fais-
ceau-plasma (cf. probleme P7-2).

7.2.4 Aspects non linéaires de 'instabilité

L’évolution non linéaire de I'instabilité faisceau-plasma froid uniforme est extrémement
complexe et, jusqu’a maintenant, n’a pas été résolue analytiquement. On peut compren-
dre qualitativement quelques-uns de ses aspects a partir de la nature des ondes insta-
bles linéairement. Remarquons que les ondes linéairement instables, de basse fréquence
(7.20), sont en résonance de phase avec le faisceau (c’est-a-dire que (wr/kr) = vo) ;
elles vont donc piéger les particules du faisceau et par conséquent se saturer 4 des am-
plitudes plutdt faibles. D’autre part, les ondes linéaires & croissance maximale, (7.18)
et (7.19), ne sont pas en résonance de phase. Elles vont croitre en amplitude jusqu’a ce
que leur largeur de piégeage (cf. paragraphe 10.7.1) s’étende et piége aussi les particules
du faisceau. Ces ondes, dont les fréquences caractéristiques sont proches de wy, vont
alors se saturer & des amplitudes plus grandes et donc devenir dominantes. Cependant,
les instabilités linéaires croissent & la fois dans I'espace et dans le temps (cf. [60]) et la
description précédente n’est pas vraiment compléte.

Les simulations sur ordinateur [78] permettent d’avoir une compréhension physique
plus détaillée de ce phénomene. L’effet non linéaire principal est, premiérement, le
“piégeage localisé” des électrons du faisceau dans les champs électriques de Vinstabi-
lité qui croissent dans I’espace et le temps, et, deuxiémement, le “piégeage localisé” de
quelques électrons du plasma. La dynamique non linéaire des particules devient alors
hautement non laminaire, avec un mélange de champs cohérents (prés de l'injection
du faisceau) et de champs aléatoires (loin du lieu d’injection du faisceau), et est donc
difficile & traiter analytiquement. Dans ’état quasi stationnaire qui en résulte, le fais-
ceau d’électrons est ralenti considérablement et s’étale en vitesse ; une petite partie
des électrons du plasma forme une queue de haute énergie dans l'espace des vitesses,
et des oscillations de champ électrique, localisées et de grande amplitude, persistent ;
celles-ci peuvent enfin se coupler de fagon non linéaire avec d’autres ondes du plasma
(cf. paragraphe 10.7.3). Ainsi I’énergie libre initiale du faisceau d’électrons injecté est
distribuée, de facon plutdt complexe, entre les particules et les ondes du plasma. Dans
un plasma uniforme, le faisceau lui-méme est presque complétement rendu aléatoire
sur une courte distance correspondant & quelques longueurs d’onde (27vg/wp), ce qui
explique le “paradoxe de Langmuir” 1.

1. Dans ses études sur les plasmas dans les décharges gazeuses produits par des élec-
trons émis par une cathode chaude, et accélérés par un potentiel positif, Langmuir
avait observé que les électrons du faisceau, en pénétrant dans le plasma, prenaient une
distribution maxwellienne déplacée, une partie de leur énergie devenant ainsi aléatoire,
et tout cela sur une distance courte par rapport a leur libre parcours moyen de collision.
C’est ce qu’on a appelé le “paradoxe de Langmuir” [92] et [1].
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7.3 Instabilités de courant dans un plasma

Une autre situation physique dans laquelle apparaissent des instabilités de
courant est celle d’'un plasma neutre ol les électrons sont en mouvement
relatif par rapport aux ions. Cela peut se produire dans un faisceau d’élec-
trons neutralisé par des ions, ou dans un plasma qui a été soumis a un
champ électrique constant qui a placé les électrons en mouvement de dérive
par rapport aux ions. La premieére de ces situations a été étudiée par Pierce
[79] pour les amplificateurs & faisceaux d’électrons et par Budker [80],
pour les accélérateurs d’électrons, tandis que le deuxieéme cas a été traité
en détail par Buneman [81] ; cette instabilité devrait donc étre baptisée
“instabilité de Pierce-Budker-Buneman”. En physique des plasmas, on dit
plutot “instabilité de Buneman” tout court et nous nous conformerons &
cet usage.

7.3.1 Instabilité de Buneman

Pour modéliser cette instabilité, on considére un équilibre caractérisé par
des électrons ayant une densité uniforme ng. et une vitesse de dérive vy,
et des ions de densité ng; et de charge eZ; ; les densités sont reliées par la
condition de neutralité de charge ng. = Z;ng;- On doit maintenant tenir
compte de la dynamique des électrons et des ions. Les équations électro-
statiques linéaires & une dimension des ions sont alors analogues a (7.1)
et (7.2) en y remplacant —e par Z;e, tandis que celles des électrons sont
analogues & (7.3) et (7.4). On peut donc immédiatement écrire la fonction
diélectrique longitudinale normalisée, et ’équation de dispersion :

w2 w2

KL(k7w):1_(uj_—z;;U_0)2__ u)p; =0 (725)

oll wh, = (€°neo/Mmeeq) et wgi = (Z2e’n;o/mi€p) sont, respectivement, les
fréquences plasma électronique et ionique.

Pour trouver le domaine des valeurs réelles de &k pour lesquelles (7.25)
donne des solutions w complexes, on récrit I’équation de dispersion sous la

forme :
1 I 1

wZ,  w? * (w — kpvg)? @) (7.26)
avec : \
- wpi Zime
= Ypi _ ZiMe 2
hE T T (7.27)

qui sont semblables & (7.12) et (7.13). D’aprés (7.26) et la représentation
graphique de H(w) sur la figure 7.6, des valeurs complexes de w pour k
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réel sont obtenues quand (cf. probleme P7-3) :

ko] < wpe(1 + pt/3)3/2 (7.28)
et elles se situent dans le domaine de fréquences réelles :
Wy < wpe#1/3(1 + M1/3)1/2 — wpill»-l/G(l + M1/3)1/2 (729)
H{w,)
w;§1

g

0 k,VO w r

Q
S-r'-"-' -

Figure 7.6 : Instabilité de Buneman.

Solution graphique de I’équation (7.26) pour deux valeurs de wze.
Pour wf,e? il v a deux solutions w réelles et deux solutions complexes.

Pour obtenir une expression analytique approchée du taux de crois-
sance maximum, de la fréquence et du nombre d’onde correspondant & ce
maximum, il est commode de faire d’abord un changement de repére pour
que les ions soient en mouvement par rapport a des électrons immobiles.
On pose donc (puisque, dans un systéme de coordonnées oti les électrons
sont immobiles, les ions se déplacent dans la direction des x négatifs) :

—w =w—kyg

La relation de dispersion devient :

2 w2,

_ Wpe pi _
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ou:
(w? — wge)(w' — kug)? = wgicf (7.31)

analogue & (7.11). Pour k réel, et au voisinage des conditions de synchro-
nisme, |w'| & wpe & kyvg, (7.31) s’écrit approximativement :

1
(wl - wpe)(w’ - krvO)Q =~ §wgiwpe (732)

analogue a (7.16)2. Posons maintenant ' = wpye + Q2 & krvg+$ ; on trouve
pour la racine instable (en w) :

()@ =

En revenant au repere du laboratoire (w = —w’ + k,vp), dans lequel les
électrons se déplacent par rapport aux ions, on trouve finalement pour
ky 72 Wpe/Vp :

1/3

~ M _ Wpi
Wr % 9a¥ee T 9473176 (7.34)
wp = V3 1/3 —\/—gﬂ (7.35)

ga/3H " Wre = 5a73 ni/e
On remarque que pour le taux maximum de croissance, on a :
|wi] = V3w, |

c’est-a-dire que les amplitudes changent d’ordre de grandeur en quelques
(= dix) cycles ; en ce sens, I'instabilité est beaucoup plus violente que celle
du systéme faisceau-plasma correspondant & |w;| < |w,|. Pour un plasma
électron-proton, on a p~! A 1836 (u!/3 &~ 1/12.25 et u!/8 ~ 1/3.5), ce qui
donne :

wr & 1.39wp; & Wpe /31

qui est une fréquence beaucoup plus basse que celle de Pinstabilité fais-
ceau-plasma & son taux maximum de croissance.

Pour étre complet, remarquons aussi que pour jw| € wp; et k = k.,
I’équation (7.25) peut étre résolue de fagon approchée et donne :

w = kpoop(l £ ipY?)

2. Remarquons que si on n’avait pas changé de repére, ’équation analogue & (7.31),
obtenue & partir de (7.25), aurait un second membre trés grand et qu’il serait alors
difficile de trouver une solution approchée. Il existe bien sir d’autres méthodes de
résolution approchée de (7.25) [cf. Probleme P7-4].
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et donc :
(wifw,) =p 2> 1

La courbe w(k,) est représentée sur la figure 7.7.

—_— (wr/wpi)
----- (wilwp)

krVO
wpe

Figure 7.7 : Diagramme de dispersion de l'instabilité de Buneman.
w(kr) = wr(kr) + ZWz(kr), w= Zime/mi.

7.3.2 Aspects non linéaires

L’évolution non linéaire de cette instabilité est aussi assez complexe. Des simulations
sur ordinateur montrent une évolution vers un état ou les mouvements des électrons
sont presque complétement désordonnés et leur vitesse considérablement réduite [81] ;
on dit habituellement que le plasma instable présente une “résistivité anormale”. Des
simulations détaillées sur ordinateur [82], [83] montrent qu'en deux & trois périodes de
multiplication par e, correspondant & (7.35), il y a un effet significatif (non linéaire)
de baisse des fréquences (7.34) et (7.35), et donc un piégeage (cf. paragraphe 10.7.1)
des électrons (dans les champs qui se sont développés) qui thermalise les électrons et
sature instabilité ; il s’établit ensuite des oscillations ioniques intenses dont la fréquence
est proche de wp;. Ces simulations montrent qu’environ 80% de 1'énergie du faisceau
se thermalise (la répartition de I’énergie des électrons devenant de type thermique),
environ 10% se retrouve dans ’énergie du champ électrique turbulent, et environ 10%
dans les oscillations ioniques résultantes. La thermalisation pourrait étre un moyen
effectif de chauffage d’un plasma (appelé “chauffage par turbulence”). En fait, il est
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difficile de créer un plasma dont les électrons aient une vitesse de dérive beaucoup plus
grande que leur vitesse thermique. Les expériences sur ce chauffage par turbulence n’ont
en qu'un succes partiel ; les champs turbulents conduisent aussi & une augmentation de
la diffusion du plasma.

7.4 Instabilité électrostatique a deux
courants

Comme derniére classe d’instabilité électrostatique de courant, nous
décrivons maintenant celles ou deux groupes d’électrons du plasma sont
en mouvement 'un par rapport & 'autre. Elles ont été découvertes comme
Pinstabilité faisceau-plasma, & propos de Vexcitation des oscillations de
plasma [75], mais aussi étudiées plus tard et de fagon indépendante, en re-
lation avee les amplificateurs/oscillateurs & deux faisceaux [84], [85], [86],
[87].

7.4.1 Faisceaux d’électrons opposés

Pour simplifier, on considére d’abord le cas de deux faisceaux d’électrons
“opposés”, c’est-a-dire s’'interpénétrant, de méme densité et de vitesses de
dérive égales et opposées, dans un fond continu neutralisant d’ions (immo-
biles). Solent (n.g/2) et vy la densité et la vitesse & ’équilibre de chacun
des faisceaux. Dans le cas électrostatique a une dimension, les différentes
quantités vectorielles ont la disposition représentée sur la figure 7.8(a).
Les équations linéarisées pour chaque faisceau sont analogues aux équa-
tions (7.3) et (7.4) avec ngy = (Meo/2) et vop = Fvy. Par conséquent, en
suivant la méme méthode de calcul que pour les équations (7.7)—(7.10), on
obtient la fonction diélectrique longitudinale normalisée et la relation de
dispersion :
w2, /2 w2, /2

Kip(kp,w)=1— - = 7.36
L( § W) (UJ _ kzvo)2 (w+sz0)2 0 ( )

ot wye = (%nc9/mep)'/? est la fréquence plasma électronique totale. En
posant :

(w/wpe) = Q, (kzvo/wpe) = &
(7.36) peut s’écrire :

1 1

CErAR Ew i (7.37)

ou :
Q2 - k22— (2 +xH) =0 (7.38)
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Figure 7.8 : Instabilité électrostatique & deux faisceaux d’électrons opposés.

(a) Champ E et orientation du vecteur d’onde.
(b) Courbe Q(x.) (diagramme de dispersion).

qui est invariant quand on intervertit {1 et k. En résolvant par rapport a
Q(x) on trouve :

0? ”/‘62+%i\/(:‘€2+%)2—ﬁ2(52— 1) (7.39)

En supposant que x = &, est réel, on voit que Q(x,) admet des racines com-
plexes (conjuguées) pour x2 < 1. Plus précisément, il y a alors deux racines
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réelles et deux racines purement imaginaires. Ainsi, la racine instable cor-
respond 4 une onde purement croissante (w, = 0). Le taux maximum de
croissance se produit pour &, = (3/8)1/2 et on obtient Q; max = (1/8)1/2.
Une représentation graphique compléte de (x,) est donnée sur la figu-
re 7.8(b). En raison de la symétrie de ce probleme a faisceaux opposés,
on peut observer que les solutions de I'équation de dispersion avec des
fréquences complexes, et des nombres d’onde réels, ont ici une significa-
tion. La forme spatiale de toute condition initiale (raisonnable) — y com-
pris le bruit — peut étre décrite comme une superposition de sinusoides
spatiales de différentes longueurs d’onde et amplitudes ; les fréquences
complexes donnent 'évolution temporelle de chacune de ces sinusoides spa-
tiales. Lorsque le temps tend vers linfini, 'instabilité présente une crois-
sance temporelle en chaque point de 'espace — qui est appelée “instabilité
absolue” (cf. [60]).

7.4.2 Faisceaux paralleles

Le processus d’amplification spatiale & deuz faisceauz apparait quand les
vitesses de dérive de deux faisceaux (en général, de densités et de vitesses
& I"équilibre différentes) sont de méme direction (nous disons simplement
“paralléles” pour alléger I'écriture).

Contrairement au cas des faisceaux opposés, il est maintenant clair que
toutes les perturbations du systéme sont emmenées par le mouvement uni-
directionnel des deux faisceaux. Les perturbations instables sont donc, en
méme temps qu’elles croissent, transportées par convection dans la direc-
tion des faisceaux. On dit que l'on a une instabilité convective. Dans un
systeéme instable (c’est-a-dire dans lequel on a w;(k,) > 0 pour un certain
domaine de valeurs de k,) mais sans instabilité absolue, cela a maintenant
un sens de considérer une excitation stationnaire locale a une certaine
fréquence réelle w = w, (pour plus de détails, cf. [60]). Et comme on a sup-
posé des perturbations en exp(ikz), le taux de croissance spatiale dans un
tel systéme convectivement instable est donné pour z > 0 par k;(w,) < 0.

Cherchons donc les solutions k, complexes de I’équation de dispersion
pour des fréquences w = w, réelles. La relation de dispersion s’écrit :

by ko _ 1 (7.40)
(kz - kel)z (kz - ke2)2 B ’

avec
kpi = (Wpi/v0i)s kei = (wr/voi), i =1,2

Posons maintenant : . ) )
1
=== 7.41
vp 2 (Uoz U01> (7.41)
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et :

5= (i - i) (7.42)

Vo2 Vo1
d’ou :
ke1 = ke(l - 5)- key = ke(l +6)7 ke = (wr/UO)

Posons de plus :
ke = ke(14 ) (7.43)

et supposons pour simplifier que :
ki =kpp=-+=k, (7.44)
ce qui implique la condition :

(wp1/wp2) = (vo1/v02)

et définit w, et k, ; on trouve alors que {7.40) peut s’écrire :

1 1 1

@6 + a1 2 (7.45)
ol p = (wp/wr) est caractéristique de la densité (de charge) & I'équilibre des
électrons dans les faisceaux. On remarque que pour § = 0, c’est-a-dire pour
Vo1 = Vo2, (7.45) n’a que deux solutions « réelles, et les valeurs de k,(7.43)
sont alors les nombres d’onde des ondes (stables) lentes et rapides d’un seul
faisceau, comme on pouvait s’y attendre. Pour § # 0 (7.45) est analogue
a (7.37) et sa solution pour (a/pv2) = (ake/kpv'2) complexe, fonction
de (6/pv2) = (wr/wp)8/V2, est identique aux solutions obtenues pour €
complexe et fonction de k, comme le montre la figure 7.8(b). On obtient
donc les nombres d’onde (7.43) complexes k, = kg, + tky; en fonction de
la fréquence réelle w, :

kwr = ke(l + a,«), km' = keai

Pour le nombre d’onde donnant la croissance spatiale (dans la direction
des vitesses de dérive, prise pour z > 0), on a a, = 0, et donc k. = k. =
(wr/vo) et kg = ke avee a; < 0.

Alinsi, les ondes croissantes dans 1’espace se produisent dans l'intervalle
de fréquences 0 < w, < (V2/8)w, ; le taux maximum de croissance est
(kzi)maz = —(kp/2) et correspond & w, = (v/3/28)w,. L'amplification
spatiale maximum et la fréquence a laquelle elle se produit croissent toutes
les deux comme la racine carrée de la densité des faisceaux [é ne peut pas
étre arbitrairement petit puisqu’on doit avoir k,.Ap < 1 pour que le
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modele des plasmas froids reste valable (cf. chapitre 10)]. On remarque
aussi que le taux maximum de croissance par unité de longueur d’onde est
21 |(kzi)maz /Kar] = (27/4/3)8.

Le diagramme de dispersion complet tiré de (7.40) est représenté sur
la figure 7.9. Ces rsultats exacts ont été obtenus pour le cas particulier
(wp1/wp2) = (vo1/v02). Une situation plus pratique correspondrait & deux
faisceaux d’égales densités, soit (wp1 = wp2). Si leur différence de vitesses
est faible en valeur relative, autrement dit si § < 1, on peut trouver (cf.
probleme P7-5) une solution approchée de 1'équation de dispersion qui
redonne essentiellement les résultats obtenus ci-dessus.

kr Y

wr
Wp

|

AT L

=[S

Figure 7.9 : Instabilité électrostatique a deux faisceaux d’électrons paral-
1éles.

Diagramme de dispersion tiré de (7.40), avec la contrainte (7.44)

pour des valeurs complexes de k., = k. + ik; en fonction de w = w, réel.
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7.4.3 Faisceaux opposés, avec mouvement des ions

Revenons aux faisceaux d’électrons opposés (7.36) ; comme l'instabilité trouvée a une
fréquence réelle nulle, il est discutable d’avoir négligé le mouvement des ions. Si donc on
inclut la dynamique linéaire des ions froids stationnaires, on peut modifier 'équation
(7.36) pour y inclure la susceptibilité des ions, ce qui donne :
w (w—kzv0)?  (w+ kgvo)?

=0 (7.46)

ol wzi = (Zizeznig/mieg) et, d’apreés la neutralité de ’état non perturbé, Z;n,0 = neg.
Cette équation de dispersion est maintenant du sixieéme degré en w et ne peut &tre
résolue que numériquement. En utilisant les mémes variables normalisées que dans la
section 7.4.1, on obtient les solutions Q(k-) représentées sur la figure 7.10.

Fond continu d’ions

Moi
Y
[ fof [ /] %,
S/ x —
/] v // E =XE,
Faisceaux opposés d’électrons
Ne/2, 11,
—Qr
..... ‘Q[,
14
<#/3)"“___,:'f ,
0 1 K,

Figure 7.10 : Instabilité électrostatique a deux faisceaux d’électrons op-
posés avec mouvement des ions.

Equation de dispersion (k) = (k) + €2 (kr)

Q = (w/wpe); k = (kxvo/wpe); = Zyme/m;.
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On remarque qu’il subsiste une branche d’ondes purement croissantes pour
Kr < 1, mais qu’il apparait également une nouvelle branche instable avec des com-
posantes réelles et imaginaires de ) comparables, au voisinage immédiat de x, = 1,
avec © & (11/3)Y/4(1 +4)/v/2, c'est-a-dire :

w= (“’pe“-’m)l/z(l +14)/3Y4v2

avec :
w = (Zime/my)

(cf. probléme P7-6). Dans le cas limite ol 'on retire un des faisceaux (et on adapte
la densité de 1'autre pour maintenir la condition de neutralité), cette racine instable se
déplace pour devenir 'instabilité de Buneman, tandis que la racine purement croissante
disparait. On remarque finalement qu’en permutant les indices e et i I'équation (7.46)
devient I'équation de dispersion électrostatique pour deux faisceaux d’ions opposés dans
un fond continu stationnaire d’électrons.

7.4.4 Aspects non linéaires

L’évolution non linéaire de l'instabilité & deux faisceaux d’électrons opposés dans un
fond continu d’ions immobiles a été aussi simulée sur ordinateur [88]. Comme initiale-
ment, 'instabilité linéaire est non résonnante, I’énergie du champ électrique croit ex-
ponentiellement au détriment des vitesses de dérive des faisceaux, et ceux-ci présentent
des oscillations de grande amplitude dans leur espace de phase (vz, z). Aprés envi-
ron 20 a 30 périodes de plasma (environ 10 & 15 fois 'inverse du taux maximum de
croissance) certains électrons ont une vitesse descendant jusqu’a zéro et sont piégés (cf.
paragraphe 10.7.1) par le potentiel du champ électrique croissant. Cela crée un mélange
des faisceaux et rapidement, ils évoluent vers une fonction de distribution des vitesses
& un seul pic autour de Y'origine, avec un étalement équivalent & une demi-largeur de
Gauss d’environ 2vg. En méme temps, ’énergie du champ électrique se sature et un
nouvel état quasi stationnaire est atteint.

Il semble qu’il n’y ait pas d’étude semblable pour 'amplificateur a deux faisceaux
paralleles. Cependant, comme le montre notre analyse, I'amplification linéaire est tres
proche de Vinteraction résonnante (wr/k, = vg), en particulier pour é petit, et l’'on peut
donc s’attendre que le piégeage sature l'amplification & des amplitudes relativement
modestes.

Les simulations sur ordinateur de I’évolution non linéaire des instabilités électro-
statiques dans les faisceaux opposés d’ions circulant dans un fond continu d’électrons
stationnaires montrent {89] que lorsque les champs instables croissent, le fond continu
des électrons est chauffé et acquiert une queue de distribution vers les hautes énergies.
Un état quasi stationnaire est atteint dans un temps égal a environ dix fois le temps
de croissance maximum. Les faisceaux d’ions ont alors été ralentis et présentent un
étalement fini de vitesse ; la distribution de vitesse des électrons s’est aussi largement
étendue et peut méme dépasser les vitesses de dérive des faisceaux d’ions.
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7.5 Instabilités électromagnétiques

Nous étudions maintenant les modes électromagnétiques qui peuvent aussi
devenir instables dans un plasma ou il y a des flux de particules chargées.
Pour ces modes qui contiennent des champs électriques et magnétiques,
on ne peut plus, méme dans les cas les plus simples, se ramener & un
probléme & une dimension, dans une direction qui serait celle de tous les
champs. On doit d’ailleurs utiliser alors le systéeme complet des équations
de Maxwell pour décrire ’évolution des champs. Celles-ci étant relativistes,
nous écrirons aussi des équations relativistes pour décrire la dynamique des
particules du plasma. Nous développerons donc dans les deux paragraphes
qui suivent le modele général relativiste en trois dimensions d’un plas-
ma froid avec des champs électromagnétiques arbitraires, d’abord avec les
équations exactes non linéaires puis avec des équations linéarisées. L’insta-
bilité électromagnétique la plus simple sera ensuite décrite. Enfin nous
établirons et dicuterons I’équation de conservation relativiste de I'énergie
de perturbation.

7.5.1 Modele relativiste des plasmas froids

Rappelons les équations qui décrivent la dynamique d’un plasma froid
dans un champ électromagnétique arbitraire ﬁ(?’,t), ?(T),t). Chaque
espece de particule de charge ¢, de masse mg, est décrite par sa densité
ns(7T,t) et sa vitesse de fluide v, (7 ,%), qui sont des fonctions continues
de la position 7 et du temps t. En négligeant les collisions et I’agitation
thermique, les équations dynamiques de chaque espece sont 1’équation de
conservation des particules :

an, — — N

ET +V-I'y=0; Ty =n,v, (7.47)

et ’équation de transport de la quantité de mouvement :

(%m-v)m:qs(ﬁmxﬁ) (7.48)
ou
Ps = msvs (7.49)

est la quantité de mouvement des particules d’espece s. Ces équations (avec
les conditions initiales ou aux limites nécéssaires) permettent en principe

N
de déterminer n, et v, en fonction des champs électromagnétiques F et
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—_—> N
B . A ces densités et flux de particules sont associées une densité de charge
électrique :

p(T o) = guns(T,1) (7.50)
et une densité de courant électrique :

T(7,0) =Y ¢I(7,1) (7.51)

Cette charge d’espace et ce courant produisent & leur tour des champs
électromagnétiques décrits par les équations de Maxwell :

OB

=27 7.52
V x T ( )

ﬁ 3? —
2 =gt 7.53
V x o €0 ot + J ( )
eV - E= 0 (7.54)
V-B=0 (7.55)

Si 'on introduit dans (7.48) les champs électromagnétiques qui découlent
du systéme (7.52)-(7.55) on a finalement une description compléte self-
consistente d’un plasma froid sans collisions.

Comme les équations de Maxwell sont relativistes, il nous faut utiliser
aussi en général pour les particules des équations dynamiques correctes du
point de vue de la relativité. On doit donc poser dans (7.48) et (7.49) :

M = ysmso s Ys = (1 —v2/c®) 72 = (1 4 p?/m2,c?)'/? (7.56)

oll myp est la masse au repos des particules d’espece s. Cependant dans de
nombreux cas les effets relativistes sont faibles, et on peut alors supposer
que m, est constante et égale & myy. Rappelons que les équations élec-
trostatiques utilisées jusqu’a maintenant dans le chapitre 6 et au début
du présent chapitre ne sont pas relativistes. Il est cependant relative-
ment facile de généraliser a des faisceaux relativistes les résultats obtenus
précédemment en utilisant de fagon appropriée les formules (7.48), (7.49)
et (7.56) (cf. probléme P7-7). Pour les champs électromagnétiques satisfai-
sant au systeme complet des équations de Maxwell, nous trouverons que,
dans certains cas, il faut absolument utiliser I’équation relativiste (7.48)
pour obtenir des résultats corrects.
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Les solutions du modele des plasmas froids (7.47)-(7.55) doivent aussi
obéir a une équation de conservation de I’énergie qui est une généralisation
de ’équation (théoréme) de Poynting tenant compte des densités et flux
d’énergie associés aux particules matérielles (cf. probleme P7-7 et [57]) :

o O 12 €0 2 — = =
E(QH +5E +\L;Tsns +V-(E ><H+;T3FS)_O (7.57)

N = 9 2 2 . s
ot H = B/ug; Ts = msc? —mygpc® = (vs — 1)mgoc? est Uénergie cinétique

relativiste par particule d’espéce s, et 1'—‘—; = n, 0, est le flux de ces partic-
ules. L’équation (7.57) est la généralisation de (6.8) qui avait été obtenue

pour les champs électrostatiques (§ = 0), dans la dynamique & une di-
mension d’une seule espece de particules.
Notons finalement que (7.47) et (7.48) contiennent des termes non

lindaires [nsv;, MsVs, (Vs - V)(Msvs), et Ty X §] qui rendent impossible
I'obtention de solutions générales des équations exactes des plasmas froids.
C’est pourquoi nous étudierons plutdt le comportement des perturbations
de petite amplitude de divers plasmas en équilibre.

7.5.2 Dynamique non relativiste linéarisée

Pour la description de l'instabilité électromagnétique la plus simple que
nous ferons dans la section suivante, les effets relativistes sont peu impor-
tants. Nous la simplifierons en posant m, = mg. Nous nous limiterons
par ailleurs & des équilibres de plasmas uniformes dans 1'espace et ne com-
portant pas de champs permanents. Dans ces conditions, chaque espéce de
particules est caractérisée par une densité et une vitesse constantes ngg et
U0, AVEC

Ps0 — Z gsTgy — 0 (758)
S
Jeo = gsnsosp =0 (7.59)

de sorte qu’il n’y a aucun champ électrique ou magnétique interne. Nous
admettrons aussi qu’il n'y a aucun champ appliqué de 'extérieur, d’ou

finalement I:_T(; =0 et E’S = 0. En présence de champs de perturbation

E1(7,t) et Bi(7,1), il y a des perturbations de densités et de vitesses :
ns(T,t) = nso +ns1(7,t) ; Ins1] < nso (7.60)

o (7, 1) = U6 + 0s1(7, 1) 5 [Usi| < U (7.61)
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En portant ces expressions dans (7.47) et (7.48) avec m, = myg, et en
négligeant les produits de deux termes de perturbation, on obtient les
équations linearisées, non relativistes :

%+v'ﬁ:0§§:nsoﬁ+nslag (762)
8
Mo (E + U5 - V) 51 = ¢5(E1 + g x By) (7.63)

Ce sont des équations aux dérivées partielles linéaires. On en déduit facile-

ment les solutions ng; et Iﬁ, d’ol1 les perturbations de la densité de charge
d’espace :

pL=)  GsNa1 (7.64)
S
et du courant :
— —
J1=Y ¢Ta (7.65)
1

qui entrent dans les équations de Maxwell déterminant les perturbations
des champs :

B
VxE=-—t (7.66)
B, 9B, —
Vx b=t (7.67)
V- E1 = p1 (7.68)
V.B, =0 (7.69)

Bien que le systéme (7.62)-(7.69) puisse étre résolu de facon générale
sans aucune autre approximation, nous allons a titre d’exemple, dans la
section suivante, analyser le cas le plus simple d’instabilité électromagné-
tique de courant.

7.5.3 Instabilité de type Weibel non relativiste
a) Equation de dispersion

L’instabilité la plus simple de type électromagnétique est une instabilité
de basse fréquence qui découle du travail original (et plus général) de E. S.
Weibel sur les instabilités électromagnétiques dans les plasmas ayant des
fonctions de distributions des vitesses anisotropes [90]. On l'obtient en con-
sidérant simplement un équilibre constitué par deux faisceaux uniformes
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d’électrons circulant en sens contraires (faisceaux “opposés”) : les deux
densités sont égales, les deux vitesses égales et opposées, et 1’on suppose
qu’il v a un fond continu neutralisant d’ions immobiles. On suppose de plus
(et nous vérifierons a posteriori sur les équations de Maxwell la cohérence
de ces hypoteses) que les champs de perturbation sont de structure trans-

verse électromagnétique (E{J_?l), avec le champ électrique parallele aux
—
vitesses des faisceaux d’électrons (E; || 7o), et & propagation transversale

aux faisceaux (?J_v_o)) comme indiqué sur la figure 7.11(a). (On remarque
que des champs électromagnétiques transverses, avec le champ électrique
perpendiculaire & vg, ¢’est-a-dire E_’fLEJ), n’interagiraient pas avec le mou-
vement des particules et seraient par suite stables, cf. probleme P7-9.)
En supposant tous les champs indépendants de x et z, les équations
dynamiques linéarisées (7.62) et(7.63) pour chaque faisceau d’électrons de-

viennent :
ony Ovy1

Ovg
me% = —¢ Ep (7.71)
me% = —e(FvoBa1) (7.72)

Dans la derniére équation ou il y a un double signe, le signe supérieur
(—) correspond au faisceau circulant dans le sens positif de 'axe Oz et le
signe inférieur (4+) au faisceau circulant dans le sens négatif de Ox. Pour
les ions, dont on suppose la vitesse nulle dans I'état d’équilibre, on n’a &
utiliser que la projection sur Oz de (7.63).

Pour les champs électromagnétiques E.; et B,;, les équations de
Maxwell (7.66) et (7.67) peuvent dans le domaine des basses fréquences qui
nous intéresse s’écrire sous une forme approchée en négligeant le courant
de déplacement {approximation magnétoquasistatique), soit :

O0F,1 OB,
_ =0 7.73
Jy at (7.73)

0B,
— pods1 =0 7.74
ay ll'O 1 ( )
En les combinant on obtient :
O’E

=l 9In _ (7.75)

oy Ko™
Pour obtenir I’équation d’onde de F,; on doit donc, dans ce cas simple,
trouver Jp1(Ez1).
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V=X vy s = ng y K= f/\ky
ny’ AV .
7= y/////// N X E, =XE,,
=
B, =zB
Vo' =K vy 5 rlg)= g (a) 1 i
—0,
e

Figure 7.11 : Instabilité de Weibel & deux faisceaux opposés.
(a) Champs E), B et orientation du vecteur d’onde.
(b) Diagramme de dispersion Q(K). Q = (w/wp).
K = (kyc/wp); Bo = (vo/c).

Comme .
Jo=3 (—er(jl)) + eZingiv) (7.76)

b=1,2

et
le = NgVr1 + N1V (777)
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ol les exposants (b) et (i) se rapportent aux faisceaux d’électrons et aux
ions, les équations dynamiques (7.70)-(7.72) avec I'équation de Faraday
(7.73) permettent de calculer J,; (F.1). Dans cette démarche on doit aussi
s’assurer que '’hypothese de champs électromagnétiques purement trans-
verses se propageant perpendiculairement aux faisceaux d’électrons est sa-
tisfaite de facon self-consistente.

Pour résoudre le systéme (7.70)-(7.74), on peut supposer que toutes les
grandeurs ont une dépendance spatio-temporelle (complexe) en exp(ikyy —
iwt). Les équations deviennent alors algébriques par rapport aux ampli-
tudes complexes et on trouve en particulier :

ot = (eme) (7.78)

W

i Zi/my

Uif = (eZs/mi) ./m )Eml (7.79)

w

+ ) [k, \2
nf®) = o R0/ me) (—y) E. (7.80)
W W

n{) =0 (7.81)

On voit donc que pour deux faisceaux d’égales densités et de vitesses égales
et opposées [ce qui est exigé par la condition de champs nuls a 1'équili-
bre (7.59)], la perturbation de la densité totale de charge (7.64) est aussi

nulle. D’apres I’équation de Poisson (7.68) on a donc % - E =0 et une
perturbation électromagnétique purement transverse telle que nous ’avons
supposée est bien self-consistente. A partir de (7.78)-(7.81), on peut main-
tenant exprimer la densité de courant (complexe) (7.76) en fonction de
Iamplitude {complexe) de E,; & travers une conductivité en posant :

Je1 = Opp(ky, w)Ep1 (7.82)
avec pour expression de la conductivité :
2 2 2
W w k Vo
— P pe [ Ry
Um(ky,w) = WE€Q {:E + —u)? (T) jl (783)
et wf, =w?, -Hufn. ~ wge = (e%*ngy/meeo). Notons que dans des plasmas com-

— —
portant des écoulements, la conductivité qui relie J et E est en général
un tenseur, soit :
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ol 7 est un tenseur du deuxiéme ordre. Dans le probléme simple traité ici,
on n’a besoin que d’en connaitre la composante zzx.

Revenons maintenant & (7.75) : d’aprés la dépendance des grandeurs
en exp(ik,y — iwt), et compte tenu de (7.82) et (7.83) on obtient :

[_kZQI + twpoo e (ky, w)|Ez1 =0 (7.84)

d’on la relation de dispersion :

w?
ki = gxm(ky,w) (7.85)
ol
X (K, w) = f'if% (7.86)

est la fonction susceptibilité. Cependant, alors que dans les champs élec-
trostatiques, la susceptibilité reliait les pertubations du champ électrique
a celles de la densité de charge, on doit considérer en général, comme
nous le faisons ici, qu’'elle relie les perturbations du champ électrique et
de la densité de courant. D’ailleurs, dans le cas que nous traitons ici, la
perturbation de densité de charge est en fait identiquement nulle.

L’équation de dispersion (7.85) se résout facilement en w?
donne :

, ce qui

s R/
1+ (wpe/cky)?

qui, pour k, réel, donne une instabilité purement croissante — l'insta-
bilité de Weibel. Dans l'approximation non relativiste étudiée ici, on
doit avoir (vg/c) = fy < 1, et donc |w| K wpe, ce qui est cohérent
avec 'approximation des basses fréquences utilisée dans les équations de
Maxwell. On voit que pour les grandes longueurs d’ondes (k, — 0) le taux
de croissance (w; & fyc ky) est indépendant de la densité électronique (con-
trairement au cas des instabilités électrostatiques) et croit linéairement
avec ky. Du coté des courtes longueurs d’onde (k, — 00), le taux de
croissance tend vers une limite proportionnelle 4 la racine carrée de la
densité électronique (w; = Bywpe). Cependant, dans ce domaine les effets
d’agitation thermique, que 'on a négligés jusqu’ici, peuvent réduire sub-
stantiellement ce taux et méme supprimer 'instabilité (cf. chapitre 11).

On peut facilement abandonner 'approximation des basses fréquences
en réintroduisant le courant de déplacement (~c 20Ey;/dt) au premier
membre de (7.74), de sorte que (7.75) devient 1'équation d’onde

82,8 1 8Jp

(7.87)
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En poursuivant comme précédemment et en tenant compte de (7.83) et
(7.86) on obtient :

k2
W2 1= —L + Xyplky,w)| Ex1 =0 (7.89)
UJ2 xr\fvy, x .

Pour les solutions non triviales, on trouve donc ’équation de dispersion :

k 2
Dralky,w) =1~ (%’) + Xgg(ky,w) = 0 (7.90)

ou les indices utilisés pour D signifient qu’il s’agit d’ondes transverses
avec une certaine polarisation (champ E}) (cf. probléme P7-9 pour I'autre
polarisation). Cela peut aussi s’écrire :

cky\ 2
‘—“y =
( - ) 14+ Xgpo(ky,w)
= Kya(ky,w) (7.91)

oll Kz (ky,w) peut étre considérée comme la fonction de permittivité pour
ces ondes transverses. La relation de dispersion a donc la forme habituelle
pour les ondes électromagnétiques transverses, montrant la modification
de l'indice de réfraction (ck,/w) par la permittivité du plasma. Il faut
aussi noter que la permittivité contient deux termes d’origines physiques
différentes : le premier, égal & 'unité, est dli au courant de déplacement ;
le second, Xz (ky,w), est di aux courants dans le plasma.

b) Solutions complétes avec w complexe fonction de &, réel

Pour trouver les solutions de 1’équation de dispersion (7.90) de la forme w
complexe fonction de ky réel, il est commode de poser :

o = vo/c, (hycfup) = K, (wfwp) =9
et de négliger la différence entre w? et w?,. (7.90) devient alors :
Q= (K2 4+ 1)Q% - 32K? =0 (7.92)

Il y a donc des solutions §2 imaginaires conjuguées pour toute valeur réelle,
non nulle de K, et par conséquent une instabilité absolue, la méme insta-
bilité de Weibel (7.87) que nous avons trouvée ci-dessus pour les basses
fréquences. La courbe de dispersion complete (K, ) est représentée sur
la figure 7.11(b). Le taux de croissance maximum est Q; = (o, qui est
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donc bien plus petit (par un facteur de l'ordre de 8y < 1) que celui des
instabilités électrostatiques étudiées dans la section 7.4. Les instabilités
électromagnétiques ne sont done importantes que s’il n’y a pas d'instabi-
lités électostatiques, ou si celles-ci sont saturées.

Pour avoir une vue plus précise des solutions de ’équation de dispersion
complete (7.90), il est aussi commode de la résoudre de fagon approchée
dans les deux domaines des hautes et des basses fréquences. Pour |w| > wp,
X, — 0 et 'on obtient comme on s’y attendait la relation de dispersion
w = cky des ondes électromagnétiques dans le vide. Au contraire, pour
|w| <« wp on peut négliger dans (7.90) le terme 1 qui vient du courant de
déplacement et on retrouve (7.87).

¢) Mécanisme de contre-réaction [305]

Analysons maintenant l'origine physique de 'instabilité et son lien crucial

. — sz
avec la force de Lorentz du premier ordre q{vg x By ). Considérons pour cela
les deux faisceaux en équilibre s’écoulant en sens inverse et supposons qu'il

y existe comme indiqué sur la figure 7.12 une perturbation magnétique 51}
(due par exemple au bruit de fond).

—

La force —e(vg x B;) infléchit comme on le voit les orbites non per-
turbées de chaque faisceau, et cela engendre une densité de courant per-
turbée (I';1 et Jp1 = —el'z1) déphasée (en y) avec la perturbation originale

— —

By, et dans une direction 7 telle qu’elle engendre un champ B; qui ampli-
fie la perturbation originale. C’est ce mécanisme de contre-réaction positive
qui conduit & l'instabilité.

d) Conservation de I’énergie de perturbation

Revenons a la description en basses fréquences donnée par (7.73) et (7.74).
En multipliant (7.73) par H,1 = B,1/0, (7.74) par (—E,1), et en ajoutant
les résultats on obtient :

% (Gmz) + E% (~Eg1Ha1) + EpyJor =0 (7.93)
qui est I’équation de Poynting pour les perturbations de basses fréquences.
On y voit la densité d’énergie magnétique de perturbation Uy =
(toH? /2), le flux (dans la direction y perpendiculaire aux faisceaux)
d’énergie électromagnétique de perturbation (—Ey; H;1) = Semy. [Remar-
quons que négliger le courant de déplacement dans (7.74) revient a négliger
dans (7.93) le taux de variation de la densité électrique d’énergie de per-
turbation (e9E?;/2)]. Le terme E,1J;; peut en utilisant (7.70)-(7.73) se
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5° N
Y4 By=2B;, cos ky

Orbites non perturbées
des électrons dans
les faisceaux opposés

Orbites des électrons
déviées par la force

e
(-e % x B))

/!

Figure 7.12 : Mécanisme de contre-réaction dans l'instabilité de Weibel
[305].

Un champ magnétique de perturbation B_’l) agissant sur deux flux d’électrons

opposés produit un courant électrique 7; qui renforce le champ §1.

metire sous la forme d’un terme de source (cf. probleme P7-10). On trouve
ainsi :

8 G,
57U +Uk) + 6—y(semy + Sky) =0 (7.94)
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avec :
2 N m .
= 3 [T 0+ manPfn®] 4P ) (7.95)
b=1
(@)% = (18))2 + (v])? (7.96)
et :
2
Sky = D _(mer” v ) (nv}) (7.97)
b=1

Uk et Sk, peuvent donc étre considérés comme la densité et le flux (dans
la direction y perpendiculaire aux faisceaux) d’énergie cinétique de pertur-
bation. Pour comprendre 1’énergétique de perturbation dans 'instabilité
de Weibel, considérons la moyenne spatiale de (7.94) pour des perturba-
tions périodiques dans I’espace mais avec w complexe (cf. section 6.6). On
obtient ainsi :

2,[{Un) + (Uk)] = 0 (7.98)

ol () représente une moyenne spatiale. D’apres (7.95) il est clair que seul
le second terme peut étre négatif. Pour qu’il y ait instabilité (w; > 0) il

faut :
2 1
{Z Re [éTf*’)(n?))*” <0 (7.99)
b=1 wilkr)

ou 'on a posé Tl(b) =m v(()b) b.. Il est intéressant de noter que bien que
I'instabilité de Weibel n’entraine aucune perturbation de la densité de
charge totale [nl Dy n(2) 0, cf. (7.80)], les perturbations de densité dans
chacun des deux falsceaux jouent un réle crucial pour satisfaire (7.99) dans
le mode instable (k, réel, w = iw; avec w; > 0). A partir de (7.78) et (7.80),
on peut trouver les relations de phase qu’il y a dans le mode instable entre
les perturbations de densité et de la partie Tl(b) de ’énergie cinétique dans
chaque faisceau. Le résultat est représenté sur la figure 7.13.

On voit que, pour chacun des deux faisceaux, 1a o1 il y a plus d’élec-
trons (que dans I’état non perturbé), leur énergie cinétique 77 est plus
petite que dans 'état non perturbé, et réciproquement. Le signe négatif de
la moyenne spatiale de la densité d’énergie dans (7.99) en résulte puisque
celle-ci est la différence des énergies moyennes dans I’état perturbé et dans
I’état non perturbé.
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A T i

\( T, T®)

Figure 7.13 : Instabilité de Weibel & deux faisceaux opposés.

Relations de phase (spatiale) entre les perturbations ngb) de la densité
et T, fb) de I’énergie cinétique dans chacun des deux faisceaux.

e) Aspects non linéaires

L’évolution non linéaire de U'instabilité électromagnétique a deux faisceaux opposés a été
elle aussi simulée sur ordinateur [91]. Quand l'instabilité se développe, le champ magné-
tique et les perturbations de vitesses croissent jusqu’a ce que la force (evy B;) commence
a faire baisser les vitesses moyennes ; les particules sont alors piégées dans des vortex

R
dans la direction de k ; ensuite, I’énergie du champ magnétique se sature et 'instabilité
disparait. Un état quasi statique est atteint, dans lequel la moitié environ de I’énergie
cinétique initiale des faisceaux (selon Oz) est transférée & une énergie quasi thermique

N
étalée le long de k (c’est-a-dire selon Oy), et environ 1% de ’énergie initiale se retrouve
dans Pénergie électromagnétique des champs. La fonction de distribution des vitesses
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paralléles 4 la vitesse initiale (c’est-a-dire, selon Ox) s’est aussi considérablement étalée,
mais la fonction de distribution globale reste fortement anisotrope.

7.5.4 Modele relativiste

Cherchons maintenant & mieux comprendre 1'instabilité électromagnétique
de Weibel, en étudiant les ondes se propageant transversalement ¢ un seul
faisceau, et en analysant leur énergie de perturbation. Dans les ondes élec-
trostatiques, nous avons défini des énergies de perturbation associées aux
modes de propagation le long d’un (seul) faisceau, puis trouvé des ondes
d’énergie positive ou négative. Les couplages entre elles ou avec un systeme
extérieur nous ont conduit & une analyse des instabilités en termes d’'éner-
gies de perturbation. Nous allons maintenant transposer cette démarche
aux ondes électromagnétiques en étudiant d’abord les ondes se propageant
au travers d’un seul faisceau et en identifiant 1’énergie de perturbation
associée.

Les ondes électromagnétiques se propageant transversalement a un fais-
ceal contiennent deux champs orthogonaux entre eux et leur analyse est
par suite plus complexe que celle des ondes électrostatiques se propageant
le long d’un faisceau. De plus, comme les modes ont des champs électri-
ques ayant des composantes parallele et perpendiculaire au faisceau, une
description correcte doit partir des équations dynamiques relativistes du
faisceau et du systéme complet des équations de Maxwell. C’est peut-
étre 'exemple le plus simple d’une situation ou l'utilisation d’équations
dynamiques non relativistes combinées avec les équations de Maxwell ne
conduirait pas a des résultats corrects. Le formalisme que nous utiliserons
est tiré principalement de [57].

a) Dynamique relativiste linéarisée

Partant des équations non linéaires (7.47) et (7.48) (pour alléger les no-
tations, nous omettons ici les indices s), et compte tenu de (7.56), il est
commode d’introduire les composantes de la perturbation de vitesse res-
pectivement paralléle et perpendiculaire & vg, comme indiqué sur la figure
7.14.

En linéarisant le vecteur quantité de mouvement, on trouve (cf. pro-
bleme P7-11) :

Pl = mevre + myvr; (7.100)

avec :

me = gmo, My = Yomo (7.101)



334 Instabilités de courant dans les plasmas

Figure 7.14 : Dynamique relativiste linéarisée d'un faisceau.

Composantes de la perturbation de vitesse v; (Q—JTE) parallele et (v1z)
perpendiculaire an vecteur vitesse non perturbé vg.

02\ V2
o = ( - zg) (7.102)

my est ce qu’on appelle la masse longitudinale et m; est de méme la masse
transverse. Il est clair que les équations dynamiques relativistes paralléle
et perpendiculaire & vy font apparaitre des masses différentes. Et les équa-
tions dynamiques linéarisées s’écrivent :

9 - - —
_;iJrv-F’l:o; Fi=nogvi+nwg (7.103)
& o Ne o
(& . -v) 57 = q(Es + 50 x B) (7.104)

o I'on a supposé une vitesse constante vg dans 1’état non perturbé. Ces
équations (écrites pour chaque espéce de particules dans le plasma) avec
(7.64), (7.65) et les équations de Maxwell (7.66)-(7.69), sont évidemment
générales et peuvent étre résolues plus ou moins facilement.

b) Conservation de ’énergie de perturbation

Pour identifier les densités d’énergie de perturbation des modes il faut
établir une équation de conservation de 1'énergie de perturbation a partir
des équations de la dynamique des perturbations. Pour cela, il est com-
mode de récrire les équations dynamiques sous une nouvelle forme. Sur les
équations non linéaires (7.48), (7.56) et (7.57), on remarque que ’énergie
cinétique d’une particule T = (v — 1)mgc? (en omettant & nouveau les
indices s) est une fonction de sa quantité de mouvement p’, c’est-a-dire
que T =T(p’), de sorte que :

ST=7-6p
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et :
VI= (v V)P + v x(VxP)

En introduisant donc le moment canonique :
P=7+qA (7.105)

— — —
oii A est le potentiel vecteur, soit : B =V x A, (7.48) peut étre récrite
sous la forme :
P
ot
C’est la forme pratique de ’équation de la quantité de mouvement que
nous utilisons. Apres linéarisation, elle devient :

+VT =qE + 7 x (V x P) (7.1086)

opt -
%+VT1 =qE + [T % (Vx P) (7.107)
avec |
et :
[T x (Vx P)i=tg x (Vxpr)+ @1 x(Vx Po) (7.109)

Les équations (7.103) et (7.107), écrites pour chaque espeéce, sont les
versions relativistes des équations de perturbations ; on peut en déduire
une équation de conservation de I’énergie de perturbation. Pour cela on
part des équations de Maxwell (7.66) et (7.67), et on en déduit le théoréme
de Poynting (pour les perturbations) de la maniére habituelle (c’est-a-dire

— — —
produits scalaires de (7.66) par Hy = By /o, de (7.67) par —F1, et addition

— -
des équations résultantes) ; ensuite on calcule le terme F; - J; A partir de
(7.107) et (7.62), en fonction des termes mécaniques, et cela, autant que
possible sous la forme d’une équation de conservation ; on porte finalement

—
cette expression de E—{ - J1 dans équation de Poynting des perturbations.
On trouve ainsi :

0 — —
a(Ue+Um+¥UKs)+V~(sem+XS:sKs) :XS:RS (7.110)
ou c
U= 2B} et Un= %Hf (7.111)
sont les expressions classiques des densités d’énergie électrique et magné-
tique dans le vide, et ou
Sem = B x Hy (7.112)
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est le vecteur de Poynting, c¢’est-a-dire le flux d’énergie électromagnétique
dans le vide ; on a de plus :

n
Uks = ;OE{ - Ps1 + ns1Ts1 (7.113)
comme expression de la densité d’énergie cinétique de perturbation, tandis

que
552 = Tula (7.114)

est le flux d’énergie cinétique de perturbation ; finalement :

R, =T, -[5: x (Vx P)l1 (7.115)

est le terme de source qui fait apparaitre dans (7.110) qu’avec les variables

choisies, le systeme des perturbations n’est pas conservatif.

En fait, nous savons que nos équations de départ décrivent un systéme conser-
vatif (pas de collisions et pas d’autre degré de liberté comme ’agitation thermique).
D’ailleurs, puisque la forme d’une équation de conservation (instantanée et locale) n’est
pas unique, on peut penser qu'un choix plus approprié des variables permettrait de
mettre aussi le membre de droite de (7.110) sous une forme conservative. Cependant
nous ne poursuivons pas cette discussion. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [362] ol
sont développées des formulations électrodynamiques plus générales et souvent utiles
de la densité et du flux d’énergie moyenne.

Nous n’étudierons ici que des cas ou le terme source de droite dans
(7.110) est nul de fagon exacte, ou en moyenne dans le temps et/ou
I'espace ; dans le premier cas, la densité et le flux locaux et instantanés
d’énergie de perturbation sont bien définis et uniques ; dans le second ce
sont les densités et flux d’énergie de perturbation moyennés dans I’espace
et/ou le temps, de sorte que 'on a :

s

€ M e — 3 1 *
{U) = ZO|El|2 + —42UL11|2 + ; {IORB(?M “p1) +Re(§n1Tl) (7.116)

olt les crochets { ) désignent une moyenne dans l'espace ou le temps, et ot
Pon a exprimé ces moyennes avec les amplitudes complexes. D’aprés (7.116)
on voit que seul le dernier terme peut étre négatif, les trois premiers étant
essentiellement positifs.

On remarque que dans le cas électrostatique non relativiste et a une
dimension, pour lequel R, est certainement nul, (7.110) se réduit au ré-
sultat (6.57) obtenu dans la section 6.3, et (7.116) devient la somme des
équations (6.61) et (6.62), sommées sur toutes les espéces de particules.

c) Instabilité de Weibel relativiste

Les équations relativistes correctes ne sont que légérement différentes de
(7.70)-(7.72) : m, dans (7.71) est remplacé par la masse longitudinale
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Mee = YoMe, et m, dans (7.72) par la masse transversale me; = Yormie,
comme le demande la linéarisation des équations de la quantité de mou-
vement relativiste [cf. (7.100)-(7.104)]. La masse électronique est modifiée
de fagon analogue dans (7.78)-(7.80), et on obtient finalement 1’équation
de dispersion :

wi — (Kf +1~33) i -~ B3K{ =0 (7.117)

avec K; = (kyc/wpy), wi = (w/wpe), fo = (vo/c), et wl = wl/70, &
comparer 2 la relation de dispersion non relativiste (7.92). La résolution
approchée de (7.117) pour (|w| < 1) conduit & :

2 32 2 72
2y b0 wpeﬁ(’/go (7.118)
TH W2 /RD) ~ 1T (g, /KD

qui donne le taux de croissance relativiste correct de 'instabilité de Weibel.

Ainsi, contrairement au résultat non relativiste (7.87), on trouve que
pour les grandes longueurs d’onde (k, — 0) linstabilité croit plus vite
(wi = Boyoc ky), tandis qu’aux courtes longueurs d’onde (k, — 00), le
taux de croissance tend vers une constante plus petite (& densité donnée)
(w; = (bo /'yé/ 2)wpe). Evidemment, comme nous I'avons déja remarqué &
propos de (7.87), I'instabilité est profondément modifiée (diminuée) par les
effets d’agitation thermique dans ce domaine des courtes longueurs d’onde
(cf. chapitre 11).

Passant maintenant a I’énergétique de perturbation de cette instabi-
lité, on peut tout d’abord montrer (cf. probléeme P7-12) que la moyenne
spatiale de (7.110) est nulle : (3_, Rs) = 0. La densité moyenne d’énergie
de perturbation est donc donnée par (7.116). La partie de (Up) qui est
négative est clairement le dernier terme de (7.116) lié aux deux faisceaux
d’électrons opposés. On trouve comme condition d’instabilité la relation
(7.99), Ty prenant sa forme relativiste (7.108). Les résultats essentiels de ce
calcul sont représentés sur la figure 7.13. On voit que les effets relativistes
ne sont pas importants.

d) Ondes se propageant transversalement & un faisceau
d’électrons

Considérons un faisceau d’électrons infiniment étendu de densité ng et de
vitesse Ty = Zwvg, neutralisé par un fond continu d’ions immobiles (les
modes que nous allons étudier étant de haute fréquence, il est justifié de
négliger les petits mouvements des ions). Etudions de petites perturbations
se propageant dans la direction y perpendiculaire au faisceau d’électrons,

N
c'est-a-dire avec k = gk,. Sans perte de généralité on peut supposer
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que les ondes n’ont aucune dépendance en x et z. Pour une dépendance
spatio-temporelle des grandeurs en exp(ikyy —iwt), on trouve (cf. probléme
P7-13) trois modes distincts. Ceux-ci sont caractérisés par les relations de
dispersion et les polarisations représentées sur la figure 7.15, soit :

o Mode TEM

w=( + k) B, =0=E, (7.119)
e Mode F
F, +5
= 4w Ry, v TP 7.12

v (wpt+c y) " En Kt(1+Kt2)1/2 ( 0

e Mode S B

_ ) — 1)

w = twp ; B, :FIBOKt (7.121)

ou l'on a introduit les mémes variables normalisées (kyc/wp) = K, et
(vo/c) = fBo que dans (7.117).

On remarque que, bien que les relations de dispersion (7.119) et (7.120)
soient identiques, elles représentent des modes tres différents : le premier
est un mode transverse électromagnétique pur, le second ne 'est pas. Par
ailleurs le mode S n’est pas électrostatique bien que son équation de dis-
persion corresponde & une oscillation a la fréquence plasma longitudinale.
Une analyse non relativiste ne donnerait pas pour ce mode un résultat
correct (cf. probleme P7-14).

Finalement, on peut remarquer que les résultats obtenus ci-dessus peu-
vent aussi I’étre par un simple changement de repére. En se plagant dans
le repere se déplacant & la vitesse vg du faisceau, on doit trouver les modes
classiques d’un plasma froid : deux modes transverses avec deux polarisa-
tions orthogonales et un mode longitudinal électrostatique. En revenant au
repére du laboratoire au moyen d’une transformation relativiste correcte

pour E et wet pour les champs E et E), on obtient les résultats (7.119),
(7.120) et (7.121) (cf. probleme P7-15).

Examinons finalement les énergies de perturbation associées & ces
modes. On peut montrer immédiatement que (7.115) s’annule, R = 0,
de sorte que (7.116) donne la densité d’énergie de perturbation moyenne
pour les champs. En particulier, en calculant (7.116) pour chacun des trois
modes (cf. probléme P7-16), on trouve :

e Pour le mode TEM, puisque n; = 0 la densité d’énergie est positive
et égale & :
€
Uk TEM = go\Ezlz (7.122)
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Figure 7.15 : Modes électromagnétiques & propagation transverse & un
faisceau d’électrons.

Polarisations et équations de dispersion des modes :
(a) Mode TEM (7.119).

(b) Mode F (7.120).

(c) Mode S (7.121).
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e Pour le mode F le dernier terme de (7.116) est positif et on a :

K? + 32
K?

€
Uy r = = | Bl

: (7.123)

e Pour le mode S le dernier terme de (7.116) se trouve é&tre négatif
mais la densité moyenne totale d’énergie est :
K} + 83
2

0

€
{U)k s = 5 |Bal’ (7.124)

et donc aussi positive.

Le fait que tous les modes soient & énergie positive peut aussi s’obtenir plus facile-
ment par transformation de Iénergie moyenne du repere du faisceau a celui du labo-
ratoire. En effet, en affectant & nouveau d’un prime les grandeurs dans le repére en
mouvement & la vitesse vy (repére du faisceau) on peut montrer [361] que I'on a en
général :

1/2 1/2

W |4 _ (@)2 = U | (ﬁ/ i ?0)2 (7.125)

w c g w’ cvg

olt vg et ﬁ/ sont les vitesses de groupe dans les repéres du laboratoire et du faisceau
respectivement, et ou les transformations du vecteur d’onde et de la fréquence sont
données dans le probleme P7-15. On remarque que dans le cas non relativiste,

¢ — 00, (7.125) se réduit & la formule (6.66) qu’on a utilisée pour les ondes longitudinales
non relativistes au paragraphe 6.3.4. Pour les ondes transversales au faisceau, puisque

% vg =0, on a (w'/w) = v qui est positif. Ainsi, puisqu’on a vu que ’énergie (U’)
du mode est positive dans le repére du faisceau (dans ce repére le systéme est un plasma
froid), (7.125) montre que (U)y est aussi positif.

Ainsi, il n'y a pas d’onde d’énergie négative dans la propagation trans-
versale & un faisceau d’extension infinie. Cette situation est tres différente
du cas des ondes électrostatiques le long d’un faisceau {cf. section 6.3). On
ne peut donc pas, comme on 'avait fait pour les ondes électrostatiques,
décrire 1'instabilité de Weibel dans deux faisceaux opposés par un couplage
entre une onde d’énergie positive dans un faisceau et une onde d’énergie
négative dans 'autre. Il nous faut, au lieu de cela, examiner le systeme
dans son ensemble et rechercher une condition d’énergie de perturbation
(6.111) conduisant & I'instabilité (cf. P7-12).

7.6 Problémes

P7-1 Instabilité faisceau-plasma : domaine
d’instabilité

a) Partant de la relation de dispersion (7.12), montrer que (dH/dw,) = 0 pour w, =
[(krvo) /(1 + 61/3)] = wp (cf. Fig. 7.2).
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b) Montrer que H(wg) = (1 + 61/3)3/(krug)? et en déduire que I'instabilité apparait
dans les intervalles donnés par (7.14) et (7.15).

P7-2 *Instabilité faisceau-plasma avec gradient
de densité

On considére un faisceau d’électrons uniforme, 7’g = &vg avec vgp = Cte et ngp = Cte,
s’écoulant dans un plasma d’électrons dont la densité varie avec z, ngp(z). On suppose
la dynamique a une dimension et la neutralité de I'’ensemble dans I’état non perturbé
réalisée grace a un fond continu d’ions positifs immobiles.

a) En supposant une dépendance tem.porelle en e~ pour tous les champs du premier
ordre, montrer que les équations dynamiques linéarisées du plasma d’électrons

s'écrivent :

. d
— twnyp + a[nop(m)vlp] =0 (7.126)
— vy = — B (7.127)
m
et que pour le faisceau uniforme d’électrons les équations (7.3) et (7.4) devien-
nent : P
Lonyy +ngp —2 =0 (7.128)
dr
Loviy = — By (7.129)
m

on, pour alléger I’écriture, on a introduit I'opérateur :
d .
Ly = (vop— — iw) (7.130)
dx

b) En utilisant ’équation de Poisson linéarisée, éliminant toutes les variables sauf la
perturbation de vitesse du faisceau, et en posant pour celle-ci :
vib(x) = up(x) exp(izw/vo)

montrer que ’équation différentielle déterminant u(z) est :

d%up dep dup Wp )2
Up | Gep Gy | (W =0 7.131
() dx? dx dzx (v()b s ( )
wi{z) , . )z
avec epf{x) =1 — —ZQ—, ou wp est la fréquence du faisceau d’électrons.

c) Supposer que le plasma d’électrons non perturbé a un gradient linéaire, et désigner
par x = O la position a laquelle sa fréquence plasma est égale & une fréquence
réelle donnée w, soit :

2

wy(z) = wltazr (7.132)

ol a = (d/ da:)wg(:v) est une mesure du gradient de densité. En utilisant cette
relation, montrer que (7.131) devient une équation de Bessel et en écrire les
solutions. Quelles conditions au limites faut-il imposer?

d) Déterminer la perturbation F1(z) du champ électrique, et tracer sa courbe en fonc-
tionde z (x > O et z < 0) pour @ > 0 et a < 0. Quel est le cas instable? Expliquer
physiquement pourquoi. Comparer le taux de croissance spatial asymptotique
avec celui qu’on aurait pour un plasma uniforme.
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P7-3 Instabilité de Buneman : domaine d’instabilité

En suivant les mémes étapes qu’au probléme P7-1, mais appliquées a (7.26), démontrer
les résultats (7.28) et (7.29).

P7-4 Instabilité de Buneman : taux
de croissance maximum

Une autre maniére approchée (cf. [81]) d’établir le résultat (7.35) directement & partir
de la relation de dispersion (7.25) est la suivante :
a) Pour k réel, et supposant |w| > wp;, montrer que (7.25) peut s’écrire de fagon
approchée sous la forme :
2

w — (£wpe + krvg) = fwpe (7.133)

_r
2w?
b) Posant w = |w|e'?, montrer que 'équation ci-dessus donne :

|w| & (wpewgi cos 6)1/3 (7.134)

En déduire que w; est maximum pour 8 = (7/3), ce qui donne (7.35).

P7-5 Instabilité a faisceaux paralleles :
amplification spatiale

On considere la relation de dispersion (7.40) pour deux faisceaux d’électrons paralléles

avec un fond continu neutralisant d’ions immobiles. On pose wp1 = wp2 = wp et vo1 =

v+ (Av), vo2 = v — (Av) o v = (vo1 + vp2)/2 est la moyenne des vitesses des deux

faisceaux.

a) Avec kz = (wr/v) + K, et en supposant que (Av) € v et |k| « (wr/v), montrer que
la relation de dispersion peut s’écrire sous la forme approchée :

1 n 1
(=9 (v+9)?
olt v = (v/wp)k et s = (wr/wp)(Av)/v. On remarque que (7.135) est de la méme
forme que (7.45) ou (7.37).
b) A partir de (7.135) montrer que le taux de croissance spatiale maximum spatial
(pour la direction = > 0 du mouvement des faisceaux) est (k;)max = ~(wp/2v)

et que cela se produit pour w, = (v/3/2)(v/Av)wp. Tracer les courbes kr(w,) et
k;(wr) pour les quatre racines de 'équation de dispersion.

=1 (7.135)

P7-6 Faisceaux opposés avec mouvement des ions

Quand deux faisceaux d’électrons opposés circulent dans un fond continu d’ions immo-
biles, le mode instable est purement croissant (w;(kr) > 0 avec wr(kr) = 0 [cf. Fig.
7.8(b)]. Lorsqu’on tient compte de la dynamique des ions une autre branche instable
apparait avec w(k,) complexe et wy(kr) # 0. (cf. [93])

a) Partant de (7.46), et utilisant les variables normalisées = w/wpe et & = kzvo/wpe,
montrer que la relation de dispersion du sixiéme ordre Q(x-) est :

Q% — (14262 4+ w)0% + k262 = 14+ 200 — pst =0 (7.136)

avec p = (wgi/wf,e) = (Zime/m;).
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b) En négligeant p par rapport aux termes d’ordre 1, ainsi que le terme en Q8, montrer
que (7.136) a des solutions instables pour x, &~ 1 données par :

(B (L)
Q~(3> A (7.137)

comine on I'a vu dans la section 7.4.3.

P7-7 Dynamique relativiste électrostatique
a une dimension

En supposant des champs purement électrostatiques, les équations relativistes & une
dimension d’un plasma froid s’écrivent :

n 6F:0

ekl 7.138
ot Ox ( )
a a
= —_ =gE 7.139
(5 +v5)P=c (7.139)
oK
€Q T — P = Pext (7.140)
Jx

avec I' = nv, p = ymov et v = (1 — v?/¢2)~1/2. Ces équations sont la généralisation

relativiste de (6.1) - (6.3).

a) En partant de I"équation de Maxwell-Ampere (6.4), établir I’équation de conserva-
tion & une dimension de I'énergie relativiste :

8 [ eE? 4]
2 T} + Z(TT) = -EJ 7.141
a::( 2 +")+az( ) ext (7.141)

2 — moc? est Pénergie cinétique relativiste d’une particule. Noter

ou T = ymopc
que 'on a en général :
dr  _, dp
il S
dt dt
avec % = (% + @ - V). Montrer que dans la limite non relativiste, (7.141) se
réduit a (6.8).
b) Pour un faisceau d’électrons, neutralisé par un fond continu d’ions immobiles, mon-
trer que la forme linéarisée de (7.139) est :

(7.142)

Yema (@itl + v 6%1—) =gqF; (7.143)
ol vo = (1 — vg/cz)_l/z, et mp est la masse au repos. C’est la généralisation
relativiste de (6.15) ; ’ygmo = my est parfois appelée la “masse longitudinale”,
car c’est elle qu’on s’attend & voir dans la dynamique relativiste & une dimension
dans la direction de vg. Comme la linéarisation de (7.138) et (7.140) conduit
respectivement a (6.14) et (6.17) sans aucun changement, on voit que tous les
résultats obtenus pour la dynamique électrostatique, a une dimension de pertur-
bation, des faisceaux d’électrons, peuvent s’appliquer aux faisceaux relativistes
(c’est-a-dire tels que vg < c) en remplagant simplement m par m, ; par exemple

2 _

wy = (g%no/eom) devient

w2, = (¢*no/e0rimo)

qui dépend de (vg/c).
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¢) Déterminer 'expression relativiste correcte de la conductance électronique [dans la
limite des faibles charges d’espace, (wp/w) < 1], et montrer que la figure 6.15
(cf. probleme P6-12) est donc modifiée en remplagant Go/2 par Go/vo(y0 + 1).

d) Déterminer la condition relativiste correcte de stabilité dans le probleme de la diode
de Pierce (cf. probléeme P6-10).

P7-8 Conservation relativiste de ’énergie
dans un plasma froid
a) Etablir (7.57) en partant de la démonstration classique du théoréme de Poynting a
partir de (7.52) et (7.53).
b) En utilisant (7.47), (7.48) et (7.51) établir la relation :

- — 3]
57=Y [a(Tsns) +v. (TSFS)] (7.144)
8
Noter que 'on a, comme dans le probléme P7-7 :
dT  _, dp
il S
dt dt
Enfin, utiliser cette relation dans I’équation de Poynting de la partie a) et obtenir
ainsi (7.57).

(7.145)

P7-9 *Faisceaux opposés : champs

—
» sy —
électromagnétiques transversaux avec F; L v

Contrairement au cas montré sur la figure7.11(a), on considére I'autre polarisation pos-
sible d’une onde électromagnétique par rapport & g (cf. Fig. 7.16).

k=9k,
Vo y?
|'
e O 26
—Vo z X d)— x1
E =ZE,

Figure 7.16 : Onde électromagnétique de polarisation stable dans un
systéeme & deux faisceaux opposés.

a) En supposant que les champs sont indépendants de = ou z, montrer que (7.62) et
(7.63) se réduisent 4 :
on

=0 7.146
5 ( )
et

Ovz1 _ —e

= —FK 7.147
ot mo ( )
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Ces champs électromagnétiques n’interagissent donc pas avec les vitesses de fais-
ceau (comme on le voit & partir de leur polarisation par rapport & vg) et leur
dynamique est donc la méme que celle des champs dans un plasma froid station-
naire.

b) Montrer que I'on a donc :

Jol = 0z (W)En (7.148)
avee :
w2
022 (w) = iweo = (7.149)
w
Etablir la relation de dispersion de ces ondes électromagnétiques, soit :
cky\2
Dr,=1—-{—] 4+Xz0(w)=0 (7.150)
w
avec X (w) = 0,,(w)/(—iwep). Montrer qu’elles sont stables et tracer la courbe

w(kyr).

P7-10 Instabilité de Weibel non relativiste :
conservation de I’énergie de perturbation

En partant de ’équation de Poynting appropriée (7.93), des équations (7.70)-(7.72) pour
la dynamique des particules, et de 1’équation de Faraday (7.73), établir les formules
(7.94)-(7.97).

[Remarque. En essayant d’exprimer Egz1Jg1 sous la forme d’un terme de source
conservatif a partir de (7.76) et (7.71), on ne fait intervenir que vz1, n1, et leurs dérivées
partielles par rapport au temps. On fait ainsi apparaitre le terme (8/0t)(mev?, /2). Puis,
en se servant de (7.70) et en transformant les autres termes de EzJz1, on obtient les
termes (9/0t)(mevouziny) et (8/0y)(sky). 1l reste une expression qui, compte tenu de
(7.71)-(7.73), fait aussi apparaitre le terme (8/6t)(m5'u§1/2).]

P7-11 Linéarisation de la quantité de mouvement
relativiste
La quantité de mouvement relativiste d’une particule est :
TP =ymo v (7.151)
oliy = (1—v2/¢2)~1/2 et mg la masse au repos. Ainsi chaque composante de ce vecteur

est fonction des trois composantes de la vitesse. Pour @ = vg + o7, avec |v7| < |05/,
. .\ —
montrer que le moment du premier ordre de la i€me composante de p est :

api ) pay
- ( T (7.152)
‘ 07 /) w13

En déduire (7.100).

P7-12 Instabilité de Weibel relativiste :
énergie de perturbation

a) En partant des équations relativistes (7.70)-(7.72), montrer que (Zs Rs) = 0 pour
les ondes se propageant transversalement a un systéme de deux faisceaux op-
posés. Identifier ainsi (7.116) & la moyenne spatiale de la densité d’énergie totale
constituée de (Uem) + (Uk)-
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b) A partir de la relation de dispersion (7.117) des ondes instables, w = iw; avec w; > 0,
montrer que {(Uem)r > 0 et (Uk)r < 0 et que

[(Uem)k + (Uk)k)w;>0 =0 (7.153)

comme 'impose (7.98) dans un systéme conservatif instable.

P7-13 *Ondes se propageant transversalement & un
faisceau d’électrons

On considére un faisceau d’électrons d’extension infini, neutralisé en charge et en courant

par un fond continu approprié d’ions. Dans I'état d’équilibre le faisceau d’électrons a

une densité ng constante et une vitesse uniforme vg = dvg.

a) En négligeant le mouvement des ions, et en supposant des perturbations de la forme
exp(ikyy — iwt) indépendantes de x et z, montrer que les équations dynamiques
relativistes linéarisées (7.103) et (7.104) deviennent :

K
n = ng—Luy, (7.154)
w
E
v = 2 (7.155)
my tw
1
vy = — —(Ey — v B:) (7.156)
™me W
E
v, = =22 (7.157)
me

b) A partir des résultats de la partie a) et des équations de Maxwell, montrer que les
solutions (modes) avec des champs E1 et Bz; sont découplées de celles ayant
des champs Eg1, By et B,

¢) Montrer que le premier type de mode avec des champs E;1 et By (et donc seulement
une composante de courant J;1) obéissent & I'équation (7.119). Ce sont exacte-
ment les modes TEM du probleme P7-9 avec wp changé en (wp/'ycl)/z) = wpt,
c’est-a-dire me changé en m¢ = yome la masse transverse relativiste (7.101) des
électrons.

d) Pour les autres modes, avec des champs Ez1, Ey1 et B, montrer que les densités
de courant de perturbation J;1 et Jy1 sont reliées aux composantes du champ
électrique par la relation :

Jz1 > ( Txz Ogy ) ( Eyp )
= 7.158
( Jy1 Tyz  Oyy Ey ( )
avec : 2 ) 5
k
Gs2 (w) i (m (y_vo> (7.159)
iweQ w w w
2k
Jay _ Oyz _ (ﬂ) yvo (7.160)
WeQ tweQ w w '
Syy (m)Q (7.161)
WeQ w

En portant (7.158) dans les équations de Maxwell, trouver ’équation tensorielle
de dispersion

5 ETI) _ 1- (SC) + Xzo Xey ( By ) =0 (7.162)
Xyo L+ Xyy Ey
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ol X;; = (0y;/ —iweo) et les o;; sont donnés par (7.159)-(7.161). En déduire que
pour les solutions non triviales, le déterminant du tenseur de dispersion D donne
la relation de dispersion

Doy =02 -1-KH(O?-14+83)=0 (7.163)
avec Q = (w/wpt), Kt = (kyc/wpt) et Bo = (vo/c). Enfin, & partir de (7.162) et
(7.163), établir les propriétés des modes F et S données par (7.120) et (7.121).

P7-14 Ondes transverses a un faisceau d’électrons :
analyse non relativiste

On considére seulement les modes avec Ez et E, couplés comme dans P7-13 (d). En
utilisant les équations non relativistes (7.62) et (7.63) pour la propagation transversale
a un faisceau d’électrons, on trouve la relation de dispersion suivante pour ces ondes :

Doy = (2 - 1)~ K3(Q* - 1) - k%32 =0 (7.164)
ol Q = (w/wp), K = (cky/wp), et Bo = (vo/c). Tracer les courbes des solutions w(K;)
de ’équation ci-dessus et noter qu’elle sont bien différentes des solutions relativistes

correctes, (7.120) et (7.121), représentées sur la figure 7.15. Comparer les résultats de
Panalyse non relativiste & ceux des formules (7.120) et (7.121) et expliquer les différences.

P7-15 Ondes transverses a un faisceau d’électrons par
changement de repere

Il est montré dans la référence [361] que, si l'on affecte d’un symbole “prime” les quan-
tités dans le repére mobile & la vitesse Ug, on a les formules générales de transformation :

_
¥ =kr +10 <k” - %) (7.165)
W' =vyow — % v0) (7.166)

avec o = (1 — v3 /¢2)71/2 les indices inférieurs || et L se référant aux directions par
rapport & vg. Dans le cas non relativiste ¢ — oo elles se réduisent aux formules plus
simples de transformation galiléenne. Pour les modes électrostatiques unidimensionnels
traités dans le chapitre 6, c’étaient les équations (6.37) et (6.38). En utilisant main-
tenant (7.165) et (7.166), on étudie cette maniere d’établir les équations de dispersion
relativistes correctes pour les ondes en propagation transverse & un faisceau d’électrons.

a) Dans un repére mobile & la vitesse 7y le faisceau d’électrons est simplement un
plasma froid. Rappeler les modes de propagation dans un tel plasma, leurs po-
larisations et leurs équations de dispersion.

b) On consideére maintenant ces ondes dans le repére du laboratoire ol les électrons se

déplacent & la vitesse constante vg. En utilisant (7.165) et (7.166) et les résul-
tats de la partie a), établir les relations de dispersion dans le systeme du labo-

ratoire pour les ondes se propageant transversalement & vg, et montrer qu’elles
coincident avec les formules (7.119)-(7.121).

c) En utilisant la transformation relativiste pour le champ électrique :
—
E' =E| +~(E] + 7 x B) (7.167)

avec v = (1 — v} /¢$)1/2 ] retrouver les polarisations des modes données par
(7.119)-(7.121).
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P7-16 Ondes transverses a un faisceau : énergie
de perturbation

a) En se servant de ’équation de conservation (7.110) relative aux perturbations, mon-

trer que pour toutes les ondes se propageant transversalement & vg on a R = 0
et que (7.110) est donc bien une équation de conservation de I'énergie.

b) A partir de (7.116) calculer les densités d’énergie des modes et montrer qu’elles sont
données par (7.122)-(7.124).
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plasmas intermédiaires 343
réduite 204, 315
ionique 208
Langevin 208
loi de similitude 212
réduite 208
Modes propres
cavité cylindrigque 240
cavité parallélépipédique 239
Moléculaire (régime) 36
Moment
de Lagrange p, 124
p orbital cf. Invariant(s)
Monotron 293, 295

N

Newcomb-Gardner (stabilité) 232
perturbations électrostatiques
plasmas anisotropes 239
plasmas isotropes 236
perturbations quelconques 234
Niveaux d’énergie
atomes 181
molécules 182
Nyquist (méthode de) 242

o

Ohm (loi d’) généralisée 64
gaz partiellement ionisés 98
plasmas binaires 101
plasmas multiples 97
Onde(s)
acoustique ionique 42, 160, 188,
207, 214
champs 226
active (énergie négative) 255
Alfvén 43, 71
hybride basse 206
longitudinales ES 170
plasmas anisotropes 275, 285
passive (énergie positive) 255
plasma e 12, 42, 155, 207, 21}
champs 226
dispersion 227
méthode van Kampen-Case
227
plasma ¢ 161
pseudo-sonore
cf. Onde acoustique ionique

Index

siffleurs 44
TEM 17, 42, 167, 208, 285
plasmas anisotropes 275, 285
transverse & un faisceau
analyse non relativiste 347
changement de repere 347
dispersion 337, 338, 346, 277
énergies de perturbation 337
modes TEM, F, S 338, 346
polarisations 338
Orbites
adiabatiques 101, 103
liées et non liées 134
liées provisoirement 135
Oscillations de gaine 16

P

Paquets d’ondes 194
cohérentes
mouvement d’une particule
198
séparatrices 199
temps d’autocorrélation 196
Parameétre
de plasma 30
de Townsend FE/ng 204
Particules résonnantes 143
échange d’énergie avec onde 151
Partie principale d’une intégrale 136
Peniotron 293
Penrose (conditions) 244, 247
distributions avec un minimum
251
nécessaires et suffisants 284
plasma équiv. & un F 248, 284
Permittivité
longitudinale
faisceau e 250
plasma 130
plasma froid 19
tenseur de 278
Photons thermiques moyens 437
Piégeage dans une onde 189
effet des collisions 194
électrons
passant 191
piégés 191
Planck (formule) 436
Plasmas
astrophysiques et géophysiques 9
cinétiques classiques 35, 349
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corrélés classiques 36
de laboratoire 10
froids {modeles) 100
EM non relativiste linéarisé
322
EM relativiste 320
ES relativiste 343
intermédiaires 53, 325
matériels ou radiatifs 459
théorie collisionnelle 345
Plemelj (formules) 136
Poincaré (section de) 201
Polarisabilité atomique 209
Pondéromotrice (force) 214
Post-décharge 217
Potentiels d’interaction
électron-neutre 149
neutre-neutre 150
Prandtl magnétique 70
Pression
cinétique 44
et anisotropies de f 333
de radiation 455
inter-particulaire 35, 50
interne (Van der Waals) 52
magnétique (ct tension) 70, 79
Pseudo-période 104, 119
Puissance dissipée 126, 139, 142, 230

Q

Quasi hélicoidal (mouvement) 103
Quasi linéaire (théorie)
gaz faiblement ionisé
conductivité électrique 309
plasmas 195
collisions 204
diffusion résonnante 197, 229
ondes cohérentes 198
phases aléatoires 195

R

Rayon d’orbite 92
Rayon lumineux 439
Rayonnement
bremsstrahlung 413
bremsstrahlung e-i 49
Born 421, 428
dispersion du plasma 426
facteur de Gaunt 421, 426
longueur d’absorption 429
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puissance totale 421
spectre 423
théorie quantique 427
trajectoires rectilignes 422
bremsstrahlung e-o 414
correction quantique 416
dispersion du plasma 418
émissivité spectrale des e {16
puissance totale 416
cyclotron 48
corrections relativistes 413
description quantique 412
distribution spectrale 411
longueur d’absorption 429
puissance totale 410
d’une particule chargée
distribution spectrale 408
puissance totale 408
des plasmas 401
longueurs d’absorption 460
synchrotron 49, 413
Réaction
constante de 197
taux de 195
pour maxwelliennes 200
ternaire
constante de 197
saturée pseudo-binaire 198
Rebondissement (piégeage) 145, 192
Recombinaison
coefficient de 236
en surface 215
en volume 237
mécanismes de 191
Refroidissement des électrons
collisions 306
diffusion 819
mécanismes 306
Relaxation
anisotropies 294
courant électrique 65
e-e 365
e-i 355, 365
e-0 52
i~e 365
i-1 865
par diffusion 219
partie isotrope de fo 307
photons-matiére 453
temps de (plasmas) 363
Résonance
cyclotron 43, 127
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électronique 140
ionique 130
hybride
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Reynolds (nombre de)
hydrodynamique 70
magnétique 69
Rosenbluth (formules) 357, 369, 389
Runaways (e emballés) 381, 382

S

Saha (formule) 7, 77
Schrédinger (équation) 215
Section efficace
absorption de photons 450
collision élastique e-0 170
de réaction 191
différentielle
élastique 154
inélastique 30, 38
méthodes de mesure 169, 180
Rutherford 158, 161, 327, 361
totale 162
transport 177
énergie 180
QMV 164, 293
Séculaire (terme)
échauffement des électrons 304
particules résonnantes 152
Séparatrice (orbite) 191
cf. aussi Paquets
Seuil de réaction 188
Siffleurs : cf. Onde(s)
Soliton 212, 214
de Langmuir 215
Sphériques (fonctions) 292, 330
cf. aussi Legendre
Standard map cf. Application
Stefan (constante) 437
Subsoniques (mouvements) 62
Susceptibilité électrique
équilibre
anisotrope 273
isotrope 167, 227
longitudinale
cinétique 128, 171
collisions 182, 228
faisceau e 250, 300
faisceau froid 150
plasma 128, 226
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plasma froid 300
plasma de Lorentz-Cauchy 224
prolongement analytique 134
tenseur 167, 227
Systéeme B.B.G.K.Y.
équation de f1 12, 34, 371
équation de fi2 14

T

Température
Boltzmann (2 niveaux) 450
cinétique 9
cinétique en eV 9
de diffusion 207
de rayonnement 445
électronique 3438
Thomson (diffusion) 448, 460
Tokamak 205
Tores de KAM 201
Townsend (unité) 204
Trajectoires
B uniforme 85
cycloidales 95
dans une onde
espace de phase 191
Transfert radiatif
approximations
classique pour les e libres 452
diffusion 455
ETL complet 456
ETL partiel 454
quasi-statique pour hv {53
conductivité therm. radiative 456
équation de transfert 443
fonction source 443
profondeur optique 443
Transformation
conforme 242
Fourier-Laplace
domaine de convergence 126
Lorentz 96
Transitions libre-libre 451
Tube de force 105
Turbulence
faible 212
forte de Langmuir 215

v

Van Kampen, Case
modes 175, 228
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approximation WKB 180
orthogonalité 180, 228
spectre continu et discret 179
relation avec Landau 177
Variables fluides globales 58
Viscosité 57
Vitesse
d’Alfvén 44
d’énergie 259, 438
de fluide et anisotropies 332
de groupe 259, 147, 151, 174, 439
de piégeage 191
du son 43
Vlasov-Maxwell (modele de) 107
cf. aussi équation de Vlasov
propriétés 108-122
Vlasov-Maxwell en 3 dimensions 164
cf. aussi Ondes
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collisions 181

effets non linéaires 188

évolution asymptotique 138

excitation externe 139

fonction de Green 130

Fourier-Laplace 124

linéarisé 123

modes faiblement variables 145

modes naturels 129, 145-148, 162

non linéaire 123

perturbations spatiales périodi-
ques 131

relation de dispersion 129

réponse linéaire 127

réponses forcées 129

Y/

Zakharov (modgle) 214
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