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Avant-propos

Le present traite (en deux volumes) resulte de 1'experience des auteurs dans
1'enseignement de la physique des plasmas, a I'universite de Paris-Sud et
au Massachusetts Institute of Technology depuis une trentaine d'annees.
II contient notamment la matiere enseignee au D.E.A. de physique des gaz
et des plasmas a I'universite Paris-Sud. C'est un ouvrage d'enseignement
a 1'usage des professeurs et des etudiants. Mais il a ete egalement congu
comme un ouvrage de reference pour les chercheurs et les ingenieurs sur
les methodes generales et les donnees de base de la physique des plasmas.

Le mot "plasma" y est pris dans son sens large de gaz ionise. II est
en effet utile de decrire dans un meme ouvrage a la fois la physique des
"vrais" plasmas (gaz totalement ionises), dont les principales applications
sont en astrophysique et dans la fusion thermonucleaire, et celle des gaz
faiblement ionises dont les applications technologiques n'ont cesse de se
diversifier depuis les premieres etudes de decharges dans les gaz. En fait les
deux domaines sont etroitement lies, tant du point de vue des concepts que
des techniques experimentales. Us presentent d'ailleurs de nombreuses (et
interessantes) difficultes didactiques que nous avons essaye de surmonter :

• Un expose cartesien et lineaire serait peu satisfaisant : il conduirait
a ne presenter certains concepts fondamentaux qu'apres plusieurs
centaines de pages. C'est pourquoi le livre est organise en trois vagues
successives, en revenant ainsi plusieurs fois sur le meme sujet mais a
des niveaux de plus en plus approfondis.
- Le chapitre 1 est une introduction generale a toute la physique
des plasmas. Les notions fondamendales y sont presentees de fagon
qualitative, ou avec des calculs elementaires. II se situe au niveau du
premier cycle des universites.
- Les chapitres 2 (trajectoires dans un champ magnetique), 3 (col-
lisions elastiques), 4 (collisions inelastiques), 5 (description macro-
scopique des gaz faiblement ionises), 6 et 7 (description hydrodyna-
mique des ondes sur les faisceaux d'electrons et des instabilites de
courant dans les plasmas), se situent au niveau du second cycle des
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universites. Les chapitres 1 a 7 forment le volume 1.
- Les chapitres 8 et 9 (equations generales de la theorie cinetique et
de 1'hydrodynamique), 10 et 11 (theorie de Vlasov-Landau et insta-
bilites cinetiques dans les plasmas non collisionnels), 12 et 13 (theorie
cinetique collisionnelle des gaz faiblement ionises et des plasmas) et
14 (plasmas et rayonnements) se situent au niveau du troisieme cycle
des universites. Ils constituent le volume 2.

- II faut eviter de noyer 1'expose dans des formalismes mathematiques
trop lourds dont la physique serait absente. Mais on ne peut se con-
tenter non plus d'exposes qualitatifs. Pour resoudre ce dilemme nous
proposons :
- un expose en trois vagues comme on vient de le voir ;
- 1'etude approfondie (et mathematiquement rigoureuse) de quelques
problemes de base (equations cinetiques et hydrodynamiques, amor-
tissement de Landau, ondes et instabilites dans les plasmas non
magnetises, modele de Lorentz, equation de Fokker-Planck), en
accompagnant les calculs de commentaires sur leur signification
physique et leurs limitations ;
- 1'impression en petits caracteres et/ou le renvoi de nombreux cal-
culs dans des appendices ou des problemes1.

Dans un tel ouvrage de reference sur les methodes generales de la physique
des plasmas, il a fallu laisser de cote de nombreux domaines considered
comme des applications : decharge dans les gaz, fusion thermonucleaire,
ondes et instabilites dans les plasmas magnetises... Pour pallier cette limi-
tation nous offrons au lecteur :

- une presentation qualitative assez detaillee de certains sujets (ondes
dans les plasmas, fusion nucleaire, decharges dans les gaz) au chapitre 1 ;

- une etude detaillee au niveau des methodes de certains cas essentiels
(ondes et instabilites hydrodynamiques dans les chapitres 6 et 7, ondes et
instabilites cinetiques dans les chapitres 10 et 11) ;

- une bibliographie permettant d'aborder les developpements recents.

En terminant il nous faut remercier les organismes et les personnes qui
nous ont permis de mener cette ceuvre a bien :

- nos etablissements (U.P.S. et M.I.T.) qui ont tres tot encourage les
enseignements et les recherches en physique des plasmas ;

- 1'Ecole Superieure d'Electricite qui nous a donne les moyens
necessaires a la mise au point finale de ce livre et le C.N.R.S. qui a aide
au financement ;

1. Les problemes qui sont en fait des complements du texte principal sont marques
d'un asterisque (*).
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- les nombreuses secretaires telles que E. Claudon qui, dans 1'ere pre-
informatique, ont dactylographie des textes a distribuer aux etudiants,
et les personnes, secretaires (H. Budd, L. Doughty et A.M. Pozderec) ou
informaticiens (F. Katsonis) qui nous ont aides ensuite a faire la saisie
informatique ;

- les nombreux collegues et etudiants qui nous ont fait des critiques
constructives, et tout specialement dans la phase finale C. Fabre qui au
nom de I'editeur a ete un "referee" vigilant et nous a permis d'apporter de
tres nombreuses ameliorations au texte definitif.

Jean-Loup Delcroix
Abraham Bers
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Notations

II est impossible dans un livre de la taille de celui-ci d'eviter les conflits
de notations. Certains symboles peuvent done designer deux ou plusieurs
grandeurs differentes en des endroits differents du texte. Un effort de ra-
tionalisation a cependant ete fait. On a tout d'abord les regies generales
suivantes :

• La nature vectorielle des grandeurs est notee comme suit : a designe
un scalaire, ~~a un vecteur, a un tenseur du deuxieme ordre et a un
tenseur du troisieme ordre.

• Les diverses moyennes introduites sont : (a) pour une moyenne
d'ensemble (cf. chapitre 8) ou, dans les ondes, une moyenne dans
1'espace ou le temps (cf. chapitres 6 et 7) et a pour une moyenne
locale representant une grandeur hydrodynamique (cf. chapitre 9).

• Dans 1'etude des perturbations, 1'indice inferieur 0 est affecte aux
grandeurs dans 1'etat non perturbe. et 1'indice inferieur 1 aux per-
turbations du premier ordre.

• Dans les melanges gazeux (comme les plasmas) 1'indice inferieur a ou
s se rapporte a une espece de particules (e pour les electrons, i pour
les ions, o pour les neutres et 0 ou v pour les photons), et 1'indice
inferieur ab se rapporte aux interactions entre les particules a et b.

• Pour diverses grandeurs hydrodynamiques qui contiennent des com-
posantes dues aux champs electromagnetiques, les indices inferieurs
E, M, EM se rapportent aux champs electriques, magnetiques ou
electromagnetiques.

• Le systeme d''unites utilise dans toutes les formules theoriques est le
systeme legal international (SI). Les applications numeriques sont
faites, soit dans celui-ci, soit dans le systeme (CGS), soit dans un
systeme pratique dit (eVcT), ou les seules grandeurs qui apparais-
sent litteralement sont la temperature en eV, la densite en cm~3, et
1'induction magnetique en Tesla. Pour qu'il n'y ait pas d'ambiguite,
le systeme utilise est indique en caracteres gras comme ci-dessus.
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Les notations le plus souvent adoptees pour designer les diverses grandeurs sont
rassemblees dans le tableau ci-dessous, ou la derniere colonne renvoie a la section
(sans parentheses) ou la formule (entre parentheses) dans laquelle chaque grandeur
est definie :

rayon de la premiere orbite de Bohr (— 5.29 10 nm) 14.10

potentiel vecteur 2.10
coefficient de recombinaison en volume 5.9
degre d'ionisation 1.2
polarisabilite d'un atome 3.2
partie isotrope d'une fonction de distribution (12.20)
coefficients d'anisotropie d'une fonction de distribution (12.20)
fonction de Planck (14.140)

induction magnetique 1.5
parametre de confinement magnetique 9.5
parametre relativiste 7.5
coefficients d'anisotropie d'une fonction de distribution (12.20)

flux de particules 6.2
element de volume dans 1'espace ~r* 8.2
element de volume dans 1'espace ~w 8.2
distance moyenne entre electrons 1.6
element d'angle solide 3.3
element de 1'espace des phases 8.2
densite dans 1'espace des phases 8.2
diametre d'interaction de deux spheres dures 3.2
coefficient de diffusion ambipolaire parfaite (5-77)
coefficient de diffusion libre des electrons 5.2
coefficient de diffusion libre des ions 5.3
equation de dispersion 1.7
tenseur diagonal unitaire
coefficient de deplacement dans 1'espace des vitesses 13.3
coefficient de diffusion dans 1'espace des vitesses 13.3
coefficient de ralentissement 13.3
coefficient de dispersion angulaire 13.3
charge de 1'electron (= 1.6 10"19C) 1.3

champ electrique 1.3
viscosite 9.2
emissivite spectrale d'un electron 14.2
fonction de distribution simple 8.3
fonction de distribution normalised 10.3
fonction de distribution double (8.40)
fonction de distribution reduite a une dimension (10.269)

valeur initiale de la perturbation de / (10.100)
vitesse relative dans une collision 3.2

densite de quantite de mouvement (10.81)
Pseudo-potentiel de Rosenbluth (diffusion) (13.50)
Fonction caracteristique (criteres de Penrose) (11.34)

8.2
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champ magnetique 2.2
Pseudo-potentiel de Rosenbluth (ralentissement) (13.49)
Fonction caracteristique (criteres de Penrose) (13.36)
terme de source de particules 9.2
intensite spectrale de rayonnement (14.106)
fonction caracteristique (criteres de Penrose) (11.33)
coefficient d'emission 14.8
emissivite spectrale des electrons 14.5

flux dans 1'espace des vitesses (collisions lointaines) (13.84)
integrate de Boltzmann (8.78)

courant electrique 1.3
coefficient d'injection dans un petit faisceau lumineux 14.8

vecteur d'onde 1.7
partie imaginaire de k 6.5
partie reelle dek  6.5

permittivite (11.119)
permittivite longitudinale (10.114)
coefficient d'extraction dans un petit faisceau lumineux 14.8
constante de Boltzmann 1.2
coefficient d'absorption apparent 14.8
coefficient d'absorption vrai 14.8
coefficient d'emission stimulee 14.8
conductivite thermique 9.2
angle de deviation dans une collision 3.2

susceptibilite (10.255)
susceptibilite longitudinale (6-24)
fibre parcours moyen 8.4
longueur d'absorption par bremsstrahlung e-i 14.5
fibre parcours moyen Compton 14.8
fibre parcours moyen de Rosseland (14.249)
logarithme neperien 3.5
logarithme coulombien (collisions) 3.5
logarithme coulombien (bremsstrahlung) 14.5
longueur de de Broglie 3.5
longueur de Debye electronique (1-49)
longueur d'ecran exacte (1.68)
longueur de diffusion du mode j 5.4
logarithme decimal 1.6
masse d'une particule 1.5
masse reduite dans une collision 3.2
mobilite 5.2
moment magnetique orbital (2.27)
densite simple 8.3
densite double 8.3
densite double (melanges) 8.3
indice de refraction 1.3
nombre de particules d'un ensemble 8.2
nombre d'electrons dans la sphere de Debye 1.4
indice de refraction des rayons lumineux 14.8
frequence de collision electron-ion 13.2
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frequence de collision electron-neutre 12.3
frequence d'ionisation 5.4
frequence (angulaire) 1.3
partie imaginaire de u; 6.5
partie reelle de u> 6.5
frequence plasma electronique 1.3
frequence plasma ionique 1.3
frequence plasma totale 1.3
frequence cyclotron 1.5
vecteur rotation cyclotron (2.6)
pression 9.2
parametre d'impact 3.2
parametre d'impact critique 3.2
moment canonique 2.10

echange de quantite de mouvement 9.2
puissance rayonnee par un electron 14.2
coordonnee d'azimut 2.2
potentiel electrostatique 2.10
pression interparticulaire (9.38)

pression cinetique (9-4)
charge d'une particule 1.2
vecteur flux de chaleur (9.16)

tenseur flux de chaleur (9.5)
vecteur position 3.2
vecteur position du mouvement relatif 3.2
fonction de ralentissement par collisions (13.63)
vecteur position du centre de masse 3.2

position du centre guide 2.2
longueur de Landau (1-41)
rayon classique de 1'electron (= 2.82 10~15 m) 14.8
densite de charge d'espace 1.4
rayon d'orbite 2.2
resistivite 9.3
densite de masse 9.3
terme d'echange d'energie par collisions 9.2
fonction de dispersion angulaire par collisions (13.65)

flux d'energie 9.2

flux d'energie cinetique 10.2
fonction source (transfert du rayonnement) (14.180)
conductivite electrique 1.5
constante de Stefan (= 5.67 10~8 W m~2 K^4) 14.6
section efficace differentielle angulaire (3.52)
section efficace totale (3.85)
section efficace de transfert de quantite de mouvement (3.87)
deuxieme section efficace de transport 13.2
section efficace d'ionisation 5.4
temps 1.5
temps de relaxation de deflexion 13.4
temps de relaxation de ralentissement 13.4
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temperature 1.2
temperature de Boltzmann des niveaux a et b 14.8
temperature de radiation 14.8

flux de quantite de mouvement (9-9)
taux d'occupation des etats quantiques du rayonnement 14.6
angle au sommet dans une trajectoire de collision 3.2
energie d'une particule 3.2
energie cinetique d'une particule 3.2
energie potentielle d'une particule 3.2
densite d'energie 9.2
densite d'energie electrostatique 10.2
densite d'energie electromagnetique 10.2
energie d'onde 6.3
densite d'energie cinetique 9.2
densite d'energie magnetique 10.2
densite d'energie potentielle 9.2
vitesse de fluide 9.2
vitesse d'une particule (chapitres 2 et 14) 2.1

vitesse "thermique" 1.12

vitesse la plus probable 1.12
vitesse de phase 1.3
vitesse de groupe 6.2

vitesse d'une particule 8.2

vitesse de masse 9.3
vitesse d'Alfven (9.123)
vitesse du son (1.114)
coordonnee pour la classification des plasmas (CGS) 1.6

force d'interaction entre deux particules 3.2
coordonnee pour la classification des plasmas (K) 1.6
profondeur optique 14.8
charge d'un ion 1.4
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Chapitre 1

Gaz ionises et plasmas

1.1 Introduction

1.1.1 Historique

Le terme "plasma" a ete introduit en physique en 1928 [1] par le physi-
cien americain I. Langmuir pour designer, dans les tubes a decharge, cer-
taines regions equipotentielles contenant un gaz ionise electriquement neu-
tre. Par la suite, ce mot a ete utilise, surtout en astrophysique, pour
designer un etat dilue de la matiere, analogue a un gaz, mais constitue
de particules chargees, electrons et ions positifs, en proportions telles
que le milieu soit globalement neutre. Le plus simple des plasmas est
celui d'hydrogene, forme d'electrons et de protons libres en concentrations
egales. Ainsi definis, les plasmas se confondent done avec le quatrieme etat
de la matiere, faisant suite, dans 1'echelle des temperatures, aux trois etats
classiques, solide, liquide et gaz. Les proprietes speciales des plasmas sont
dues au long rayon d'action de la force entre particules (force coulom-
bienne) : un electron ou un ion du plasma interagit a chaque instant avec
beaucoup d'autres. On peut meme decrire de nombreuses proprietes des
plasmas (effets collectifs) en considerant ceux-ci comme des melanges de
deux fluides continus d'electricite positive et negative. Par suite de leur
faible densite, les plasmas conservent cependant certaines proprietes des
gaz (grande compressibilite, energie interne et pression proportionnelles a
la temperature absolue, etc.).

La transition entre les gaz neutres et les plasmas completement ionises
est assuree par les gaz partiellement ionises. Par abus de langage, on donne
egalement souvent a ceux-ci le nom de plasmas dans la mesure ou ils sont
electriquement neutres. En fait, les proprietes mecaniques (ecoulements,
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ondes acoustiques, etc.) des gaz faiblement ionises sont analogues a celles
des gaz neutres, tandis que leurs proprietes electromagnetiques (conducti-
vite electrique, indice de refraction, par exemple) en different par suite de
la presence d'electrons libres en leur sein.

Plusieurs applications technologiques ont stimule le developpement de
la physique des plasmas :

• Des le debut de ce siecle, Heaviside (et d'autres chercheurs) ont
compris que les radiocommunications a tres grande distance pour-
raient utiliser une reflexion des ondes sur une couche ionisee dans
la haute atmosphere (c'est-a-dire par ce qu'on appelle maintenant
1'ionosphere). Cette application a suscite les premieres etudes de pro-
pagation d'ondes dans les gaz ionises ; plus tard il a fallu, pour ana-
lyser les effets du champ magnetique terrestre, generaliser ces etudes
au cas des gaz ionises plonges dans un champ magnetique.

• Les travaux de Langmuir ont ete consacres au developpement de
divers dispositifs a decharge dans les gaz (arcs, lampes) et il lui a fallu
comprendre les proprietes de 1'etat plasma qu'il avait identifies dans
ces dispositifs. Plus tard, des dispositifs a decharge furent produits
avec des ondes et cela conduisit au developpement des tubes TR
(transmission/reception) et d'interrupteurs pour le radar.

• Depuis les annees 20, on s'est interesse egalement aux tubes a fais-
ceau d'electrons, a commencer par le magnetron de Hull, comme
sources de rayonnement coherent de haute frequence. Bien que les
faisceaux d'electrons ne soient pas en general neutres ils possedent
des proprietes dynamiques collectives (les ondes de charge d'espace)
analogues a celles des plasmas. L'etude de ces proprietes a ete poussee
par le developpement rapide entre 1935 et 1960 de divers types de
tubes pour hyperfrequences (klystrons, tubes a onde progressive, car-
cinotrons...). Depuis 1970, avec 1'arrivee des faisceaux intenses d'elec-
trons relativistes, des dispositifs tels que les gyrotrons et les lasers
a electrons libres continuent de susciter de 1'interet pour 1'etude des
proprietes dynamiques de ces plasmas non neutres que sont les fais-
ceaux d'electrons.

• Les etudes sur la decharge dans les gaz sont toujours tres actives. En
plus des applications traditionnelles liees notamment a 1'eclairagisme
et au transport de 1'energie electrique a de tres hautes tensions, elles
interviennent dans de nombreuses techniques nouvelles : production
de hautes temperatures dans les chalumeaux a plasma, de lumiere
coherente intense dans les lasers a gaz, methodes de traitement de
surface par plasma en mecanique et en microelectronique (par exem-
ple gravure et deposition de films en milieu non aqueux).
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• Enfin. une application des plasmas, la production d'energie par fu-
sion thermonucleaire controlee, qui parait encore futuriste mais qui
pent etre capitalc pour 1'avenir de rhumanite, a fait 1'objet, surtout
depuis 1955, de vastes programmes de recherches. L'objectif pour-
suivi est la domestication des reactions nucleaires que Ton produit
dans les bombes H, a savoir les reactions de fusion des noyaux legers
(deuterium, tritium) en noyaux d'helium. Pour reussir a faire fonc-
tionner un tel reacteur a fusion, il faut tout d'abord produire et
confiner pendant un temps suffisant un plasma de deuterium et de
tritium de densite assez elevee et de temperature dans la gamme
dite thermonucleaire (108 K). Les methodes proposees utilisent
des champs magnetiques (confinement magnetique) on des implo-
sions (confinement inertiel) pour isoler le plasma des parois froides
exterieures, mais le but vise se revele tres difficile a atteindrc, du
fait des nombreuses oscillations et instabilites qui tendent a se pro-
duire dans les plasmas confines. D'importants progres ont cependant
etc fait depuis le debut des annees 90, et des projets internationaux
grandioses sc preparent en ce moment.

Bien que 1'analyse theorique des plasmas soit relativcment simple
(forces entre particules connues exactement, description par la mecanique
classique possible en general), leur etude ne s'est developpee que tardive-
ment. La complexite de 1'etat plasma dans ses diverses formes a conduit
a un grand nombre de methodes d'analyse theoriques apparemment dis-
tinctes. Pour les plasmas faiblement ionises I'attention se concentre sur la
description des processus de collision et leurs relations avec divers aspects
de la physique atomique. Pour la propagation des ondes dans 1'ionosphere,
le plasma cst traite comme un melange de deux fluides charges elec-
triquement (Tun positif, 1'autre negatif) ; les desequilibres de densites pro-
duisent alors des effets de charge d'espace et 1'accent est mis surtout sur
les effets eventuels d'un champ magnetique d'origine exterieure. L'interet
des astrophysiciens pour 1'etude des mouvements d'un fluide conducteur
dans un champ magnetique a conduit au contraire a la description MHD
(magnetohydrodynamique) des plasmas dans laquelle on neglige les ef-
fets dc charge d'espace ; cette description monofluide des plasmas qui
s'applique aux phenomenes dynamiques de basse frequence est devenue
une extension a plusieurs facettes de la dynamique classique des fluides.
Enfin, la theorie cinetiquc des plasmas completement ionises est devenue,
en particulier avec la turbulence des plasmas, 1'un des chapitres les plus
interessants dc la theorie moderne du probleme a N corps. Ce n'cst que
vers 1950 que ces derniers travaux ont commence a progresser rapidement.

Du point de vue experimental, des techniques sont apparues (hyper-
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frequences, et plus recemment lasers) qui permettent de mesurer avcc
precision les parametres fondamentaux des plasmas : densite et tem-
perature electroniques, frequence de collision des electrons. Grace au
developpement de la radioastronomie puis de la recherche spatiale, on
a pu explorer les plasmas de 1'environnement terrestre : ionosphere,
magnetosphere, vent et couronne solaires... De maniere plus generale, la
physique des plasmas joue maintenant un role tres important dans toute
1'astrophysique et la cosmologie : on pense que plus de 99% de 1'Univers
est constitue par de la matiere a 1'etat de plasma. Des problemes de
plasmas sont apparus dans de nombreuses techniques nouvelles : explo-
sions nucleaires, conversions magnetohydrodynamique et thermoionique de
1'energie, rentree des objets spatiaux dans 1'atmosphere, propulsion elec-
trique des satellites, lasers a gaz, decoupage des metaux par chalumeau a
plasma, traitements de surface en microelectronique, par exemple.

1.1.2 Plan du chapitre

Le present chapitre est une introduction generale assez detaillee a la
physique des plasmas. II a paru utile de faire une presentation relative-
ment elementaire de toutes les notions qui seront ensuite developpees de
fagon plus detaillee et plus rigoureuse dans les chapitres suivants. Cela per-
met au lecteur de se familiariser avec les proprietes principales des plasmas
en evitant 1'arsenal mathematique, parfois lourd, necessaire dans une etude
plus approfondie. Les sujets abordes seront les suivants :

• Grandeurs de base permettant de decrire un plasma : densite ne et
temperature Te electronique (section 1.2).

• Classification des plasmas, resumee sur un diagramme (ne, Te) avec
deux variantes : interactions dans la matiere (section 1.6), inter-
actions matiere-rayonncment (section 1.8 developpee dans le cha-
pitre 14).

• Frequences fondamentales : frequence plasma L>JP des oscillations col-
lectives de charge d'espace (section 1.3 developpee dans le chapi-
tre 10), et frequence vei de collision e-i (section 1.6 developpee dans
le chapitre 13) reliees en general par la relation wP >> vei.

• Longueurs fondamentales : longueur r0 de Landau (interactions bi-
naires), longueur XD de Debye (interactions collectives), avec en
general D >> r0 (section 1.4).

• Trajectoires de particules (section 1.5 developpee dans le chapitre 2).

• Modeles de theorie cinetique : avec interactions collectives domi-
nantes pour les plasmas fortement ionises (section 1.6 developpee
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dans les chapitres 6 et 10), et collisions binaires dominantes pour les
gaz faiblement ionises (section 1.9 developpee dans le chapitre 12).

• Plasmas et rayonnement (section 1.8 developpee dans le chapitre 14).
• Ondes dans les plasmas : ondes electromagnetiques transver sales,

ondes electroacoustiques longitudinales dans les cas simples, et en
general quatre modes hybrides en presence d'un champ magnetique
(section 1.7).

• Applications dcs plasmas : decharges dans les gaz, sujet classique
bien vivant (section 1.11) et fusion thermonucleaire controlee, sujet
futuriste mais tres important pour 1'avenir de 1'humanite (section
1.10).

Les deux derniers domaines mentionnes ci-dessus ne sont pas ensuitc
developpes dans le corps de 1'ouvrage. Pour ceux-la, nous renvoyons le
lecteur aux ouvrages de reference des derniers paragraphes de la bibliogra-
phic donnee a la fin du livre.

1.2 Gaz ionises et plasmas

1.2.1 Degre d'ionisation

Dans leur etat normal, les gaz sont des isolants electriques. Cela tient au
fait qu'ils ne contiennent pas de particules chargees libres, mais seulement
des molecules neutres. Cependant, si on leur applique des champs elec-
triques assez intenses, ils deviennent conducteurs ; les phenomenes com-
plexes qui se produisent alors portent le nom de decharges dans les gaz et
sont dus a 1'apparition d'electrons et d'ions libres.

Le resultat d'une decharge dans un gaz est done la production d'un gaz
ionise contenant par exemple ne electrons, n^ ions positifs et no neutres
(atonies ou molecules) par unite de volume. La haute atmosphere terrestre,
les atmospheres stellaires et les nebuleuses sont egalemcnt constituees de
gaz ionises ; en general, le gaz est macroscopiquement neutre. On a alors :

Cette neutralite est la consequence des forces electrostatiques tres intenses
qui apparaissent des que l'on a ne = ni.

Le degre d'ionisation d'un gaz est defini par le rapport :

(1.2)

ou no est la densite (nombre de particules par unite de volume) des neutres
et n celle des electrons (ou des ions positifs). La valeur du degre d'ionisation
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dans les divers types de gaz ionises varie en pratique depuis des valeurs
tres faibles, de 1'ordre de 10-10, par exemple, jusqu'a 1. On peut classer les
gaz ionises en deux grandes families selon le degre d'ionisation, en prenant
comme critere la nature des interactions dominantes :

• Les gaz faiblement ionises dans lesquels la frequence des collisions ve0

entre les electrons et les neutres est superieure aux deux frequences
de collisions vee vei des electrons entre eux ou avec les ions.
Cette inegalite ve0 > vee,vei correspond a des degres d'ionisation
a inferieurs a une valeur critique QQ que nous discuterons ci-dessous.

• Les gaz fortement ionises dans lesquels on a au contraire Ve0 <
vee,vei ; qui correspondent a des degres d'ionisation a > OLQ.

Le calcul du degre d'ionisation critique 0:9 doit se faire a partir de
la theorie cinetique des gaz ionises qui permet de donner des definitions
precises des frequences de collision et de calculer leurs valeurs. Celles-ci
peuvent se mettre sous la forme :

ou we est la vitesse des electrons consideres, n2 la densite des particules
cibles 2 et ae2 la section efficace (en general fonction de we) pour les
collisions e-2. La figure 1.1 montre le resultat du calcul de ao pour les
electrons "moyens" (we = /2kTe/me, cf. probleme Pl-1) dans 1'helium.
Pour une valeur typique KTe ~ 1 eV on a 0 ~ 10-7.

II suffit done de degres d'ionisation tres faibles pour que le gaz soit
dans la famine des "fortement ionises". Ce paradoxe tient au fait que le
potentiel d'interaction coulombienne entre deux particules chargees est a
tres longue portee (faible decroissance avec la distance ~ 1/r) de sorte
que les sections efficaces d'interaction correspondantes sont superieures dc
plusieurs ordres de grandeur aux sections efficaces clectron-neutre.

Quand le degre d'ionisation est egal a 1'unite. la densite des molecules
neutres est nulle ; on dit que le gaz est totalemcnt ionise, ou encore qu'il
constitue un plasma. Ce nom rappelle que le milieu peut alors etre le
support d'oscillations de charge d'espace qu'on decrira plus loin, qu'on
appelle "oscillations de plasma". et qui ressemblent a des vibrations d'un
milieu gelatineux1. En fait, on designe maintenant souvcnt sous le nom dc
plasma n'importe quel gaz ionise.

1. En fait, nous avons vu dans 1'introduction que le terme "plasma" a ete introduit
dans la physique des gaz ionises par I. Langmuir en 1929. Bien que cette denomination
ne soit pas justifiee dans 1'article original, on peut penser qu'ellc se rattache au sens du
mot grec aoua : matiere informe.
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Figure 1.1 : Les deux families de gaz ionises. Cas de I'helium.
ne, n0 densite des electrons et des neutres, kTe temperature electronique en eV,
a degre d'ionisation.

1.2.2 lonisation thermique d'un gaz

Lorsqu'on chauffe un gaz a une temperature T suffisamment elevee (de
1'ordre de 104 K), 1'energie moyenne 3«T/2 de translation de ses molecules
peut devenir du memo ordre que leur energie d'ionisation Ei ; dans ces
conditions, lorsque deux molecules entrent en collision, il peut y avoir
ionisation de 1'une d'entre elles.

Si le gaz est en equilibre thermodynamique, 1'ionisation par collisions
est contrebalancee par des processus de recombinaison entre electrons
et ions et il en resulte que les trois variables a, n et T ne sont pas
indcpendantcs : 1'ionisation est deterrninee par la pression et la tempe-
rature ; on dit alors que le gaz est en etat d'equilibre d'ionisation ther-
mique. Les proprietes de cet equilibre sont decrites dans le cas simple d'un
gaz monoatomique par une formule etablie en 1920 par 1'astrophysicien
M.N. Saha [Ib] (cf. probleme Pl-3) :
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Figure 1.2 : lonisation thermique de 1'argon pour p = 1 atm.

Xa concentration relative de 1'espece a, T temperature en 103 K.

ou me est la masse de 1'electron, K la constante de Boltzmann, h la con-
stante de Planck, re, i et TTQ, les poids statistiques respectifs de 1'electron,
de Pion et de 1'atome neutre ; 0 et i dependent de 1'espece atomique
considered mais on a toujours ire = 2 (deux etats de spin). En remplagant
les constantes par leur valeur numerique 1'equation (1.4) devient :

A des temperatures plus elevees, les atonies du gaz peuvent d'ailleurs
s'ioniser plusieurs fois. A titre d'exemple, la figure 1.2 montre en fonction
de T les concentrations relatives X A r - , XArr+ , XAr

2+ 5 ••• des diverses especes
d'ions dans 1'argon en equilibre a la pression atmospherique (on appelle
concentration relative de 1'espece j la quantite Xj = n j / E n j } . On voit
que le gaz est ionise a 90% vers 16 000 K et doublernent ionise vers 28 000 K.

1.2.3 Plasmas hors d'equilibre thermique

Dans de nombreux cas, 1'ionisation est due a un champ electrique exterieur,
et le gaz n'est pas en equilibre thermodynamique. II atteindra souvent un
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etat stationnairc qu'on pourra caracteriser par les parametres a, n, Te

(temperature des electrons), Ti (temperature des ions) et TO (temperature
des molecules).

Les trois temperatures ainsi introduites sont definies par la condi-
tion que (3KTa/2) represente 1'energie cinetique moyenne des particules
d'espece a, dans un repere ou elles ont une vitesse moyenne nulle. L'ecart
entre Te. Tl et T0 pent etre important : par exemple, dans un tube a
decharge typique, on pourra avoir : T0 ~ Ti ~ 300 K et Te ~ 3.104 K. La
forte valour dc Te est due a 1'action du champ electriquc sur les electrons,
et 1'ionisation est alors produite par les collisions de ces electrons chauds
sur les molecules ncutres du gaz.

1.2.4 Densite et temperature des plasmas usuels

Les valeurs dc n ct de T que Ton a a considerer dans les divers plasmas
variant enormement, il est commode de representer les plasmas sur un
diagramme (cf. Fig. 1.3) dont les coordonnees sont :

Si le gaz est en equilibre thermodynamique, Te = T et le diagramme
perrnet de definir, comme on vient de le dire, tous les etats du gaz ; si
celui-ci est simplemcnt dans un regime stationnaire hors equilibre, il ne
le permettra que si on suppose fixes les parametres a, Ti et T0.. A titre
d'exemple, le tableau 1.1 et la figure 1.3 fournissent des valeurs typiques
de x et y pour les plasmas rencontres dans divers domaines de la physique.
Les divisions du plan visibles sur cette figure sont decrites an paragraphe
1.6.

Pour exprimer les temperatures dans les plasmas chauds, on utilise
souvent 1'electron-Volt au lieu du degre K. Par definition, la valeur de T
en eV est en fait la valeur numerique de kT mesuree avec cette unite. La
regie de conversion est alors :

1.2.5 Families de gaz ionises

Parmi tous les gaz ionises, nous distinguons maintenant trois families :

• Les gaz faiblement ionises (a < a0) dans lesquels quelques ions et
electrons se deplacent au milieu d'une mer de molecules neutres ; ce
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Figure 1.3 : Diagramme de classification des plasmas et position de
quelques plasmas typiques (CGS).

0 Espaces interstellaires.
0 Ionosphere couche F.
© Couronne solaire.
2 Decharges dans les gaz.
3 Tokamak.
0 Plasma produit par laser.
* Explosion nucleaire.
* Interieur des etoiles.
® Interieur des naines blanches.

sont alors les collisions binaires entre un electron (ou un ion) et une
molecule qui determinent la dynamique des particules chargees.

• Les gaz fortement ionises sans interactions entre particules ; ce
sont des plasmas sufnsamment dilues (par exemple, le vent solaire)
dans lesquels les particules chargees suivent sans aucune collision
une trajectoire essentiellement determinee par les champs electro-
magnetiques d'origine exterieure.

• Les gaz fortement ionises (a > ao) avec interactions entre parti-
cules. On demontre alors que, souvent, un electron particulier peut
etre considere comme en interaction avec un grand nombre d'autres
particules chargees. Ce sont ces interactions coulombiennes dites col-
lectives qui determinent essentiellement la dynamique du plasma.
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PLASMAS USUELS

Gaz faiblement ionises

ionosphere, couche D: altitude 70 km

decharge dans les gaz-courant faible

decharge dans les gaz-courant fort

convertisseur M.H.D.

Gaz fortement ionises

gaz interstellaire

vent solaire

ionosphere, couche F. altitude 250 km

couronne solaire (R 1.6)

plasmas de tokamak

plasmas d'ionisation de surface

plasmas produits par laser

explosion nucleaire

magnetosphere de pulsar

Matiere dense

electrons dans les metaux

interieur des etoiles

interieur des naines blanches

log 10 ne

3

11

15

16

0

0.5

5.5

7

14

12

19

20

12

23

27

32

log10 Te

2.5

4

5

3

3.5

5

3

6.5

7

3

5

6

16

2.5

7.5

7

1og10 fp

7.5

9.5

11.5

12

4

4

7

7.5

11

10

13.5

14

10

15.5

17.5

20

log10 D

0.5

-3

-4

-6

2.5

3

-0.5

0.5

-3

-4

-6

-6

3

-9.5

-9.5

-12

Tableau 1.1 : Parametres de quelques plasmas typiques (CGS).

ne densite electronique, Te temperature electronique.
fp frequence plasma (cf. paragraphe 1.3).
AD longueur de Debye (cf. paragraphe 1.4).

1.3 Oscillations de plasma

1.3.1 Description qualitative

Si, dans un plasma initialement neutre, on produit une perturbation locale
sous la forme d'un exces de charge electrique positive ou negative, celui-ci
va tendre a revenir vers I'etat d'equilibre de neutralite. Cependant, on peut
voir facilement que la perturbation initiale engendre en general une oscil-
lation pendulaire non amortie du plasma autour de son etat d'equilibre. La
premiere analyse de ce genre de mouvement a ete faite par Lord Rayleigh
qui a etabli la frequence naturelle des oscillations d'electrons librcs plonges
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dans un fond continu de charges positives [lc]. Considerons, par exemple,
la situation represented sur la figure 1.4. A 1'instant initial [Fig. 1.4(a)],
la region grisee contient un exces d'electrons et la region tout autour un
deficit d'electrons. Cela produit un champ electrique tendant a creer un
mouvement des electrons dans le sens des fleches. Dans ce mouvement,
ceux-ci acquerront une certaine energie cinetique et ils pourront, au bout
d'un certain temps, depasser la position d'equilibre. Un trop grand nombre
d'electrons ayant quitte la region grisee, il y aura un defaut d'electrons dans
cette region [Fig. 1.4(b)j et un champ electrique tendant a les ramener vers
elle. Au bout d'un certain temps, la situation initiale est reconstitute et le
cycle recommence. Les vibrations ainsi produites sont appelees oscillations
de plasma electroniques.

Figure 1.4 : Oscillation de plasma a symetrie spherique (ions immobiles).
Les fleches representent la force de rappel qui s'exerce sur les electrons.

(a) Deficit d'electrons au centre, (b) Exces d'electrons au centre.

Dans ces oscillations, les ions beaucoup plus lourds que les electrons
restent pratiquement immobiles. L'agitation thermique et les collisions
jouent en general un role negligeable, et un calcul simple developpe ci-
dessous permet alors d'obtenir la pulsation wP des oscillations de plasma
par la formule :

ou qe est la charge de 1'electron2 et ne0 la densite electronique du plasma
non perturbe. Cette pulsation est souvent appelee improprement frequence
plasma. En toute rigueur la frequence plasma est la quantite :

2. Dans cet ouvrage, nous designons par qe la charge de 1'electron en valeur algebrique
et par e cette meme charge en valeur absolue, de sorte que Ton a : qe = —e.
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qui s'ecrit en rernplagant les const antes fondamentales par leurs valeurs :

La frequence plasma est une frequence fondamentale qui intervient a tout
instant dans la physique des plasmas. Les valeurs de cette frequence pour
quelques plasmas typiques sont donnees dans le tableau 1.1. Pour mieux en
comprendre la signification physique, nous discutons dans les deux sections
qui suivent trois situations simples ou apparait wpe.

Les oscillations de plasma ont ete observees pour la premiere fois par
F.M. Penning [Id] et etudiees ensuite en detail par L. Tonks et I. Langmuir
[le].

1.3.2 Oscillations de charge d'espace electronique
en volume

On vient de voir qu'une perturbation locale de la densite electronique dans
le volume d'un plasma pouvait engendrer des oscillations. On peut etudier
quantitativement ce probleme en posant les equations generales d'une os-
cillation de charge d'espace electronique et moyennant les hypotheses sui-
vantes :

1. Les ions sont supposes immobiles et leur densite uniforme egale a
niQ.

2. L'agitation thermique est negligeable.
3. Les collisions sont negligeables.
4. Les oscillations sont de faible amplitude.
5. II n'y a pas de champ electrique ou magnetique impose par des

sources exterieures.

On peut alors ecrire les equations hydrodynamiques (cf. paragraphe
9.2) des electrons :

• Equation de conservation des particules :

(1.12)

• Equation de conservation de la quantite de mouvement :

(1.13)
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Dans la deuxieme on a neglige le terme de pression cinetique [cf.
equation (9.45)] et le terme de collision (hypotheses 2 et 3) et neglige
le champ magnetique lie a 1'oscillation ; on peut simplifier ces equations
en utilisant 1'hypothese 4 sous la forme :

(1.14)

ou nei(T*,£) est une petite perturbation ; on peut alors lineariser les

equations ci-dessus, en considerant v = ve1 et E = E1 comme des petites
perturbations et en negligeant des innniment petits d'ordre superieur ; sup-
posons de plus que les quantites variables varient a la frequence u ; ces
equations s'ecrivent finalement en notation3 complexe :

(1.15)

(1.16)

Mais on a d'autre part 1'equation de Poisson :

(1.17)

compte tenu de la condition de neutralite du plasma non perturbe,
ni0qi + neoqe = 0. Eliminons vei and ne1 entre ces trois equations ; il
vient successivement :

(1.18)

(1.19)

et finalement en reportant ce resultat dans (1.17) et introduisant la fre-
quence plasma definie par (1.9) :

(1.20)

Dans les oscillations de charge d'espace que nous sommes en train d'etudier

on a par definition V • E1 0. La relation ci-dessus conduit done a la
condition :

La methode que nous avons suivie dans cet exemple simple sera une
methode tres generale pour 1'etude des propagations d'ondes dans un

3. Les notations complexes ont ete introduites en posant par exemple : Ei( r ,t) =

r ) exp(—iwt)] ou Ei( r ) est un vecteur complexe.
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plasma homogene : on ecrit les equations de la dynamique et les equations
de Maxwell (ici 1'equation de Poisson) ; on linearise ces equations pour
des petites perturbations. On tombe alors sur un systeme d'equations aux
derivees partielles. En supposant que les champs varient avec r et t comme

ei k . r et e- iwt (ou k est le vecteur d'onde et u la pulsation) ce systeme se
reduit a un systeme lineaire homogene d'equations algebriques. II n'admct
de solution non nullc quc si son determinant est mil. Cette condition de
compatibility est en general de la forme :

ou (w et k sont la frequence angulaire et le vecteur d'onde de la per-
turbation. C'est ce qu'on appelle 1'equation de dispersion du plasma. Ici

nous n'avons pas eu besoin d'introduire k et avons trouve par elimination
directe la condition (1.21) qui ne fait inter venir que a;. La pulsation des
petites oscillations de charge d'espace est done toujours egale a UJP quelle
que soit la forme de 1'oscillation. On peut aussi dire que les oscillations
de plasma decrites ici sont des oscillations stationnaires a 1'interieur de
celui-ci ; si, comme nous 1'avons suppose, les electrons et les ions n'ont
pas d'agitation thermique, elles ne correspondent a aucune propagation
d'onde ; 1'etude des oscillations de plasma dans un milieu doue d'une agi-
tation thermique (cf. chapitre 10) conduit avcc le modele le plus simple a
remplacer la relation w = wP par 1'equation de dispersion :

ou k = 2 /A est la constante de propagation et VTe = /kTe/me une
vitesse moyenne d'agitation thermique des electrons.

L 'analyse de cette equation montre que les oscillations de plasma peu-
vent, a cause de 1'agitation thermique, se propager avec une vitesse de
phase comprise entre la vitesse d'agitation thermique des particules et la
vitesse de la lumiere. La discussion du paragraphe 1.7 montrera qu'il y a
dans un plasma plusieurs autres modes de propagation d'ondes, en par-
ticulier des ondcs electromagnetiques transversales dans lesquelles on a

1.3.3 Oscillations de gaine
Considerons maintenant un plasma borne limite par une frontiere assez
nette qui le separe du vide. En lui appliquant un champ electrique £"0,
ayant une composante perpendiculaire a la frontiere, on perturbe son
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equilibre : les electrons se deplacent par rapport aux ions et 1'on voit
apparaitre sur la frontiere du plasma des gaines d'electrons ou d'ions
[Fig. 1.5(a)]. II en resulte un champ de polarisation Ep oppose au champ
exterieur et tendant a ramener les electrons vers leur position d'equilibre.
Si Ton fait cesser 1'action du champ exterieur, 1'ensemble des electrons va
effectuer des oscillations autour de la position d'equilibre determinee par
la position des ions.

Figure 1.5 : Polarisation d'un plasma par un champ electrique et oscilla-
tions de gaine.

(a) Geometrie quelconque : E0 champ exterieur, Ep champ de polarisation.
(b) Geometrie plane : oscillation longitudinale d'une tranche de plasma.

Dans le cas d'une lame plane de plasma, le calcul de la frequence de
ces oscillations se fait facilement au moyen du schema simple de la figure
1.5(b) : on considere une tranche plane contenant un bloc d'ions immo-
biles et on suppose que 1'on deplace en bloc des electrons qui leur etaient
associes. On cree ainsi un champ electrique donne par la formule :

ou a est la densite superficielle dans la couche mince de charge positive,
qu'on a laissee a gauche de la figure, ou de charge negative, qu'on a fait
apparaitre a droite.

On a done :

et
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Chaque electron du image est done soumis a une force de rappel

II va done effectuer des oscillations de pulsation4 w = w P € . Si on refait
ce meme calcul pour un plasma uniforme de forme differente on trouve
pour la pulsation des oscillations :

ou A est un facteur numerique voisin de 1'unite qui depend de la forme
du plasma (pour un cylindre A = l/v/2, pour une sphere A = l/\/3).
Remarquons que dans tous les cas nous avons, comme dans le paragraphe
precedent, neglige 1'agitation thermique des electrons et les collisions. Cette
derniere hypothese est justifiee par la condition wPe >> vcollision que nous
discuterons au paragraphe 1.6.

1.3.4 Impedance d'un plasma et ondes
electromagnetiques

Les ondes electromagnetiques dans le vide sont des ondes transverses, en

ce sens que les vecteurs E et B sont perpendiculaires au vecteur d'onde

k . Des champs de petite amplitude de ce type peuvent aussi exister dans
un plasma. Du fait de la nature transverse de ces champs les perturbations
de densite dans le plasma seront nulles (comme on peut le voir a partir
de 1'equation de Poisson). La dynamique du plasma peut alors se decrire
simplement en considerant les trajectoires des particules individuelles dans
ces champs.

Imaginons done qu'un champ electrique alternatif E de pulsation ut
soit applique localement dans un plasma ; il en resulte des oscillations
des electrons et des ions a la meme frequence. Si Ton neglige les colli-
sions, la vitesse v des electrons est fournie par la loi fondamentale de la
dynamique :

(1.29)

dans laquelle on a neglige le terme de perturbation du deuxieme ordre

4. II faut remarquer cependant que les electrons et les ions dans les deux couches
externes (gaines) sont soumis a des champs tout a fait non uniformes. Leur mouvement
est done plus complexe et peut conduire a une absorption non lineaire de 1'energie du
champ applique (cf. [If] et [lg]).
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qevei x B1. En regime sinusoidal et en notation complexe on en deduit :

(1.30)

Le vecteur courant electrique associe est :

(1.31)

ou neo est la densite electronique supposee constante. Compte tenu de
(1.30) cette densite de courant s'ecrit :

(1.32)

On voit que ce courant de conduction electronique est en quadrature

de phase retard par rapport au champ E1 ; cette situation est la meme que
dans une self et Ton peut dire que du fait de leur inertie, les electrons ont
un comportement "selfique" 5. II existe de meme un courant de conduction
ionique egalement selfique :

(1.33)

en designant par uipi la frequence de plasma ionique definie en remplagant
me par rrii dans la formule (1.9). Cependant le courant total qu'il faut
introduire dans les equations de Maxwell pour decrire le comportement du
plasma est la somme

(1.34)

ou JD est le courant de deplacement :

(1.35)

qui est de nature "capacitive" et qui est une propriete du vide. En pra-

tique on peut verifier que Ji1 = (m e /mi )J e 1 est negligeable devant Je 1 . Le
courant total peut done s'ecrire :

(1.36)

5. Remarquons que nous avons convenu d'une dependance en exp(-iut) des
grandeurs ; cette convention conduit pour les impedances selfiques ou capacitives a
des signes opposes a ceux que 1'on trouve en general dans les livres d'electricite, ou 1'on
convient d'habitude d'une dependance en e x p ( j w t ) , avec i = j = \/—1.
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ou Ton a introduit la frequence de plasma "totale" exacte :

(1.37)

En pratique on a w2
pi/w

2
pe = me/mi -<< 1 et la frequence de plasma totale

ujp est tres voisine de wpe .
On voit sur la formule (1.36) que la permittivite du plasma est :

(1.38)

Remarquons enfin que la theorie classique des ondes electromagnetiques
s'applique au plasma isotrope que nous sommes en train de considerer :
K est done egale au carre de 1'indice de refraction N de ces ondes, ce qui
s'ecrit :

(1.39)

La courbe dc dispersion des ondes electromagnetiques est done la
droite representee sur la figure 1.6(a) ou Ton a pris comme coordonnees
x = uj2/uj2, y = k2c2/uj2 (representation des ionospheristes). Sur la fi-
gure 1.6(b) on a represented cette meme courbe sur un diagramme dit de
Brillouin (x = k, y = a;).

La frequence de plasma UJP est done une frequence critique separant les
frequences en deux domaines :

• Pour (jj > UJP, la permittivite K est positive et plus petite que 1'unite.
Le courant de deplacement JD est superieur au courant de conduc-
tion Jei ; le plasma a done un comportement capacitif et propage
sans attenuation les ondes electromagnetiques comme un dielectrique
ordinaire, a ceci pres que sa permittivite est plus petite que 1'unite et
que de ce fait la vitesse de phase v des ondes electromagnetiques est
superieure a la vitesse de la lumiere. Lorque w tend vers wP, e tend
vers zero et v vers 1'infini. On peut verifier cependant que la vitesse

tion que du module de k ] est toujours plus petite que c, decroissant
depuis la limite vg = c quand w >> wP jusqu'a zero lorsque w tend
vers wp.

• Pour w < wP. la permittivite K est negative. Le courant de conduc-
tion est maintenant superieur au courant de deplacement. Le plasma
a alors un comportement selfique. Les ondes electromagnetiques ne
peuvent plus se propager sans attenuation dans le plasma. L'indice de
propagation est purement imaginaire et les ondes electromagnetiques
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Figure 1.6 : Diagrammes de dispersion pour les ondes electromagnetiques.

(a) Representation des ionospheristes (x = w 2 / u 2 , y = k2c2 / w 2 ) .
(b) Diagramme de Brillouin (x = k, y — uj}.

sont done evanescentes. Si le plasma est limite par une interface
avec un espace vide (ou rempli de dielectrique) les ondes electro-
magnetiques de frequence cu < UJP qui pourraient arriver de cet es-
pace exterieur subissent une reflexion "metallique" a la frontiere du
plasma.

1.4 Longueurs de Debye et de Landau

1.4.1 Longueurs critiques d'interaction

Au paragraphe precedent, on a vu comment un plasma ecarte de 1'etat de
neutralite electrique se met a osciller a la frequence UJP autour de cet etat
d'equilibre. L'agitation thermique des particules du plasma ne joue de role
que pour assurer une certaine propagation de ces oscillations.

II existe par ailleurs des situations, notamment aux frontieres d'un
plasma, ou peut s'etablir un etat stationnaire dans lequel le milieu n'est
plus neutre electriquement. Dans ces regions appelees gaines, la non-
neutralite est entretenue par 1'agitation thermique et freinee par les inter-
actions coulombiennes. Avant de decrire de telles situations, on peut in-
troduire de fagon abstraite des longueurs critiques d'interaction en egalant
1'energie d'agitation thermique a des energies potentielles d'interaction.
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a) Longueur de Landau : longueur critique d'interaction binaire

On appelle longueur de Landau la longueur ro definie par la relation :

(1.40)

(1.41)

soit :

On voit que ro est la distance a laquelle il faut que deux electrons
s'approchent pour que leur energie potentielle d'interaction binaire soit
du meme ordre de grandeur que leur energie cinetique d'agitation ther-
mique. La longueur de Landau intervient dans 1'analyse des phenomenes
de collisions et dans celle des correlations de position dans un plasma (cf.
paragraphes 3.5 et 8.7.3).

b) Longueur de Debye : longueur critique d'interaction collective

) Importance des interactions lointaines collectives Les interac-
tions collectives (de charge d'espace) jouent en general un role plus impor-
tant que les interactions binaires dans la dynamique d'un plasma. Pour le
voir on peut d'abord essayer de calculer par un modele tres simple 1'energie
d'interaction uee d'un electron du plasma avec 1'ensemble des autres elec-
trons. En supposant le plasma homogene et infini, on peut exprimer uee

par 1'integrale :

(1.42)

Le signe designe la valeur moyenne, obtenue en rcmplagant le nom-
bre d'electrons contenus dans la couche r...r + dr par sa valeur moyenne
n e 4r 2 dr (Fig. 1.7).

Ceci etant, Pintegrale (1-42) diverge a cause de sa borne superieure et
on a done :

Ce resultat n'est pas inquietant physiquement parce que 1'electron con-
sidere interagit aussi avec les ions du plasma, et qu'il en resulte une energie
moyenne d'interaction

(1.44)

L'encrgie moyenne d'interaction de 1'electron avec tout le reste du plasma
est done nulle dans ce modele. En fait, la forme indeterminee + —
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Figure 1.7 : Energie moyenne d'interaction d'un electron avec 1'ensemble
des autres electrons du plasma.

doit etre analysee de plus pres, ce que l'on peut faire en tenant compte des
correlations de positions dans le plasma (cf. probleme Pl-5). et on trouve
alors un resultat fini, faible mais non nul.

Le principal interet de ce calcul est de montrer que du fait de la
decroissance tres lente du potentiel de Coulomb avec la distance, les in-
teractions lointaines sont statistiquement plus importantes que les inter-
actions proches : un electron interagit a chaque instant avec un tres grand
nombre d'autres electrons ou ions. Ces interactions collectives lointaines
peuvent se decrire par un modele de fluide continu. Oubliant la struc-
ture particulaire de la matiere, le plasma est decrit comme un melange de
deux fluides continus d'electricite, 1'un negatif (les electrons) de densite
de charge et 1'autre positif (les ions) de densite de charge pi. La charge
d'espace totale etant p — pe+pi, les interactions d'un electron avec le reste
du plasma s'analysent au moyen du potentiel electrostatique de charge
d'espace defini par 1'equation de Poisson :

(1.45)

( ) Definition de la longueur de Debye On peut definir une longueur
critique d'interaction collective en analysant le modele unidimensionnel de
la figure 1.8 : un plasma neutre de densite constante ne se prolonge par une
gaine d'electrons de densite egalement constante ne. Le champ electrique
dans le plasma est constant (puisque p y est nul). II peut etre nul ou non
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selon les conditions aux limites qu'on suppose realisees lorsque x —> ± .

Figure 1.8 : Modele de gaine pour la definition de la longueur de Debye.

Dans la gaine, le champ est variable et non nul ; le potentiel y obeit a
1'equation de Poisson :

(1.46)

dont la solution gencrale est :

(1.47)

ou a et b sont deux constantes determinees par les valeurs dc et d /dx
pour x — 0. Le terme quadratique represente 1'effet sur la distribution de
potentiel de la charge d'espace constante p — ne qe dans la gaine. c'est-a-
dire 1'effct cumulatif des interactions collectives dans cette gaine.

On peut done definir une longueur critique d'interaction collective par
la condition :

La valeur de x ainsi definie est la longueur de Debye D qui d'apres (1.47)
et (1.48) est donnee par :

(1.49)

ce qui donne en remplagant les constantes fondamentales par leurs valeurs
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Les valeurs de cette longueur pour quelques plasmas typiques sont
donnees dans le tableau 1.1. On y voit par exemple que D est typiquement
de 1 a 10 microns dans les plasmas de decharge.

1.4.2 Gaines a la frontiere d'un plasma

a) Description qualitative

Pour rendre plus concrete la discussion du paragraphe precedent, exami-
nons ce qui se passe effectivement a la frontiere entre un plasma et le vide.
Pour cela on suppose (cf. Fig. 1.9) que sur cette frontiere la densite ionique
passe brutalement de la valeur nl = Cte a la valeur nulle et on examine ce
qu'il advient de la densite electronique.

(a) (b)

Figure 1.9 : Gaine electronique a la frontiere plasma-vide.

(a) Description qualitative.
(b) Modele academique a densite constante.

On peut supposer qu'a un certain instant initial la repartition de
ne est la meme que celle de ni. Mais il est clair que cette situation va
evoluer du simple fait de 1'agitation thermique des electrons (pour simpli-
fier nous negligerons celle des ions) ; les electrons du plasma franchissent
la frontiere ; une gaine commence a se constituer, et le processus se pour-
suit jusqu'a ce que le potentiel de charge d'espace repulsif produit par la
gaine soit suffisant pour renvoyer dans le plasma les nouveaux electrons ar-
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rivant. La situation est alors celle representee sur la figure 1.9(a) avec une
densite ne decroissant progressivement de la valeur ni jusqu'a la valeur
zero. L'analysc detaillee de cette repartition de ne n'est pas tres simple
(cf. probleme Pl-4 pour un cas analogue : gaine au contact d'une paroi
metallique), mais il est clair d'apres 1'analyse du paragraphe precedent que
1'epaisseur totale de la gaine est de 1'ordre de grandeur de la longueur de
Debye D du plasma.

La longueur de Debye represente donc un compromis entre 1'agitation
thermique, qui tend a produire une non-neutralite du plasma, et la densite
des particules qui impose la neutralite par I'intermediaire des forces elec-
trostatiques. C'est ce qu'exprime aussi la formule en Te/ne definissant

D.

b) Modele de gaine a densite constante

A titre d'exemple simple, on peut examiner le modele de gaine represente
sur la figure 1.9(b). On suppose que la gaine electronique a une densite
constante ne = ne//2, qu'elle a une epaisseur 2g repartie symetriquement
autour de la frontiere. La transition plasma-vide est done constituee d'une
partie positive de densite p = +ne qe1/2, entre les abscisses — g et 0 et
d'une partie negative p = — \neqe\/2 entre les abscisses 0 et +g.

La resolution de 1'equation de Poisson dans deux regions conduit
(compte tenu des conditions aux limites = d /dx = 0 dans le plasma et
dans le vide) a la repartition de potentiel representee sur la figure 1.9(b).
Cette courbe est constituee de deux arcs de parabole AB et BC de cour-
bures opposees. Le potentiel de gaine qui en resulte est negatif et donne
par la formule :

En ecrivant la condition :

on obtient une valeur critique de g egale a D comme on s'y attendait.
Dans ce modele simple on voit que la longueur de Debye donne 1'ordre
de grandeur de 1'epaisseur maximum d'une gaine electronique suscepti-
ble d'etre traversee par les electrons du plasma sous le simple effet de
leur agitation thermique. Repetons cependant, comme nous 1'avons dit au
paragraphe precedent, que ce modele est trop simple et qu'il faut faire une
analyse self-consistente de la repartition de ne dans la zone de transition
ABC [363], [364], [365]. Notons enfin que des gaines dont 1'epaisseur est de
1'ordre de d s'etablissent egalement dans des regions reliant un plasma
neutre a une paroi isolante ou a une electrode collectrice de courant [363],
[364], [365].
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1.4.3 Correlations de position dans un plasma

a) Theorie elementaire des correlations ions-electrons

La neutralite electrique, qui s'exprimc par la condition :

oil qe est la charge de 1'electron. et qi le charge des ions du plasma, n'est
qu'une propriete des valeurs moyennes ne0 et nio des densites electronique
et ionique6. Une analyse plus fine fait apparaitre des correlations de posi-
tion entre les electrons et les ions : autour de chaque ion, il y a un exces
d'electrons. L'analyse theoriquc de ces correlations sera developpee dans
1'appendice A8-3 a partir des equations cinetiques des plasmas. Nous allons
dans cette section etudier ces correlations par une methode elementaire
initialement proposee par Debye dans la theorie des electrolytes.

Supposons que Ton sache qu'en un certain point du recipient il y a un
ion, autrement dit prenons des axes de coordonnees dont 1'origine coincide
a tout instant avec la position d'un ion. On doit s'attendre que, dans le
voisinage de cet ion, il y ait en moyenne plus d'electrons que d'ions, puisque
1'ion considere attire les premiers et repousse les deuxiemes.

Cherchons donc la distribution d'equilibre des electrons autour de cet
ion ; au voisinage de 1'ion, le potentiel sera determine par la charge de
1'ion considere et par un nuage d'electrons. Appelons neo la valour moyenne
de la densite des electrons dans le plasma et admettons qu'en tout point
la densite des ions est constante et egale a —neoqe/qi mais que, par suite
du choix de 1'origine, il y a une legere variation de la densite des electrons
au voisinage de 1'ion considere, de sorte que la densite electronique sera :

Admettons d'autre part que les electrons sont en equilibre thermody-
namique a la temperature T dans le puits de potentiel constitue par 1'ion
positif, de sorte que la densite electronique satisfait a 1'equation :

Les perturbations de densite etant supposees faibles, on ecrit cela sous la
forme linearisee :

6. Dans de nombreux cas le plasma conticnt plusieurs especes d'ions (positifs ou
negatifs) ; il faut alors dans la formule (1.53) remplacer n i q i par inoqi ou nio

et qi sont la densite et la charge des ions d'espece i.
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D'autre part doit satisfaire a 1'equation de Poisson :

(1.57)

Compte tenu de la formule (1.49) dc definition de D et de la symetrie
spherique du potentiel autour de 1'ion. 1'equation (1.57) s'ecrit finalement :

(1.58)

Cette equation differentielle du second ordre s'integre facilemcnt en faisant
le changement dc variable :

(1.59)

ce qui donne pour u 1'equation :

(1.60)

dont la solution generale donne en revenant a :

En tenant compte des conditions aux limites ( —> 0 lorsque r —> ct
~ ql/4 Eor lorsque r —> 0) on obtient finalement pour la solution :

(1.62)

En reportant ce resultat dans (1.56) et en posant qi = Zie on peut ecrire
la densite clectronique perturbee sous la forme :

(1.63)

ou ro est la longueur de Landau definie par la formule (1.41).
Le deuxieme terme de cette formule est toujours positif: les correlations

de position i — e sont positives et ce terme representc un nuage d'electrons
supplementaires autour de chaque ion ; la densite de ce nuage decroit
exponcnticllemcnt avcc r et "1'epaisseur" du nuage est de 1'ordre de D

En integrant la densite du nuage dc r = 0 a r = on verifie facilement que
la charge totale qu'il contient est egale a Ziqe — —qi. II en resulte comme
le montre la formule (1.62) que le champ dc Coulomb de 1'ion est attenue
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(on dit aussi "ecrante") par le nuage d'electrons qui lui sont correles ;
le potentiel de Coulomb qi/4 eor dc 1'ion cst remplace par le potentiel de
Debye exprime par la formule (1.62). L'effet d'ecran est pratiquernent total
des quo r depasse nettement D.

Remarquons cependant que les formules ci-dessus ne sont valables que
si les correlations sont faibles, c'est-a-dire pratiquernent si r ro (sinon
I'approxirnation lineaire de la formule (1.56) tombe en defaut). Cette lim-
itation n'est pas importante dans la plupart des plasmas qui satisfont.
comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, a la condition :

et dans ces plasmas les effets dc correlation les plus importants dans le
comportement du milieu sont ccux pour lesquels on a :

En principe, il est toutefois facile de calculer les correlations a courte dis-
tance, qui devraient etre de la forme :

On voit que cette formule presente une singularite pour r — 0 ; celle-ci ne
peut etre en principe supprimee que dans une theorie quantique, car elle
est liee a 1'hypothese que les particules sont des charges ponctuelles sans
dimension.

b) Effet des correlations i-i. Longueur d'ecran exacte

Dans le calcul precedent, nous avons neglige les correlations i — i, en sup-
posant que l'on avait ni — ni0. II est facile d'en tenir compte en admettant
que l'on a pour ni autour d'un ion donne une formule analogue a (1.55).
ce qui donne dans 1'approximation des faibles correlations :

On obtient ainsi pour une equation analogue a (1.58) mais ou D est
remplacee par la longueur d'ecran exacte donnee par :

Les formules (1.62), (1.63) et (1-67) deviennent alors :
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(1.70)

(1.71)

Sous sa premiere forme la formule (1.68) montre que 1'effet d'ecran com-
porte de facon tout a fait symetrique une contribution electronique et une
contribution ionique. L'effct des ions a ete elimine de facon artificielle dans
le calcul du paragraphe precedent, en remplagant ccux-ci par un fluide con-
tinu d'electricite positive. Et, de fait, s devient egal a D si l'on fait tendre
Z vers zero.

C'est s que l'on doit utiliser pour calculer les proprietes statistiques
d'un plasma en equilibre, par exemple 1'energie moyenne d'interaction en-
tre particules. On trouve (cf. probleme Pl-5) que cette energie est par
unite de volume :

(1.72)

On verra cependant au paragraphe 3.5 que, dans la theorie des collisions ou
1'effet d'ecran intervient, il est plus raisonnable de negliger les correlations
i-i et d'utiliser D au lieu de s.

Notons enfin que le formalisme utilise ici pour decrire les correlations
n'est pas tres satisfaisant. Les correlations doivent s'exprimer non pas en
termes des densites simples mais plutot en termes des densites doubles que
nous introduirons au chapitre 8. La formule (1.70) par exemple doit plutot
s'ecrire sous la forme :

(1.73)

ou r designe la distance entre les points 1 et 2.

c) Comparaison des energies cinetiques et potentielles ;
parametre de plasma

Revenons sur la formule (1.72) qui donne 1'energie Uint d'interaction
moyenne totale entre les particules du plasma. S'il n'y avait pas de
correlation, Uint serait nulle, les energies potentielles positives e-e et i-i
etant exactement compensees par les energies potentielles negatives e-i.
La valeur non nulle de Uint est due aux correlations (cf. probleme Pl-
5) ; elle est negative, ce qui veut dire que le plasma est en quelque sorte
un edifice moleculaire stable ; du fait des correlations il a une energie de
liaison (—Uint) qui est positive. La formule (1.72) montre que 1'energie
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d'interaction est la meme que celle d'un ensemble de couples e-i en nom-
bre (neo + nio)/2 par unite de volume et dans lesquels 1'ion et 1'electron
seraient a la distance d'ecran Xs.

On peut par ailleurs comparer 1'energie de correlation Uint a 1'energie
d'agitation thermique Uth quiest presente dans le plasma a raison de KT
par particule soit :

(1.74)

On obtient ainsi :

(1.75)

Le rapport entre les deux formes d'energie est, au facteur Zl/3 pres, egal
a celui des deux longueurs critiques d'energie ro et s ; rappelons que
ce rapport a ete suppose petit pour pouvoir faire un calcul lineaire des
correlations.

La formule (1.75) peut aussi s'ecrire sous la forme :

(1.76)

ou n = neo + nio et NO est le nombre total de particules chargees dans
la sphere d'ecrantage de Debye ; ND est couramment appele le parametre
de plasma. La theorie de Debye des correlations a utilise un modele quasi
fluide du plasma et nous avons vu qu'elle n'est valide que si

ou plus simplement

Cela veut dire aussi que la longueur de Debye est bien plus grande que
la distance moyenne entre deux particules. Dans ces conditions on a
\Uint\ Uth- Cctte inegalite signifie du point de vue thcrmodynamique
que le plasma se rapproche d'un gaz parfait. avcc une pression p donnee
par la loi classique

avec T — Te = Ti. Dans certains cas les electrons et les ions sont
separement en quasi-equilibre avec Te Tl ; la formule ci-dessus s'applique
alors separement aux pressions partielles pe et pi. Nous verrons au chapitre
9 que, de maniere generale, il correspond au petit terme d'energie poten-
tielle Uint un terme de correction a la loi des gaz parfaits (1.79) qu'on
appelle la pression interparticulaire.



Plasmas sans interactions. Trajectoires des particules 31

1.5 Plasmas sans interactions
Trajectoires des particules

Lorsque la densite d'un plasma est assez basse, on peut souvent negliger les
interactions entre particules ; les mouvemcnts des electrons et des ions sont
alors determines uniquement par les champs electromagnetiques regnant
dans le plasma. On obtient ainsi ce qu'on peut appeler un gaz d'electrons
et d'ions libres. Bien entendu, ce modele est un cas limite ; tous les gaz
reels contiennent les trois types de particules deja mentionnees, de sorte
que les electrons par exemple effectueront toujours des collisions avec une
certaine frequence vcoll. Cependant, considerons un electron soumis soit a

un champ magnetique uniforme B , soit a un champ electrique alternatif de
pulsation u; ; dans les deux cas, son mouvement contient une composante
periodique. Supposons que l'on ait 1'une des deux inegalites :

e etant la vitesse angulaire gyromagnetique de 1'electron, ou bien :

Le mouvement de 1'electron aura ainsi l'ailure representee sur les figures
1.10(a) ou 1.10(b). On concoit alors que les proprietes du gaz seront peu
affectees par les collisions ; on pourra etudier comme une premiere appro-
ximation un modele obtenu en negligeant totalement les collisions.

Dans les conditions que l'on vient d'evoquer, 1'ctude des proprietes
d'un plasma se ramenc a celle des trajectoircs des particules chargees
dans un champ elcctrornagnetique d'origine exterieure. Autrement dit on

doit trouver, pour un champ electromagnetique donne E (r , t), B (r, t).
1' ensemble des solutions de 1'equation fondamentale de la dynamique :

(1.82)(1.82)

Chacunc de ccs trajcctoires est definie par les conditions initiales (po-
sition et vitesse) de la particule consideree. Ces conditions initiales varient
d'une particule a 1'autre et en les faisant varier de facon aleatoire on peut
decrirc 1'agitation thcrmique desordonnee qui regne dans le plasma. La

resolution dc 1'equation (1.82) pour des champs E , B quelconques n'cst
en general possible que par des methodes numeriques. II existe cependant
un certain nombre de cas simples ou un calcul analytique est possible :
dans les champs magnetiques presque uniformes et presque statiques on
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Figure 1.10 : Trajectoires avec collisions peii frequente;

(a) Champ magnetique statique uniforme.
(b) Champ electrique oscillant.

peut faire une analyse approchee par une methode de perturbation (theorie
des orbites adiabatiqucs). Cette theorie sera developpee dans le chapitre
2. Nous nous contenterons ici de rappeler le cas le plus simple :

Dans un champ magnetique B uniforme et statique et en 1'absence de
tout champ electrique, les trajectoires des electrons et des ions sont des
helices regulieres enroulees autour du champ magnetique et decrites pour
chaque espece de particules avec la vitesse angulaire :

(1.83)

ou q et m sont la charge electrique et la masse de la particule.
Les rayons et les pas des helices ont une distribution statistique

determinee par les fonctions de distribution des vitesses electroniques et
ioniques. En general, ces mouvements desordonnes ne donnent lieu a aucun
mouvement d'ensemble dans le repere considere.

1.6 Plasmas avec interactions
coulombiennes

Nous allons maintenant considerer des plasmas completement ionises, mais
dont la densite est suffisamment elevee pour qu'on ne puisse plus negliger
les interactions coulombiennes entre les particules.
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1.6.1 Classification des plasmas

Pour etudier les interactions entre particules dans un plasma completement
ionise, on peut introduire les longueurs fondamentales suivantes : ro,
longueur de Landau ; s, longueur d'ecran de Debyc ; de. distance moyenne
entre electrons. Cos trois longueurs peuvent s'exprimer en fonction de la
densite ne et de la temperature T des electrons par les formules suivantes :

(1.84)

(1.85)

Les deux premieres formules et la signification de ro et D ont ete
discutees au paragraphe 1.4. L'expression dc la distance moycnne dc entre
deux electrons s'obtient immediatement en supposant que les electrons
sont disposes sur un reseau cubique d'arete de. Comme il doit y avoir un
electron par cellule, cela donne :

Ce modele est evidemment faux, mais il donne certainement 1'ordre de
grandeur correct de de ; on pourrait definir une distance inoyenne entre
les ions ou entre un electron et un ion ; ces distances sont toutes du rneme
ordre de grandeur que de.

II est interessant de comparer systematiquement les valeurs des trois
longueurs fondamentales rO, s et de. Pour cela, on peut tout d'abord,
en remplacant les constantes fondamentales par leurs valeurs numeriques,
ecrire les definitions de rO et s sous les formes pratiques :

(CGS) (1.89)

En formant le rapport dc ccs expressions deux a deux on obtient :

(CGS) (1.90)

(CGS) (1.91)
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(CGS) (1.92)

Ces formules permettent d'introduire une classification generale des
plasmas selon les valeurs relatives de la densite et de la temperature ; les
ordres de grandeur variant enormement d'un plasma a un autre, il est com-
mode d'utiliser un diagramme (Fig. 1.11) en coordonnees logarithmiques :

Figure 1.11 : Diagramme de classification des plasmas (CGS).

R plasmas relativistes.
K plasmas cinetiques classiques.
C plasmas denses a fortes correlations.
D plasmas degeneres quantiquement (metaux).
F gaz faiblement ionises.

Sur ce diagramme, on a represente les lieux geometriques des points pour
lesquels deux des longueurs fondamentales r0, de, s sont egales ; on verifie
facilement quo ces trois conditions s'ecrivent :
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Autrement dit, les trois lieux consideres sont en coordonnees x et y trois
droites dc pentc 1/3 relativement voisines sur le diagrammc.

On a rcprcsente egalement deux autres droites critiques :

• la droite

soit T = 5.97-109 K qui represente la limite du domaine d'application
de la mecanique classique non relativiste ;

• la limite de degenerescence quantique

qui, en coordonnees x,y, est une droite de pente 2/3 representant la
limite du domaine d'application des theories non quantiques (ep est
1'energie de Fermi d'un gaz d'electrons degenere).

On voit ainsi apparaitre sur la figure 1.11, tracee pour Zi = 1, plusieurs
regions theoriques ; pour pouvoir y situer les plasmas reels, on peut se re-
porter a la figure 1.3 ou l'on a marque les points representatifs de quelques
plasmas typiques ; on voit que les plasmas "gazeux" que l'on rencontre
dans de nombreuses situations pratiques (faible densite, haute tempera-
ture) se situent dans une grande region centrale que l'on peut appeler
celle des plasmas cinetiques classiques ; ces plasmas obeissent a la double
inegalite forte

r

La condition rO < de montre que les correlations sont peu importantes
dans le plasma puisqu'elles sont faibles pour deux electrons situes a la
distance moyenne de ; on peut verifier (cf. probleme Pl-5) que cela se
traduit par le fait que 1'energie de liaison de plasma est faible devant son
energie d'agitation thermique ou, ce qui revient au meme, que la pression
intcr-particulaire est faible devant la pression cinetique. On peut dire que
les plasmas de cette famille se rapprochent de 1'etat des gaz parfaits.

Pour s < de, c'est-a-dire n 3
D, < 1, on a des plasmas dans lesquels

les correlations devicnnent importantes : ce sont des plasmas correles dits
aussi a fort couplage. Des etudes recentes ont montre que de tels plasmas
ont tendance a prendre une structure ordonnee quasi cristalline. On les



36 Gaz ionises ct plasmas

trouve dans certains etats de la matiere condensee, dans des dispositifs a
1'etat solide ct en astrophysique.

Dans la region situee au-dessous des trois droites paralleles de pente
1/3, les inegalites (1.100) sont rcnversees ; les proprietes des plasmas cor-
respondants sont tres differentes ; ils sont caracterises essentiellement par
le fait quc les correlations y sont tres fortes ; on les designe souvent sous le
nom un peu vague de plasmas denses. II vaut mieux dire plasmas correles
classiques. Les proprietes de ces plasmas ne sont pas tres bien connues. car
ils sont assez difficiles a produire.

1.6.2 Collisions coulombiennes
Frequences caracteristiques

Dans les sections precedentes nous avons montre que les interactions bi-
naires coulombiennes entre les particules d'un plasma jouaicnt un role
moins important que les interactions collectives de charge d'espace. Le
modele de fluide continu qui en decoulait ne pcrmet pas cependant de
representer pleinement les proprietes des plasmas : il faut tenir compte de
la nature particuliere de 1'electricite et ce dc deux manieres ; il y a d'une
part des interactions entre les particules individuelles d'un plasma et les
ondes collectives se propageant dans le plasma ; nous discuterons ces effets
au paragraphe 1.7. Mais d'autre part les interactions binaires conduisent.
lorsque deux particules passent pres 1'une de 1'autre. a des collisions bi-
naires : ce mecanisme permet des echanges d'energie entre les differentes
especes dc particules et conduit a des effets dissipatifs (amortissement)
dans les ondes. Dans 1'exemple simple des oscillations de plasma discute
dans la section 1.3, les collisions des electrons sur les ions produisent a la
longue un amortissement de celles-ci.

Examinons done rapidemerit les phcnomenes de collisions en nous li-
mitant ici au cas des collisions electron-ion qui sont plus simples a decrire
parce que dans un tel processus 1'ion, de masse beaucoup plus elevee que
celle de 1'electron, peut etre suppose immobile. La trajcctoire de 1'elcctrori
est d'ailleurs comme on le sait depuis Kepler une hyperbole. Comme nous
le verrons en detail au paragraphe 3.2, Tangle de deviation x (Fig. 1.12) est
determine par le parametre d'impact p de la collision et la vitesse initiale
we de 1'electron et il existe une valeur critique de p :

qui conduit a une deviation x = /2-
Pour p P0 on a x /2 ; de telles collisions seront appelees

lointaines. Les collisions proches sont au contraire celles pour lesquelles
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Figure 1.12 : Collision binaire electron-ion.

p parametre d'impact.
X angle de deviation.

on a p ~ po et unc deviation x importante. Si on applique la formulc
(1.101) aux electrons ayant la vitessc la plus probable, c'est-a-dirc tels
que meW

2
e = 2kT, on obtient une valeur moyenne du parametrc d'impact

critique :

(1.102)

On voit que p0 et la longueur de Landau sont egaux au facteur Zi1 pres.
Ceci cst tout a fait normal car les deux notions physiques qui ont permis
d'introduire ccs deux longueurs (fortes energies equipotentielles pour TO,
fortes deviations pour po) sont qualitativement identiques.

Nous pouvons maintenant iritroduire une quatrieme longueur fonda-
mentalc dans un plasma : le libre parcours moyen lclp separant deux
collisions proches. On verifie facilement que dans Ics plasmas cinetiques
classiques on a :

Cela ctant, 1'analyse detaillee des collisions (cf. paragraphe 3.5) montrera
que ce sont les interactions lointaines entre particules qui dominent la dy-
namique du milieu. Cela tient, comme pour le calcul d'energie d'interaction
de la section 1.4, au fait quo le potentiel de Coulomb qui decrit les inter-
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actions binaires cntre particules nc dccroit que lentement avec la distance.
La trajectoire d'un electron dans Ic plasma a done l'ailure representee
grossierement sur la figure 1.13.

Figure 1.13 : Schema d'une trajectoire electronique dans un plasma com-
pletement ionise.

P, Q collisions proches binaires.
L interactions lointaines.

Les collisions proches (A, B) sont des phenomenes binaires relativement
rares qui se produisent lorsque l'electron s'approche accidentellement d'une
autre particule a une distance rO de ; elles jouent un role rnoins im-
portant que la somme des interactions lointaines et multiples dont l'action
sur la trajectoire est reprcsentee par des petites deviations aleatoires. En
faisant la statistique de ces petites deviations, on peut definir un temps de
relaxation moyenTei pour Fechange de quantite de mouvement entre les
electrons thermiques et les ions. La quantite vei = l/Tei cst la frequence
de collision pour Fechange de quantite de mouvement. On peut essayer
de calculer vei en decomposant le phenomene en unc suite de collisions
binaires lointaines aleatoires ; le calcul se ramene a une integrale sur Ic
parametre d'impact p de ces collisions ; mais on trouve alors que cette
integrale diverge si on laisse tcndre le parametre d'impact maximum vers
l'infini. Cette difficulte disparait si l'on effectue une coupure sur p a une
valeur :
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Ce procede se justifie intuitivement en remarquant que D est la longueur
d'ecran au-dela de laquelle les correlations attenuent exponentiellement le
potentiel dc Coulomb. On obtient ainsi pour Vei (dans un plasma une fois
ionise) les expressions :

avec

Dans ces formules, vc represente la frequence de collision que l'on aurait
avec les seules collisions proches ; le facteur In A. est appele logarithme
coulombien. II precise 1'importance des collisions lointaines et est en general
beaucoup plus grand que 1'unite.

Un plasma possede done deux frequences caracteristiques fondamen-
tales :

- la frequence d'oscillation de plasma p,
- la frequence de collision vei.
En comparant ces deux frequences pour la famille la plus importante

des plasmas cinetiques classiques, on obtient :

Cette inegalite permet de negliger les collisions dans la description des os-
cillations de plasma. Le rapport p/vei est le facteur de qualite (surtension
des radioelectriciens) de ces oscillations. De facon plus generale, un plasma
possede deux comportements assez differents selon les echelles de temps
considerees :

Aux echelles de temps de 1'ordre de l (perturbations de frequences
caracteristiques voisines de wp), la dynamique du plasma est dominee
par les phenomenes collectifs de charge d'espace. l'equation cinetique qui
decrit 1'evolution de la fonction de distribution fe des electrons est alors
1'equation de Vlasov electrostatique :

(1.108)

que nous ecrivons ici sans explication, mais qui sera etablie dans la sec-
tion 8.4 et longuement discutee au chapitre 10. Cette equation est formelle-
ment analogue a une equation de Boltzrnann sans second membre (cf. sec-
tion 8.4) qui pcrmettrait d'etudier les plasmas sans interactions. Cepen-

dant le champ E qui y figure n'est pas un champ d'origine exterieure,
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mais le champ self-consistant produit par les desequilibres macroscopiqucs
de charge electrique dans le plasma. L'etude mathematique de 1'cquation
de Vlasov montre que certaincs ondes susceptibles de se propager dans
le plasma subissent un amortisscmcnt special non collisionnel connu sous
le nom d'amortissement de Landau. L'origine physique de cet amortisse-
ment est dans un echange d'cnergie cumulatif entre 1'onde et les elec-
trons du plasma qui se meuvcnt en synchronisme avec clle. L'equation de
Vlasov permet egalement d'etudier de nombreux processus d'instabilites,
d'intcractions non lineaires entre ondes ; ces divers mecanismes jouent un
role tres important dans les plasmas "turbulents".

Aux echelles de temps de 1'ordre de v~^ (perturbations de frequences
caracteristiques voisines de vei ou infcrieurcs), la dynamique du plasma est
dominee par les phenomenes dc collisions. L'equation qui decrit 1'evolution
du plasma est alors plus difficile a etablir. Elle a etc obtenue sous di verses
formes, connues sous le nom d'equations de Landau. Fokker-Planck, Rosen-
bluth, Balescu-Lenard-Gucrnesey (cf. chapitre 13). Ces diverses equations
montrent que, apres un intervallc de temps assez long, un plasma aban-
donne a lui-meme revient vers 1'equilibre thermodynamique. Elles permet-
tent, d'autre part, de calculer les coefficients de transport des plasmas
en bassc frequence (coefficient de diffusion, de viscosite. de conductivite
electrique et thermique). En particulier, la conductivite electrique a en
courant continu est donnee par la formule de Spitzer :

On voit que a devient tres grande a haute temperature : la conductivite
des plasmas peut alors atteindrc et depasser cellc du cuivrc.

1.7 Ondes dans les plasmas

1.7.1 Ondes planes dans un plasma

Les ondes qui se propagent dans les plasmas peuvent etrc dc plusieurs
types : des ondes transversales analogues aux ondes electromagnctiques
usuelles (que nous avons deja rencontrees dans la section 1.3). des ondes
longitudinales analogues aux ondes acoustiques, mais aussi des ondes hy-
brides. La classification de ces ondes est plus complexe dans les plasmas
que dans les autres milieux materiels pour les raisons suivantes :

• un plasma contient deux especes de particules (electrons ct ions) dc
masses tres differentes ; selon le type d'onde et le domaine dc frequence
consideres, ce peut etre l'unc, 1'autre ou les deux especes de particules qui
participent a 1'onde ;
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• en general, les plasmas sont associes a des champs magnetiques et la
presence de ceux-ci lour donne un caracterc anisotrope qui leur confere des
proprietes de birefringence plus ou moms analogues a celles des cristaux
imiaxes.

Bieri cntcndu, les formes des ondes peuvent etrc tres variees (planes,
cyliridriques, spheriqucs, etc.), mais on se limitera ici aux ondes planes,
c'est-a-dirc a celles qui se traduisent par des oscillations de toutes Ics
grandeurs physiques dc la forme :

La frequence angulaire u) et le vecteur d'onde k ne sont pas des variables

independantcs : w et k sont reliees par la relation :

appelee equation de dispersion. Si dans celle-ci on se fixe line valeur reclle

de k . on obtient plusieurs solutions (rcelles ou complexes) pour uo ; a
chacunc de ces solutions correspond un mode de propagation, periodique

dans tout 1'espacc. Dans un plasma isotrope, la direction de k ne joue
aucun role et 1'cquation de dispersion ne fait apparaitre que son module k.

1.7.2 Plasma sans champ magnetique. Frequence de
coupure

Si le champ magnetique cst mil, les proprietes de propagation sont les
memes dans toutes Ics directions. L'equation de dispersion rie depend que

du module de k et non de son orientation. On trouve d'autre part que D
se factorise et peut s'ecrire :

Au facteur DT sont associees des ondes transversales et a DL des ondes
longitudinales. Les proprietes de ces ondes se representent commodement
sur des diagrammes de dispersion ou l'on porte en abscisse W2

p/w
2 et en

orclonnee 1'indice de propagation :

La figure 1.14 represente le diagramme de dispersion des ondes
transversales ct longitudinales. Sur ces diagrammes, les hautes frequences
sont a gauche et les basses a droite.
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Figure 1.14 : Diagrammes de dispersion pour BQ — 0.

x =w2p/w2 (HF a gauche).
y — k2c2/w2 = c2/ v2 (v , vitesse de phase, ondes rapides en has).
(a) Ondes transversales : V limite du vide, C coupure.
(b) Ondes longitudinales : E oscillations de plasma, A onde acoustique.

Les ondes transversales [Fig. 1.14(a)] sont a polarisation rectiligne :

toutes les directions de polarisation perpendiculaires a k sont autorisees
et correspondent a un meme mode de propagation. Ce mode se confond
avec les ondes electromagnetiques usuelles a ceci pres que, dans les plasmas,
la vitesse de phase v de ces ondes est superieure a c ; v tend vers 1'infini
lorsqu'on se rapproche du point P, c'est-a-dire de la frequence wP ; au-dela
de ce point, k devient imaginaire. Les ondes electromagnetiques qui peu-
vent se propager dans le plasma sont done limitees a la bande w > wp. Pour
les frequences w < wP, on ne peut avoir que des ondes evanescentes rapide-
ment attenuees. On dit que wp est une frequence de coupure pour les ondes
electromagnetiques. Si une onde de frequence inferieure a la frequence de
coupure arrive sur la frontiere d'un plasma en venant de 1'exterieur, elle
se reflechit sur cette frontiere. Ce phenomene se manifeste dans la propa-
gation des ondes radio autour de la Terre : 1'ionosphere y joue, pour les
frequences inferieures a quelques MHz, le role de reflecteur.



Ondes dans Ics plasmas 43

Les ondes longitudinales [Fig. 1.14(b)] correspondent a deux modes, les
oscillations de plasma ct les ondes pseudosonores.

Les oscillations de plasma se situent dans la gamme de frequence qui
est legcrement supericurc a wP [segment MP sur la figure 1.14(b)]. Dans
ce mode, les ions sont pratiquement immobiles et les electrons souls par-
ticipent a 1'onde. La vitessc de phase peut etre superieure ou inferieure a c,
mais en tout cas superieure a la vitesse d'agitation thermique vte des elec-
trons ; lorsque v se rapproche de vtc (arc LM), les ondes sont fortement
attenuees par ramortisscment de Landau.

Les ondes pseudosonores se situent dans la gamme des basses
frequences. Dans ce mode, les electrons et les ions oscillent solidaircmcnt.
Pour quo ce mode puisse se propager sans amortissement de Landau ex-
cessif, il faut que la temperature electronique Te soit nettement superieure
a Ti. Dans le domainc des frequences assez basses, la vitesse de phase dc
ces ondes devient independante de la frequence (asymptote S) et prend la
valour :

(1.114)

appelee vitessc du son (Z i e etant la charge des ions).

1.7.3 Propagation parallele a un champ magnetique

Lorsque le plasma est place dans un champ magnetique, les phenomenes de

propagation dependent de la direction du vecteur k . Nous commengons

par la propagation parallele (k | B0). Dans ce cas les ondes longitudi-

nales ne sont que tres peu affectees par la presence de B0. En revanche,
les ondes transvcrsales sont profondement modifiees et le plasma devient
birefringent. Les deux modes de propagation permis sont a polarisations
circulaires ; 1'un, mode gauche, a son champ electrique tournant dans le
sens de la rotation gyromagnetique des electrons ; 1'autre, mode droit,
tourne dans le meme sens que les ions. Le diagramme de dispersion a alors
1'allure representee sur la figure 1.15.

On y voit apparaitre :

• deux coupures (points Q et R) ;
• deux resonances cyclotron, lorsque la frequence de 1'onde est egale

a la frequence gyromagnetique d'une des especes de particulcs ( e

pour le mode gauche, i pour le mode droit) ;
• la limite basse frequence des ondes d'Alfven ; on montre en magneto-

hydrodynamique que ces ondes peuvent etre assimilees a des vibra-
tions des tubes de force consideres comme des cordes tendues par
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Figure 1.15 : Propagation parallele a un champ magnetique : ondes
transversales.

L mode gauche (left), R mode droit (right).
Va vitesse d'Alfven.

e i resonances cyclotron electronique et ionique.

la tension magnetique ; la vitesse de phase correspondante (vitesse
d'Alfven) est :

(1.115)

• le domaine dit des siffleurs, ainsi denomme parce que la propaga-
tion de ce mode dans la magnetosphere terrestre permet d'expliquer
certains parasites radioelectriques sifflants observes au sol.

1.7.4 Propagation oblique et transversale

Lorsque k fait un certain angle avec B0, la theorie hydrodynamique des
ondes [353] prevoit quatre modes en general hybrides qu'on peut considerer
comme resultant d'un couplage des ondes electromagnetiques et des ondes

electroacoustiques produit par la composante de B0 perpendiculaire a k .
Leur diagramme de dispersion est represente sur la figure 1.16(a). Mais il
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Figure 1.16 : Les quatre modes de propagation dans le cas general
(cf. [353]).

(a) Cas general.
(b) Propagation transverse (cas singulier).

faut noter que la partie superieure du diagramme n'a aucun sens physique,
car dans ce domaine la theorie hydrodynamique n'est pas valable7. Lorsque

k est perpendiculaire a Bo, on a le diagramme de dispersion de la figure
1.16(b), ou Ton voit deux modes :

• Le mode dit ordinaire (denomination ambigue mais consacree) dont

la polarisation est rectiligne et parallele a B0. II se propage comme

si B0 etait nul (arc IP rectiligne).

7. Une meilleure description des ondes dans les plasmas peut se faire par la theorie
cinetique, c'est-a-dire en pratique, a partir de 1'equation de Vlasov. Elle fait apparaitre
1'amortissement de Landau deja signale, mais aussi de nouveaux modes, par exemple
les modes dits de Bernstein au voisinage des harmoniques des frequences cyclotron [185]
[357].
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• Le mode hybride (arcs IQ: AR, 3) polarise elliptiquement dans

un plan perpendiculaire a B0. On peut montrer [353] que
dans 1'approximation des plasmas froids, ce mode presente deux
resonances :
- la resonance hybride haute de frequence :

(1.116)

- la resonance hybride basse de frequence :

(1.117)

Dans ces formules, des termes d'ordre me/ml ont ete negliges. Dans
les plasmas "denses" (cf. definition au paragraphie suivant) on a :

(1.118)

1.7.5 Classification des plasmas par rapport aux ondes

En comparant les valeurs des differentes frequences caracteristiques des
phenomenes de propagation des ondes, on peut a nouveau classer les plas-
mas completement ionises en plusieurs families. Le parametre permettant
cette classification des plasmas est (cf. [353. page 65] ou [354, page 55]) le
rapport :

ou :

(1.119)

(1.120)

mp etant la masse du proton et Zie la charge des ions du plasma.
Le parametre A est une mesure de la densite du plasma comparee a
1'intensite du champ magnetique, et plus precisement de 1'importance
des perturbations apportees par le plasma a la propagation des ondes
electromagnetiques transversales ainsi que des couplages de celles-ci avec
les oscillations de plasma. Lorsque A << 1, celles-ci sont faibles et 1'indice
de refraction des ondes electromagnetiques est toujours tres voisin de 1.
sauf au voisinage immediat des deux resonances cyclotron et evidemment
en tres basse frequence, ou l'on peut malgre tout atteindre la coupure. De
facon generale on peut, suivant les valeurs croissantes de A, et en posant
ra = rrii/Zime, classer les plasmas en quatre families :
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plasmas tres rarefies : A < 1/m wP < i

plasmas rarefies : l/m < A < I i < wp < ( e i)
1/2

plasmas peu denses : 1 < A < m ( e i)1/2 < wp < e

plasmas denses : A > m wP > e

En comparant les deux vitesses d'ondes non dispersives Va (vitesse
d'Alfven) et Vs (vitesse du son), on pent separer la derniere en deux sous-
families :

plasmas denses confines : Vs < Va wP > e

plasmas denses non confines : Vs > Va wP > e

Cette discussion est resumee sur la figure 1.17 ou l'on a suppose m = 1836
(plasma d'hydrogene).

Figure 1.17 : Families de plasmas vis-a-vis de la propagation des ondes.

ne, B, Ten eVcT.
m — mi/Zrrie, A = w2p/ e i).

A futurs reacteurs thermonucleaires.
B machines a plasma actuelles (recherches pour la fusion).
C decharges dans les gaz.
D plasmas astrophysiques et geophysiques.
E appareils a vide dans un fort champ magnetique (cyclotrons, jauges a vide, etc.).
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1.8 Plasmas et rayonnement

1.8.1 Emission de rayonnement par les plasmas

Les plasmas crnettent, comrne tous les corps chauds, du rayonnement.
Cette emission pent se situer dans n'importe quelle gamme du spectre
des ondes electromagnetiques, depuis les ondes radioelectriques jusqu'aux
rayons X. La repartition spectrale de ce rayonnement depend de la den-
site, du degre d'ionisation et de la temperature du gaz : lorsque la densite
est assez elevee, 1'emission devient globalement celle d'un corps noir et il
n'est pas necessaire d'en analyser les mecanismes dans le detail. Mais, en
general, les plasmas sont plus ou moins transparents (optiquement minces)
au rayonnement qu'ils cmettent ct remission possede des proprietes tres
differentes de celles d'un corps noir : dans les gaz faiblement ionises, on
observe des spectres de raies dus aux transitions des electrons lies aux
atonies ; dans les plasmas completement ionises, le rayonnement est du
aux transitions entre deux etats libres (transitions free-free) et sa crois-
sance avec la temperature est moins rapide que celle du corps noir.

Le rayonnement des electrons libres d'un plasma pout s'analyscr a par-
tir de la theorie classique de l'electromagnetisme. On y montre qu'un elec-
tron rayonne de 1'energie toutes les fois qu'il est accelere et que, si sa vitesse
est nettement inferieure a c, la puissance P(t] emise a 1'instant t est donnee
par la formule de Larmor :

(1.121)

ou a est 1' acceleration de 1'electron.
Dans les plasmas, les accelerations subies par les electrons peuvent etre

de deux natures, magnetique ou collisionnelle.
U acceleration magnetique est liee a la presence d'un champ d'induction

magnetique B et est produite par la force de Lorentz associee ew x B .
Le rayonnement correspondant est le rayonnement cyclotron (ou gyro-
magnetique). Si la vitesse des electrons du plasma est nettement inferieure
a c, c'est-a-dire. en pratique, si kTe/mec

2 <<C 1 (plasmas non relativistes),
ce rayonnement se deduit de la formule de Larmor. II se produit a la
frequence gyromagnetique e et, en 1'absence d'autoabsorption (plasma
assez mince), la puissance Pc rayonnee par unite de volume du plasma
est :

Dans les plasmas relativistes qui existent dans certaines regions de
1'Univers, les proprietes de ce rayonnement changent notablement : le prin-
cipal effet est une emission sur des harmoniques parfois d'ordre tres eleve de
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la frequence e ; c'est ce qu'on appelle alors le rayonnement synchrotron,
par reference aux accelerateurs d'electrons qui permettent de 1'observer en
laboratoire.

l'acceleration collisionnelle se produit lorsqu'un electron effectue une
collision avec une autre particule du plasma. Le rayonnement correspon-
dant est le Bremsstrahlung (rayonnement de freinage) : son spectre est
toujours continu. Dans les gaz faiblement ionises, c'est un petit effet du
aux collisions elastiques electron-neutre. Dans les plasmas completement
ionises, il est produit par des interactions electron-ion ; c'est alors tres
souvent le mecanisme dominant de rayonnement et il conduit, pour un
plasma optiquement mince, a la puissance d'emission suivante par unite
de volume :

On voit que la puissance emise par Bremsstrahlung est proportionnelle
au carre de la charge Zie des ions et peut done devenir particulierement
importante dans les plasmas d'elements lourds multiplement ionises.

1.8.2 Interactions entre photons et matiere

Dans les plasmas assez denses, les mecanismes d'emission spontanee sont
compliques par les phenomenes de diffusion, d'absorption et d'emission
stimulee. II est alors souvent utile de considerer le rayonnement comme un
gaz de photons constituant une nouvelle espece de particules en interaction
avec les particules materielles (electrons, ions, atonies).

Les principales interactions a considerer sont celles des photons avec les
electrons, a savoir : la diffusion Compton (phenomene de collision elastique
entre hn photon et un electron) et 1'absorption par Bremsstrahlung "in-
verse". C'est une collision inelastique entre un photon et un electron dans
le champ d'un ion ; dans cette interaction, le photon disparait et son energie
est transferee essentiellement a 1'electron bien que la presence de 1'ion soit
necessaire pour satisfaire les theoremes de conservation de la mecanique.

Dans les plasmas proches de 1'equilibre thermodynamique, les fonc-
tions de distribution fe des vitesses electroniques et fv des quantites de
mouvement photoniques sont approximativement connues (distributions
de Maxwell et de Planck) ; on peut alors definir, pour les interactions
entre photon et electron et en s'inspirant du modele de Lorentz (cf. para-
graphe 1.9) -le photon joue ici le role de la particule legere-, les trois
longueurs d'interaction suivantes entre photons et electrons :
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Les deux premieres sont deux longueurs moyennes d'intcraction Comp-
ton, lc relative aux echanges de quantite de mouvement. et l'c >> lc

aux echanges d'energie ; lb est la longueur moyenne d'interaction par
Bremsstrahlung inverse. En comparant les valeurs de ces longueurs, on
peut completer la classification des plasmas dans le diagramme (ne,Te).
On obtient ainsi la figure 1.18, tracee pour 1'hydrogene, ou l'on voit ap-
paraitre dans la famille des plasmas cinetiques assez denses les zones B.
BC et C.

Dans la zone B, relative aux plasmas materiels a interaction par
Bremsstrahlung (assez forte densite, pas trop haute temperature), le li-
bre parcours moyen des photons est la longueur lb d'interaction par
Bremsstrahlung. On montre d'ailleurs que 1'energie interne du plasma est
essentiellement 1'energie cinetique des particules materielles.

Dans la zone CB (plasmas radiatifs a electrons couples auxions), le li-
bre parcours moyen des photons est maintenant la longueur lc d'interaction
Compton. L'energie interne du milieu est essentiellement radiative. Cepen-
dant, la densite d'energie radiative n'etant pas tres elevee (gamme moyenne
de temperatures), les electrons sont plus fortement lies aux ions qu'au
rayonnement.

Dans la zone C (plasmas radiatifs a electrons couples au rayonnement),
le libre parcours moyen des photons est toujours determine par 1'effet
Compton, mais la densite d'energie radiative, qui croit comme T4, est
maintenant si elevee que les electrons sont plus fortement couples au
rayonnement qu'aux ions.

On peut d'ailleurs verifier que, dans tous les cas, les longueurs
d'interaction lee ~ lei des electrons entre eux ou avec les ions sont plus
courtes que les longueurs d'interaction des photons avec la matiere. Si
done les dimensions caracteristiques d'un plasma sont superieures a lee,
mais inferieures a la plus petite des longueurs lb et l'c. il y a equilibre
thermique local de la matiere, mais aucun equilibre entre matiere et
rayonnement. La classification etablie selon les zones B, CB, C n'a donc
de sens que si les dimensions du plasma sont superieures a la longueur
d'interaction des photons. Les trajets M'N'P' et MNP etant les lieux ou
cette longueur l sur la figure 1.23 est egale a 1 mm ou a 10 m, on peut
dire que MNP marque la limite des plasmas que l'on peut observer en
equilibre thermodynamique a 1'echelle terrestre.
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Figure 1.18 : Classification des plasmas du point de vue des interactions
matiere-rayonnement.

Diagramme (ne,Te) trace pour 1'hydrogene.
B plasmas materiels a interactions par Bremsstrahlung.
CB plasmas a electrons couples aux ions par effet Compton.
C plasmas radiatifs a electrons couples aux photons.

1.9 Gaz faiblement ionises

Lorsque le degre d'ionisation d'un gaz ionise est assez bas, les electrons et
les ions interagissent seulement avec les molecules neutres. On dira qu'on
est en presence d'un gaz faiblement ionise ; le critere qui definit cette
famille est donc :

ou vee et veo sont les frequences de collisions electron-electron et electron-
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neutre. L'image qu'on peut se faire d'un tel gaz est celle d'une "mer" de
molecules neutres dans laquelle se deplacent quelques electrons et ions ;
chacun de ceux-ci evolue independammcnt de ses pairs en effectuant des
collisions binaires aleatoires sur les neutres (Fig. 1.19).

Figure 1.19 : Image d'un gaz faiblement ionise.

La dynamique de la "mer" de molecules n'est pas influenced par le
mouvement des particules chargees : les conditions aux limites permet-
tent de determiner son etat et plus precisement la fonction de distribution
fo(wo) des vitesses W0 des molecules. Dans le cas simple ou le gaz est en
equilibre avec un thermostat, fo est une fonction rnaxwellienne avec une
temperature TO egale a celle du thermostat.

La dynamique des particules chargees s'etudie au moyen de deux
equations de Boltzmann independantes determinant les fonctions de dis-
tribution f e ( w e ] des electrons et f i ( w i ) des ions ; fo(WO) y joue le role d'un
parametre. L'etude du mouvement des electrons est plus facile car on peut
y considerer que les molecules sont des centres de forces fixes de masse in-
finie : elles agissent comme des diffuseurs aleatoires qui s'opposent a tout
mouvement ordonne des electrons ; d'autre part, 1'echange d'energie entre
les electrons et les molecules lors des collisions elastiques est tres faible
par suite de la tres petite valeur du rapport m e /mo des masses des deux
especes de particules. La theorie cinetique que Ton batit sur ces idees est
connue sous le nom de modele de Lorentz (cf. section 12.2). Elle conduit
a definir deux temps de relaxation entre electrons et molecules, soit res-
pectivement le temps de relaxation des anisotropies (temps de deflexion)
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Figure 1.20 : Lcs trois categories de gaz ionises (cas de 1'helium).

Figure 1.21 : Plasmas intermediaires : relation entre Te et E/no dans
1'helium.
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et le temps de relaxation de 1'energie :

(1.128)

(1.129)

ou ( eO est la section efficace de transfert de quantite de mouvement par
collision electron-molecule. La comparaison de ces deux temps de relaxa-
tion avec le temps ee de collision electron-electron permet de distinguer
deux families dans 1'ensemble des gaz faiblement ionises, celle des gaz tres
faiblement ionises, qui correspond aux relations :

et celle des plasmas intermediaries, definie par :

Dans la premiere, les collisions e-e ne jouent aucun role ; dans la
deuxieme, elles sont suffisantes pour que les electrons constituent un sous-
systeme thermodynamique avcc unc distribution maxwellienne et une tem-
perature Te, le bilan des echanges d'energie (faibles) avec les molecules neu-
tres determinant la valeur de Te. La figure 1.20. qui est une amelioration
de la figure 1.1, montre. dans le cas de l'heliiim. le domaine d'existence de
ces families de plasmas.

Si Ton cree un champ electrique E dans un gaz faiblement ionise, il
en resulte un courant electrique ; les collisions e-o limitent la valeur de

ce courant et transforment 1'energie fournie par le champ E en energie
desordonnee des electrons : c'est 1'effet Joule. Apres un intervalle de temps
de 1'ordre de TT(e, 0), les electrons du gaz tendent vers un etat stationnaire
ou Techauffement par effet Joule est compense par un refroidissement du
aux collisions sur les neutres. On montre (cf. section 12.9) que, dans cet
equilibre, Te est fonction de TO et du rapport E /n o . La figure 1.21 montre,
dans le cas d'un plasma intermediaire d'helium, la variation de Te en fonc-
tion de E/no pour deux valours de T0 ; on y voit que, si E/n0 est assez
fort, 1'equilibre du gaz s'etablit a des valeurs de Te » To.

1.10 Fusion thermonucleaire controlee

1.10.1 Reaction de fusion des noyaux legers

Dans un plasma de temperature tres elevee (> 106 K), les atonies sont io-
nises de multiples fois. A la limite, on tend vers un milieu compose d'elec-
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trons libres et de noyaux debarr asses de tout leur cortege electronique.
Dans ces conditions, les noyaux interagissent, d'une part, grace a la force
repulsive coulornbienne, mais d'autre part, grace aux forces a courte portee
dites nucleaires. Si done deux noyaux s'approchcnt assez pres 1'un de
1'autre, ils peuvent produire une reaction nucleaire. Pour cela, il faut que
leur vitesse relative initiale soit assez grande pour permettre de surmon-
ter la "barriere" de potentiel coulombicnne. On verifie, de ce fait, que
les diverses reactions entre deux noyaux ont des sections efficaces qui de-
viennent tres faibles aux basses energies. En pratique, on trouve que les
reactions nucleaires ne se produisent de facon notable dans les plasmas que
si leur temperature est superieure a 1 keV (c'est-a-dire environ 107 K ; dans
la gamine consideree, on a I'habitudc de mesurer les temperatures par la
valeur dc kT mesuree en eV). Si la temperature reste dans la gamine 1 keV-
1 MeV, les seules reactions susceptibles de se produire sont les reactions
exothermiques qui conduisent a des noyaux plus stables que les noyaux
initiaux. Les plus irnportantes sont les reactions de "fusion" des noyaux
legers qui conduisent finalement au noyau tres stable He4, soit :

Reactions (d,d)

• Reaction (d,t)

• Reaction (d,He3)

La figure 1.22(a) montre comment varient en fonction de 1'energie (dans
le systeme du centre de masse) les sections efficaces des reactions (d,d) et
(d,t). En partant de ces courbes, on peut calculer les puissances nucleaires
PN produites par centimetre cube dans les plasmas de deuterium, pur ou
melange a du tritium. Dans le deuterium pur, on trouve :

ou nd est la densite numerique du deuterium, Wdd = 4.04 MeV et ( w}
varie avec la temperature comme indique sur la figure 1.22(b). Pour T
voisin de 40 keV et un plasma de densite 2.6 x 1019cm-3 (densite normale
d'un gaz parfait), PN serait de 1'ordre de 109 W/cm - 3 .
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Figure 1.22 : Reactions de fusion.

(a) Sections efficaces.
(b) Taux de reactions reduits.

1.10.2 Reacteurs nucleaires a fusion controlee

Les reactions de fusion des noyaux legers dans un plasma tres chaud
peuvent done etre une source d'energie tres importante. Cette source
est effectivement utilisee dans les bombes H. II serait evidemment tres
interessant de pouvoir 1'employer a la production d'energie electrique dans
des reacteurs fonctionnant de fagon "controlee", c'est-a-dire non explo-
sive. On disposerait alors de ressources en energie quasiment illimitees a
1'echelle humaine, puisque la matiere premiere serait le deuterium contenu
dans 1'eau des oceans, a raison de 1.6 g/1. La realisation d'un reacteur
a fusion controlee est, en fait, un probleme tres difficile et non encore
resolu. Cependant, les recherches entreprises dans les grands pays depuis
les annees 50 permettent de definir les conditions essentielles a remplir.
Le combustible pourra etre du deuterium pur ou un melange deuterium-
tritium. Le deuterium pur serait plus interessant parce que naturellement
abondant, mais il conduit, comme nous le verrons, a des conditions de
fonctionnement plus difficiles a realiser que celles du melange D-T. On
pent des lors envisager de regenerer le tritium dans un bouclier exterieur
contenant du Li6 selon la reaction :
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Si Ton veut amorcer dans le plasma une reaction en chaine, il faut a
premiere vue se placer dans des conditions ou la puissance nucleaire F/v est
superieure a la puissance PB rayonnee par Bremsstrahlung, ce qui conduit
a une condition T > Tc sur la temperature (Tc est la temperature critique
de Post), soit :

En fait, le probleme doit etre pose en considerant le bilan d'energie
d'un reacteur dans lequel le plasma de densite n et de temperature T
sejourne pendant un temps r ; et Ton obtient alors un critere etabli par
Lawson qui definit, en fonction de T, la valeur du produit nr a realiser.
La figure 1.23 montre les resultats d'un tel calcul ; est un rendement
pratique de transformation de I'energie. Si l'on prend pour ce parametre
la valeur 1/3 plutot optimiste, on obtient comme conditions minimales de
fonctionnement d'un reacteur :

Figure 1.23 : Critere de Lawson pour un bilan d'energie positif.

Pour realiser ces conditions, on a done a resoudre deux problemes
plus ou moins lies : chauffage d'une certaine quantite de matiere a des
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temperatures tres elevces, "confinement" destine a maintenir dans un cer-
tain volume le plasma ainsi forme avcc une densite n et une duree de vie
T aussi elevees que possible.

Lc chauffage pent s'effectuer par effet Joule (passage d'un courant tres
intense), irradiation laser (focalisation d'un laser dc tres grande puissance
sur un grain de maticre solide) ou par des methodes propres aux plasmas
(compression magnetique, resonances d'ondes par exemple).

1.10.3 Confinement magnetique d'un plasma

On peut chercher a realiscr le produit nr necessairc avec des valeurs de n
relativement faibles et des valeurs du temps de confinement r aussi grandes
que possible (par exemple, n 1014 cm - 3 , ~ 1 s).

Compte tenu de la temperature extremement elevee du plasma, celui-ci
doit done etre isole de toute paroi materielle. La seule solution qui sem-
ble possible est alors le confinement magnetique qui utilise des champs
magnetiques de structure appropriee. L'idee de depart est que, dans un

champ magnetique B suffisammcnt intense, les particules se deplaccnt en

spirales autour des lignes de forces de B et ne peuvent done pas diffuser

dans les directions perpendiculaires a B. Le champ magnetique semble
done fournir un parfait moycn dc confinement transversal : une analyse
detaillee montre cependant que le confinement transverse est limite par un
effet de diamagnetisme du plasma (cf. section 9.5). L'ensemble des mou-
vements giratoires des particules produit (Fig. 1.24), a la peripherie d'un
volume de plasma confine magnctiquement, un courant macroscopiquc.
L'importance de ce diamagnetisme est mesuree par le rapport :

qu'on peut considerer (cf. paragraphe 9.5) comme le rapport entre la pres-
sion materielle 2nkT du plasma et la pression magnetique B2/2/ o. Lorsque
ce rapport ft tend vers 1'unite, le plasma ne peut plus etre confine.

II est evident, d'autre part, qu'un champ B uniforme n'assure aucun
confinement longitudinal. Pour tourner cette difficulte, on peut utiliser
1'effet de miroir magnetique (cf. section 2.7) produit par des tubes de
forces convergents (champ croissant vers les extremites du dispositif) ou
simplement refermer le systerne sur lui-meme dans une configuration a
topologie torique.

Cependant, de nombreuses etudes experimentales ou theoriques
ont montre que 1'equilibre d'un plasma confine magnetiquement est
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Figure 1.24 : Diamagnetisme d'un plasma confine.

Tokamak

Pays

Labo

JT-60

Japon

JAERI

JET

GEE

JET(U.K.)

TFTR

USA

Princeton

Tore- Supra

France

Cadarache

Parametres

R

(m)

3

2.96

2.48

2.36

a; b

(m)

0.95

1.25; 2.1

0.85

0.8

S-pmax

(T)

4.8

3.5

5.2

4.5

/pin ax

(MA)

3.2

5 -7

2.5

1.7

nemax

1020;m3

1.2

2.0

4.0

1.0

Te;Ti

(keV)

6/11

15; 23

8. 5; 32

1 -5

TE

(sec)

0.5

1.5

0.5

0.4

Chauffage

(Current

Drive)

NBI

ICH

(LHCD)

ICH

NBI

(LHCD)

NBI

ICH

NBI

ICH

(LHCD)

Tableau 1.2 : Les plus grands (R > 2m) tokamaks (1990/1991).

Parametres du plasma et chauffages auxiliaires
NBI chauffage par injection de neutres
ICH Chauffage par resonance cyclotron ionique
(LHCD) Current drive a la resonance hybride basse
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Figure 1.25 : Performances des grands tokamaks.

Produit triple nTr (SI).
r temps de confinement de Fenergie.
T temperature des ions (K).

generalement instable. Certaines instabilites, dites macroscopiques, se
decrivent par les equations hydrodynamiques et sc traduisent par des
deformations de la surface exterieure du plasma. D'autres, dites micro-
scopiques, dependent de la forme detaillee des fonctions de distribution et
se traduisent par 1'apparition d'oscillations dans le plasma et d'une tur-
bulence qui permet une diffusion transverse du plasma. Pour vaincre ces
instabilites, les specialistes de la fusion ont imagine des formes complexes
de champ magnetique qui conduisent a divers types de machines a plasma
(stellarators, 9 pinch toroi'daux, tokamaks, etc.).

A ce jour, on a produit dans des systemes toroi'daux appeles tokamaks
des plasmas dont les parametres approchent la demonstration de la fai-
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sabilite scicntifique de la production d'energie par fusion controlee. Dans
un tokamak, le plasma cst confine par un fort champ magnetique toroidal
(BT) a symctrie axialc, et un courant (Ip) circulant dans le plasma, qui
produit un champ magnetique poloidal (Bp < BT)- Le courant dans le
plasma pent etre produit par un effct de transformateur impulsionnel a une
spire au secondaire (le plasma). Mais on peut aussi 1'engendrer (current
drive) avec des ondes unidirectionnelles interagissant avec les particules
du plasma. Dans ce deuxieme cas on devrait pouvoir creer un courant Ip

continu et faire fonctionner le tokamak en regime continu. Le courant Ip

chauffe aussi le plasma par effet Joule. Cependant, aux temperatures ther-
monuclcaires, la resistivite (1.109) du plasma devient faible et on doit avoir
recours a d'autres moyens de chauffage : injection de particules d'energie
elevee (NBI : neutral beam injection), ou d'ondes electromagnetiques dc
grande puissance (RF-heating). Le tableau 1.2 montre les parametres dcs
quatrc plus grands (en termes de grand rayon R du tore) tokamaks en
operation a 1'heure actuelle [332bis].

Au cours de ces etudes longues et difficiles, les valours de n, nr et
du produit triple nrT realisees n'ont ccsse de progresser ; en 1992 on
n'etait plus tres loin du but scientifique a atteindre (cf. Tableau 1.2 et
Fig. 1.25) bien que d'enormes problemes technologiques restent encore a
resoudrc pour realiser un generateur d'electricite economiquement viable.
Nous n'etudierons pas en detail dans ce livre cc chantier passionnant de
la fusion nucleaire controlee. Nous renvoyoris les lecteurs intcresses aux
references [328] a [331b].

1.10.4 Confinement inertiel d'un plasma

Unc scconde voie vers la fusion thermonucleaire controlee vise a pro-
duire une mini-explosion thermonucleaire, a partir d'une petite masse de
melange solide deuterium-tritium hyperdense (de 100 a 1000 fois la densite
de la glace), comprimee et chauffee par des faisceaux laser ou particulaircs
tres puissants. Ces faisceaux produisent une implosion dont la duree tres
courte (~ 10~9 s) est determined par 1'hydrodynamique et par 1'inertie du
milieu, d'ou le nom de confinement inertiel donne a cette filiere. Lc schema
de principe du cccur d'un rcacteur a confinement inertiel est represente sur
la figure 1.26(a).

On y voit des faisceaux convergents qui viennent frapper une cible
spherique sur une coquille exterieure en materiau lourd. Celle-ci est portee
superficiellemcnt a une temperature tres elevee et s'evapore a grande
vitesse dans le vide exterieur. Ce processus d'ablation produit par effet
de reaction une forte poussee sur 1'interieur de la cible et declenche une
onde de choc convergentc. En pratique les structures de cibles peuvent
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Figure 1.26 : Principe du confinement inertiel (d'apres [338]).
(a) Structure de la capsule implosee ; la cible est constituee de plusieurs en-
veloppes concentriques : 1'ablateur, 1'ecran, la mousse imbibee d'un melange
D — T liquide et le D — T gazeux central. 1, 2, 3,4,... faisceaux lasers en "attaque
directe".
(b) Profils de densite p et de temperature T du coeur en fin d'implosion. L'ignition
se produit dans le point chaud central et la combustion se propage a la masse
principale du combustible D — T.

etre plus complexes et la puissance des faisceaux cst une impulsion avec
un profil special [335] permettant dc produire une suite d'ondes de chocs
arrivant au meme instant au centre de la cible. On comprime ainsi de
fagon optimale le milieu en evitant un prechauffage qui diminuerait la
compression. Ce n'est qu'en fin de compression, lorsque toutes les ondes
ont converge au point central, que la matiere tres dense qui s'y trouve
alors est chauffee energiquement. ce qui cree le point chaud ou la com-
bustion thermonucleaire demarre (ignition) puis se propage a la masse du
combustible. Les repartitions de densite et de temperature a cet intant
critique de 1'ignition sont representes sur la figure 1.26(b).

Les faisceaux utilises comme "driver" doivent deposer leur energie de
fagon efficace dans une couche suffisamment mince de la coquille exterieure.
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Lieu

ALLEMAGNE
Garching

CANADA
Ottawa

CHINE
Shangai

FRANCE
Limeil

Palaiseau
ITALIE

Frascati
JAPON

Osaka

POLOGNE
Varsovie

RUSSIE
Moscou

U.S.A.
Ann Arbor
Livermorc

Rochester

Los Alamos
Washington

U.K.
Aldermaston
Rutherford

Laboratoire

Max Planck

Nat. Res. C.

Institut opt.
Universite

C. en. atom.

Polytech.

C.n.en.nucl.

Laser Eng.

Plasma Phys.

Lebedev

Arzamas

K.M.S.
Nat. Lab.

Laser Energ.

Nat. Lab.
Naval Res.

A.W.R.E.
Appleton

Nom

AsterixIV*

Coco II

Shengang

P102
Octal
Phebus
Luli

GekkoXII
LekkoVIII

Kalmar
Sokol
IskraV

Chromall
Janus
Nova
G.D.L.
Omega
Aurora*
Nike

Helen
Vulcan
Sprite

Type

iode

C02

Nd

Nd

Nd

Nd

Nd
Nd

Nd

Nd

C02

Nd

Nd
Nd

iode

Nd

Nd

Nd

Nd

Nd

KrF

KrF

Nd

Nd

KrF

impuls.
longues
kJ

2

0.2

0.2

1.6

0.1

2

20

1

0.4

30

10

0.1

0.7

0.3

30

0.8

0.2

100

0.1

50

10

3

1

1.8

0.06

ns

0.3

1

1

1

1

1

1

2

2

1

10

1.5

3.5

0.8

0.25

1

1

1

1

1

5

5

1

1

2

impuls.
courtes

TW

0.6

2

0.25
200

100

200

50

2

100

0.5

12

2

2

0.7

ps

100

100

100

100

80

100

50

50

100

120

3.5

nb.

de

faisc.

1

2

6

2

1

8

2

6

2

12

8

4

9

24

2

2

10

1

24

96

2

2

12

1

Tableau 1.3 : Lasers utilises en fusion par confinement inertiel.
(*) Appareils en cours de realisation en 1993. Nd verre au neodyme, KrF fluorure
de krypton. Les impulsions longues sont caracterisees par leur energie en kilo-
joules et leur duree en nanosecondes ; les courtes par leur puissance en terawatts
et leur duree en picosecondes.
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Cela exclut les electrons et les ions legers qui penetrent trop profondement
dans la matiere. On pent donc utiliser des photons produits par un laser on
des ions lourds. Les photons sont plus faciles a focaliser et l'on sait main-
tenant faire des lasers de tres grandes puissances ; ils ont malheureuse-
ment des rendements energctiques faibles, ce qui obere gravement le bilan
d'cnergie global du processus. II est trop tot pour savoir si l'on pourra com-
penser le mauvais rendement des lasers par un gain d'energie suffisamment
eleve dans la combustion thermonucleaire. Lcs faisceaux d'ions lourds peu-
vent de leur cote etre produits avec un bon rendement energetique, mais
il est tres difficile, a cause des effets de charge d'espace, de produire et
de focaliser des faisceaux tres intenses. Dans ces conditions, en attendant
mieux, toutes les experiences actuelles de confinement inertiel sont faites
avec des faisceaux laser a verre au neodyme. La longueur d'onde des pho-
tons qu'ils produisent est l.06 m, mais on utilise souvent les harmoniques
2 a 4 de plus courte longueur d'onde qui se couplent mieux a la matiere.

Figure 1.27 : Attaque indirecte par faisceaux laser (d'apres [338]).
Le microballon contenant du D — T est irradie et implose par les rayons X
resultant de 1'interaction des faisceaux laser avec les parois de la cavite.

La principale difficulte est, comme dans le confinement magnetique, de
lutter contre les instabilites des plasmas. La plus active ici est Pinstabilite
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dite de Rayleigh-Taylor8 due a la poussee de la coquille lourde sur les
couches internes plus legeres. Comme on n'est que tres peu maitre de
son taux de croissance, la seule solution consiste a diminuer les perturba-
tions susceptibles d'etre amplifiees, c'est-a-dire a partir d'une cible et de
faisceaux n'ayant que tres peu d'imperfections par rapport a la symetrie
spheriquc idcalc. Cela est tres difficile avec la disposition dite d'attaque
directe representee sur la figure 1.26(a). C'est pourquoi on etudie main-
tenant la methodc dite d'attaque indirecte representee schematiquement
sur la figure 1.27. Les faisceaux primaires viennent frapper et chauffer
energiquement les parois d'une enceinte cntourant la cible. Le plasma tres
chaud qui se produit sur celle-ci emet des rayons X qui viennent irradicr la
cible. On a donc effectue un changement de frequence et cree en quelque
sorte un corps noir a rayons X. On y perd une certaine quantite d'energie,
mais 1'attaque de la cible est beaucoup plus symetriquc et le gain nucleaire
dc celle-ci est plus eleve que dans 1'attaque directe ; dans 1'etat actuel des
recherches les deux methodes donnent a peu pros les memes gains globaux
[336].

L'etat actuel des recherches sur la fusion par confinement inertiel a
etc prcsente dans les references [336], [337], [338], [339]. Le tableau 1.2 et
la figure 1.28 donnent quelques elements sur les plus grosses installations
actuelles ct sur les resultats obtenus a ce jour.

II faut enfin notcr que les lasers a impulsions tres courtes (~ picose-
conde) ouvrent un nouveau domaine passionnant de physique fondamen-
tale : celui de la physique des interactions rayonnement-matiere aux tres
hauts flux (cf. section 14.10).

1.11 Decharges electriques dans les gaz

Si le champ electrique applique a un gaz est suffisamment intense, celui-
ci devient plus ou moins conducteur et les phenomenes complexes qui se
produisent alors portent le nom de decharge dans les gaz : ils sont dus a
1'apparition d'electrons et d'ions fibres [342], [343].

1.11.1 Decharges en courant continu a basse pression

Un tube a decharge classique est constitue d'un tube de verre de quelques
centimetres de diametre, muni a ses deux extremites de deux electrodes
planes (distantes dc d) et rempli d'un gaz sous une pression de 1'ordre de

8. Dans sa version initialc c'est 1'instabilite hydrodynamique de 1'interface de deux
liquides non miscibles, qui se produit si dans uri recipient l'on cssaie d'avoir le liquide
le plus lourd au-dessus du liquide le plus leger.
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Figure 1.28 : Resultats des meilleures experiences de confinement inertiel
[339].

Ti temperature ionique au point chaud (keV).
nt produit de Lawson au point chaud (cm~3s).
G = Efusion/Edriver gain de la cible (les courbes G = Cte ont ete tracees).

1 torr. Au moyen du circuit represente sur la figure 1.29, on peut appliquer
entre les deux electrodes une difference de potentiel continue V. Si V est
assez elevee, on observe un courant i dans le tube qui devient d'ailleurs
plus ou moins lumineux. En agissant sur la f.e.m. VQ du generateur et sur la
resistance de charge R, on peut faire varier i. depuis des valeurs tres faibles
de 1'ordre de 10~18A, jusqu'a des valeurs de quelques dizaines d'amperes. A
chacune des valeurs de i correspond une valcur de V: la courbe obtenue en
portant i en abscisse et V en ordonnee est appelee la caracteristique (i, V)
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Figure 1.29 : Circuit d'alimentation d'un tube a decharge en courant con-
tinu.

du tube ; la figure 1.30 represente une telle caracteristique (en coordonnees
logarithmiques pour i] ; elle fait apparaitre divers regimes de decharge que
nous aliens decrire succinctement.

a) Decharges non autonomes

Aux courants tres faibles, la decharge ne se produit que s'il existe une
source exterieure produisant des charges electriques dans le gaz. Si la ca-
thode est dans 1'obscurite, 1'agent d'ionisation exterieur est constitue par
les rayons cosmiques (Fig. 1.30, branche AB}. Si la cathode est eclairee par
de la lumiere contenant des rayons ultraviolets, les courants obtenus sont
plus intenses (Fig. 1.30, branche A'B] et croissent avec 1'eclairement de la
cathode. IIs sont dus a 1'emission photoelectrique de la cathode. Dans les
deux cas, si l'on supprime l'action de 1'agent exterieur (blindage du tube,
arret de 1'eclairement), on constate que le courant disparait ; la decharge
ne s'entretient pas par elle-meme : on dit qu'elle est non autonome.

b) Decharge sombre de Townsend

Quand on s'approche du point B, de petites variations de V correspondent
a des accroissements tres importants de i ; dans cette region on montre
que le courant est de la forme :

(1.139)
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Figure 1.30 : Regimes de decharge en courant continu.

Neon, electrodes en Cu de 10 cm2, p = 1 torr, d = 50 cm.

Dans cette formule, io represente le courant du aux sources exterieures,
le facteur a decrit un effet de multiplication des electrons dans le gaz par
les collisions ionisantes electron-molecule, le facteur decrit divers effets
secondaires de production de nouveaux electrons (par exemple emission
d'electrons secondaires due au bombardement de la cathode par les ions
produits dans le gaz).

Les coefficients a et (coefficients de Townsend} decrivent un cycle
de deux reactions en chaine. Lorsque le rendement de ce cycle est egal
a 1'unite, le denominateur de la formule (1.139) s'annule (condition de
claquage), la decharge devient autonome et le courant n'est plus limite
que par le circuit exterieur. La valeur Vd correspondante du potentiel est
le "potentiel disruptif". Tant que l'on n'atteint pas le point C (Fig. 1.30),
les densites electroniques restent toutefois relativement faibles ; il en resulte
que les phenomenes de charge d'espace sont negligeables et que la lumi-
nosite du gaz reste faible (decharge sombre de Townsend).

Pour un gaz et une cathode donnes, le potentiel disruptif Vd est une
fonction du produit pd (loi de Paschen) ou p est la pression et d la distance
interelectrode. Pour une certaine valeur optimale (pd)m de ce produit. le
potentiel disruptif passe par un minimum Vm (minimum de Paschen). On
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Gaz

He

Ne

Hg

H2

Cathode — >

vm

(Pd)m

Vn

(Pd)n

Jn/p2

vm

(Pd)m

Vn

(Pd}n

Jn/p2

vm

(Pd)m

Vn

(Pd}n

Jn/p2

Vm

(pd}m

Vn

(Pd}n

Jn/p2

Cu

220

4

180

190

3

220

450

0.6

15

270

1.2

210

0.8

64

Hg

42

300

0.7

340

340

0.9

Fe

150

2.5

150

1.3

2.2

240

3

150

0.72

6

520

2

300

0.34

8

250

0.9

72

Pt

170

5

150

18

340

280

1

90

Tableau 1.4 : Valeurs experimentales des parametres principaux de
quelques tubes a decharge : VM volt, (pd)m torr.cm, Vn volt, (pd)n torr.cm,
JN/P2 A.cm - 2 . torr - 2 .
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peut expliquer qualitativement 1'existence de ce minimum en disant qu'aux
faibles valeurs de pd, il n'y a pas assez de molecules dans le tube pour
que 1'ionisation soit importante et qu'aux fortes valeurs de pd, la presence
d'un trop grand nombre de molecules empeche les electrons d'atteindre des
energies sumsantes pour produire 1'ionisation. Les valeurs de (pd)m et Vm

dependent du gaz et de la nature de la cathode employee. Le tableau 1.4
fournit quelques resultats typiques.

c) Decharges luminescentes

Si Ton augmente encore le courant on constate que le tube devient assez
lumineux et que le potentiel V decroit. La luminosite n'est pas homogene :
le tube presente une suite caracteristique de regions lumineuses et som-
bres. Cela tient au fait que les effets de charge d'espace sont maintenant
importants : le champ electrique entre les electrodes n'est plus uniforme ;
il est concentre au voisinage de la cathode ; ce rearrangement du champ
le rend plus efficace pour 1'ionisation, d'ou la diminution de V.

Apres les regions de transition CDE, on atteint le palier EF qui
correspond a la decharge luminescente dite normale. Les decharges
luminescentes trouvent de nombreuses applications, notamment dans
1'eclairagisme (tubes au neon, tubes fluorescents). Leurs proprietes sont
assez bien connues ; elles sont resumees sur la figure 1.31 qui montre la
repartition, le long du tube, de la brillance, du potentiel V, des densites
electroniques et ioniques ne et HI et des densites de courant correspon-
dantes Je et Jj. La chute de potentiel et 1'entretien de la decharge se pro-
duisent principalement dans la region cathodique qui est caracterisee par
les parametres Vn (chute de potentiel cathodique normale) et dn (longueur
de 1'espace cathodique normal). On montre que tout au long du palier EF
(cf. Fig. 1.30) de la decharge normale les grandeurs Vn et dn restent cons-
tantes, mais que la decharge n'occupe qu'une partie de la surface de la
cathode avec une densite de courant Jn constante sur la partie utile de la
cathode. Les grandeurs Vn, (pd}n et Jn/p

2 sont caracteristiques du cou-
ple gaz-metal de cathode que 1'on utilise. Le tableau 1.4 fournit quelques
resultats typiques. Vn est legerement inferieur au minimum de Paschen, de
1'ordre de 0.7 Vm.

d) Regime d'arc

Si Ton augmente suffisamment i dans une decharge luminescente normale,
toute la surface de la cathode est utilisee et on penetre avec 1'arc FG (cf.
Fig. 1.30) dans le regime de decharge luminescente anormale caracterise
par une augmentation rapide de V.
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Figure 1.31 : Regions et mecanismes dominants dans une decharge lumi-
nescente.

Si l'on augmente encore le courant, V recommence a decroitre et, apres
une region de transition, on atteint le regime d'arc. Ce regime peut pren-
dre des formes diverses, mais il est toujours caracterise par 1'apparition
d'effets thermiques importants : le gaz est fortement chauffe, les electrodes
egalement, la cathode peut emettre des electrons par effet thermo-ionique.
La tension V devient tres basse (quelques dizaines de volts) et le courant
n'est en general limite que par la resistance de charge. Un tube fonction-
nant en regime d'arc devra etre en general robuste et serieusement refroidi;
1'apparition accidentelle d'un regime d'arc dans un tube non specialement
etudie pour celui-ci conduit en general a la destruction du tube.
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e) Decharges en courant continu a haute pression

Lorsque dans un tube a decharge le produit pd est superieur a 500 torr.cm,
les proprietes de la decharge sont profondement modifiees. Les modifica-
tions portent essentiellement sur le regime de Townsend et sur la decharge
luminescente, tandis que les arcs a haute pression ne different pas essen-
tiellement des arcs a basse pression. Enfin, dans de nombreux cas, on
voit apparaitre les decharges filamentaires appelees etincelles : il s'agit
de regimes essentiellement transitoires qui conduisent a 1'amorgage d'un
arc si le generateur est assez puissant. Les decharges a haute pression ont
ete analysees beaucoup plus recemment que les decharges a basse pres-
sion car certains des processus fondamentaux qui s'y produisent se font a
une echelle spatiale ou temporelle difficile a observer (gaines cathodiques
ayant des epaisseurs de 1'ordrc du micron, constantes de temps de 1'ordre
de la nanoseconde). On se borne ici a decrire 1'un des mecanismes de
developpement d'une etincelle a haute pression (p ~ 1 atm) entre deux
electrodes planes. Les phenomenes sont representes schematiquement sur
la figure 1.32. Tout d'abord un petit nuage spherique d'electrons se mul-

Figure 1.32 : Developpement d'une etincelle a haute pression.
(a) Avalanche primaire.
(b) Avalanches secondaires.
(c) Streamers.

tiplie exponentiellement par collisions ionisantes : c'est 1'avalanche pri-
maire [Fig. 1.32(a)]. Les ions positifs ainsi produits peuvent etre consideres
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comme immobiles et creent line charge d'espace positive. Lorsque celle-ci
a atteint une certaine valeur critique, apparaissent des avalanches sec-
ondaires [Fig. 1.32(b)] qui sont initiees par un electron produit par photo-
ionisation du gaz et qui se dirigent vers la tete de 1'avalanche primaire. Du
fait de la jonction des avalanches primaire et secondaire, il se forme deux
dards de plasma (dards ou streamers) qui se propagent 1'un vers la cathode
et 1'autre vers 1'anode. Lorsqu'ils ont atteint les electrodes, ces dernieres
sont reliees par un filament de plasma [Fig. 1.32(c)] qui forme un arc si le
generateur est assez puissant.

f) Decharges en haute frequence et claquages laser

Au moyen de 1'un des dispositifs representes sur la figure 1.33, on peut
appliquer un champ electrique HF a un gaz et produire dans celui-ci une
decharge sans qu'aucune electrode ne soit en contact avec lui. Nous ver-

Figure 1.33 : Dispositifs de production des decharges en hautes frequences.
(a) Couplage inductif.
(b) Couplage capacitif.
(c) Cavite hyperfrequence.

rons au chapitre 5 qu'on peut analyser les proprietes de ces decharges
HF. sur un diagramme de coordonnees pX et pA (X longueur d'onde du
champ HF, A longueur "de diffusion" qui est de 1'ordre de la plus petite
dimension du recipient). En portant sur un troisieme axe le 'potentiel dis-
ruptif (EA.)d on obtient une surface qui represente la generalisation de
la loi de Paschen. L'etude de cette surface montre que l'on peut faire ap-
paraitre plusieurs regimes de decharge dans le plan pA, pK (Fig. 1.34). Au
centre du diagramme apparait le regime controle par diffusion que nous
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Figure 1.34 : Decharges en courant alternatif dans H2.

decrirons au chapitre 5 et qui est fonde sur les mecanismes suivants : le
champ HF chauffe les quelques electrons primaires contenus dans le gaz ;
les electrons se multiplient par collisions ionisantes sur les molecules ; les
particules chargees se perdent uniquement par diffusion et recombinaison
sur les parois.

Ce regime se distingue des regimes BF et continus (controles par mo-
bilite) dans lesquels le champ electrique draine les particules vers les elec-
trodes. De fait, les decharges HF sont plus efficaces que les decharges BF
ou continues car EA y est plus faible. On peut enfin noter que, sur la figure
1.34, le segment AB correspond a une vallee de potentiel disruptif en ce
sens que (EA)d y est minimal.

Lorsqu'on focalise dans une enceinte contenant du gaz sous pression le
faisceau d'un laser pulse, on observe, si le flux lumineux au foyer est as-
sez grand (de 1'ordre de 109 W/cm2), la formation d'une boule de plasma
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dans cette region focale. De telles decharges par laser s'apparentent aux
decharges HF dont elles sont en quelque sorte 1'extrapolation vers les
frequences optiques. Elles en different par les points suivants : les pres-
sions optimales sont tres elevees (102 a 103 atm) ; les premiers electrons
sont produits par 1'onde lumineuse elle-meme par effet multiphotonique
selon la reaction :

Le volume focal est chauffe, en fin de decharge, a des temperatures tres
elevees (104 a 105 K). En utilisant des cibles plus complexes qu'un gaz
(microspheres solides, microbulles a parois solides, coquilles multiples...),
on rentre dans le domaine de la fusion inertielle par laser evoque au para-
graphe 1.10.

1.12 Problemes

Pl-1 *Distribution maxwellienne des vitesses
Ce probleme est une revision des bases de la theorie cinetique des gaz (cf. par exemple
[278, chapitres 11-14], [285, sections 7.9-7.13 et chapitre 12] et chapitre 8 du present
livre).

On decrit la distribution des vitesses dans un gaz au moyen de la fonction f ( w )
qui est une densite de probabilite. On en deduit la moyenne d'une fonction quelconque
de la vitesse A(~w), soit :

a) La fonction de distribution maxwellienne a une dimension des vitesses (cf. probleme
Pl-2) est :

ou n est la densite des particules et v2 = 2(KT/m) = 2v2. Calculer les grandeurs
suivantes :

(i) la vitesse moyenne ( w x ) ,
(ii) la vitesse quadratique moyenne ( w 2 ) ,

(iii) 1'energie cinetique moyenne(1mw2),
(iv) la moyenne du flux de quantite de mouvement aleatoire(m[wx — (w x)]w x),

c'est-a-dire la pression.
Tracer avec soin la courbe de f m (w x ) en fonction de wx et indiquer les positions

de VT et vt.

b) La fonction de distribution des vitesses maxwellienne a trois dimensions est :

ou w2 = w2 + W2 + w2. Calculer les grandeurs suivantes :
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(i) la moyenne de chaque composante, par exemple ( w x ) ,

(ii) la moyenne du module dc la vitesse (w),

(iii) la vitesse quadratique moyenne (w2),

(iv) 1'energie cinetique moyenne dans une direction quelconque ( 1 mw 2 ) .

c) La vitesse d'une particule etant w = (w2 + w2 + w 2 ) 1 / 2 , il est commode d'introduire
une fonction de distribution des modules des vitesses g(w) telle que g(w) dw soit
la densite des particules de vitesses comprises entre w et w + dw. En partant de
la distribution maxwellienne donnee dans la partie (b) ci-dessus :

(i) Calculer la distribution maxwellienne des modules des vitesses gm(w).

(ii) Tracer la courbe de gm en fonction de w ; quelle est la vitesse la plus
probable ?

(iii) Calculer combien de particules ont une vitesse trois fois plus grande que la
vitesse la plus probable.

d) Pour interpreter les experiences utilisant un analyseur des energies des particules on
peut considerer la fonction de distribution des energies F(e), e — (mw2/2), telle
que F(e)de soit la densite des particules d'energies comprises entre e et e + de.
En partant des distributions maxwelliennes des parties (b) et/ou (c) ci-dessus :

(i) Etablir une expression de la distribution maxwellienne des energies Fm(e).

(ii) Tracer soigneusement la courbe de Fm
(e) en fonction de e.

(iii) Dessiner la courbe de loge(Fm/e1/2) en fonction de e et expliquer com-
ment on peut deduire la temperature d'un plasma d'une mesure relative
du nombre de particules de haute energie.

Quelques relations mathematiques utiles :

ou la fonction Gamma est definie par :

valable pour n > — 1. Noter que l'on a :

T(m) = (m- l) r (m- 1) .

et pour p entier positif :

Quelques valeurs speciales :

Pour plus de details consulter [268].
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Pl-2 *Distribution gaussienne
et theoreme de la limite centrale

La forme gaussienne de la distribution des vitesses (appelee aussi fonction de distribu-
tion maxwellienne des vitesses) se produit de fagon tout a fait generale, si 1'on admet
que la distribution evolue par un grand nombre de petits pas aleatoires dans 1'espace des
vitesses, la probabilite de chaque pas de vitesse etant supposee independante de celles
des autres pas ; ce resultat est independant de la loi de probabilite d'un pas de vitesse
donne ! II est connu sous le nom de theoreme de la limite centrale ; il aide a comprendre
pourquoi la distribution gaussienne joue un role si important dans la description des
phenomenes physiques.

La demonstration par le calcul des probabilites du theoreme de la limite centrale
est longue et difficile (cf. par exemple [279] et [285]). On peut cependant en comprendre
la validite en etudiant quelques exemples. On peut ensuite le considerer comme une
propriete des convolutions d'un grand nombre de fonctions positives et il apparait aussi
de maniere non probabiliste dans certaines occasions (par exemple en genie electrique
pour determiner la sortie d'un ensemble de systemes lineaires en cascade).

Supposons que les variables aleatoires Xj, avec i = 1,2,3,... , soient distribuees
uniformement sur 1'intervalle (0, L) de sorte que P(xi] = 1S (0 < xi < L) ou S
est une notation abregee pour une fonction de pas unitaire dans 1'intervalle (0, L). La
probabilite P n'est pas supposee proche d'une distribution gaussienne.

a) Montrer que la densite de probabilite P(x) pour la variable x = x1 + x2 est

representee par un triangle, et que la moyenne x = f dx x P(x), et la vari-

ance, cr2 = f dx(x — x)2 P(x), sont x — L et 82 = L2/6. Comparer (en tragant

les courbes) cette distribution a la gaussienne correspondante :

b) Considerer maintenant x = x1 + X2 + x3 et calculer la densite de probabilite, la
moyenne, la variance et comparer a nouveau avec la distribution gaussienne cor-
respondante.

Pl-3 * Demonstration simple de 1'equation de Saha
Dans un systeme en equilibre thermodynamique, la mecanique statistique prevoit que
la probabilite de realisation d'un etat quantique j donne est Pj = Ne -Ej/T ou N est
un facteur de normalisation obtenu en faisant la somme sur tous les etats et Ej est
1'energie de 1'etat j. La probabilite pour qu'une particule soit dans un etat lie d'energie
Ej = — Uj est donc :

tandis que la probabilite de 1'ensemble des etats libres est :

ou p(w) est la densite des etats obtenue en passant a la limite d'un spectre continu.

a) Compter effectivement les etats pour obtenir p(w) et calculer Pfree.

b) Le rapport, ni/nN, des densites des atomes ionises et neutres donne par 1'equation
de Saha peut s'obtenir en calculant le rapport Pfree/Pbound pour les electrons.
Expliquer pourquoi.
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c) Terminer les calculs pour obtenir 1'equation de Saha :

Pl-4 *Gaines de plasma et sondes de Langmuir
Les plasmas experimentaux sont souvent limites par des parois metalliques (consulter
[305, pp. 290-297] ou pour une discussion plus complete [363], [364], [365] et [368]). Le
but de ce probleme est d'analyser une telle situation et d'examiner la theorie de base qui
s'applique a une sonde de Langmuir (essentiellement une sonde metallique a potentiel
variable), qui peut etre utilisee pour determiner dans un plasma la temperature et la
densite electronique, le potentiel du plasma et la masse des ions.

a) Considerer un plasma electron-ion (Zi = 1) d'extension semi-infinie et limite par
une surface metallique plane (Fig. 1.35).

Figure 1.35 : Plasma au contact d'une paroi metallique.

(i) Montrer que le nombre total de particules s (s = e pour les electrons, s = i
pour les ions) qui s'approche de la surface metallique par unite de surface
et de temps est donne par :

pour wx > 0, qui est le flux de particules sur le metal. En supposant que
f e ( w ) et fi(w) sont maxwelliennes, calculer Fe et Fi.

(ii) D'apres les resultats de la partie (i) on voit qu'en general Fe >> Fi et que
par consequent la surface metallique va commencer a accumuler une charge
negative. A cause des effets d'ecran, le potentiel pris par la paroi va etre
en fait confine a une couche mince appelee une gaine, dont Pepaisseur
est de quelques longueurs de Debye. Evidemment, la quasi-neutralite n'est
plus respectee dans cette region qui est peuplee majoritairement d'ions.
Apres un certain intervalle de temps, les electrons de plus faible energie
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seront repousses jusqu'a ce que s'etablisse un equilibre dans lequel on ait
Te(x = 0) = Ti(x = 0). Calculer le potentiel pris par la paroi dans ce
regime quasi stationnaire.

(iii) Calculer la densite electronique, ne(x), en fonction de la position dans
la gaine jusqu'a la limite ou la recombinaison des ions est equilibree par
1'ionisation au centre du plasma.

b) Une sonde est une plaque metallique (ou un cylindre ou une sphere) plongee dans
le plasma reliee par un fil conducteur isole a 1'espace exterieur au plasma. Ce
fil permet de porter la plaque a un potentiel variable et de mesurer le courant
collecte par celle-ci [Fig. 1.36(a)]. La caracteristique courant-tension d'une sonde

Figure 1.36 : Sonde de Langmuir.
(a) Schema de principe.
(b) Caracteristique courant-tension.

ideale est representee sur la figure 1.36(b). Sur 1'arc A de la courbe, la sonde
est positive par rapport au plasma, et les electrons qui penetrent dans la gaine
du fait de leur agitation thermique sont acceleres jusqu'a la plaque. Le courant
ainsi collecte est appele courant de saturation electronique. Sur 1'arc B de la
courbe, la sonde est negative par rapport au plasma, qui est au potentiel (j)p.
Les electrons les plus energetiques, dans la queue de la fonction de distribution
fe(w), sont cependant encore collectes par la plaque. Au potentiel flottant jF,
une partie des electrons est repoussee de fagon que 1'on ait Te = Ti et aucun
courant n'est collecte par la sonde. Sur 1'arc C la tension est suffisamment nega-
tive pour repousser la plupart des electrons et on obtient le courant de saturation
ionique.
(i) Pour c < p, les ions sont acceleres vers la sonde (chute libre) et les elec-

trons repousses [Fig. 1.37(a)]. On neglige les collisions des ions et sup-
pose que les electrons sont maxwelliens. Comme la densite electronique
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Figure 1.37 : Gaine ionique et zone de transition.
(a) Gaine.
(b) Penetration du champ dans le plasma.

decroit exponentiellement, leur charge d'espace peut etre negligee et 1'on
peut determiner le courant ionique a partir de la loi de Child-Langmuir
(la situation est analogue a celle d'une diode plane a courant limite par la
charge d'espace). Etablir la loi de Child-Langmuir ionique (cf. [219, p. 294])
et en deduire la densite de courant ionique :

ou s = c — p est la variation de potentiel a travers la gaine. Utiliser
les resultats de la partie (a) pour trouver le rapport l2/X2 ou x2

D =
eoK Te/e2no est le carre de la longueur de Debye.

(ii) Calculer la densite de courant electronique pour 1'arc B ( c < p) et en
deduire le courant de saturation electronique.

(iii) Quelle est la densite nette du courant Jnet de sonde sur 1'arc B ?
(iv) Montrer que le courant ionique est negligeable sur 1'arc B et tracer la courbe

de loge(Jnet) en fonction de c sur 1'arc B. Comment peut-on determiner
la temperature electronique par une rnesure de cette partie de la courbe de
IC en fonction de c ?

(v) Comment peut-on determiner neo et le potentiel p du plasma ?
(vi) Sur 1'arc C le potentiel de gaine est assez negatif pour empecher une grande

fraction des electrons de penetrer la gaine. On doit admettre que, par suite
de 1'energie thermique des particules, un potentiel residuel R sort de la
limite de la gaine, penetre dans le plasma et ne s'annule qu'a I'infini. Sur ces
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bases, montrer que la densite du courant de saturation ionique est donnee
de fagon approchee par :

1

[On voit, a partir de la figure 1.37(b), qu'il y a dans le plasma pres de
la gaine un petit champ E et qu'on ne peut plus supposer une neutralite
exacte de charge (ni = ne). En imposant une condition moins sricte pour
x = 0, ( d / d x ) ( n i — ne) = 0, on peut determiner R qui, a son tour,
determine la vitesse des ions a leur entree dans la gaine.]
Comment peut-on determiner la masse des ions a partir d'une mesure
complete de la courbe de Ic en fonction de c?

(vii) Peut-on determiner la temperature ionique par une mesure avec la sonde
de Langmuir ?

Pl-5 Energie potentielle d'un plasma
a) La densite double e-i dans un plasma en equilibre thermodynamique a faibles

correlations (cf. chapitre 8) etant : ( f 1 2 ) = n12 — n1n2 exp(—q1 2 / k T ) ~
n1n2(1 — q1 2/KT) ou 2 est le potentiel ecrante de la charge 2 montrer que
1'on a :

avec :

et :

b) Montrer que 1'energie potentielle du plasma est :
U = Uee + Uii + Uei

= VUint

ou V est le volume du plasma et Uint la densite moyenne d'energie d'interaction
entre les particules (1-72). Noter que 1'on a :

Expliquer pourquoi il y a un facteur 1/2 dans Uee et Uii, mais non dans Uei.
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(Note : Pour effectuer les integrations dans les trois expressions ci-dessus on peut faire
le changement de variables passant de r1, r2 a r1, r = r2 — r1.)

Pl-6 Grandeurs caracteristiques dans un plasma
Pour un plama typique de fusion par confinement magnetique on a (ne = 1020 m - 3 , T —
15 keV), un plama typique de fusion par confinement inertiel (ne = 1028 m - 3 , T =
15 keV), et un plasma dans le milieu interstellaire (ne = 106 m - 3 , T = 0.25 eV).
Calculer dans ces trois cas les grandeurs suivantes :

a) la longueur de Landau

b) la distance interparticulaire (approchee)

c) la longueur de Debye

d) le nombre de particules dans la sphere de Debye

Noter et expliquer comment les plasmas cinetiques classiques peuvent avoir d'aussi
grandes differences dans les ordres de grandeur de leurs longueurs caracteristiques a),
b) et c) ci-dessus.



Chapitre 2

Trajectoires dans un
champ magnetique

2.1 Introduction

Un plasma de faible densite peut souvent etre considere comme un gaz
non collisionnel de particules chargees. Presque toujours il faut considerer

que ce plasma est plonge dans un champ magnetique B, statique ou
lentement variable. Ce champ est produit par des sources exterieures au
plasma ou engendre par les courants electriques associes aux mouvements
d'ensemble des particules du plasma. Les systemes de confinement magne-
tique avec de forts champs imposes, les magnetospheres planetaires, les
plasmas des couches externes des etoiles avec de grands champs magne-
tiques autogeneres sont des exemples de cette situation.

De fagon plus generale un plasma non collisionnel peut egalement etre

soumis localement a un champ electrique macroscopique E dont 1'origine
peut etre aussi exterieure ou interieure. Pour analyser le comportement
d'un tel gaz il est necessaire de decrire le mouvement des particules

chargees dans le champ (E, B), c'est-a-dire de trouver toutes les tra-
jectoires possibles qui correspondent aux solutions de 1'equation du mou-
vement d'une particule1 :

1. Dans ce chapitre nous n'utilisons pas les vitesses hydrodynamiques (cf. formule
9.2). Nous utiliserons done la notation V (au lieu de w) pour designer la vitesse d'une
particule individuelle.
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L'infmite de solutions de cette equation permet de representer 1'agitation
thermique desordonnee des particules du plasma. En faisant des moyennes
statistiques sur 1'ensemble des trajectoires, on peut ensuite obtenir le com-
portement macroscopique du plasma. C'est 1'objet de la theorie cinetique
des "magnetoplasmas".

Nous commencerons (section 2.2) par etudier le cas tres simple ou E =

0 et ou B est uniforme et statique. Les trajectoires sont alors des helices
et 1'analyse de ce cas trivial nous permettra de preciser nos notations mais
aussi d'introduire une grandeur tres importante associee au mouvement he-
licoi'dal : le moment magnetique orbital d'une particule. Le signe de cette
quantite nous montrera que le plasma est un milieu diamagnetique qui a
tendance a rejeter les flux magnetiques.

Dans la section 2.3 nous etudierons le cas presque aussi simple ou un

champ electrique E uniforme agit sur le plasma en plus du champ magne-

tique B uniforme et statique. Nous montrerons qu'un champ E statique

et perpendiculaire a B n'accelere pas en general les particules mais fait
deriver 1'ensemble du plasma (electrons et ions) avec une vitesse

Nous montrerons que d'autres forces telle que celle de gravite produisent
une derive analogue.

Dans la section 2.4 nous etendrons 1'analyse precedente au cas d'un
champ electrique oscillant, avec comme principal resultat le calcul du ten-
seur de conductivite d'un plasma dans 1'approximation dite des plasmas
froids. Au passage nous examinerons le cas singulier des resonances cy-
clotron (u = ).

Ayant ainsi traite les cas simples ou le champ magnetique B est sta-
tique et uniforme et ou l'equation (2.1) s'integre facilement, nous poserons
dans la section 2.5 les bases d'une theorie approchee des trajectoires dans
les champs presque uniformes et presque statiques. On peut alors con-
siderer qu'a un instant donne la trajectoire de chaque particule est une
helice ; cependant a cause des variations du champ magnetique cette helice
se deforme lentement.

Les sections 2.6 a 2.9 sont consacrees au developpement de cette theorie
dite des orbites adiabatiques. Le cas le plus simple (section 2.6) est celui ou

B est uniforme mais varie lentement avec le temps. Si par exemple B croit,
on montre que le plasma se contracte en accompagnant le mouvement des
tubes de force magnetiques, et que d'autre part la deformation des helices
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se fait cn conservant de fagon approchee le moment magnetique orbital u
qui est ainsi ce qu'on appelle un invariant adiabatique. L'equivalence par
changement de repere entre les variations temporelles et spatiales de B
permet de passer du phenomene precedent, qu'on appelle une compression

magnetique, au mouvemcnt d'un plasma dans un champ B statique mais
non uniforme. L'invariance de u permet alors de montrer que les particules
sont repoussees par les regions de fort champ magnetique (effet de miroir
magnetique).

La deformation adiabatique des orbites helicoidales s'accompagne de

lentes derives perpcndiculaires a B : derive electrique comme dans un

champ B uniforme, mais aussi derivcs de "courbure" et de "gradient"
introduites par la non-uniformite du champ magnetique (section 2.8).

Nous terminerons enfin le chapitre par une analyse des invariants adia-
batiques (section 2.9) et des constantes exactes du mouvement (section
2.10) qui resultent des symetries eventuelles du champ magnetique.

2.2 Champ magnetique uniforme constant

2.2.1 Trajectoires helicoidales

Le mouvement d'une particule chargee libre dans un champ magnetique
constant (c'est-a-dire ne variant pas dans le temps) est determine par la
force de Lorentz qui est perpendiculaire a la fois a la vitesse v de la

particule et au champ magnetique B. Si on suppose le mouvement non
relativiste, 1'equation du mouvement est :

ou m est la masse de la particule et q sa charge. En multipliant scalairement
les deux membres de cette equation par V on obtient :

c'est-a-dire :

(2.3)

(2.4)

Ainsi, 1'energie cinetique E d'une particule chargee se deplagant dans
un champ magnetique statique est constante et cela quelle que soit la

dependance spatiale B (r) de ce champ. Cela tient au fait que la force
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de Lorentz q(V x B) est perpendiculaire a V et done ne travaille pas en
agissant sur la particule.

Supposons maintenant que le champ magnetique soit non settlement
statique mais aussi uniforme (independant de r). L'equation (2.2) peut
alors s'ecrire aussi :

ou l'on a introduit le vecteur constant :

(2.5)

(2.6)

L'equation (2.5) est 1'equation classique d'un vecteur v anime d'une ro-

tation autour d'un axe. Le vecteur est done le vecteur rotation gyroma-
gnetique ; son axe definit 1'axe de rotation, son signe le sens de la rotation
(positif pour les electrons et negatif pour les ions) et son module :

(2.7)

est la frequence de rotation appelee ici frequence cyclotron 2. Pour pouvoir
ecrire des equations valables aussi bien pour les electrons que pour les ions
nous introduisons aussi la valeur algebrique de la frequence cyclotron, soit :

(2.8)

ou B est suppose positif.
Nous pouvons maintenant montrer que la trajectoire la plus generale

d'une particule est une helice obtenue par superposition de la rotation

autour de et d'une translation a la vitesse v dans la direction de .

Pour cela prenons pour axe Oz un axe parallele a B et oriente dans le
meme sens. L'equation du mouvement (2.5) devient

soit par projection sur les axes :

(2.9)

(2.10)

2. Par une tradition bien etablie, on emploie ici le mot "frequence" la ou il faudrait
dire "vitesse angulaire" ou "pulsation" (cf. section 2.2 les valeurs numeriques de et
de v = /27r).
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Le mouvement dans la direction z est donc :

(2.11)

Dans les directions x et y, les equations peuvent se combiner en
ecrivant :

(2.12)

dont la solution generale est :

(2.13)

ou C = v±elp est une constante complexe arbitraire. On a donc :

(2.14)

et :
(2.15)

de sorte que 1'energie perpendiculaire reste constante comme 1'exige
1'equation (2.4). La position de la particule dans 1'espace est obtenue par
integration, soit :

(2.16)

On peut recrire ces resultats sous une forme qui sera plus pratique dans
les developpements ulterieurs, soit :

(2.17)

avec :

(2.18)

(2.19)

(2.20)

La signification physique de ces formules est claire : les constantes X et
Y sont les coordonnees dans le plan (x, y) du centre de rotation, appele
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ici centre guide. Le module de p est le rayon de giration de la particule
(appele aussi rayon cyclotron ou rayon de Larmor).

Le mouvement de translation le long du champ magnetique (dans la
direction z) peut etre considere comme le mouvement du centre guide ;
1'orbite est alors decrite par 1'equation vectorielle :

(2.21)

ou r, R et p sont les positions instantanees de la particule, du centre

guide et du rayon d'orbite, les valeurs instantanees de R et p etant :

(2.22)

Ces formules sont resumees sur la figure 2.1 qui represente la projection

de la trajectoire sur un plan perpendiculaire a B.

Figure 2.1 : Projection du mouvement sur un plan perpendiculaire a B.

C centre guide, M position de la particule a Finstant t.
M0 position de la particule a t = 0.

En general la particule a une vitesse initiale parallele a B non nulle
et la trajectoire dans 1'espace est une helice, comme celle representee sur
la figure 2.2. Notons enfin que la vitesse instantanee de la particule, en un
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point quelconquc de la trajectoire, peut s'ecrire :

(2.23)

L'anglc d'inclinaison 0 de 1'helice est donne par :

avec

(2.24)

(2.25)

Figure 2.2 : Trajectoire helicoidale.

p rayon de Larrnor, 0 angle d'inclinaison.

2.2.2 Moment magnetique orbital
Diamagnetisme du plasma

L'orbite circulaire representee sur la figure 2.1 peut etre assimilee a une
petite spire de courant : elle produit un petit champ magnetique dipolaire.
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Le moment magnetique de cette spire equivalente, appele moment magne-
tique orbital, est :

u = surface x courant = p2I  (2.26)

soit en module :

(2.27)

ou en valeur vectorielle :
(2.28)

ou l'on a introduit 1'energie cinetique transversale (energie du mouvement
de rotation) :

(2.29)

On voit sur ces formules, et on peut verifier qualitativement a partir des
regies usuelles de l'electromagnetisme, que le moment magnetique orbital

est de sens inverse au champ B, responsable de la rotation orbitale. Nous
verrons plus loin que le moment magnetique orbital u est une quantite tres

importante : en effet lorsque B n'est plus uniforme et statique, mais varie
lentement dans 1'espace et dans le temps, u reste constant en premiere
approximation et cette invariance dite adiabatique de u devient tres utile
dans 1'analyse des trajectoires des particules.

Calculons maintenant dans un plasma 1'intensite d'aimantation macro-

scopique M resultant de 1'ensemble des moments magnetiques orbitaux
des particules individuelles. En designant par ne, ni les densites, par Te,
Ti les temperatures electroniques et ioniques on obtient :

(2.30)

avec :
(2.31)

et l'on a pour chaque espece de particule :

(2.32)

D'ou le resultat final :

(2.33)
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ce qu'on ecrit souvent en supposant Te = Ti et en posant n = ne + ni :

(2.34)

Comme dans tout milieu magnetique, il existe un courant de magnetisation

(2.35)

Ce courant est nul au sein d'un plasma uniforme ; il existe par contre dans
les regions presentant des gradients, par exemple aux bords d'un plasma
limite. La loi d'Ampere s'ecrit alors :

(2.36)

c'est-a-dire que le champ magnetique B dans le plasma est obtenu a partir

du champ B0 = 0 H qui existerait en 1'absence de plasma par la relation :

(2.37)

Cette formule peut s'ecrire autrement, en introduisant le parametre

(2.38)

Nous avons vu au chapitre 1 que (B joue un role essentiel pour decrire
les equilibres d'un plasma borne entoure et confine par un champ magne-
tique. D'apres la formule de definition ci-dessus on voit que (3 est le rapport
de deux pressions : la pression UKT de la matiere (pression cinetique) et
la pression magnetique B2/2 0 (cf. [292] pour une analyse en termes de
pression et de traction des effets mecaniques d'un champ magnetique).
Ceci etant, en rapprochant les formules (2.37), (2.34) et (2.38) on peut

ecrire la relation entre B et B0 = 0 H sous la forme :

(2.39)

Les formules (2.30) et (2.36) montrent que M est de signe oppose a B et
que, de ce fait, B est plus petit que u0 H : on en conclut que le plasma
est un milieu diamagnetique. La formule (2.39) precise que 1'importance
du diamagnetisme du plasma est determinee par la valeur du rapport 3 ;
lorsque 3 << 1 (pression materielle << pression magnetique) le diamagne-

tisme est negligeable, le champ 0 H n'est pratiquement pas modifie par la
presence du plasma. Le diamagnetisme devient au contraire tres important
lorsque (3 atteint des valeurs de 1'ordre de 1'unite.
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2.2.3 Valeurs numeriques

Dans les plasmas ionospheriques et magnetospheriques, il est pratique
d'exprimer le champ magnetique en Gauss (1 Gauss = 10-4 T) ; en
designant par BG la valeur de B mesuree dans cette unite (10 -4 T) on
trouve alors,

- pour les electrons :

(2.40)

- pour les ions :

(2.41)

ou mp est la masse du proton et mi celle de 1'ion considere. Lorsque
les fonctions de distribution des particules sont maxwelliennes (avec des
temperatures Te et Ti), il est interessant de considerer des particules
moyennes ayant la vitesse la plus probable :

(2.42)

et d'evaluer les rayons d'orbite correspondants p — Vt/ ; on obtient ainsi :

Ces ordres de grandeur sont typiques des plasmas ionospheriques ou ma-
gnetospheriques .

Dans les plasmas etudies dans les recherches sur la fusion controlee, il
est plus pratique d'exprimer B en unites de 5 Teslas et T en keV. Soit B5

et Tkev les valeurs numeriques ainsi obtenues ; les formules precedentes
deviennent alors :

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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En comparant ces expressions aux frequences de plasma et a la longueur
de Debye, on obtient enfin les relations suivantes :

(2.49)

(2.50)

(2.51)

ou n14 est la valeur de ne (mesuree en unites de 1014 cm -3).

2.3 Champs magnetique et electrique
uniformes et constants

2.3.1 Derive electrique

Supposons maintenant que le plasma soit soumis a un champ electrique
uniforme et statique, superpose au champ magnetique constant considere
precedemment ; 1'equation du mouvement d'une particule peut s'ecrire :

(2.52)

En generalisant a cette equation vectoriellc un theoreme bien connu
pour les equations differentielles a coefficients constants, on peut verifier
que la solution la plus generale s'obtient en ajoutant, a la solution generale
V0 de 1'equation sans second membre, une solution particuliere v1 de

1'equation avec le second membre q E, soit :

(2.53)

La solution generale U0 (trajectoires en 1'absence de E) est celle que nous
avons etudiee au paragraphe precedent, soit :

(2.54)

qui represente un mouvement helicoidal autour d'un axe parallele a B.
La valeur de v , la position de 1'axe de rotation et la valeur de p sont
des constantes d'integration. Si l'on considere l'ensemble du plasma, ces
constantes varieront d'une particule a une autre si bien que V0 permet
de representer 1'agitatiori desordonnee des particules du plasma ; malgre
1'aspect apparemment oriente des trajectoires, il peut tres bien se faire
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que localement la fonction de distribution de ces vitesses V0 soit isotrope
et ne represente par consequent aucun mouvement d'ensemble. Dans ces
conditions, le terme v1 qui est le meme pour toutes les particules represente
le mouvement d'ensemble des particules.

Pour trouver v1, nous devons distinguer, dans le champ E, la compo-

sante E qui est parallele a B et la composante E qui est perpendiculaire

a B. En projetant tout d'abord 1'equation (2.52) sur la direction de B
nous trouvons la solution :

(2.55)

Sous Faction de E les particules ont un mouvement uniformement accelere

parallele a B, les ions dans le sens de E et les electrons dans le sens

oppose. Les vitesses v tendant rapidement vers 1'infini, ce regime ne peut
se produire que de fagon transitoire. En general le plasma, qui a ainsi

une "conductivite" infinie parallele a B, "s'arrange" pour que E\\ soit nul
(de la meme maniere qu'en electrostatique le champ electrique s'annule a
1'interieur d'un conducteur parfait).

En projetant maintenant 1'equation (2.52) sur un plan perpendiculaire

a B, nous pouvons trouver le mouvement impose par E . On trouve
maintenant une solution independante du temps definie par :

(2.56)

(2.57)

soit en resolvant par rapport a v :

Cette vitesse d'ensemble est ce qu'on appelle la vitesse de derive electrique ;
son module est :

(2.58)

On voit qu'un champ electrique perpendiculaire a B n'accelere pas les
particules mais cree une derive uniforme du centre guide dans la direction

de E x B. Les trajectoires dans le plan perpendiculaire a B sont donc le

resultat de la superposition du mouvement de rotation de vitesse x p
et du mouvement de translation de vitesse VE. L'allure des trajectoires
depend des ordres de grandeur relatifs de VE et de Sip (Fig. 2.3).
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Figure 2.3 : Trajectoires dans des champs E et B uniformes constants.
Projections sur le plan perpendiculaire a B, VE derive electrique.
(a) Champs electriques faibles (VE << p) : trajectoire quasi circulaire avec
faible derive (cas des ions).
(b) Champ electrique critique (VE = p) : vitesse initiale nulle, trajectoires
cyclo'idales (cas des electrons et des ions).
(c) Champs electriques "forts" (VE > p) : trajectoires ondulees (cas des ions).

Lorsque le champ electrique est faible on a VE < p ; les trajectoires
ont 1'allure representee sur la figure 2.3(a) ; elles sont quasi circulaires,
avec une faible derive VE. On peut comprendre 1'origine de la derive en rc-

marquant que sur 1'orbite quasi circulaire, dans les parties ou E a accelere
la particule (parties superieures sur la figure autour des points tels que M)
la courbure magnetique de la trajectoire est plus faible ; au contraire dans

les parties ou E a frcinc la particule (autour des points tcls que N) la
courbure est plus forte. C'est la succession de ces demi-orbites a courbure
alternativcment faible et forte qui engendre la derive VE.

Lorsque les particules ont unc vitesse initiale nulle on a comme trajec-
toires les cycloi'des a point de rebroussement de la figure 2.3(b). Les ions
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partent tout d'abord dans la direction du champ electrique E , puis sous
1'effet du champ magnetique, leurs trajectoires se courbent et decrivent une
serie d'arceaux. Les electrons partent tout d'abord en sens inverse, mais la
courbure magnetique se produit egalement en sens inverse. C'est pourquoi
leur mouvement de derive s'effectue dans le meme sens que celui des ions.
Comrne me << mi, les arceaux effectues par les electrons sont beaucoup
plus petits, mais ils en effectuent un bien plus grand nombre par seconde,
de telle sorte que les deux vitesses de derive sont finalement egales.

Lorsque le champ electrique E est relativement fort on a VE > p ;
il en resulte que la vitesse dans le sens de VE varie entre VE — p et
VE + p sans jamais changer de signe. On a les trajectoires ondulees de la
figure 2.3(c).

II est remarquable que la derive electrique soit independante de la
charge et de la masse de la particule. On peut relier ce caractere uni-
versel de VE a un simple probleme de changement de repere : supposons
pour simplifier que l'on ait VE << c. Pour un observateur se deplacant a la
vitesse VE il apparait un champ electrique d'induction :

(2.59)

(2.60)

Dans ce repere le champ electrique resultant est donc :

et d'apres (2.55) VE est precisement la vitesse du repere dans lequel le

champ electrique E1 s'annule. Dans ce repere la trajectoire se reduit a la

trajectoire helicoidale produite par B .
Le changement de repere simplifie que nous venons de faire n'est

evidemment valable que si E /B << c. Dans le cas ou ce rapport devient
de 1'ordre de c, il faut utiliser les formules relativistes de la transforma-
tion de Lorentz. Ce calcul fait 1'objet du probleme P2-1. II montre que la
vitesse de derive y garde la valeur donnee par la relation (2.57) mais que
la frequence cyclotron est donnee par :

(2.61)

Dans ces conditions, on peut se demarider ce qui se produit quand on
applique a des particules chargees un champ electrique, sufnsamment fort
pour que la vitesse calculee par la formule (2.58) se trouve etre superieure
a la vitesse de la lumiere. Le raisonnement fait ci-dessus n'a en effet plus
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de sens puisqu'on nc peut pas considerer de repere physique ayant une
telle vitesse de translation par rapport au laboratoire. La reponse est que
la trajectoire riest plus periodique ; le mouvement de la particule est alors
contimiellement accelere ; on a. par exernple si la vitesse initiale est nulle,
une trajectoire ayant l'ailure parabolique representee sur la figure 2.4.

Figure 2.4 : Trajectoire "parabolique".

Vitesse initiale nulle, E /B > c.

2.3.2 Derives produites par un champ de gravite

Supposons que le plasma soit soumis a un champ de gravite uniforme,
toujours superpose au champ magnetique uniforme et statique. La force
de gravite :

qui s'exerce sur chaque particule joue un role tout a fait analogue a la
force electrique etudiee au paragraphe precedent : les trajectoires resultent
a nouveau de la superposition d'un mouvement helicoidal, du mouvement

accelere produit cventuellement par F et d'une vitesse de derive VG definie
par 1'equation :

soit :

(2.64)

Cela revient a dire que la force m g est equivalente a un charnp electrique
m
— g. Mais on voit que ce champ et la derive gravitationnelle VG qui en
q
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resulte dependent du rapport q/m et sont donc tres differents (et de signe
contraire) pour les electrons et pour les ions. II en resulte que ces derives
gravitationnelles produisent un courant electrique dans le plasma, soit :

ou compte tenu de (2.64) :

(2.65)

(2.66)

On voit que le courant electrique est vehicule par les particules les plus
lourdes que sont les ions.

Figure 2.5 : Destruction du confinement magnetique par derive gravita-
tionnelle suivie d'une derive electrique.

(a) Electrons et ions confines dans B.
(b) Derive gravitationnelle des ions produisant un champ electrique
de polarisation.
(c) Separation de B et du plasma par la derive electrique.

Pour terminer ce paragraphe nous pouvons montrer que la combinai-
son des derives gravitationnelle et electrique peut faire cesser le confine-
ment d'un plasma par un champ magnetique. La situation est representee
schematiquement sur la figure 2.5 : en (a) on voit le plasma confine et on
suppose qu'on lui applique un champ de gravitation ; en (b) on voit la
derive gravitationnelle des ions ; celle des electrons etant negligeable il en
resulte un champ electrique de polarisation ; enfin en (c) 1'ensemble du
plasma derive sous l'action du champ de polarisation.
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En pratique les champs de gravitation naturels jouent un role
negligeable a 1'echelle d'un plasma de laboratoire. Nous verrons cepen-
dant dans la section 2.8 que la courbure des tubes de forces introduit
une gravitation apparente tres importante et il en resulte que l'effet de
deconfinement que nous venons de decrire succinctement existe. Pour
maintenir le confinement magnetique, il faut eliminer ou agir contre la
separation de charge (cf. [328] [329]).

2.4 Champs magnetique uniforme
constant et electrique oscillant

2.4.1 Approximation du champ electrique uniforme

Supposons maintenant que le plasma soit soumis a un champ electrique

E1 uniforme et alternatif. superpose comme precedemment au champ ma-

gnetique statique et uniforme B. II est facile de voir que cet ensemble de
deux champs n'est pas une solution des equations de Maxwell : celles-ci

imposent Fexistence d'un champ B1 oscillant associe a E1. Les champs E1

et B1 sont donc ceux d'une onde pouvant se propager dans le plasma, avec

une frequence w et un vecteur d'onde k . Nous allons voir cependant que
le probleme pose garde un sens moyennant certaines approximations.

Tout d'abord il est interessant de se poser la question suivante au sujet

des trajectoires deduites de 1'equation (2.1) : est-ce E ou B qui produit
la force la plus grande ? Jusqu'a maintenant la reponse n'etait pas definie

parce que nous n'avons considere que des champs E et B statiques dont
les ordres de grandeur sont a priori quelconques. En revanche dans une
onde on peut verifier (cf. [352]) que l'on a en ordre de grandeur :

(2.67)

ou Vp — w/k est la vitesse de phase de 1'onde consideree. On en deduit
que dans 1'equation (2.1) le rapport force magnetique/force electrique est
de 1'ordre de :

(2.68)

Si l'on considere les ondes les plus usuelles, c'est-a-dire les ondes electroma-
gnetiques transverses de haute frequence, on a :

(2.69)
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et si l'on suppose par ailleurs le plasma non relativiste on a pour les par-
ticules du plasma :

D'ou en rapprochant ces resultats :

On peut donc en general negliger vB1 et considerer que le plasma est

soumis au champ E1 de 1'onde (cette analyse tomberait en defaut pour
les ondes "lentes" ayant une vitesse vp comparable a la vitesse d'agitation
thermique des electrons).

A quelle condition peut-on considerer E1 comme uniforme ? II faut
que k soit suffisamment petit pour que le champ varie peu sur la distance
parcourue par une particule (du fait de son agitation thermique) pendant
une periode de 1'onde, soit :

(2.72)

(2.73)
ou encore :

Cette approximation dite des plasmas froids (ou des ondes rapides) est
pratiquement la meme que celle definie par les deux inegalites (2.69) et
(2.70).

2.4.2 Conductivite electrique. Resonance cyclotron

Dans les conditions que nous venons d'analyser, on peut considerer que le

plasma est soumis aux deux champs uniformes B (statique) et E1 (oscil-
lant). Le principe de superposition enonce precedemment s'applique en-
core ; les trajectoires s'obtiennent par la superposition de deux mouve-
ments :

— le mouvement helicoidal produit par B seul (agitation thermique),

— un mouvement oscillant a la frequence w produit par E1 (mouvement
d'ensemble).

La presence de B0 complique cependant le mouvement oscillant. Celui-
ci peut se mettre, pour chaque espece de particule, sous la forme :

(2.74)
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ou u, la "mobilite electrique", est im tenseur du deuxieme ordre complexe
et fonction de w et . Le calcul de u est developpe dans 1'appendice A2-1.
Ces mouvements oscillants engendrent un courant electrique, soit :

(2.75)

ce qu'on ecrit finalcment :

(2.76)

ou , le tenseur de conductivite3, est donne par :

(2.78)

Les expressions de ae et ai; sont donnees dans 1'appendice A2-1 et les
proprietes de a y sont discutees.

Les calculs developpes dans 1'appendice A2-1 montrent cependant qu'il
faut traiter a part le cas ou w est egale a 1'une des deux frequences cy-
clotron . Dans ce cas il n'y a plus de solution stationnaire oscillante

de 1'equation (2.1). Le mouvement d'ensemble produit par E1 correspond
a une spirale divergente : c'est ce qu'on appelle la resonance cyclotron.
Selon la phase relative initiale de 1'helice et de la spirale, la trajectoire
resultante peut etre soit spiralee depuis 1'instant initial, soit d'abord con-
vergente pour devenir finalement divergente lorsque la spirale 1'emporte
sur 1'helice. L'analyse detaillee de ce phenomene de resonance cyclotron
est developpee dans 1'appendice A2-2. On y verra que 1'analyse se fait
plus facilement en termes de champs electriques tournants que de champs
oscillants.

2.5 Champ magnetique lentement
variable. Orbites adiabatiques

2.5.1 Approximation adiabatique

Quand le plasma est place dans un champ magnetique variable dans
1'espace ou dans le temps il est en general impossible de calculer exactement

3. Dans tout ce livre la notation A designe un tenseur du deuxieme ordre, et la no-

tation A • B le produit scalaire (ou contracte) de A par B , qui est le vecteur C de
composantes :

(2.77)
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les trajectoires des particules, et il faut alors les etudier sur ordinateur par
des methodes numeriques. II y a cependant un cas tres important ou l'on
peut etudier de fagon approchee les proprietes generales du mouvement
des particules, c'est celui des champs presque uniformes et presques sta-
tiques. Dans de tels champs, la trajectoire d'une particule est localement
une helice, mais cette helice se transforme progressivement au cours de la
trajectoire. Precisons les conditions de cette approximation dite adiaba-
tique.

a) Adiabaticite spatiale

Nous supposons que la variation de B dans I'espace est suffisamment lente,
et B suffisamment fort, pour que sa variation relative, sur une distance
egale a un rayon de giration p des particules, soit faible. On peut donc
ecrire, en introduisant une dimension caracteristique L du champ magne-
tique (distance sur laquelle on a B ~ B} :

Le rayon d'orbite etant donne par la relation :

(2.80)

on peut ecrire (2.79) en designant par u 1'energie cinetique de la particule :

(2.81)

On voit qu'a energie egale, cette condition est plus severe pour les ions
que pour les electrons ; on a :

pour les electrons
pour les protons (2.82)

On peut appliquer ces criteres aux particules ayant la vitesse la
plus probable dans un plasma en equilibre thermodynamique et a la
temperature T (on pose u — kT), il vient :

pour les electrons (2.83)
pour les protons

b) Adiabaticite temporelle

Nous supposons que la variation de B dans le temps est suffisamment lente,
et B suffisamment fort, pour que sa variation relative, sur un intervalle de
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temps egal a une periode gyromagnetique 1/Vb des particules, soit faible.
Pour expliciter ce critere, nous introduirons maintenant une frequence v
caracteristique du champ magnetique (1/v est 1'intervalle de temps au bout
duquel on a B ~ B] ; d'ou la condition :

soit :
v << 2,8 x l010 Btesias (electrons) (2.85)

(ions de charge Ze, de masse atomique A)

(2.86)

2.5.2 Orbites adiabatiques

Lorsque le champ magnetique B est variable dans le temps ou dans
1'espace, la regie de superposition (2.53) que nous avions dans un champ
uniforme ne s'applique plus. Cependant si les variations de B sont suffi-
samment lentes pour que les deux conditions d'adiabaticite (2.79) et (2.84)
soient satisfaites, on peut considerer qu'a un instant donne la trajectoire
est en premiere approximation une helice et done poser :

(2.87)

(2.88)

(2.89)

On retrouve done de fagon instantanee la regie de superposition (2.52)
avec ici :

V0 mouvement quasi helico'idal
vi derive

La derive v1 est par nature perpendiculaire a B (toute composante pa-

rallele a B peut etre incluse dans v ). Elle est la somme de plusieurs
composantes (electrique, gravitationnelle, de courbure, de gradient) que
nous analyserons ci-dessous.

Le mouvement quasi helicoidal se deforme lentement au cours de la

trajectoire, du fait des variations de B . La theorie adiabatique des orbites
(regies de deformation de V0, analyse des derives) a ete developpee par de
nombreux auteurs (cf. [2], [3] [308, chapitre 1]). En revenant au mouvement
quasi helicoidal on peut considerer la periode cyclotron :

(2.90)
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non plus comme une constante, mais comme une quantite lentcment varia-
ble : une pseudo-periode. Nous verrons dans la section 2.9 que la trajectoire
peut comporter plusieurs pseudo-periodes. Les theories mentionnees ci-
dessus montrent qu'a chaque pseudo-periode on peut associer une quantite
qui reste constante en premiere approximation lorsque la pseudo-periode
varie lentement. Une telle constante approchee du mouvement est ce qu'on
appelle un invariant adiabatique. Un invariant adiabatique se presente sous
la forme d'une integrale etendue a la duree de la pseudo-periode associee.
Nous verrons par exemple que 1'invariant adiabatique associe a tB est le
moment magnetique orbital (u que nous avons introduit dans la section 2.2.

Nous ne developperons pas dans le detail la theorie (relativement
compliquee) des orbites adiabatiques. Nous adopterons plutot un expose
heuristique dans lequel nous etablirons sur des cas assez simples les prin-
cipales proprietes des orbites. II est interessant d'autre part de remarquer

que pour une particule en mouvement les variations de B avec r ou t
sont largement indiscernables : la particule "ne sait pas" si le changement

de B qu'elle voit est du a une variation de B avec t ou au fait qu'elle se
deplace dans un champ qui varie avec r. Dans ces conditions il pourra
etre commode pour etablir les lois d'invariance de choisir celui des deux
types de variation qui est le plus facile a analyser, comme nous alions le
faire dans la section 2.6.

2.6 Compression magnetique. Gel de B
Invariance de u

2.6.1 Mouvement des tubes de force

Considerons un solenoide cylindrique d'axe Oz dans lequel on fait passer
un courant I ( t ) variable, produisant donc un champ magnetique uniforme

et variable B (t}. A chaque instant, les lignes de force de B sont des droites
paralleles a 1'axe Oz du solenoide. Peut-on identifier chacune d'entre elles

et suivre son deplacement lorsque B varie ? La reponse a cette question
n'est pas evidente. Nous allons montrer sur 1'exemple choisi ici qu'on peut
le faire en associant a chaque tube de force un flux magnetique constant.

Supposons par exemple que B (t) soit croissant et considerons a
Tinstant t = 0 1'ensemble des lignes de force situees a la distance r0 de
1'axe [Fig. 2.6(a)] ; elles constituent un tube de force de section droite

r2 ; si B0 est la valeur de B a cet instant initial, le flux magnetique
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"canalise" par ce tube de force est :

(2.91)

Figure 2.6 : Champ magnetique variable : evolution des tubes de force.

A un instant ulterieur t le champ est devenu B et le meme flux 0 est
maintenant encercle par le cercle de rayon r tel que :

(2.92)

Nous conviendrons qu'un certain tube de force canalise toujours le meme
flux magnetique et que, par consequent, les lignes de force situees sur le
cercle de rayon r0 se sont deplacees radialement jusqu'au cercle de rayon r.

2.6.2 Gel du plasma dans les tubes de force

Nous allons maintenant montrer que 1'existence d'une derive electrique

impose au plasma de suivre les lignes de force de B dans leur deplacement.
Le champ electrique qui intervient ici est le champ d'induction associe a

la variation de B, qui obeit a 1'equation de Maxwell-Faraday :

(2.93)
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Nous supposons que les conditions aux limites exterieures sont telles que

le phenomene garde une symetrie cylindrique, de sorte que E est nul sur
1'axe et se reduit ailleurs a une composante azimutale :

(2.94)

Supposons verifiee la condition d'adiabaticite temporelle ; nous discuterons
sa realisation plus loin [cf. formule (2.107)]. Chaque particule suit alors [cf.
Fig. (2.1)] une helice enroulee sur un tube de force de rayon p. Le centre
guide C de cette particule se trouve quant a lui sur le cercle de rayon R.

le champ E produit une derive electrique de C :

(2.95)

d'ou :

II est facile de verifier que cette vitesse de derive du plasma est egale a la
vitesse de deplacement des lignes de force qu'on obtient en ecrivant la loi
de conservation du flux :

(2.97)

La vitesse radiale des lignes de force dR/dt qu'on tire de cette equation se
confond effectivement avec la vitesse VE calculee ci-dessus.

Cela illustre une propriete du plasma ideal qui a une validite beaucoup
plus generale que ne peut le montrer cet exemple simple. Le plasma et le
champ magnetique ont tendance a evoluer ensemble. Ce gel des lignes de
force dans le plasma est un concept tres utile pour developper 1'intuition
sur les problemes allant du "dynamo solaire" et de la dynamique des taches
solaires a 1'effet du vent solaire sur le champ magnetique terrestre ou encore
au choix de geometries magnetiques adaptees au confinement des plasmas
thermonucleaires. Encore qu'il s'agisse la d'une sorte d'idealisation extreme
et que, dans les plasmas reels, de nombreux processus de dissipation en-
trainent une violation de cette loi des lignes magnetiques gelees, elle est
d'une tres grande utilite pour avoir fourni une premiere image du com-
portement des plasmas dans les champs magnetiques.
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2.6.3 Invariance de u. Compression magnetique

a) Equation du mouvement transverse

Pour examiner maintenant plus en detail la transformation lente du mou-
vement helicoidal d'une particule, nous partons de 1'equation du mouve-
ment (2.1) qu'on peut ecrire compte tenu des expressions (2.6) du vecteur

rotation et (2.94) du champ E d'induction sous la forme :

(2.98)

Le champ magnetique B n'agit pas sur le mouvement longitudinal dcs
particules : dans la direction Oz les particules ont un mouvement uni-
forme quelconque. Pour analyser le mouvement transversal, nous pouvons
remplacer 1'equation vectorielle ci-dessus par une equation algebrique en
nombres complexes, en associant au vecteur position :

(2.99)

son affixe, le nombre complexe :

z = x + iy (2.100)

L'equation (2.98) est remplacee par 1'equation equivalente :

(2.101)

En effectuant maintenant le changement de variable :

(2.102)

r et p etant reels par hypothese, puis en separant partie reelle et partie
imaginaire, on obtient, apres quelques lignes de calcul, les deux equations
reelles donnant r et w :

(2.103)

(2.104)

(2.105)

dont la solution est :
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Cette resolution est purement apparente en general car le terme en r
qui figure dans ces relations reste inconnu. Nous pouvons toutefois faire
1'hypothese que B varie suffisamment lentement pour que l'on ait :

(2.107)

On peut montrer (cf. probleme P2-2) que cette condition est equivalente
a la condition d'adiabaticite temporelle (2.84).

b) Mouvement des particules ; invariants adiabatiques
Compression magnetique

Si la condition d'adiabaticite temporelle (2.107) est satisfaite, le systeme
(2.105), (2.106) conduit aux deux valeurs de w :

(2.108)

Les solutions correspondantes pour z sont :

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

La solution la plus generale est :

ou p, R, a et 3 sont des constantes d'integration. En revenant aux images
des nombres complexes on voit que la trajectoire la plus generale peut se
mettre sous la forme :

(2.114)

ou R et p sont les images des nombres complexes z1 et z2. Le mou-
vement le plus general de la particule est done la superposition de deux
mouvements (cf. Fig. 2.1) :

- Le mouvement quasi helicoidal represente par p ; la rotation gyroma-
gnetique se fait a la vitesse instantanee autour du centre guide C dont

la position est representee par R .
- Une derive radiale lente du centre guide representee par les variations

de R. Les quantites p2 et -R2 qui restent constantes sont deux invariants
adiabatiques. Tous les deux sont proportionnels a un flux magnetique.
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R2 est proportionnel au flux magnetique canalise par le tube de force
de rayon R sur lequel est situe le centre guide. Son invariance exprime
a nouveau la regie du gel du plasma dans les tubes de force. Supposons
par exemple que B aille en augmentant : le tube de force de rayon R se
contracte au cours du temps et le plasma accompagne cette contraction.
C'est ce qu'on peut appeler une compression magnetique (adiabatique)
du plasma. Nous verrons dans la section 2.9 que R2 peut etre considere
comme le troisieme invariant adiabatique.

p2 est proportionnel au flux magnetique canalise par le "petit" tube de
force sur lequel est tracee 1'orbite quasi helicoi'dale. A un facteur numerique
pres c'est le moment magnetique orbital :

(2.115)

Le moment magnetique orbital est done 1'invariant adiabatique associe a
la pseudo-periode tB..

L'invariance de u pendant une compression magnetique montre que
celle-ci s'accompagne d'une augmentation (proportionnelle a B) de
1'energie transverse des particules : dans une compression magnetique le
plasma est a la fois comprime et chauffe. On peut preciser l'echauffement
en introduisant la temperature transversale T par la relation :

(2.116)

et l'on voit d'apres 1'invariance de u que T croit comme B. L'echauffement
est d'ailleurs anisotrope parce que dans la compression magnetique les
vitesses paralleles a B ne sont pas modifiees, de sorte que la temperature
parallele definie par :

(2.117)

reste constante. La compression magnetique du plasma s'effectuant sans
echange de chaleur avec le monde exterieur, on peut penser qu'elle suit
une loi de compression adiabatique au sens thermodynamique du terme.
De fait les differentes grandeurs du plasma varient selon les lois suivantes :

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)
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ou n et T designent la densite et la temperature des electrons ou des ions.
La derniere formule est une loi classique de compression adiabatique avec
7 = 2. On verifie facilement que cette valeur de 7 est liee au nombre N de
degres de libertes (ici N — 2) par la loi classique 7 = (2 + N) /N.

2.7 Champ magnetique statique
non uniforme

2.7.1 Orbites adiabatiques tracees sur les tubes
de force

Supposons maintenant que le plasma evolue dans un champ magnetique
statique mais non uniforme. II peut y avoir une certaine convergence et une
certaine courbure des lignes de force (Fig. 2.7). Si l'on suppose realisee la
condition d'adiabaticite spatiale, la trajectoire est localement une helice ;
mais comme nous 1'avons remarque ci-dessus il n'y a pas de difference
essentielle entre ce cas et celui etudie au paragraphe precedent : lorsque
le centre guide se deplace de C en C' (Fig. 2.7), la particule ne "salt" pas

si les variations de B qu'elle voit sont dues a une variation temporelle de

B comme sur la figure 2.1 ou a une variation spatiale de B comme c'est
le cas sur la figure 2.7.

Nous pouvons done appliquer a ce dernier cas les resultats obtenus

precedemment : le plasma etant gele dans le champ B, chaque centre
guide C se deplace en suivant la ligne de force sur laquelle il se trouvait
a 1'origine. La deformation adiabatique du mouvement quasi helico'idal
obeit egalement a la meme regie que precedemment : le moment magne-
tique orbital est invariant et il en resulte que le flux encercle par 1'orbite
est constant : chacune des helices est tracee sur un "petit" tube de force.
L'analyse precise du mouvement quasi helicoi'dal se fait en introduisant
1'abscisse curviligne s du centre guide ; 1'invariance de u s'ecrit :

(2.122)

ce qui donne :

(2.123)

D'autre part, dans un champ magnetique statique, 1'energie totale se
conserve, ce qu'on peut ecrire :

(2.124)
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Figure 2.7 : Orbites adiabatiques dans un champ magnetique non uniforme.

(a) Guidage du plasma par le champ.
(b) Mouvement quasi helicoidal.

ou l'on a neglige la petite contribution due aux derives (les conditions
d'adiabaticite conduisent en effet a vD << v||, v ). En rapprochant les deux
dernieres formules on obtient la loi de variation de 1'energie longitudinale :

(2.125)

Cette formule montre que la variation de B le long d'une ligne de force
engendre une force longitudinale agissant sur la particule :

(2.126)

dont le travail produit la variation d'energie exprimee par la formule
(2.125).

Ainsi un gradient de champ magnetique dans la direction de ce champ
creee sur les particules une force dans la direction opposee a celle du gra-
dient ; une particule chargee est repoussee de la zone de champ fort par
une force independante de sa charge. On peut noter d'ailleurs au passage
que la formule (2.126) est 1'expression classique de la force produite sur un

element de matiere diamagnetique par un gradient de B statique.
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La maniere dont la force F\\ est engendree par la convergence des lignes
de force est representee sur la figure 2.8 ou l'on a suppose pour simplifier
que le champ est de revolution autour de 1'axe de la trajectoire. La com-
posante Br du champ et la vitesse vp de rotation produisent la force de
freinage F|| ; le calcul de cette force a partir du schema de la figure 2.8 fait
1'objet du probleme P2-3. II redonne la formule (2.126).

Figure 2.8 : Force de freinage diamagnetique (cas d'un electron).

2.7.2 Miroirs magnetiques

Les formules (2.123) et (2.125) montrent que lorsqu'une particule penetre
dans une region de champ magnetique croissant, son energie longitudinale
diminue et se transforme en energie transversale.

Si la variation de B est assez importante, le transfert d'energie peut
etre complet : il existe une abscisse ou v|| s'annule ; la particule est reflechie
a cet endroit et repart vers les regions de plus faible champ magnetique ;
c'est pourquoi on dit qu'une region de B croissant constitue un miroir
magnetique.

On appelle rapport de miroir la quantite :

(2.127)

ou B0 est le champ magnetique dans une section initiale So ou passent
toutes les particules, et Bm le champ magnetique maximum au niveau du
"col" Sm [Fig. 2.9(a)]. Soit v0 la vitesse initiale d'une certaine particule
dans la section S0 et O0 1'angle de cette vitesse avec B0. soit v et 0
les valeurs correspondantes dans une section S quelconque ; d'apres les
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(2.128)

(2.129)

(2.130)

d'ou :

relations de conservation de 1'energie et du moment magnetique, on a :

Figure 2.9 : Miroirs magnetiques.

(a) Cone de perte.
(b) Miroirs magnetiques produits par deux bobines coaxiales.

La condition pour que la particule se reflechisse au niveau du col
s'obtient en ecrivant que 0 y est egal a /2 ; on definit ainsi une valeur
critique 00m de 00 telle que :

(2.131)

Les particules dont la vitesse initiale V0 est comprise a l'interieur du cone
0 < 00m traversent le miroir ; ce cone est appele cone de perte. Au contraire,
les particules dont la vitesse initiale est en dehors du cone de perte se
reflechissent toutes avant le col, dans une section d'autant plus rapprochee

de S0 que la vitesse initiale v0 est plus ecartee de B0.
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On peut realiser tres simplement un ensemble de deux miroirs magneti-
ques, avec deux bobines de Helmoltz de meme axe, parcourues par deux
courants de meme sens et de meme valeur, et suffisamment eloignees 1'une
de 1'autre pour qu'il y ait un minimum de B dans le plan median [Fig.
2.9(b)]. Cette configuration a ete un des premiers schemas utilises pour
confiner un plasma chaud pour la fusion thermonucleaire controlee. Bien
que cette methode ait echoue de fagon dramatique, une variante de cette
methode est encore etudiee activement [328, p. 174]. II existe egalement
des miroirs magnetiques dans la nature. La magnetosphere terrestre en
fournit un exemple assez proche de nous (Fig. 2.10 et [5]). Enfin 1'existence
de miroirs magnetiques est liee au mecanisme d'acceleration propose par
Fermi (cf. [4]) pour rendre compte des rayons cosmiques de tres haute
energie observes dans 1'espace intersideral.

Figure 2.10 : Miroirs magnetiques dans la magnetosphere terrestre.

C Mouvement cyclotronique rapide.
M Mouvement de rebond d'un hemisphere a 1'autre (miroirs magnetiques).
E Derive circulaire autour de 1'axe du dipole magnetique terrestre

(derive de courbure du champ magnetique, cf. paragraphe 2.8).
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2.8 Derives

2.8.1 Derives electriques et derives gravitationnelles

Nous pouvons maintcnant etudier les derives v1 prevues dans la for-
mule (2.87). Rappelons que, pour que la theorie des orbites adiabatiques
s'applique. ces derives doivent etre faibles, les vitesses correspondantes
etant plus faibles que celles du mouvement quasi helicoidal, soit en pra-
tique :

(2.132)

Les deux plus simples sont les derives electriques et gravitationnelles

qui s'expriment par les memes formules que dans un champ B statique et
uniforme, soit :

(2.133)

(2.134)

En combinant leur action avec la rotation representee par V0 on a des

trajectoires quasi circulaires dans le plan perpendiculaire a B [cf. Fig.
2.3(a)] et 1'origine de la derive est qualitativement la meme : succession de
"demi-cercles" a courbure alternativement faible et forte.

2.8.2 Derive de courbure magnetique
Lorsque la trajectoire quasi helicoidale est guidee par une ligne de force
courbee (cf. Fig. 2.7) il apparait une nouvelle derive VCB appelee derive
de courbure (notation CB pour courbure de B). Cette derive est produite
par la force centrifuge inertielle qui s'exerce apparemment sur la particule
qui suit une ligne de force courbe. La force centrifuge est :

(2.135)

ou Rc est le rayon de courbure de la ligne de force et e1 le vecteur unitaire
porte par la normale principale a la ligne de force dirigee vers 1'interieur de
la courbure [cf. Fig. 2.7(b)]. En utilisant les formules de 1'appendice A2-3,
on voit facilement que :

(2.136)
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et par consequent :

(2.137)

de sorte que la force centrifuge est equivalente a un vecteur d'acceleration
gravitationnelle :

(2.138)

et produit done d'apres (2.134) une derive :

(2.139)

On voit que cette derive est de sens contraire pour les electrons et les
ions et beaucoup plus importante pour les ions.

2.8.3 Derive de gradient de B

Associe a la courbure des lignes de forces, il y a toujours des variations

de B dans les directions perpendiculaires a B. II est facile de voir quali-

tativement qu'un gradient transverse de B | iritroduit une derive perpen-

diculaire a la fois a B et a V | B . Le mecanisme de creation de cette
derive, represente sur la figure 2.11, est analogue a celui qui cree la derive

electrique : la trajectoire dans le plan perpendiculaire a B est une succes-
sion de demi-orbites a forte courbure (lorsque la particule passe du cote
des fortes valeurs de B) et a faible courbure (lorsqu'elle passe du cote des
faibles valeurs de B).

Une autre maniere de presenter ce mecanisme est de remarquer que la

force de Lorentz F = q v x B a, du fait de V| B |, une valeur moyenne
non nulle le long d'une orbite circulaire : F est visiblement plus grande aux
points tels que N (du cote des fortes valeurs de B). De fagon mathematique
plus precise, rappelons que dans une trajectoire adiabatique, la position
r (t) et la vitesse v (t) de la particule peuvent s'ecrire :

(2.140)

(2.141)

ou les premiers termes representent le mouvement rapide de rotation cy-

clotron et les termes R(t), v1 (t) les derives lentes du centre guide. La
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Ions Electrons

Figure 2.11 : Derive VGB produite par le gradient transverse de B.

force magnetique qui agit sur la particule est a chaque instant :

(2.142)

Si le champ B etait uniforme, les trajectoires projetees sur le plan

perpendiculaire a B seraient exactement circulaires et la moyenne de F
sur une periode de rotation serait nulle. Supposons maintenant qu'il existe

un faible gradient transverse de B. La valeur moyenne de F n'est plus
nulle et pour la calculer en premiere approximation, nous pouvons negliger

dans v les derives et effectuer sur B un developpement limite, done
ecrire :

avec :

(2.143)

(2.144)

v||, (c) et B (c) sont consideres cornme des constantes (ainsi que |p| ).
La valeur moyenne le long d'une orbite circulaire du premier terme de
(2.143) est nulle. II en est de meme de la composarite introduite par v||

dans le deuxieme terme, de sorte que 1'on peut ecrire :

(2.145)
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En remarquant que n'a qu'une composante z = , tandis que p
est dans le plan xOy et en notant que l'on a < pxpy >= 0, < p2 >=<
p2

y >= p2/2, on obtient apres quelques lignes de calcul (cf. probleme P2-4) :

(2.146)

La composante parallele a Oz est la force de freinage que nous avons

decrite dans la section 2.7. La composante perpendiculaire a B produit
comme toute force transverse une derive ; c'est la derive de gradient de B,
visible sur la figure 2.11, soit :

(2.147)

On peut chercher a comparer les directions des deux derives magne-

tiques. Le resultat depend des proprietes de V x B, c'est-a-dire, essen-
tiellement, de la densite du plasma.

- Si le plasma est tres peu dense, les courants electriques qu'il trans-

porte ne modifient pas le champ magnetique ; on peut considerer que B

est determine uniquement par des bobines exterieures et l'on a V x B = 0 ;
alors les formules de 1'appendice A2-3 montrent que :

(2.148)

On en deduit que les deux derives ont meme direction et meme sens,
et la derive resultante s'ecrit :

(2.149)

Cette derive resultante se produit done dans la direction e2 de la bi-
normale a la ligne de force.

- Si le plasma est assez dense, les courants qu'il transporte peuvent
jouer un role (effet de diamagnetisme) ; on a alors en regime statique :

(2.150)

On obtient alors apres quelques lignes de calcul (cf. probleme P2-5) :

(2.151)
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ou J est la composante du courant perpendiculaire a B ; de ce fait,
alors que la derive de courbure reste parallele a la binormale, la derive
de gradient et, par consequent, la derive totale peuvent a priori avoir une

direction quelconque dans le plan perpendiculaire a B.

2.9 Invariants adiabatiques

2.9.1 Pseudo-periodes et invariants adiabatiques

Nous sommes maintenant en mesure d'enoncer quelques regies generales
concernant les mouvements adiabatiques de particules chargees confinees
entre deux miroirs magnetiques ; on produit ces particules au laboratoire
dans les "machines a miroir" (recherches ayant pour but la fusion nucleaire
controlee [328, p.174]), mais il en existe egalement a 1'etat naturel dans la
magnetosphere terrestre ; ce sont les particules "piegees" dans le champ
magnetique terrestre (ceintures de van Allen) [5].

De maniere generale, on peut representer le mouvement d'une parti-
cule confinee entre deux miroirs magnetiques au moyen du schema de la
figure 2.12 ; la trajectoire est une helice tracee sur une surface tubulaire
N1A1M1A2N2A3M3 ... ; a cause des derives mentionnees au paragraphe
precedent, les elements de cette surface ne sont pas exactement des tubes de
force ; ils font un petit angle avec les lignes de force, A1B1, A2B2, A3B3, ...
Les points M1, M2, ..., N1, N2, ... sont les points de reflexion respectifs sur
les "miroirs" M et N ; les points A1, A2, A3, ... sont les points ou la tra-
jectoire traverse une certaine section centrale S0 ; du fait des derives ils
decrivent une courbe S dans S0 ; nous nous limiterons au cas ou E est une
courbe fermee4.

La trajectoire presente alors une triple periodicite approchee carac-
terisee par trois pseudo-periodes :

ts duree d'une revolution gyromagnetique ;
IM duree d'un aller et retour MNM entre les deux miroirs ;
t duree d'une revolution le long de S.

On a evidemment :
(2.152)

Dans ces conditions, il est raisonnable de considerer separement chacun
de ces trois mouvements quasi periodiques, en considerant trois echelles de

4. Dans certains cas, cela est une consequence presque evidente des proprietes de
symetrie du systeme (cf. section 2.10) ; en revanche, il n'y a a vrai dire aucune raison
fondamentale pour que soit une courbe fermee dans une geometriwe de champ magne-
tique absolument quelconque.
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Figure 2.12 : Mouvement a trois pseudo-periodes d'une particule entre
deux miroirs magnetiques.

temps : par exemple, a 1'echelle de tB on decrit le mouvement quasi he-
licoi'dal ; mais ce mouvement se deforme lentement (a 1'echelle de tM)
lorsque la particule se deplace le long d'une ligne de force ; il est evident
en effet que tB diminue quand la particule s'approche de 1'un des miroirs.

La theorie generale des deformations lentes (adiabatiques) d'un mouve-
ment periodique par variation lerite des parametres qui le definissent peut
se faire en utilisant les rnethodes de la mecanique analytique (cf. [280],
p. 216). Elle montre que la variation lente de la pseudo-periode s'effectue
en conservant de fagon approchee5 une certaine grandeur associee au mou-
vement periodique. Une telle constante approchee est ce qu'on appelle
un invariant adiabatique. II se presente mathematiquement comme une
integrale etendue a une periode de mouvement. Plus precisement si q est
la coordonnee canonique generalisee qui decrit le mouvement cyclique et p

5. On montre [2b], de fagon plus precise, que si le petit parametre d'adiabaticite est
d'ordre 8, la variation de 1'invariant adiabatique est d'ordre e-1/8 .
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le moment canonique conjugue, l'invariant adiabatique associe est :

ou le petit cercle sur le signe d'integration veut dire que l'integrale est
etendue a une periode de variation de q. Dans le cas present nous pouvons
donc definir trois invariants :

1er invariant - Moment magnetique orbital - Le premier invariant est
associe a la periode tB, pour laquelle on a :

(2.154)

(2.155)

(2.156)

(2.157)

En tenant compte de la relation :

qui relie les variables au champ B, on voit que l'on peut ecrire I1 sous
l'une des deux formes equivalentes :

(2.158)

qui recoupent les deux expressions du moment magnetique orbital que
nous avons trouvees dans la section 2.6.

2eme invariant - Invariant d'action longitudinale - Le deuxieme in-
variant est associe a la periode tM d'oscillation entre les deux miroirs pour
laquelle on peut poser :

q = s (abscisse curviligne le long de la ligne de force) (2.159)

(2.160)

(2.161)

On peut demontrer directement la conservation de I2 a partir d'un calcul
fait sur 1'equation (2.126)(cf. probleme P2-8).

3eme invariant - Invariant de flux global - Le troisieme invariant est
associe a la periode t . Il se presente de fagon tout a fait analogue au
premier a ceci pres que la variable angulaire est maintenant celle du

vecteur R de position du centre guide et on obtient par un calcul analogue
a celui fait pour :

(2.162)

resultat que nous avons etabli directement dans la section 2.6 a partir de
l'analyse d'une compression magnetique.
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2.10 Constantes exactes du mouvement

2.10.1 Equations de Lagrange

Les invariants adiabatiques sont des grandeurs tres utiles car ils per-
mettent souvent de trouver des proprietes des trajectoires et de la dy-
namique du plasma sans avoir a proceder a l'integration souvent tres dif-
ficile des equations du mouvement des particules. Dans ce meme but,
il est interessant de rechercher s'il existe d'autres constantes du mou-
vement, celles-ci exactes et trouvant leur origine dans les proprietes de
symetric (cylindrique, torique ...) du champ magnetique dans lequel evolue
le plasma.

La recherche des constantes du mouvement se fait de fagon simple
en utilisant les methodes generales de la mecanique analytique. De fagon
generale on utilise dans cette theorie une formulation des equations de
mouvement basee sur les coordonnees generalisees. Ce sont les 5 quantites
independantes q1,q2,...qs = q qui determinent completement l'etat d'un
systeme a s degres de liberte. Par exemple, une particule isolee est decrite
par s = 3 coordonnees et N particules le sont par s = 37V coordonnees.
Les quantites q1 , q2, ... qs = q, ou le point represente la differentiation par
rapport au temps, sont les vitesses generalisees. Avec de telles coordonnees,
les equations de mouvement d'un systeme mecanique a s degres de liberte
sont les equations de Lagrange :

(2.163)

qui sont appelees les equations differentielles de mouvement d'Euler-
Lagrange. Les quantites

(2.164)

sont les moments generalises ; ils ne sont pas toujours exactement le
produit de la masse par la vitesse. On voit que si le Lagrangien L est
independant de 1'une des coordonnees generalisees, par exemple qj, alors
le moment generalise correspondant PJ est une constante du mouvement.

Considerons une particule chargee (de masse m et de charge q) se

deplacant dans un champ magnetique statique B(r) . Dans ce cas, le La-
grangien (non relativiste) est donne par

(2.165)
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ou A (r) est le potential vecteur tel que

2.10.2 Champ statique a symetrie de revolution

a) Champ magnetique et potentiel vecteur

Nous allons maintenant etudier a titre d'exemple les trajectoires dans un champ ma-
gnetique statique, ayant unc symetrie axiale autour d'un axe Oz. Bien que l'analyse soit
possible pour tout systeme ayant cette symetrie, nous penserons plus particulierement
a une configuration a miroirs presentant un plan equatorial So et deux cols C et C'
(Fig. 2.13).

Figure 2.13 : Miroirs magnetiques a symetrie de revolution.

Nous utiliserons des coordonnees cylindriques r, , z. Il est facile de voir que le
potentiel vecteur magnetique A n'a qu'une composante A ; il suffit pour s'en conva-
incre de remarquer qu'une configuration de champ magnetique de revolution autour de
Oz peut etre produite par des bobines constituees de spires circulaires d'axe Oz et de se
rappeler la relation donnant le potentiel vecteur du champ d'un systeme de courants :

(2.167)

Les composantes du champ magnetique sont deduites de A par les formules :

(2.168)

(2.169)
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La signification physique de A , se deduit d'ailleurs facilement du theoreme sur le
rotationnel applique a un cercle passant par le point M(r, z) ; la circulation de A le

long de ce cercle est egale au flux (r, z) de rot A = B a travers la surface du cercle :

(2.170)

Le produit rA est donc egal au flux de B a travers ce cercle divise par 2 ; les
tubes de force sont definis par la condition que soit une constante ; leur equation
generale est donc :

(2.171)

b) Equations du mouvement ; conservation du moment p
Dans ce probleme a symetrie cylindrique, le Lagrangien (2.165) s'ecrit donc :

(2.172)

Les moments de Lagrange sont par definition :

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

(2.177)
(2.178)

Les derivees de L par rapport a r, et z s'ecrivent done :

Les equations du mouvement (pr = dL/dr, etc.) s'ecrivent donc finalement :

(2.179)

(2.180)

(2.181)

(2.182)
avec :

L'equation (2.180) montre qu'il y a conservation du moment canonique p , c'est-
a-dire de la somme du moment cinetique de la particule par rapport a l'axe Oz et de
la quantite (q/2 ) (r, z) ; pour avoir une image simple de la signification de p , il
est interessant d'etudier les orbites situees dans le plan equatorial. Cette analyse est
developpee dans l'appendice A2-4. Elle permet de classer les orbites en orbites liees et
non liees [cf. Fig. 2.18(a) et 2.18(b)] et de montrer notamment que si une orbite est non
liee a l'instant t = — elle l'est aussi a t — + et reciproquement. Cette remarque
pose des problemes interessants tant pour les plasmas naturels de la magnetosphere que
pour les plasmas de recherches pour la fusion nucleaire : l'injection de particules a partir
de l'exterieur et leur piegeage dans ces configurations magnetiques ne sont possibles que

si les particules subissent a leur passage dans le champ B une action speciale autre que

celle de B (collision elastique, collision inelastique avec changement de q/m, freinage
electrostatique, ...).
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2.11 Appendices

A2-1 Conductivite d'un plasma froid sans collisions
a) Calcul de
Nous avons vu dans la section 2.4 que l'on peut dans le cadre d'une approximation dite
des plasmas froids analyser la reponse d'un plasma, place dans un champ magnetique

uniforme et statique B. a l'action d'un champ electrique oscillant E1 et definir une
propriete locale que nous avons appelee la conductivite electrique du plasma. Dans le
present appendicc nous calculons et analysons ses proprietes.

Pour chaque espece de particule contenue dans le plasma, nous cherchons done le

mouvement d'ensemble v1 produit par un champ electrique oscillant E1, sous la forme
d'une solution sinusoidale de 1'equation (2.1) qui s'ecrit en notations complexes :

(2.183)

ou nous avons suppose que la variation temporelle de toutes les grandeurs etait
representee par un facteur e-iwt (cf. note en bas de page de la section 2.1). Nous
pouvons d'autre part poser pour alleger l'ecriture :

L'equation (2.183) s'ecrit alors

(2.184)

(2.185)

(2.186)

(2.187)

Pour expliciter le calcul, prenons le champ B pour axe Oz ; on a alors :

et 1'equation (2.186) s'ecrit en notations tensorielles :

(2.188)

d'ou par application de la regie d'inversion d'une matrice :

(2.189)

On en deduit immediatement compte tenu de (2.184) l'expression du tenseur de
mobilite electrique de chaque espece de particules defini par :

(2.190)
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Finalement, on obtient le tenseur de conductivity electrique correspondant en
posant :

(2.191)
et le resultat final est :

(2.192)

avec :

(2.193)

Dans un plasma compose d'electrons et d'une seule espece d'ions, la conductivite
totale est la somme des conductivites electroniques et ioniques, soit :

(2.194)

b) Proprietes du tenseur de conductivite electrique
On peut tout d'abord verifier que le plasma est en l'absence de collisions un milieu

purement reactif, c'est-a-dire que la puissance moyenne transmise par E\ au plasma
est nulle. En effet on montre facilement (cf. probleme P2-6) que la puissance moyenne
transmise par le champ electrique a une unite de volume du plasma est :

(2.195)

Dans le cas present cette puissance moyenne est nulle : en effet, les termes diagonaux,
purement imaginaires, ne donnent aucune contribution et d'autre part les effets dus
aux termes reels non diagonaux s'annulent parce que le tenseur est antisymetrique.
Examinons maintenant comment varient les proprietes de conductivite electrique du
plasma en fonction de l'intensite du champ magnetique (plus precisement c'est le rapport
entre et qui determine ces proprietes) :

• En l'absence de champ magnetique, le tenseur (2.192) se reduit a ses composantes
diagonales ; on a :

(2.196)

La conductivite est alors scalaire, le milieu est isotrope ; la conductivite est
limitee par l'inertie des particules et purement imaginaire.

• Si le champ magnetique est assez faible, ou la frequence assez elevee pour que l'on
ait M<< w, il apparait, par rapport a la formule (2.196), de petites modifications.

Seule la conductivite dans la direction de B est inchangee ; les deux premiers
termes diagonaux different du troisieme par un terme du deuxieme ordre en / ;

cette variation de la conductivite dans les directions perpendiculaires a B porte
le nom de magnetoresistance ; enfin il apparait des termes non diagonaux qui

donnent une composante de courant perpendiculaire a la fois a E et a B ; ces
termes constituent ce que 1'on appelle l ' e f f e t Hall; c'est un effet du premier ordre
en / .
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• Si le champ magnetique est assez fort, ou la frequence assez basse pour que l'on
ait << , la conductivite dans la direction de l'axe Oz est encore inchangee. En
revanche tous les autres termes tendent vers zero, les termes diagonaux comme

et les termes d'effet Hall comme en valeur absolue.

Il est interessant d'utiliser ces remarques en etudiant les proprietes d'un plasma neutre
dans lequel il y a autant d'ions que d'electrons et de comparer l'action des ions et des
electrons sur la conductivite : de maniere gene-rale, la conductivite totale s'exprime par
la somme (2.194). On remarque d'autre part que pour chaque espece de particules
et sont proportionnels a q/m.

Il en resulte que la conductivite dans la direction de B (ou dans n'importe

quelle direction si B = 0) est due essentiellement aux electrons. Dans un fort champ
magnetique, le residu de conductivite dans les directions perpendiculaires
a B est essentiellement du aux ions, cependant que les effets Hall des ions et
des electrons tendent a se compenser exactement. Cette derniere propriete est d'ailleurs
la meme que celle que nous avons mentionnee a propos de la vitesse de derive : quand
<< les proprietes tendent vers celles que l'on a dans le champ continu ; les termes

d'effet Hall qui representent des deplacements perpendiculaires a la fois a E et a B
sont produits par la vitesse de derive. Cette vitesse est la meme pour les electrons et
pour les ions, mais les composantes de courant electronique et ionique correspondantes
sont opposees puisque l'on a neqe = —n i q j .

On doit signaler en terminant que les formules ci-dessus ne constituent qu'une
premiere approximation dans le calcul de la conductivite electronique d'un plasma. De
maniere plus generale, le tenseur de conductivite peut faire intervenir la frequence de
collision v1 des electrons avec les autres particules. Des formules tenant compte de cet
effet seront donnees au chapitre 12. Quand les collisions ne sont pas negligeables, les
termes diagonaux du tenseur de conductivite ne sont plus purement imaginaires comme
dans la formule (2.192). La puissance moyenne transmise au gaz n'est plus nulle : c'est
l'effet Joule.

D'autre part, comme nous l'avons dit au debut de ce chapitre, un champ electrique
uniforme dependant du temps depend toujours en pratique egalement de l'espace ; la
solution des equations de Maxwell pour le champ electromagnetique conduit en fait a
considerer des ondes monochromatiques qui, dans un milieu homogene indefini, peuvent

etre planes et varient comme e-i(wt - k . r). En toute rigueur la conductivite d'un
plasma est alors une fonction de et de k ; la dependance de a avec k conduit a
dire qu' un plasma est un milieu spatialement dispersif. Des formules precisant cette
dependance sont donnees dans les ouvrages consacres aux ondes dans les plasmas (cf. par
exemple [352]). On y voit que les termes de dispersion spatiale font intervenir l'agitation
thermique des particules par des termes de la forme kvte ou vte est une vitesse moyenne
d'agitation thermique des electrons. La formule (2.192) peut etre consideree comme une
approximation valable quand kvte << w.

A2-2 Resonance cyclotron

Le calcul de la conductivite electrique developpe ci-dessus tombe en defaut lorsque la
frequence w du champ electrique coincide avec la frequence gyromagnetique de 1'une
des especes de particules. Il se produit alors un phenomene de resonance dite cyclotron,
que nous analysons dans le present appendice.
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a) Expression du tenseur de conductivite en coordonnees
tournantes

De maniere generalc, il peut etre commode de remplacer les coordonnees Ex, Ey, Ez

representant 1'amplitude complexe du vccteur champ electrique E par des coordonnees
dites tournantes E+, E-, Ez definies par les formules :

E+ = Ex+ iEy (2.197)

E- = Ex - iEy (2.198)
Ez = Ez (2.199)

Un champ electrique tournant dans le sens direct du plan xOy est tel que sa com-
posante Ex est en avance de /2 sur sa composante Ey ; autrement dit, sa composante
E— est nulle ; avec les nouvelles coordonnees il se reduit a une composante E+. On voit
de meme que la composante E—, si elle existe seule, represente un champ tournant en
sens inverse dans le plan xOy.

Le tenseur de conductivite prend une forme relativement simple, si on exprime E

et J au moyen de ces coordonnees +, —, z ; on obtient facilement :

(2.200)

b) Resonance cyclotron electronique

Supposons par exemple que l'on ait w = e ( e est positif). Dans le tenseur de con-

ductivite de la formule (2.192), les termes relatifs aux courants perpendiculaires a B
tendent vers l'infini pour w = ; en fait le calcul doit etre refait dans ce cas singulier ;
il est developpe dans le probleme P2-7. Les resultats obtenus s'enoncent de facon plus
simple si l'on considere le champ electrique oscillant E comme la resultante de trois
champs :

— un champ longitudinal E oscillant,

— un champ transverse E+ tournant dans le sens positif, c'est-a-dire le sens defini par

le vecteur rotation e,

— un champ _ tournant en sens contraire.

Les composantes E et E_ nc produisent aucun effet de resonance ; elles produisent
simplement une oscillation des electrons paralleles a Oz et une rotation dans le sens
negatif ; on peut d'ailleurs remarquer que les courants qui en resultent se calculent
immediatement a partir de la formule (2.200) qui donne :

j- = _ E_ (2.201)

jz = azz Ez (2.202)
Par contre ++ tend vers I'infini quand —> e ; la composante E+ est celle qui

produit le phenomene de resonance ; cela se concoit tres bien puisqu'elle accompagne
la rotation gyromagnetique des electrons en tournant dans le meme sens et a la meme
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vitessc que ceux-ci ; de ce fait la phase relative dc E+ ct de la vitesse des electrons reste
constante ct 1'interaction est cumulative.

Le calcul fait dans le probleme P2-7 montre que l'on peut prendre comme solution
v1

(2.203)

La trajectoire la plus generale en presence du champ tournant E+ a donc un vecteur
vitesse :

(2.204)

Lc premier terme represente un mouvement spirale de vitesse angulaire = e, le
deuxieme terme une rotation a la meme vitesse angulaire, le troisieme une translation
parallele a B. La vitesse initiale determine p et ; si elle est nulle le mouvement se
reduit a la composantc spiralee ; la vitessc et le rayon vecteur varient alors proportion-
nellement au temps selon les lois :

(2.205)

(2.206)

Figure 2.14 : Resonance cyclotron.

(a) Composition des vitesses.
(b) Influence de l'angle de la vitesse initiale avec le champ electrique.

Si la vitesse initiale possede une composante transverse, la composition du mouve-
ment en spirale et de la rotation sc fait dc facon differente selon la phase initiale

de e X et de qe/me E+. A l'instant t ces deux vecteurs ayant tourne tous deux
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de et font toujours entre eux le menie angle [Fig. 2.14(a)] de sorte que la vitesse
transversale a alors pour module :

avec :

(2.207)

(2.208)

Les variations du rapport (t)/ (0) en fonction de t/to sont representees sur
la figure 2.14(b) pour diverses valeurs de . On voit que lorsque est compris entre
0 et /2 la vitesse transverse de l'electron augmente regulierement tandis que lorsque

/2 < < cette vitesse decroit d'abord et passe par un minimum. Mais dans tous
les cas, la vitesse produite par E+ 1'emporte au bout d'un certain temps sur la vitesse
initiale et v se met alors a croitre proportionnellement au temps.

Bien entendu, dans des conditions experimentales pratiques cette acceleration ne se
poursuit pas indefiniment ; 1'electron accelere entrera en collision soit avec une paroi, soit
avec une autre particule. L'effet des parois sera predominant si, a etant une dimension

caracteristique du recipient dans le plan perpendiculaire a B et v\ la frequence moyenne
de collisions, on a :

(2.209)

Si l;inegalite ci-dessus est renversee ce seront les collisions entre particules qui
limiteront l'acceleration. D'autre part la resonance cyclotron disparaitra presque
completement quand on aura :

(2.210)

Pour une valeur donnee de v1 (c'est-a-dire en pratique de la pression) on pourra
definir au moyen de la formule (2.209) l'ordre de grandeur des champs magnetiques
dans lequel il faut se placer pour pouvoir produire la resonance cyclotron6. En tout
etat de cause la resonance cyclotron est un moyen efficace de chauffer les electrons d'un
plasma (cf. section 2.7 et [328, p. 344]).

On peut envisager le phenomene de la resonance cyclotron non seulement pour les
electrons, comme nous l'avons fait dans ce paragraphe, mais egalement pour les ions ;
cependant la relation (2.209) est beaucoup plus severe pour les ions ; la discussion
montre qu'il faut operer a des pressions bien plus basses ou dans des champs magne-
tiques bien plus forts pour pouvoir produire la resonance cyclotron sur les ions. On a
cependant pu 1'observer et 1'utiliser pour chauffer les ions d'un plasma [328, p. 330].
Elle est aussi la base d'un precede de spectrometrie de masse [6] ou de separation des
isotopes [7].

A2-3 Proprietes du gradient d'un champ de vecteurs

Par definition le gradient d'un champ de vecteurs est le tenseur B. Choisissons (Fig.
2.15) localement comme axes la tangente Oz a la ligne de force, la normale principale
Ox et la binormale Oy relatives a cette meme courbe.

6. En pratique un autre phenomene peut aussi limiter l'importance de la resonance

cyclotron ; c'est l'inhomogeneite spatiale (ou les fluctuations temporelles) de B. Dans
certaines conditions cela peut conduire a des phenomenes de battement a la frequence
w- e.
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Figure 2.15 : Triedre de Frenet associe a une ligne de force.

Avec ces axes on a :

ou R est le rayon de courbure de la ligne de force passant par O ; on peut done ecrire

le tenseur V B sous la forme :

(2.213)

Sur ce tableau on verifie facilement les regles suivantes :

V • B est la somme des trois termes diagonaux,
B2/2B est le vecteur represente par la troisieme colonne,

B • B /B est le vecteur represente par la troisieme ligne.

Si V X B = 0, le tableau ci-dessus est symetrique et on a :

(2.214)

A2-4 Champ statique de revolution avec deux miroirs
Dans ce paragraphe nous analysons en detail les proprietes des orbites dans un champ
magnetique a symetrie cylindrique avec deux miroirs magnetiques. Grace a la symetrie
du systeme les equations de Lagrange font apparaitre une nouvelle constante du mouve-
ment. Cette discussion qui peut paraitre academique a en fait un grand interet pratique,
car elle montre qu'on ne peut pas, a partir d'une source exterieure, injecter des particules
chargees dans cette configuration, et les y pieger.
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a) Conservation de p^ ; trajectoires dans le plan equatorial
L'equation (2.173) nous a montre que dans un champ magnetique statique et de
revolution autour de Oz, il y a conservation de la quantite p , c'est-a-dire de la
somme du moment cinetique de la particule par rapport a l'axe Oz et de la quantite
(q/2 ) (r, z) ; pour avoir une image simple de la signification de p il est interessant
d'etudier les orbites situees dans le plan equatorial. A cet effet, nous supposerons par
exemple que, dans ce plan, Bz est toujours positif, decroit avec r, et est pratiquement
nul a une certaine distance R de 1'axe ; pour fixer les idees, nous etudierons le cas des
ions positifs (q > 0) ; les variations de Bz et de qrA — q /2 en fonction de r, dans
le plan equatorial, ont done l'ailure representee sur la figure 2.16.

Figure 2.16 : Champ et flux magnetique en fonction de r et z dans un
systeme de revolution.

Les orbites dans le plan equatorial peuvent etre par exemple produites par un canon
situe dans ce plan, a une distance r0 de 1'axe, emettant un faisceau de particules ayant
une vitesse initiale W0 = (r )0 dirigee perpendiculairement a Oz. A priori, on peut
prevoir selon le sens et la valeur de cette vitesse initiale les differentes families d'orbites
representees sur la figure 2.17. Ces orbites ont ete tracees en faisant varier WQ et par
suite p de + a — .

Si on effectue sur chacune de ces orbites une symetrie par rapport a la droite
OM0, on obtient une courbe qui peut etre consideree comme la trajectoire de la meme
particule, depuis 1'instant t = — jusqu'a 1'instant t — 0 ou elle passe par M0 (en efFet
les equations (2.179) et (2.180) sont inchangees, si on y change t en — t, en — , sans
changer r). Ce raisonnement montre que si une orbite est non liee a t = — , elle l'est
aussi a t — + et reciproquement.

Par exemple, si un canon emettant les particules est place au point C exterieur au
champ magnetique [Fig. 2.18(a)], les particules finiront toujours par ressortir du champ
magnetique au bout d'un certain temps.

La figure 2.18(b) represente au contraire une orbite liee ; il est facile de verifier, en
faisant le meme raisonnement que dans la section 2.8, que cette orbite a un mouvement
de precession autour de O dans le sens indique ; si 1'axe O est exterieur a 1'orbite
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Figure 2.17 : Trajectoires dans le plan equatorial.
1. +00 > p > +p1, orbites non liees.

2- +p1 > p > (qrA )0, orbites liees situees dans le domaine r > r0.

3. (qr A )0 > p > 0, orbites liees situees dans le domaine r < r0.

4. p = 0, orbite liee passant par 1'axe.

5. 0 > p > —p2, orbites liees avec 1'axe a l'interieur de l'orbite.

6. — p2 > P > — , orbites non liees.

(families 2 et 3 de la figure 2.17) on peut mener par O des tangentes OT1, OT2, OT3,
OT4, etc. ; aux points T1, T2, T3, T4, etc., on a ' = 0, done

(2.215)

Done les points T1, T2, T3, T4, ... sont sur un meme cercle et la valeur de p relative a
Forbite consideree est egale a q/2 fois le flux traversant ce cercle.

Une regie analogue s'applique aux points T et T' de la figure 2.18.
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Figure 2.18 : Orbites equatoriales.
(a) Orbites non liees.
(b) Orbites liees.

b) Ecriture de 1'hamiltonien. Classification des orbites
non equatoriales

) Potentiel fictif L'hamiltonien H relatif au mouvernent d'une particule
s'obtient en posant :

(2.216)

C'est une deuxieme constante du mouvement. Il est commode d'ecrire sa conserva-
tion en introduisant le potentiel fictif U(r,z) defini par :

(2.217)

U est done la somme de 1'energie potentielle electrostatique et de "1'energie cinetique
azimutale" (en designant ainsi la fraction de 1'energie cinetique due a la composante de
cette vitesse v — r ).

L'equation (2.216) s'ecrit alors :

(2.218)

Pour une orbite donnee p est une constante et U est effectivement une fonction
donnee de r et de z. Par consequent (2.218) est formellement identique a l'equation
de conservation de 1'energie, relative a un mobile fictif se deplagant dans un plan de
coordonnees r et z ; si ce mobile part d'un etat initial correspondant a une valeur donnee
de H il ne peut se mouvoir que dans les domaines tels que :

(2.219)

Cette condition qui ne donne aucune information sur la variable va definir des
volumes de revolution autour de Oz a 1'interieur desquels la particule reelle qui possede
egalement le moment p peut se mouvoir ; les regions permises et les regions interdites
dependent de H et du potentiel fictif U(r, z), lequel depend de la configuration des
champs et de la valeur de p definie par les conditions initiales.
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Il sera commode de supposer encore, comme sur la figure 2.17, que les particules
sont emises par un canon place au point MO ; mais nous supposerons maintenant, pour
etre plus general, que ce canon communique aussi aux particules une composante de
mouvement parallele a z ; 1'orbite correspondante n'est done pas situee dans le plan
equatorial.

Ceci etant, nous aliens maintenant etudier comment le diagramme des regions per-
mises et interdites se deforme quand p varie ; pour cela, nous supposerons que le
champ electrique est nul (V — 0) et que le champ magnetique a, dans un plan de cote z
quelconque, la structure representee sur la figure 2.16, cependant que ses lignes de force
ont l'allure generale representee sur la figure 2.13.

) Orbites avec p < 0 ; orbites liees de facon provisoire ou
definitive Si p < 0 la courbe de variation de p — qrA en fonction de r a 1'allure
representee sur les figures 2.19(a) et 2.19(b). La figure 2.19(a) est relative au plan
equatorial et 2.19(b) a un plan plus rapproche des cols ; les ordonnees des deux courbes
sont les memes, mais les abscisses sont contractees dans la figure 2.21 (a), a cause du
resserrement des tubes de force. Les distributions correspondantes du potentiel U sont
representees sur les figures 2.21(c) et 2.19(d) ; la contraction des abscisses qui se pro-
duit quand on passe de 2.19(d) (equateur) a 2.19(c) (pres des cols) s'accompagne d'une
dilatation des ordonnees due au facteur 1/r2 de la formule (2.217).

II est facile de se convaincre que la courbe de potentiel U presente, comme indique
sur les figures, un creux a condition toutefois que p soit suffisamment petit.

La figure 2.19(e) enfin represente les lignes de niveau de la fonction U dans un plan
rz ; on a trace notamment les deux lignes de niveau

La region hachuree est celle ou on a U > H2 ; l'arc ACB delimite une region ou
l'on a U < H1 ; entre les arcs BC et DE on a U > H1 ; a droite de 1'arc DE on a a
nouveau U < HI. Ce diagramme montre que pour la valeur consideree de p on peut
classer les orbites selon les regies suivantes :

• Les particules d'energie H < H1 donnent lieu a des orbites liees enfermees dans
le creux de potentiel delimite par 1'arc ACB (et son symetrique par rapport a Or) et a
des orbites non liees restant a droite de 1'arc DE.

• Les particules d'energie H2 ne donnent pas lieu a des orbites vraiment liees ;
toutefois elles peuvent donner lieu a des orbites "liees de fagon provisoire" ; il suffit
pour cela de les "injecter" pres du plan equatorial selon le schema indique sur la figure
2.20. La particule viendra se "reflechir" pres du "mur" hachure au voisinage de Oz puis
pourra osciller entre ce mur et la languette hachuree. Elle sera finalement reflechie au
fond de la vallee, separant les deux regions interdites et pourra ressortir de la region
par oil elle est entree.

Il existe une energie critique Hc (fonction de p ) separant les deux especes de lignes
de niveaux ; au-dessus de cette energie, il n'y a plus de possibilite d'orbites completement
liees.

Il faut bien remarquer que 1'equation (2.218) et les diagrammes tels que celui de
la figure 2.19(e) ne donnent aucun renseignement sur la variable ; les zones permises
et interdites sont en realite des volumes de revolution autour de Oz ; pour etudier les
mouvements azimutaux a l'interieur des volumes permis, il faut revenir a l'equation
(2.180) ; c'est ainsi que dans le cas etudie dans ce paragraphe, p etant negatif, ' reste
toujours negatif, les orbites encerclent 1'axe Oz, le mouvement represente sur la figure
2.20 a l'ailure representee sur la droite de cette meme figure.
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Figure 2.19 : Diagramme d'encrgie pour les orbites a p negatif.

Variations en fonction de r de p — qrA et du potentiel fictif U.
(a) (c) Plan plus pres des cols.
(b) (d) Plan equatorial.
(e) Lignes de niveau du potentiel fictif.

Figure 2.20 : Orbite liee pour un certain temps.
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7) Orbites 0 < p < (qrA ,)max Si 0 < p < (qrA )max, les memes methodes
conduisent aux diagrammes de la figure 2.21.

Figure 2.21 : Diagramme d'energie pour les orbitcs, avec 0 < p
< ( q r A ) m a x .

(a) (b) (c) (d) (e) Memes notations que sur la figure 2.19.
(f) Orbite de faible energie pour 0 < p < (qrA )max.

Les resultats different legerement de ceux obtenus ci-dessus :
• Pour des particules d'energie superieure a une certaine energie Hc (H = H2

par exemple), il ne peut exister que des orbites non liees, ou liees de fagon provisoire,
analogues a celle de la figure 2.20.

• Pour des particules d'energie inferieure a Hc, il y a confinement transversal mais
non longitudinal ; il apparait comme precedemment une vallee, mais son "fond" reste
a une altitude U = 0, quel que soit z : quand on se rapproche des cols magnetiques,
le fond de la vallee ne s'eleve pas, bien que les bords se relevent ; il n'y a donc pas de
confinement rigoureux dans le sens axial. On se rend compte toutefois que la particule a
une forte tendance a etre reflechie par cet effet de relevement des bords ; nous avons vu
dans la section 2.7 que c'est en fait ce qui se produit dans les limites de l'approximation
adiabatique : pour les orbites de faible dimension transversales correspondant a une
valeur faible de H, le moment magnetique orbital reste constant, ce qui d'apres (2.115)
introduit l'effet de freinage decrit precedemment [cf. Fig. 2.7(b)]. De toute fagon, la
theorie presente nous montre que le fond de la vallee suit rigoureusement la ligne de
force dcfinie par qrA = p ; on en conclut que les orbites (r, z) de faible energie H1

sont constitutes par des oscillations autour d'une ligne de force ; en fait, en se reportant
a l'equation (2.180) on trouve que (f change periodiquement de signe toutes les fois que
l'orbite (r, z) traverse cette ligne de force [Fig. 2.21(f)] ; le mouvement a trois dimensions
est done une helice. Pendant un temps assez court, cette helice accompagne une ligne de
force ; mais la seule contrainte qui lui est imposee est de rester enfermee entre les deux
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surfaces U = H1 ; l'helice peut done deriver en restant liee au tube de force U = 0 ;
c'est effectivement ce qui se produit sous l'effet des derives magnetiques decrites dans
la section 2.8.

6) Orbites p > (qrA )max Quand p > (qr A )max le diagramme des surfaces
de niveau a 1'allure represented sur la figure 2.22. Il n'y a aucune orbite liee, meme de
fagon provisoire.

Figure 2.22 : Diagramme d'energie pour les orbites, avec p^ > (qrA^m^.

2.12 Problemes

P2-1 Calcul relativiste de la derive electrique
Lorsque le champ E est assez fort pour que la vitesse de derive devienne comparable a
c, le changement de repere galileen utilise dans la section 2.3 pour obtenir cette vitesse
n'est plus valable. Dans le cas ou le rapport E±/B devient de 1'ordre de c, il faut utiliser
les formules relativistes de la transformation de Lorentz.

Effectuer cette transformation et montrer que la vitesse de derive garde la valeur
donnee par la relation (2.57) mais que la frequence cyclotron est donnee par :

(2.222)

P2-2 Adiabaticite temporelle dans une compression
magnetique

En partant de la loi r2 = Cte, exprimer le rapport r /rw2 en fonction de wb et de ses
deux premieres derivees.

En developpant wb en serie de Taylor, montrer que si ses deux premieres derivees
sont assez faibles on a :

(2.223)

En conclure que la formule (2.107) est equivalente a la regie generale d'adiabaticite
temporelle definie dans la section 2.5.
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P2-3 Calcul de la force de freinage dans
un miroir magnetique

La maniere dont une force F est engendree par une convergence des lignes de force a
ete representee sur la figure 2.8 ou 1'on a suppose pour simplifier que le champ etait de
revolution autour de 1'axe de la trajectoire. La composante Br du champ et la vitesse
v de rotation produisent la force de freinage F . En reliant Br a Bz au moyen des
equations generales de l'electromagnetisme, etablir la formule :

(2.224)

P2-4 Calcul de la force (moyenne) de gradient
On part de la formule (2.145). La valeur instantanee de la force etant :

(2.225)

ecrire ses trois composantes. En calculer les moyennes en tenant compte des conditions

< p x p y >— 0, p2 = p2 — p2/2 et • B = 0. Montrer que le resultat est bien :

(2.226)

P2-5 Derive magnetique avec diamagnetisme
On part de 1'expression

(2.227)

de la derive de gradient (cf. section 2.8). En utilisant les formules de 1'appendice A2-3,

separer B2 en un terme en B • V B et un terme contenant les composantes de X B.
En utilisant la formule de Maxwell-Ampere, etablir le resultat final :

(2.228)

ou J est la composante du courant perpendiculaire a B.

P2-6 Puissance transmise par un champ alternatif
a un plasma

On part de la definition du tenseur de conductivite d'un plasma :

(2.229)

Montrer que la puissance moyenne transmise par un champ electrique alternatif E1 a
une unite de volume du plasma est :

(2.230)
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P2-7 Resonance cyclotron electronique

Montrer directement que dans un champ electrique E+ tournant dans le sens positif a
la vitesse angulaire w = e, l'equation fondamentale de la dynamique admet la solution
particuliere :

(2.231)

P2-8 Deuxieme invariant adiabatique
On considere une particule chargee qui oscille entre deux miroirs magnetiques selon le
schema de la figure 2.12.
a) En partant de la formule (2.153), de la Constance du moment magnetique et de

1'energie totale, montrer que la periode d'oscillation entre les deux miroirs peut
s'ecrire :

(2.232)

ou s est 1'abscisse curviligne le long de la trajectoire du centre guide, e 1'energie
de la particule et V(s) = B un pseudo-potentiel.

b) Montrer que le deuxieme invariant peut s'ecrire :

(2.233)

c) Montrer que 1'on a de facon approchee :

(2.234)



Chapitre 3

Collisions elastiques

3.1 Introduction

La theorie cinetique des gaz, dans son modele le plus simple, assimile un gaz
a un ensemble dilue de petites boules de billard. Ces boules (les molecules)
se meuvent en general en ligne droite ; cependant lorsque deux d'entre elles
se rencontrent, il y a une collision, qui produit une deviation instantanee
de chacune d'entre elles. Dans la theorie actuelle des gaz et des plasmas,
on generalise ce modele en considerant que toutes les particules du gaz
interagissent entre elles par des forces dependant de leurs positions (et
eventuellement de leurs vitesses) ; on admet que le gaz est assez dilue pour
que les interactions de chaque particule avec les autres soient en general
faibles, de sorte que les trajectoires sont a peu pros rectilignes comme
dans le modele des boules de billard. On dit qu'il y a collision lorsque deux
ou plusieurs particules se rapprochent accidentellement a des distances
assez faibles pour que les energies d'interaction deviennent comparables
aux energies cinetiques ; les particules ainsi entrees en collision auront des
trajectoires courbes, aussi longtemps qu'elles resteront a courte distance
les unes des autres. Apres la collision, elles reprendront des trajectoires
quasi rectilignes. Compte tenu de la nature complexe des particules qu'on
rencontre dans un gaz (atonies, molecules, eventuellement ionises) on est
amene a distinguer deux types de collisions :

• Les collisions elastiques (binaires, ternaires, ...) dans lesquelles les
deux, trois, ... particules en jeu ne changent pas d'etat interne. Dans les
collisions elastiques, il y a seulement deviation des particules, avec echange
de quantite de mouvement et d'energie cinetique.
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• Les collisions inelastiques qui sont au contraire celles dans lesquelles
il y a changement d'etat interne d'au moins une des particules (excita-
tion, desexcitation) et meme eventuellement creation ou destruction de
particules (ionisation, dissociation, recombinaison, ...). Dans les collisions
inelastiques (qui s'apparentent aux reactions chimiques), il y a non seule-
ment echange de quantite de mouvement et d'energie cinetique, mais aussi
transformation d'energie cinetique en energie chimique et vice versa.

Dans le present chapitre nous etudions en detail les proprietes des colli-
sions elastiques binaires qui jouent un role essentiel dans les phenomenes de
transport dans les gaz ionises (conductivite electrique, diffusion). L'etude
des collisions inelastiques et du role qu'elles jouent dans la dynamique des
gaz ionises sera developpee dans les chapitres 4 et 8.

Nous commengons ici par rappeler dans la section 3.2 la theorie clas-
sique de la collision entre deux masses ponctuelles interagissant par des
forces centrales. Le resultat essentiel est la formule qui permet de cal-
culer Tangle de deviation. On introduit ensuite dans la section 3.3 la no-
tion de section efficace differentielle angulaire et Ton montre comment
en mecanique classique cette grandeur se deduit du calcul de Tangle de
deviation. Ces calculs sont repris du point de vue de la mecanique quan-
tique dans la section 3.4.

Dans la section 3.5 on definit les sections efficaces integrees (<JQ totale
ou de transfert de quantite de mouvement). On examine de pres le cas
des interactions coulombiennes qui conduisent a une valeur infinie de
physiquement inacceptable. Cette difficulte se leve en effectuant dans les
integrales la coupure dite de Debye. Nous concluons enfin cette section en
passant en revue quelques resultats experimentaux relatifs aux gaz les plus
courants.

3.2 Theorie classique des collisions
binaires elastiques

3.2.1 Mouvement du centre de gravite
et mouvement relatif

Considerons deux particules 1 et 2, en train d'effectuer une collision
elastique et rappelons brievement la theorie classique de ce phenomene.
On assimile les deux particules a deux masses ponctuelles m1 et m2, et on
designe par r 1 ( t ) et r2(t) leurs positions en fonction du temps. A chaque

instant, la particule 2 exerce sur la particule 1 une force X12, et la parti-
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cule 1 exerce sur la particule 2 une force :

(3.1)

Ces deux forces egales et opposees d'apres la loi generale de 1'action et de
la reaction peuvent etre colineaires [Fig. 3.1 (a)] ; on dit alors que ce sont
des forces centrales. Elles peuvent aussi former un couple [Fig. 3.1(b)].

Figure 3.1 : Forces d'interactions entre deux particules.

(a) Forces centrales.
(b) Forces formant un couple.

Le premier cas est le plus courant, il correspond notamment au cas ou
la force d'interaction derive d'un potentiel (r) ou r est la distance entre
les deux particules ; on a alors :

avec :

(3.2)

(3.3)

C'est en particulier le cas pour les forces d'interaction electrostatiques,
ainsi que pour les forces d'interactions electron-neutre et neutre-neutre a
condition que les neutres aient une symetrie spherique et que les energies
ne soient pas trop elevees1.

Le deuxieme cas se produit pour les forces d'interactions magnetiques
entre deux particules chargees ; mais on peut verifier que ces forces sont
d'ordre w2/c2 par rapport aux forces electrostatiques2 ; on peut done les
negliger dans les plasmas non relativistes.

1. La condition precise est que la vitesse relative des deux particules soit nettement
inferieure a la vitesse des electrons dans le cortege electronique du neutre.

2. Nous revenons maintenant a la notation w utilisee dans tout ce livre pour designer
la vitesse d'une particule individuelle.
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Le systeme des deux particules en collision etant considere comme isole
(pas d'interaction avec les autres particules), son centre de gravite G est
anime d'un mouvement rectiligne uniforme de vitesse Wg. Dans ces con-
ditions il est commode de reperer les positions des deux particules 1 et 2
par rapport a celle de G en posant :

(3.4)

(3.5)

ou rG est la position du centre de gravite et r = le vecteur
position relative de la particule 1 par rapport a la particule 2. Ces formules
montrent que le mouvement de chaque particule est la superposition du
mouvement du centre de gravite et d'une fraction du mouvement relatif
represente par le vecteur .

En combinant les equations de la dynamique des deux particules, on
obtient 1'equation du mouvement relatif :

avec :

(3.6)

(3.7)

est la masse reduite du systeme des deux particules. C'est une quantite
qui est egale a m/2 quand les deux particules ont meme masse m et qui
est egale a la plus petite des deux masses m1 si m2 >> m1.

On voit sur la formule (3.6) que le mouvement relatif est identique
au mouvement d'un mobile fictif de masse qui evoluerait autour d'un
point fixe avec un vecteur position sous l'action de la force

d'interaction X .
La decomposition du mouvement des particules en mouvement du cen-

tre de gravite et en mouvement relatif prend une forme simple en termes
d'energie cinetique : on verifie en effet facilement que l'on a :

uK = uG + uR (3.8)

ou UK = + est l'energie cinetique totale du systeme des
deux particules,

(3.9)
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1'energie du mouvement du centre de gravite (suppose transporter la masse
totale),

1'energie du mouvement relatif, etant la masse reduite et

(3.10)

(3.11)

3.2.2 Proprietes du mouvement relatif

a) Mouvement relatif plan

Lorsque les forces d 'interactions sont des forces centrales le mouvement
relatif est plan. Pour le voir il suffit de multiplier vectoriellement l'equation
(3.6) par — r2 ; on obtient apres integration :

(3.12)

ou K est un vecteur constant et , les vitesses des deux particules ;
par consequent, a tout instant les molecules 1 et 2 sont dans un plan

perpendiculaire a un vecteur fixe K. Leur centre de gravite G, qui se
trouve sur la droite qui les relie, est egalement dans ce plan. Celui-ci est

anime d'un mouvement rectiligne et le plan perpendiculaire au vecteur K
se deplace dans la direction du vecteur conformement au schema de la
figure 3.2.

Figure 3.2 : Plan des trajectoires dans le systeme du centre de gravite.
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b) Parametre d'impact et angle de deviation

Ce schema est tres important car il va permettre de simplifier grandement
la representation de la collision ; les deux trajectoires des particules sont en
effet deux courbes en general gauches qui, dans 1'espace a trois dimensions,
sont difficiles a representer. Mais d'apres ce que nous venons de dire, il sera
interessant de se representer la collision en se deplagant avec le centre de
gravite, puisque, pour un tel observateur, elle se passe dans un plan fixe, le

plan perpendiculaire au vecteur K. Representons done sur la figure 3.3(a)
les trajectoires dans ce plan. Les deux trajectoires y sont deux courbes
homothetiques par rapport au point O. En effet, celui-ci etant le centre de
eravite, on a :

(3.13)

(3.14)

Figure 3.3 : Trajectoires dans le systeme du centre de gravite.

(a) Trajectoires des deux particules.
(b) Trajectoire du mobile fictif representant le mouvement relatif.

p parametre d'impact, O centre de gravite.

Longtemps avant le choc, les trajectoires etaient quasi rectilignes, sui-
vant deux droites paralleles distantes 1'une de 1'autre de p ; s'il n'y avait pas
de force d'interaction, la distance de plus courte approche des deux parti-
cules aurait ete precisement p. p est ce qu'on appelle le parametre d'impact
de la collision. L'axe Ox a ete choisi sur notre figure parallelement a la
direction des deux vitesses initiales.

Designons par r et 9 les coordonnees polaires du vecteur . On peut
facilement, a partir de (3.13) et (3.14), exprimer en fonction de r et 9
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1'energie cinetique totale du mouvement relatif, soit :

(3.15)

UR est une constante (car UR = u — UG avec u et UG tous deux constants).
Dans le cas des forces centrales le moment cinetique total est egalement
une constante du mouvement. Son expression en fonction de r et 9 s'obtient
facilement et l'on trouve :

(3.16)

On voit que les formules (3.15) et (3.16) sont exactement les memes
que celles qu'on aurait obtenues pour etudier le mouvement d'un mobile
fictif de masse se deplacant autour d'un centre de force fixe O, comme
represente sur la figure 3.3(b).

Evaluons maintenant les valeurs de UR et longtemps avant le choc ;
dans la formule (3.15) on peut negliger le deuxieme terme et ecrire u sous
la forme :

(3.17)

en appelant g la vitesse relative initiale des deux particules, aussi bien
dans le systeme de coordonnees du centre de masse que dans celui du
laboratoire ; g est le module initial du vecteur — :

(3.18)

(3.19)

D'autre part, longtemps avant le choc, on a

Pour etudier le mouvement du mobile fictif, il suffit maintenant d'ecrire
les deux equations de conservation du moment cinetique par rapport au
point G et de conservation de 1'energie, soit :

(3.20)

(3.21)

On a alors deux equations pour determiner les deux variables r et 9. En
eliminant 9. on obtient :

(3.22)

qui donne les variations de r en fonction du temps.
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Les equations (3.20) et (3.21) permettent de trouver par elimination du
temps 1'equation de la trajectoire. En general, cette trajectoire comporte
un somrnet ou point de plus courte approche des deux particules ; ce
sommet existe toujours quand le potentiel d'interaction entre les particules
est repulsif; dans le cas d'un potentiel attractif, il existe aussi si ce potentiel
est a variation relativement lente (exemple : potentiel de Coulomb).

Soit done rm la distance de plus courte approche, qui est marquee sur
les figures 3.3(a) et 3.3(b), m la valeur correspondante de l'azimut ; l'angle
de deviation est lie a m par la relation :

(3.23)

Cet angle est la principale quantite qui intervient dans les calculs statis-
tiques que l'on fait sur les collisions. Calculons done cette valeur fonda-
mentale en fonction des parametres p et g ; 1'equatiori (3.22) peut s'ecrire
aussi :

(3.24)

Nous choisissons pour r la determination negative qui decrit le debut du
choc :

(3.25)

(3.26)

ou d'apres (3.20) :

qui est 1'equation polaire de la trajectoire (sous la forme differentielle).
On voit que la derivee du rayon vecteur par rapport au temps ou a

l'angle s'annule si la quantite entre parentheses s'annule dans la formule
(3.26). La distance de plus courte approche rm est done, si elle existe, la
plus grande solution de 1'equation en r :

(3.27)

Supposons qu'elle existe ; on a :

(3.28)
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d'ou finalemcnt :

(3.29)

3.2.3 Potentiels d'interaction dans un gaz ionise

Nous avons laisse a desscin dans tous les paragraphes precedents le poten-
tiel sous 1'cxpression generale (r). La question se pose de savoir quelles
sont en fait les formes du potentiel que l'on peut envisager pour les colli-
sions entre les diffferentes particules que 1'on a a considerer.

a) Interaction entre un electron et un ion (ou entre deux ions
ou deux electrons)

Le potentiel d'interaction a grande distance entre deux particules de charge
Z1e et Z2e prend la forme bien connue dc Coulomb :

(3.30)

A courte distance un electron et un ion ou deux ions pourront exercer
des forces de nature quantique qui seront generalement repulsives, et qui se
produisent par exemple quand les deux nuages electroniques entourant les
deux ions viennent a se recouvrir ; ces potentiels sont a variation beaucoup
plus rapide en fonction de r que le potentiel de Coulomb.

b) Interaction entre un electron et un neutre

Quand un electron se trouve a une grande distance d'un neutre, le potentiel
d'interaction est du essentiellement au mecanisme dit du dipole induit ;
1'electron cree a la distance r un champ :

(3.31)

Ce champ polarise le neutre en produisant un moment dipolaire :

(3.32)

ou a est la polarisabilite du neutre. Ce dipole, a son tour, cree autour de
lui un potentiel donne par la formule :

(3.33)
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L'electron se trouve sur 1'axe de ce dipole, de sorte que l'on a finalement,
pour le potentiel d'interaction, la relation :

(3.34)

On peut verifier facilement que la force d'interaction est une force
d'attraction, ce qui justifie le signe moins dans la formule ci-dessus.

A courte distance, un electron et un neutre interagissent au moyen
de forces de nature quantique, sur lesquelles il est difficile de donner des
informations generales, si ce n'est que leur variation est tres rapide en
fonction de la distance, et qu'elles seront generalement repulsives.

c) Interaction entre deux neutres

Dans ce cas il existe aussi une force d'interaction a grande distance, qui est
attractive et connue sous le nom de force de van der Waals. Le potentiel
d'interaction correspondant est de la forme :

(3.35)

On l'interprete comme une interaction entre le dipole instantane du pre-
mier neutre et le dipole induit par celui-ci dans le deuxieme.

A courte distance deux neutres exercent 1'un sur 1'autre des forces de
nature quantique, a variation tres rapide et generalement repulsives.

3.2.4 Examples de calcul de la deviation

a) Potentiel de Coulomb

Dans le cas de l'interaction coulombienne entre deux particules de charges
respectives Z1e et Z2e, la quantite entre parentheses dans (3.29) s'ecrit :

(3.36)

qu'on peut transformer en introduisant la quantite :

(3.37)

qu'on appelle le parametre d'impact critique ; p0 est la distance a laquelle il
faudrait placer les deux particules considerees pour que 1'energie potentielle
soit egale a deux fois 1'energie cinetique initiale.
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Nous verrons plus loin une signification physique plus simple ; p0 est la
valeur du parametre d'impact dormant lieu a une deviation de 90 . Il est
fonction de la vitesse relative .

On calcule la deviation en effectuant les transformations suivantes :

a = p/r (3.38)

(3.39)

ce qui peut encore s'ecrire, puisque am est une racine du denominateur :

(3.40)

Cette integrale peut se mettre sous une forme classique en ecrivant :

avec :

d'ou :

Posons tg = am. On a alors :

mais am etant une racine du denominateur dans (3.39) on a :

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

On obtient done finalement la deviation dans un choc coulombien par les
formules :

(3.48)

(3.49)

On voit comme nous 1'avons annonce plus haut que pour p = p0 on a
m = /4, d'ou = /2.

On pourrait enfin montrer en partant de (3.26) que la trajectoire du
mobile fictif ainsi que les deux trajectoires reelles dans le systeme du centre
de gravite sont des branches d'hyperboles, resultat connu depuis longtemps
en astronomie.
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b) Molecules du type boule de billard

Collisions elastiques

Un cas limite tres different de 1'interaction de Coulomb est celui ou l'on
considere deux particules analogues a des boules de billard qui, a grande
distance, n'exercent aucune force l'une sur l'autre, mais qui sont deux
spheres rigoureusement impenet rabies. Ce potentiel est a variation infi-
niment rapide. La figure 3.4 represente la collision entre deux particules
de ce genre. On y a marque la sphere de rayon D egal a la sornme des
rayons des particules (sphere de protection). Quand il y a collision le centre
d'une particule se trouve justement sur la sphere de protection d'une autre
particule. On a sur cette figure la relation :

(3.50)

et d'autre part le parametre d'impact est lie a D par la formule :

Figure 3.4 : Collision entre deux "boules de billard".

D diametre de la sphere de protection (somme des deux rayons).

c) Potentiels attractifs

Dans le cas des potentiels d'interaction attractifs, on peut se demander s'il
existe toujours un sommet sur les deux trajectoires. On appellera ainsi le
point ou r s'annule, c'est-a-dire ou la vitesse est perpendiculaire au rayon



Section efficace differentielle angulaire 153

vectcur joignant lcs deux particules. Si un tel sommet existe. il est facile de
voir qu'apres le passage au sommet, les deux particules s'eloignent 1'une de
1'autre, en decrivant une branche de trajectoire symetrique de celle decrite
avant le sommet.

Physiquement il est evident que ce sommet existe toujours pour des
potentiels repulsifs. Mathematiquement on pourrait envisager, pour des
potentiels attractifs a variation rapide, que les deux particules ne cessent
jamais de s'approcher 1'une de 1'autre, et viennent passer par un memo
point. La discussion de la formule (3.25) montre qu'il en serait ainsi pour
des potentiels attractifs en 1/r4 par exemple. Neanmoins, ces cas n'ont
aucun interet physique, car les potentiels d'interaction, dans la mesure ou
ils ont un sens physique, finissent toujours par devenir repulsifs a courte
distance.

3.3 Section efficace differentielle angulaire

Nous aliens maintenant introduire, pour decrire les collisions, la notion
statistique de section efficace de collision3. Cette grandeur sera utile pour
decrire par les methodes de la theorie cinetique le role des collisions dans le
comportement global d'un gaz. Nous verrons d'autre part dans la section
3.4 qu'elle s'introduit naturellement dans la theorie quantique des collisions
et qu'elle permet done de faire le lien entre la theorie classique et la theorie
quantique.

3.3.1 Definition de la section efficace differentielle

a) Diffusion par un centre de potentiel fixe

Considerons un faisceau parallele de particules monocinetiques ; appelons
le flux que transporte ce faisceau, c'est-a-dire le nombre de particules

qui traverse une unite de surface de section droite en une seconde. Sup-
posons que ce faisceau vienne rencontrer une particule cible qui agit comme
un centre de diffusion fixe (autrement dit on etudie les phenomenes dans
le systeme du centre de masse). Les particules incidentes seront diffusees
dans diverses directions : le phenomene est represente sur la figure 3.5.

Si le flux incident est homogene, c'est-a-dire si les particules incidentes
ont des parametres d'impact repartis de fagon uniforme autour de la par-
ticule cible, la distribution angulaire des particules diffusees est une carac-
teristique de la loi de force entre les particules incidentes et la particule

3. C'est un sujet classique de physique generale et beaucoup de lecteurs pourront
sauter tout ce paragraphe 3.3. Nous avons cru cependant utile de 1'exposer dans 1'optique
de son application aux plasmas.
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Figure 3.5 : Diffusion d'un faisceau parallele par un centre fixe.

cible. On precise cette distribution au moyen de la notion de section effi-
cace differentielle : soit dN1 /dt le nombre de particules diffusees par unite
de temps a l'interieur d'un petit angle solide d autour d'une direction
donnee. Cette direction sera reperee par rapport a celle du faisceau inci-
dent au moyen de deux angles polaires :

X (colatitude, qui n'est autre que la deviation)
(azimut)

dN1 /dt est evidemment proportionnel a et a d ; nous poserons par
definition :

(3.52)

La quantite a a les dimensions d'une surface ; on 1'appelle la section efficace
differentielle de collision elastique.

Pour poursuivre les hypotheses faites dans la section 3.2, en decrivant
les collisions au moyen d'un potentiel d'interaction central, on admet que
cette section efficace ne depend pas de 1'azimut (p mais seulement de l'angle
X c'est-a-dire de l'angle de deviation mesure dans le systeme du centre de
masse.

On peut done ecrire la formule de definition de la section efficace
differentielle sous la forme :

(3.53)

en considerant maintenant le nombre de particules dont la deviation est
comprise entre et + d .

b) Diffusions coherente et incoherente

L'experience que nous venorts de considerer est un peu ideale. Generalement, le faisceau
de particules incident ira bombarder une cible qui, meme si elle est de petites dimensions,
contient un nombreN2 eleve de particules. La question se pose de savoir comment le
flux diffuse dans une direction donnee varie avec le nombre N2
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On peut distinguer deux cas limites extremes :
- la diffusion dite incoherente si l'on a :

(3.54)

- la diffusion dite coherente si l'on a :

(3.55)

On verra plus loin que le phenomene de diffusion peut etre considere du point de
vue de la mecanique quantique comme un phenomene de diffraction. Les notions de
diffusions coherente et incoherente se rattachent a des notions bien connues en optique
physique.

Si les phases des ondes diffractees par deux obstacles dans une certaine direction sont
concordantes, l'amplitude de l'onde diffusee est la somme des amplitudes elementaires,
et Pintensite de 1'onde diffusee le carre de cette somme. Si l'on a N2 molecules, il en
resulte que lorsque les phases sont concordantes on a la relation (3.55)4.

Dans la physique des gaz ionises, les conditions de coherence ne sont jamais satis-
faites, et c'est pourquoi nous considererons que les phases des ondes elementaires sont
reparties de fagon aleatoire. On est alors conduit a la relation de diffusion incoherente
(3.54).

c) Section efficace et probabilite de diffusion : diffusion simple
et diffusion multiple

Nous allons maintenant appliquer les definitions precedentes en sup-
posant que la diffusion est incoherente et que la cible est une plaquette
mince placee transversalement au faisceau, d'epaisseur dx, de surface dS

[Fig3.6(a)].

Figure 3.6 : Section efficace et probabilite de diffusion.

(a) Diffusion simple dans une lame mince.
(b) Representation geometrique de la diffusion simple.

4. En general, est une fonction qui contient a la fois la section efficace
elementaire dc la formule (3.52) et les dimensions de l'edifice diffusant.
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On peut ecrire le nombre de particules diffusees pendant un intervalle de
temps dt dans l'angle solide d sous la forme :

(3.56)

ou n2 est la densite des particules dans la cible, et ou l'on a designe par :

(3.57)

l' element de section efficace.
Il est interessant de comparer le nombre dN1 au nombre dN10 de par-

ticules du faisceau incident tombant pendant le memo intervalle de temps
dt sur la cible. Forrnons done le rapport :

(3.58)

qui exprime une probabilite de diffusion. A la limite on pourrait 1'appliquer
en supposant que dN10 est egal a 1 et il donne alors directement la proba-
bilite pour qu'une particule soit diffusee dans l'angle solide d .

Sous cette forme, la notion de section efficace s'applique a un grand
nombre d'autres phenomenes, et non plus seulement a la diffusion elastique.
On definira done de maniere generale la section efficace a relative a la pro-
duction d'une reaction quelconque (la diffusion elastique etant considered
comme la plus simple des reactions) au moyen de la relation de probabilite :

(3.59)

Cette definition n'est en fait applicable a une cible reelle d'epaisseur
dx que si la probabilite ainsi calculee est beaucoup plus petite que Tunite.
Si par un moyen quelconque on calculait une probabilite de reaction de
Tordre de Tunite, ou meme superieure a Tunite. cela voudrait dire que
les phenomenes ne sont pas simples, et que la particule incidente a une
probabilite notable d'effectuer plusieurs reactions a Tinterieur de la cible.

II est instructif de visualiser ce processus au moyen de la figure 3.6(b),
ou Ton a represente nai'vement au moyen d'un petit cercle de surface a
chacune des particules contenues dans la cible. La formule (3.59) peut
alors s'ecrire aussi :

(3.60)

Dans cette formule. le numerateur represente la somme des surfaces appa-
rentes a et le denominateur la surface totale de la cible.
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Si la somme des surfaces apparentes est nettcment inferieure a la surface
totale de la cible, il n'y a pas recoupement entre les divers cercles marques
sur la figure ; cela veut dire qu'une particule traversant la cible effectuera
tout an plus une seule reaction. Revenant au cas de la diffusion, on dit alors
que c'est un phenomene de diffusion simple. Il est a noter qu'en general, si
l'epaisscur dx est donnee, la diffusion devient toujours multiple pour des
diffusions aux tres petits angles. En effet la section efficacc differentielle
tend en general vers l'infini, quand l'angle de diffusion tend vers zero ; la
somme N2 depassera alors facilement la surface apparent e dS.

3.3.2 Section efficace et parametre d'impact

a) Relation generate

Nous allons maintenant montrer que la section efficace differentielle se
deduit de 1'expression de x en fonction du parametre d'impact p, expression
(3.29) obtenue dans la section 3.2.

Considerons pour cela toutes les particules du faisceau incident qui
subissent une collision de parametre d'impact compris entre p et p + dp.
Le nombre de collisions de ce type par seconde est evidemment pdp.
Ces particules sont diffusees dans un angle solide compris entre les cones
d'angle si bien que, en introduisant ce nombre de collisions
dans la formule (3.53) de definition de la section efficace, on obtient :

(3.61)

(3.62)

qui s'ecrit aussi :

Dans cette formule dp/dx est la derivee partielle (a vitesse g constante) du
parametre d'impact par rapport a l'angle de deviation. Si done, a partir
du potentiel, on a calcule Tangle de deviation en fonction de p et de g
[formule (3.29)], la formule (3.62) permet de calculer la section efficace
differentielle en fonction de Tangle x. A titre d'exemple nous allons traiter
deux cas particuliers importants.

b) Diffusion avec une force d'interaction de Coulomb

Le potentiel d'interaction entre deux particules chargees de charges Z1e et
Z2e est donne par la formule :

(3.63)
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Dans ces conditions, les trajectoires de chaque particule dans le systeme
du centre de masse, ainsi que celle du mobile fictif de masse egale a la
masse reduite, sont des hyperboles.

Le calcul de l'angle de deviation se fait a partir des formules (3.37),
(3.48) et (3.49). Recrivons tout d'abord (3.48) compte tenu de (3.49) sous
la forme :

(3.64)

qui exprime l'angle de deviation en fonction de g et de p. En differenciat
cette relation, on obtient :

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

d'ou (au signe pres) :

D'autre part, on a, d'apres (3.64) :

d'ou d'apres (3.62) :

et finalement :

C'est la formule de section efficace de Rutherford. La diffusion n'est pas
isotrope : la section efficace a un maximum tres prononce pour x = 0. On
obtiendrait des resultats du memo genre, mais analytiquement differents,
pour tout potentiel a variation assez lente, du meme genre que le potentiel
coulombien.

c) Molecules du genre boule de billard

Un cas limite tres different de Tinteraction de Coulomb est celui des
boules de billard [cf. section 3.2.4 b)] qui, a grande distance, n'exercent
aucune force Tune sur Tautre, mais qui sont deux spheres rigoureusement
impenetrables. Ce potentiel est a variation infiniment rapide.
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Par differentiation de la formule (3.51), on obtient maintenant :

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

d'ou, au signe pres :

soit finalement d'apres (3.62) :

La section efncace differentielle ne depend done pas de 1'angle x, la
diffusion est completement isotrope dans le system e du centre de masse.

3.4 Sections efficaces en mecanique
quantique

3.4.1 Diffusion de 1'onde de de Broglie par
un centre fixe

Du point de vue de la mecanique quantique, la notion de trajectoire perd tout son sens ;
en effet parler d'une trajectoire parfaitement definie veut dire qu'a chaque instant on
suppose connue la position de la particule et sa vitesse. Or, le principe d'incertitude de
Heisenberg dit precisement que cette determination simultanee est impossible.

Reprenons par exemple Pexperience de diffusion representee sur la figure 3.5. On y
a suppose que les particules forment un faisceau parallele, dont nous prenons la vitesse
comme axe des z, et que cette vitesse w est egale a . On doit done considerer que
toutes ces particules satisfont, de maniere exacte, aux trois relations :

Dans ces conditions, puisque wx et wy sont parfaitement determines, on doit en conclure
que les positions x et y dans un plan perpendiculaire au faisceau sont parfaitement
indeterminees ; il en est de meme pour la position le long de 1'axe Oz. On doit considerer
alors le faisceau de particules comme une onde plane ne dependant pas de x et y. Le
phenomene de diffusion se represente comme la diffraction de cette onde plane par
1'obstacle que constitue la particule cible.

L'onde incidente est representee par la formule :

(3.75)

(3.76)

k etant le nombre de propagation, donne par la formule5 :

5. Nous avons introduit les notations /i et g du mouvement relatif, parce que 1'on
montre facilemcnt (cf. par exemple [284, p. 307]) que le theoreme du mouvement relatif
est valable en mecanique quantique, et que par consequent le cas general de la collision
entre deux particules 1 et 2 peut en introduisant le mobile fictif de masse n se ramener
au cas decrit ici de la diffusion par un centre fixe.
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E est 1'energie cinetique de la particule et A la longueur de de Broglie. Cette onde est
une onde progressive. Le carre de son module, qui represente 1'intensite du faisceau
incident, a ete pris arbitrairement egal a 1.

L'onde diffractee est une onde spherique qui se propage dans toutes les directions
a partir de la particule cible. Elle est representee par la formule :

(3.77)

ou 1'on voit encore apparaitre deux exponentielles qui representent une propagation
radiale de 1'onde, mais ou de plus on a suppose, comme dans toute onde spherique, que
1'amplitude de 1'onde est proportionnelle a 1/r, ce qui est necessaire pour obtenir un
flux fini a une distance infinie ; enfin la fonction f( ) est un facteur qui represente la
repartition angulaire de cette amplitude.

La fonction d'onde totale doit se reduire a quand r tend vers 1'infini
et etre partout solution d'une equation de Schrodinger. Cette equation doit etre resolue
dans la region ou le potentiel (r) est important, c'est-a-dire dans la region occupee par
1'obstacle diffractant. Le resultat de ce calcul est de determiner en fonction de .

represente la probabilite de trouver une particule diffusee. Le flux de particules
traversant une surface dS eloignee de 1'obstacle est done le produit de cette densite par
la vitesse des particules6 et par dS, c'est-a-dire :

(3.78)

de sorte que la section efficace differentielle se deduit de au moyen de la formule :

ou :

(3.79)

(3.80)

Le calcul effectif de la fonction / et, par suite, de la section efficace differentielle,
qui comporte comme nous 1'avons dit la resolution d'une equation de Schrodinger, peut
etre complique.

3.4.2 Ondes partielles ; dephasages
On est amene pour resoudre 1'equation de Schrodinger a utiliser la methode dite des
dephasages [284]. Cette methode consiste essentiellement a decomposer 1'onde plane
incidente en une serie d'ondes partielles spheriques, et a etudier ce qu'il advient
de chacune de ces ondes partielles : le centre de potentiel diffracteur constitue pour
chacune d'entre elles un foyer ; en general en passant par ce foyer, 1'onde partielle
subit un dephasage supplementaire ; on est ainsi amene a ecrire la section efficace
differentielle sous la forme :

(3.81)

Dans cette formule, les coefficients sont des constantes ou plutot des fonctions de
g, qui caracterisent les anisotropies de la section efficace differentielle ; si tous les
dephasages etaient nuls, 1'onde diffractee serait nulle, les ondes partielles recons-
tituant simplement apres passage par le foyer 1'onde incidente .

6. En toute rigueur ce flux se calcule par la formule quantique j = grad
grad ) (cf. [284, p. 314]). On verifie cependant facilement que si r est bien superieur

a la longueur de de Broglie on retrouve la formule (3.79).
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En fait, on montrc (cf. [284], p. 345) que si le potential d'intcraction est negligeable
au-dela d'une ccrtaine distance a, la somme figurant dans (3.81) est pratiquement limitee
aux valeurs de s'etendant de = 0 a une valeur maximum de £ voisine dc ka. Il est
interessant dc rattacher ce resultat a une description classique, en remarquant qu'une
particule de vitesse g ct de masse , passant a la distance r d'un centre de poten-
tiel, possede un moment cinetique gr auquel on peut faire correspondre un nombre
quantique azimutal £ = gr/h = kr. Les particules passant a des distances r > a
correspondent a des valeurs de > ka ; elles ne sont pas devices.

Il resulte de cette discussion que pour des particules dc tres basse energie, on pourra
sou vent admettre que seul ; on a alors :

(3.82)

La section efficace differentielle ne depend pas alors de l'angle ; la distribution angu-
laire est isotrope ; ceci correspond du point de vue de 1'optique a la diffraction d'une
onde par un obstacle de dimensions tres petites devant la longueur d'onde ; il y a alors
une tendance a une diffraction quasi isotrope. Cette approximation n'est jamais valable
pour les collisions entre particules chargees, a cause du rayon d'action infini de la force
de Coulomb.

3.4.3 Remarques

a) Definition quantique de la section efficace differentielle
La definition quantique des sections efficaces est plus proche de la realite experimentale
que sa definition a partir des angles de deviation. En effet, dans une experience de
diffusion telle que celle representee sur la figure 3.5. il est impossible de rnesurer la valeur
du parametre d'impact p dans une collision individuelle ; c'est pourquoi meme du point
de vue experimental on doit introduire la notion de section efficace qui represente une
moyenne effectuee sur ce parametre d'impact. Pour calculer cette moyenne, on a admis
implicitement que les particules incidentes etaient reparties au hasard dans la section
droite du faisceau incident ; cette hypothesc est en revanche explicitee dans le calcul
quantique qui nous conduit a considerer les particules incidentes comme formant une
onde plane.

b) Cas coulombien
L'etude quantique de la diffusion dans le cas du potentiel de Coulomb n'est pas tres sim-
ple, parce que la methode des dephasages n'est pas bien applicable (cf. [284], p. 361) ; en
revanche, elle montre que la formule de Rutherford est valable en mecanique quantique
a condition que la vitesse des particules soit faible devant la vitesse de la lumiere.

Toutefois, le cas de la diffusion entre deux particules identiques (deux electrons,
deux protons, etc.) se presente differemment comme nous allons le voir.

3.4.4 Cas des particules identiques
D'un point de vue logique, il est impossible de distinguer apres la collision entre deux
particules identiques la particule "incidente" et diffusee dans la direction x de la parti-
cule "cible" qui rccule dans la direction \ — . Comme on est incapable de distinguer les
deux especes de particules, on voit que la section efficace devra etre la somme de deux
termes, un tcrme f( ) representant la premiere categoric des particules et un terme
f( ) representant la deuxieme.
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Du point de vue quantique, il s'ajoute un deuxieme phenomena. Dans le cas de
particules identiques, il apparait des forces dites forces d'echange (liees au principe
d'exclusion de Pauli), qui dependent du spin des particules en jeu ; en tenant compte
de ces considerations, on montre que la formule de Rutherford pour deux protons ou
deux electrons non relativistes doit s'ecrire sous la forme :

(3.83)

II est facile de voir, en revenant aux variables du systeme de laboratoire, que cette
expression est bien de la forme :

(3.84)

En fait, on verra plus loin que 1'on utilise generalement, meme dans le cas de deux
particules identiques, la formule de Rutherford habituelle (3.69). Cela tient au fait
que dans un plasma, les collisions qui jouent un role preponderant du point de vue
statistique sont les collisions a faible deviation, pour lesquelles l'angle est tres petit.
Pour de telles collisions, la formule (3.84) montre que les termes correctifs introduits
par 1'indiscernabilite des particules et les forces d'echange sont en general negligeables
devant le terme fondamental en l/sin4 /2.

3.5 Sections efficaces integrees

3.5.1 Definitions

Dans les calculs statistiques ou Ton desire evaluer 1'importance des colli-
sions elastiques sur un phenomene macroscopique, on est amene a calculer
des integrates portant sur les sections efficaces differentielles, et on definit
couramment les deux grandeurs suivantes.

a) Section efficace totale de collision elastique

Elle est definie au moyen de la formule :

(3.85)

En principe permet en utilisant la formule (3.59) de calculer la proba-
bilite qu'une particule soit diffusee dans une direction quelconque. Mais
en fait dans un grand nombre de cas n'a pas de sens car 1'integrale
ci-dessus est infinie. A titre d'exemple on pent tout d'abord etudier les
deux cas limites pour lesquels nous avons deja calcule la section efficace
differentielle :
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- Potentiel de Coulomb. Il est facile de voir que, dans ce cas, est
infini, a cause des chocs avec faible deviation. En effet on a :

(3.86)

qui est evidemment infini a cause de la borne inferieure.
- Spheres impenetrables. On a alors :

(3.87)

qui est a vrai dire un resultat evident.
Il est facile de voir que dans la description classique des collisions,

est infinie dans tous les cas sauf celui des boules de billard ; on a en effet
d'apres (3.61) :

(3.88)

Cette integrate represente done tout le plan perpendiculaire au faisceau
incident ; elle diverge a cause des grandes valeurs de p qui correspondent a
des deviations , qui quoique tres petites sont comptees dans la diffusion.
Le cas des boules de billard est singulier en ce sens que lorsque p > D, est
rigoureusement nul et l'on peut affirmer alors qu'il n'y a pas diffusion ; de
sorte que 1'on peut alors integrer seulement de 0 a D et obtenir la formule
(3.87).

Du point de vue quantique la situation est un peu differente : quand on
integre (3.81) les doubles produits s'eliminent par suite de 1'orthogonalite
des polynomes de Legendre entre eux et il vient (cf. appendice A3-2) :

(3.89)

Cette serie peut etre convergente ou divergente.
Enfin, il faut remarquer que n'a pas une signification experimentale

bien claire ; 1'etude des diffusions aux petits angles etant difficile, on concoit
que le resultat direct des experiences est en realite l'integrale :

(3.90)

etant une deviation minimum definie par les conditions de 1'experience.
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b) Section efficace de transfert de quantite de mouvement

Si on considere une particule incidente de vitesse , de masse , qui entre en
collision avec un centre de potentiel de masse infinie et subit une deviation
X, la variation de sa quantite de mouvement projetee sur sa direction
initiale est :

(3.91)

Si maintenant on considere un faisceau transportant le flux , la quantite
de mouvement transmise par les collisions au centre diffuseur par unite de
temps est :

(3.92)

(3.93)
ce qu'on peut ecrire :

ou Q1 = est le flux de quantite de mouvement transporte par le
faisceau incident et :

(3.94)

est appelee la section efficace pour le tranfert de quantite de mouvement.
A cause du facteur (1—cosx) il peut se produire que soit finie tandis que

est infinie. En tous cas si est infinie elle sera d'ordre inferieur a .
Toutefois ne doit pas etre infinie car elle a un sens physique bien clair
defini par la formule (3.93). Quand l'integrale (3.94) est infinie, cela veut
dire que la description physique des phenomenes par des collisions binaires
n'est pas satisfaisante. C'est ce qui se passe pour le cas du potentiel de
Coulomb que nous allons discuter au paragraphe suivant.

Du point de vue quantique on peut comme pour relier aux
dephasages et 1'on obtient (cf. appendice A3-2) :

(3.95)

3.5.2 Divergence coulombienne de . Coupure
de Debye

Pour calculer dans le cas coulombien, on recrit tout d'abord la formule
de Rutherford sous la forme :

(3.96)
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ou P est le parametre d'impact critique defini par (3.37). D'apres la for-
mule generale de definition de on a alors :

(3.97)

(3.98)
soit :

On voit comme nous 1'avons annonce que est infinie, a cause
de la borne inferieure x — 0. La divergence est due aux collisions a
faible deviation, c'est-a-dire aux collisions "lointaines" de grand parametre
d'impact. D'apres (3.48) et (3.49) la relation de correspondance entre
l'angle de deviation et le parametre d'impact p s'ecrit :

(3.99)

(3.100)

Pour les collisions lointaines on a :

Dans ces conditions, il est d'usage pour supprimer la divergence de
d'effectuer sur le parametre d'impact la coupure superieure dite de Debye
definie par :

(3.101)

a laquelle correspond pour l'angle de deviation la coupure inferieure :

avec

(3.102)

(3.103)

On peut justifier cette procedure en analysant la validite du modele
des collisions binaires. On se place pour ce faire dans le cas des plas-
mas cinetiques classiques, car c'est la seule famille ou la methode de la
coupure de Debye est valable. On a vu au chapitre 1 qu'il y a alors entre
les longueurs fondamentales les inegalites fortes :

(3.104)

On peut done classer les collisions en quatre categories selon l'ordre de
grandeur du parametre d'impact :
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(1) de < p < \D collisions proches, binaires, coulombiennes sans ecran,

(2) r0 < p < de collisions lointaines, binaires, coulombiennes sans ecran,

(3) de < p < D collisions lointaines, multiples, coulombiennes sans ecran,

(4) D < p collisions lointaines, multiples, coulombiennes ecrantees.

Le modele des collisions binaires s'applique sans probleme aux categories
(1) et (2). Dans la categorie (3), il est a priori discutable, car p etant
superieur a de plusieurs collisions de ce type se produisent simultanement.
Cependant, comme il s'agit de petites deviations (p > r0), on a montre
[306] que 1'effet statistique de cet ensemble aleatoire de petites deviations
simultanees etait le meme que celui d'une suite aleatoire de collisions bi-
naires. Dans la categorie (4) enfin on peut penser que le potentiel de
Coulomb est a remplacer par le potentiel de Debye et que de ce fait 1'effet de
ces collisions est tout a fait negligeable. En conclusion il par ait raisonnable
d'etendre 1'integrale (3.97) aux categories (1), (2) et (3) et d'y effectuer
une coupure a pmax = D (c'est-a-dire une coupure inferieure, a = min)-
Avant de discuter les resultats ainsi obtenus nous ferons encore deux re-
marques sur la methode :

• Il pourrait paraitre preferable de ne pas faire une coupure brutale
a p = , mais de remplacer des le depart, dans le calcul de , le
potentiel de Coulomb par le potentiel de Debye en (1/r) exp(—r/ ). Cela
donnerait une coupure progressive entre les categories de collisions (3) et
(4) ci-dessus. Ce calcul a ete fait [8], mais il ne presente pas beaucoup
d'interet compte tenu du caractere en tout etat de cause approche de la
methode suivie.

• Il pourrait paraitre preferable d'utiliser la longueur d'ecran s exacte,
plutot que la longueur de Debye electronique . La difference entre ces
deux grandeurs est que s tient compte des correlations ion-ion alors que

n'en tient pas compte. On peut cependant montrer (cf. [297], p. 209) par
un raisonnement semi-quantitatif que les collisions e — i sont un phenomene
trop rapide pour que les correlations i — i aient le temps d'y jouer un role.
En tout etat de cause la distinction entre s et ne s'introduit que dans
un terme logarithmique. La aussi le raffinement de precision serait illusoire.

On peut maintenant terminer le calcul de et discuter le resultat. La
formule (3.98) donne compte tenu de (3.100) et (3.101) :

avec rappelons-le :

(3.105)

(3.106)
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Il est interessant de discuter cette formule en y distinguant 1'effet des
collisions proches de celui des collisions lointaines. Les collisions proches
auraient donne une contribution

(3.107)

(3.108)

La formule (3.105) peut done se recrire sous la forme :

Le facteur 2.9 ln.( /Po) qui est en general de 10 a 30 dans les plasmas
cinetiques classiques les plus usuels mesure done 1'importance relative des
collisions lointaines par rapport aux collisions proches.

La formule (3.105) montre d'autre part que depend a travers p0 de la
vitesse relative g de deux manieres differentes : le facteur p introduit une
dependance en qui est 1'effet dominant ; il s'y superpose une variation
lente du terme logarithmique qui contient aussi P0. Il est commode, pour
simplifier les calculs de collision, de remplacer le terme logarithmique par
une valeur moyenne en posant :

avec :

(3.109)

(3.110)

(3.111)

ou est done une valeur moyenne de PQ prise pour les collisions e-i avec
g2 = 2 T.

La quantite In est ce que 1'on appelle le logarithme coulombien. Il est
lie au parametre de plasma par les formules suivantes :

(3.112)

(3.113)

On peut enfin definir une valeur moyenne de pour un plasma donne, en
remplacant dans (3.109) PQ par sa valeur moyenne , soit :

(3.114)
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Compte tenu de 1'importance pratique de ces diverses formules, il est utile
d'en donner les expressions numeriques suivantes, obtenues en remplagant
les constantes physiques par leurs valeurs :

(3.115)

Il faut enfin noter, suite a une remarque de Marshak [9], qu'a haute
temperature la longueur d'onde de de Broglie de 1'electron moyen :

(3.118)

(3.119)

peut devenir plus grande que :

puisque varie comme T - l / 2 et p0 comme T -l. Marshak a introduit
alors une temperature critique :

TM = 4.2 x 105 (K) (3.120)

et pour les temperatures superieures a TM , , il a montre qu'il faut effectuer
sur A une correction quantique, en remplagant la valeur classique A de la
formule (3.115) par 1'expression :

d'ou

(3.121)

(3.122)

(3.123)
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Pour T = 109 K, la valeur de In donnee par cette nouvelle formule
est inferieure d'environ 4 unites a celle donnee par la formule classique
(3.116). Le tableau 3.1 indique les valeurs numeriques fournies pour In .
par la formule (3.115) pour T < TM et pour In ' par la formule (3.122)
pour T > TM. La region laissee en blanc dans ce tableau est celle des
plasmas a fortes correlations (cf. Fig. 1.11) dans laquelle les calculs du
present paragraphe n'ont aucun sens.

ne(cm
3)

TK

102

103

104

105

106

107

108

1 103 106 109 1012 1015 1018 1021 1024 1027

In

15.9

19.4

22.8

26.3

29.3

31.6

33.9

12.5

15.9

19.4

22.8

25.8

28.1

30.4

9.0

12.5

15.9

19.4

22.4

24.7

27.0

5.6

9.0

12.5

15.9

18.9

21.2

23.5

2.1

5.6

9.0

12.5

15.5

17.8

20.1

-

2.1

5.6

9.0

12.0

14.3

16.6

—

-

2.1

5.6

8.6

10.9

13.2

-

-

-

2.1

5.1

7.4

9.7

-

-

-

-

1.7

4.0

6.3

-

-

-

-

-

-

2.8

Tableau 3.1 : Valeurs de In (pour T < 4.105) et de In ' (pour T >
4.105)(dans le cas Z = 1).

3.5.3 Result at s experiment aux

a) Methodes

Dans les gaz partiellement ionises les phenomenes de collision (electron-neutre, ion-
neutre, neutre-neutre) sont assez complexes. Meme si on se limite aux collisions
elastiques, il n'y a pas en general de formule theorique simple (comme celle de Ruther-
ford pour le cas coulombien) permettant de calculer les diverses sections efficaces dans
le domaine des basses energies (0 a 10 eV) qui est celui des energies des particules ef-
fectivement les plus nombreuses dans ces gaz. Dans ces conditions, il a ete necessaire
d'effectuer un tres grand nombre de travaux experimentaux et theoriques pour creer
progressivement un ensemble de donnees sur les sections efficaces de collisions. Les
methodes experimentales les plus utilisees ont ete les suivantes :

• Faisceau-gaz. Dans cette technique, qui est la plus ancienne (Ramsauer entre
1925 et 1930), on bombarde une cible gazeuse avec un faisceau de particules
monocinetiques et 1'on observe la diffusion des particules du faisceau. La methode
peut fournir la section efficace differentielle a(x) et on en deduit les sections
efficaces totales et . Nous avons vu que pour il peut y avoir des difficultes
de principe, mais en fait la theorie quantique permet de montrer (cf. section 12.3)
que et tendent vers la meme limite lorsque 1'energie tend vers zero, de sorte
qu'on peut souvent les confondre dans le domaine des tres basses energies.
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• Faisceaux croises. Cette technique est analogue a la precedents a ceci pres que
la cible gazeuse est remplacee par un deuxieme faisceau monocinetique, ce qui
rend les mesures en fonction de 1'energie plus precises. Ceci etant, la produc-
tion de faisceaux monocinetiques de tres basse energie (< 1 eV) et la detection
des particules egalement de tres basse energie sont experimentalement difficiles,
de sorte que ces deux premieres methodes donnent des resultats tres imprecis
dans cette gamme d'energie qui est precisement celle des energies d'agitation
thermique dans les gaz.

• Faisceaux melanges. Dans cette methode on injecte dans la chambre de collision
deux faisceaux paralleles monocinetiques de particules 1 et 2, de vitesses
et . Les energies correspondantes et u2 sont dans une gamme moyenne
(~ 1 keV) de sorte que la production des faisceaux et la detection des particules
diffusees soient faciles, mais on s'arrange pour que les vitesses et soient
legerement differentes. Dans le systeme du centre de masse on profite alors d'un
effet de contraction des energies, 1'energie relative etant proportionnelle au carre
de ( — ) (cf. probleme P3-3). On a par exemple, pour des particules de meme
masse, u1 = I keV et u2 = 990 eV, UR 1.25 X 10-2 eV.

• Mesure de coefficients de transport et deconvolution. Cette methode enfin est
basee sur la theorie cinetique des gaz. On verra (cf. chapitre 12) que cette theorie
permet d'exprimer les coefficients de transport dans les gaz partiellement ionises
(mobilite electronique, coefficient de diffusion des electrons) a partir des sections
efficaces de collisions et des conditions definissant 1'etat du gaz (fonctions de
distribution, temperatures). Si on dispose d'un ensemble de mesures suffisamment
etoffe, on peut essayer a partir de ces resultats de remonter aux valeurs des
sections efficaces. Cette methode est delicate, mais elle a fourni entre les mains
d'equipes particulierement competentes des resultats tres bons pour les sections
efficaces a\ electron-neutre aux tres basses energies (cf. [10], [11], [12]).

b) Collisions electron-neutre

La figure 3.7 represente les variations de pour les collisions des electrons
sur divers atomes ou molecules neutres. En abscisse on a porte ou
ue est 1'energie de 1'electron en eV ; il est a noter que ue se confond
pratiquement avec 1'energie du mouvement relatif, car la condition me

m0 entraine me et g we. En ordonnee on a porte . On constate que
les valeurs typiques de sont de 1'ordre de 10 a 50 A2 (correspondant aux
dimensions des nuages electroniques des atonies qui sont de quelques A).

Sur ces diverses figures on peut faire les remarques suivantes :
• Lorsque 1'energie tend vers zero, tend vers une limite finie (qui est

d'ailleurs aussi, comme nous 1'avons vu, celle de ). Les valeurs de cette
limite sont rassemblees dans le tableau 3.2 pour les atomes les plus courants
a 1'etat gazeux. Les valeurs marquees entre parentheses sont soit des esti-
mations theoriques, soit des extrapolations un peu douteuses. On voit que

est relativement faible pour les gaz rares dont la couche electronique ex-
terne est complete et au contraire assez forte pour les alcalins qui possedent
un seul electron de valence dans leur couche externe. Dans une meme
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Figure 3.7 : Variation de avec 1'energie pour diverses collisions electron-
neutre.
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famille croit avec la masse atomique ; le cas du neon est singulier ; il
sera discute ci-dessous (effet Ramsauer).

Atome

(A2)
He

5.1

Ne

0.14

Ar

8.0

Kr

31

Xe

170

Li

140

Na

115

Cs

2000

Hg

25

N

(1)

O

(1)

Tableau 3.2 : Valeurs limites de pour les collisions electron-atome
lorsque ue —> 0.

• L'extrapolation a 1'energie zero est delicate pour les collisions
electron-molecule. En principe tend toujours vers une limite finie lorsque
ue —> 0 ; mais en pratique cette limite n'est atteinte que pour des energies
extremement basses (< 10-3 eV). En effet des que ue est comparable aux
energies de rotation des molecules (qui sauf pour H2 sont de 1'ordre de 10-3

eV ou plus petites), les valeurs experimentales de incluent une contribu-
tion importante due a 1'excitation des rotations. Dans ces conditions nous
avons rassemble dans le tableau 3.3 non pas la limite de lorsque ue —> 0
mais la valeur prise pour ue = 3.10-2 eV. L'extreme diversite des valeurs
s'explique par des effets tres varies. Certains augmentent : contribution
des rotations (H2O, H3N), resonance due a la presence d'un ion negatif
transitoire (voir sur la figure 3.7 la courbe de pour N2, c'est aussi le cas
pour H2) ; d'autres diminuent : caractere compact de la molecule du a
une forte liaison chimique (N2 ,O2 , CO), resonance du type Ramsauer qui
sera discutee ci-dessous pour les gaz rares (H4C).

Molecule

(A2)

H2

8.5

N2

3.4

02

3.0

CO

5.8

NO

4

H20

1000

CO2

100

N20

26

H3N

600

H4C

12

Tableau 3.3 : Valeur de pour les collisions electron-molecule avec
ue = 3.10-2 eV.

• Lorsque 1'energie tend vers l'infini, tend vers zero. Dans le domaine
des fortes energies, il y a d'ailleurs une methode theorique sure (approxi-
mation de Born) pour calculer et qui prevoit une loi de decroissance de

en ( w e ) - 2 = ( u e ) - l .
• Certaines courbes de presentent des resonances positives. C'est

le cas de N2 et dans une mesure moins nette de H2. Ces resonances sont
dues a la production intermediaire d'un ion negatif instable ; la collision
elastique se produit alors en deux temps suivant le schema :
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La resonance est d'autant plus etroite que le temps d'autodetachement de
1'ion negatif est plus long (cf. [296, p. 235]). Si elle est assez etroite elle
possede une structure fine liee aux niveaux de vibration de 1'ion instable
(cf. [296, p. 287]).

• Dans le cas des gaz rares lourds (Ar, Kr, Xe) et du methane, on
observe une resonance negative, c'est-a-dire une zone d'energie ou de-
vient tres faible. II s'agit d'une antiresonance entre 1'onde de de Broglie de
1'electron incident (cf. [296, p. 233]) et le nuage electronique de 1'atome,
conduisant a une quasi-transparence de 1'atome pour 1'onde electronique
incidente ; c'est ce qu'on appelle 1'effet Ramsauer. Les parametres (connus
de fagon tres approchee) de cet effet sont indiques dans le tableau 3.4 [13,
296].

Gaz

uem

1m

Ar

0.32

0.15

Kr

0.6

0.49

Xe

0.7

1.28

H4C

2

1

Tableau 3.4 : Parametres de 1'effet Ramsauer.
uem (eV) energie du minimum ; m(A2) valeur de au minimum.

On voit que 1'energie du minimum de Ramsauer se deplace vers les
basses energies lorsque Ton passe de Xe a Ar. Nous n'avons pas mentionne
le neon dans ce tableau car il ne presente pas de minimum de Ramsauer.
Cependant la valeur tres faible de dans Ne lorsque ue —» 0(~ 0,14 A2)
peut s'expliquer en admettant que le neon presente un minimum de Ram-
sauer au voisinage de 1'energie zero [13]. Ce resultat a d'ailleurs une grande
importance pratique : il en resulte que le neon est le gaz qui a la plus faible
valeur moyenne de dans toute la gamme de zero a quelques eV. Cela
en fait un gaz tres efficace pour 1'allumage et le fonctionnement des tubes
a decharges.

3.6 Appendices

A3-1 Systeme du laboratoire et systeme du centre
de gravite

a) Angles de deviation et de recul
Nous avons montre dans la section 3.2 qu'il etait commode de representer une collision
en se pla^ant dans le systeme du centre de gravite des deux particules.
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Du point de vue experimental, on considere souvent une experience dans laquelle un
faisceau de particules 1, anime d'une grande vitesse, vient bombarder une cible immobile
contenant des particules 2 pratiquement immobiles. Considerons done un systeme de
coordonnees correspondant a cette experience, dans lequel la particule incidente 1 a une
vitesse W 10, cependant que 1'autre particule (particule cible) est immobile avant le choc.
Ce systeme de coordonnees est designe sous le nom de systeme du laboratoire.

Dans la suite de ce paragraphe, nous affectons d'un indice zero les grandeurs re-
latives a une collision mesuree dans le systeme du laboratoire, et nous supprimons au
contraire cet indice pour designer les grandeurs analogues mesurees dans le systeme du
centre de gravite. Pour representer la collision, on utilise des dessins schematiques sur
lesquels on ne fait pas figurer le parametre d'impact p : on dessine les figures comme
si p etait nul, ou, ce qui revient au meme, comme si Techelle de la figure etait tres
grande vis-a-vis de la grandeur de ce parametre. Avec ces conventions, les figures 3.8(a)
et 3.8(b) representent une meme collision, respectivement dans le systeme du centre de
masse et dans le systeme du laboratoire.

Designons par w1 et w2 les vitesses des deux particules avant le choc dans le systeme
du centre de masse et par wgo la vitesse du centre de gravite dans le systeme du
laboratoire. En rapprochant les figures 3.8(a) et 3.8(b) on verifie facilement que 1'on a :

(3.125)

On verifie d'ailleurs facilement que wgo est inferieure a la vitesse de la particule incidente
dans le systeme du laboratoire ; plus precisement on a :

(3.126)

wgo tend vers zero quand 7712 tend vers 1 infim et vers W10 quand m2 tend vers zero.
La deviation calculee precedemment est I'angle x represente sur la figure 3.8(a).

Dans le systeme du laboratoire, on peut distinguer deux angles caracteristiques, la
deviation xo et Tangle de recul o- Pour trouver les relations reliant ces deux angles a x>
il suffit de rapprocher les deux figures 3.8(a) et 3.8(b) en remarquant que le mouvement
represente sur la deuxieme se deduit du mouvement represente sur la premiere en y
ajoutant une translation uniforme egale a wgo.

Sur la figure 3.8(c), on a represente les relations cinematiques qui en resultent. A est
le point ou s'est produite la collision. A partir de ce point, la particule 1 s'est deplacee

avec une vitesse W'^Q qui est la resultante de la vitesse w1 qu'elle aurait dans le systeme
du centre de masse et de la vitesse d'entrainement wgo. Au bout d'une seconde elle a
atteint le point B. De meme, la particule 2 atteint au bout d'une seconde le point C,

son vecteur vitesse w'20 etant la resultante des vitesses w'2 et wg0.
D'apres la relation (3.125), le triangle AEC est isocele et les egalites angulaires

evidentes marquees sur la figure conduisent a la relation :

(3.127)

Cette relation permet de distinguer deux cas limites extremes :
- si x = 0, on dit que le choc est rasant, Tangle de recul est alors egal a 7T/2 ;
— si x = 180°, on dit que le choc est direct, ou de front, Tangle de recul est nul.
D'autre part, pour calculer xo, on considere le triangle ABD ; on a :

(3.128)

(3.129)
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Figure 3.8 : Schema d'une collision.

(a) Systeme du centre de gravite.
(b) Systeme du laboratoire.
(c) Relations entre le systeme du centre de gravite et le systeme du
laboratoire.

On met cette formule sous une forme plus pratique en introduisant le rapport :

d'ou la relation reliant x et X0 :

(3.131)

II est interessant de considerer un certain nombre de cas limites :

Le premier resultat est evident. Quand la masse m2 est tres grande, les deux systemes
du centre de masse et du laboratoire se confondent.

Le deuxieme resultat est interessant : dans une collision entre deux particules de
masse egale, les deux particules s'en vont apres la collision dans deux directions per-
pendiculaires. C'est un resultat bien connu des joueurs de billard.

b) Energie de recul de la particule cible
Pour calculer 1'energie de recul de la particule cible, il suffit d'ecrire dans le triangle
AEC la relation trigonometrique :

(3.136)
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d'ou la valeur de 1'energie de recul :

(3.137)

qu'on peut exprimer en fonction de 1'energie cinetique de la particule incidente :

(3.138)

ou encore en fonction de l'angle de recul :

(3.139)

On voit que si les masses sont donnees, 1'energie de recul est maximum pour les chocs
directs et nulle pour les chocs rasants.

II est interessant d'autre part de calculer la valeur maximum du transfert d'energie,
c'est-a-dire le rapport u20/u10 dans un choc direct :

(3.140)

Les variations de ce rapport en fonction de s sont representees sur la figure 3.9. On voit
que celui-ci est maximum et egal a 1 pour s = 1 ; le transfert d'energie est donc total
dans un choc direct entre deux particules de meme masse. Au contraire, si les deux
particules sont de masse differente, le transfert d'energie n'est pas total, la portion de
1'energie transferee etant d'autant plus petite que le rapport des deux masses est plus
eloigne de 1'unite.

c) Sections efficaces differentielles
La quantite (x) calculee dans les paragraphes precedents est la section efficace dans le
systeme du centre de masse. En pratique, des que la particule cible a une masse m2 qui
n'est pas infiniment grande devant la masse m1 des particules incidentes, le systeme du
centre de masse ne coincide pas avec le systeme du laboratoire.

Soit donc (xo) la section efficace differentielle dans le systeme du laboratoire ;
cette quantite est definie par une relation analogue a (3.52), mais faisant intervenir
les deviations angulaires dans le systeme du laboratoire, deviations que nous affectons
comme precedemment de 1'indice zero.

On passe donc de (x) a (xo) en ecrivant 1'identite :
(3.141)

(3.142)

ou encore :

Mais on peut ecrire, d'apres (3.131) :

(3.143)

(3.144)

avec s — m1/m2, soit :

En derivant cette expression, en la portant dans (3.142), on obtient finalement la relation
de correspondance :

(3.145)
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Figure 3.9 : Echange d'energie entre deux particules dans un choc de front.

s — masse de la particule incidente / masse de la particule cible.

A3-2 Sections efficaces de transport et dephasages
Nous definirons au chapitre 12 une suite de sections efficaces de transport electron-
neutre (cf. section 12.3). Les deux premieres ne sont autres que les sections efficaces
totales et definies au paragraphe precedent. Nous allons maintenant etablir les
formules permettant de calculer et en fonction des dephasages associes aux
diverses ondes partielles.

Pour cela on part de 1'expression (3.81) de (X) en fonction des dephasages :

avec

et

(3.146)

(3.147)

(3.148)
et on cherche a calculer les sections efficaces de transport :

(3.149)

a) Developpement de (x) en polynomes de Legendre
Le premier stade du calcul consiste a developper (x) en une serie de polynomes de
Legendre. Comme (x) est exprime par la formule (3.146) sous la forme du carre d'une
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telle serie, il faut donc developper en somme de polynomes de Legendre le produit de
deux polynomes de Legendre. La formule necessaire a ete donnee par Whittaker et
Watson (cf. [265], p. 331) et s'ecrit :

avec :

(3.150)

(3.151)

(3.152)

En explicitant la formule (3.146), on obtient :

(3.153)
soit :

(3.154)

On peut ecrire ce developpement sous la forme :

(3.155)

avec :
(3.156)

(3.157)

(3.158)

b) Calcul des sections efficaces de transport
En reportant dans 1'integrale (3.149) on obtient immediatement, par suite des regies
d'orthogonalite des Pe :

(3.159)

(3.160)
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en designant par la section efficace totale (et non 1'expression de pour = 0 qui
est identiquement nulle). Compte tenu de (3.156) et (3.157) on obtient finalement :

(3.161)

(3.162)

(3.163)

Les formules (3.162) et (3.163) peuvent s'ecrire sous forme plus condensee ; en
developpant dans (3.162) le terme cos( — +1) et en faisant quelques transformations
trigonometriques, on obtient en effet :

(3.164)

La premiere somme etant identiquement nulle, on obtient finalement :

(3.165)

Le calcul effectue sur (3.163) donne tout d'abord :

(3.166)

La premiere somme etant identiquement nulle, on obtient :

(3.167)
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3.7 Problemes

P3-1 * Collisions avec un potent iel attract if en 1/r4

a) Montrer que dans le cas d'un potentiel en 1/r4 [cf. (3.34)], il y a une valeur critique
a du parametre d'impact qui separe les trajectoires en deux families (spiralantes
et non spiralantes). Decrire ce qui se produit pour p = a.

b) Definir une valeur moyenne a de a en posant ug2 = 2kT. Comparer cette valeur
avec le rayon de Bohr ao (calculer numeriquement le cas de Ar pour lequel on a
a - 1.65 A3, en faisant varier T de 102 K a 105 K).

P3-2 *Section efficace pour 1'echange d'energie
Montrer que par un calcul analogue a celui fait pour [cf. (3.93)], on peut definir une
section efficace pour 1'echange d'energie

avec M = m1 + m2.

P3-3 *Methode des faisceaux melanges
Dans la physique des gaz et des plasmas on a souvent besoin de connaitre les sections
efficaces de collisions des electrons des ions et des neutres dans la gamme des basses
energies relatives (energies thermiques). Ces grandeurs sont difficiles a mesurer par la
methode standard des faisceaux croises. Une technique plus adaptee est alors celle des
faisceaux "melanges" : on part de deux faisceaux de particules 1 et 2 monoenergetiques
(masses m1 et m2, energies u1 et u2 dans le systeme du laboratoire). Ces faisceaux
sont injectes parallelement dans un espace de derive ou ils se melangent. Les reactions
(collisions) des particules 1 et 2 se produisent dans cet espace de derive. En supposant
que les vitesses des deux faisceaux sont assez voisines, montrer que l'on a :

(3.168)

ou u est la masse reduite des couples de particules 1 et 2. Calculer 1'energie cinetique
uR du mouvement relatif de deux paricules 1 et 2 et montrer que 1'on a :

(3.169)

ou A est une constante simple. Exemple : u1 = 103 eV, 112 = 1.01 103 eV, m1 = m2.



Chapitre 4

Collisions inelastiques

4.1 Introduction

Dans le chapitre precedent, nous avons etudie en detail les collisions
elastiques binaires. Nous verrons aux chapitres 5 et 9 que ce sont elles
qui determinent les echanges de quantite de mouvement et par consequent
les forces d'interaction macroscopiques entre les composants du gaz. Dans
le present chapitre, nous aliens maintenant etudier rapidement les colli-
sions inelastiques : ces collisions sont susceptibles de creer ou de faire dis-
paraitre des particules dans le gaz. Elles sont done tres importantes pour
1'etude de la production et de la destruction des plasmas. Elles determinent
d'autre part dans une large mesure les echanges d'energie entre les diverses
especes de particules et par consequent leurs temperatures. Nous definirons
d'abord les grandeurs utilisees pour les etudier : sections efficaces et taux
de reaction. Nous donnerons ensuite un catalogue simplifie des divers pro-
cessus de collisions inelastiques. Nous verrons plus tard (chapitres 8 et 12)
comment les introduire dans la theorie cinetique des gaz ionises.

4.2 Particules presentes dans un gaz ionise
Niveaux d'energie

4.2.1 Niveaux d'energie des atonies

Un gaz ionise peut a priori contenir les diverses especes de particules sui-
vantes :

- electrons,
- atonies,
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- molecules diatomiques ou polyatomiques,
- ions positifs,
- ions negatifs atomiques ou moleculaires.
Chacune de ces particules (sauf les electrons) peut exister dans 1'etat

fondamental ou dans toute une serie d'etats excites. La plupart des etats
excites ont une duree de vie tres courte, de 1'ordre de 10-8 secondes ; ce
sont les etats radiatifs, c'est-a-dire ceux qui se depeuplent par emission d'un
photon. On appelle souvent niveau de resonance celui des etats radiatifs qui
a la plus basse energie : il se desexcite par retour au niveau fondamental.
Certains etats excites n'ont qu'une faible probabilite de desexcitation par
emission de photon (transitions interdites) ; ils se desexcitent en general
lors d'une collision avec une autre particule ; il en resulte une duree de vie
relativement longue, d'autant plus que la pression est plus basse ; un tel
etat est appele metastable.

Le tableau 4.1 indique quelques niveaux d'energie d'excitation ainsi
que 1'energie d'ionisation pour les atomes les plus courants. On y a in-
dique le niveau fondamental, les premiers niveaux radiatifs et metastables.
L'analyse de ce tableau fait apparaitre les resultats suivants :

- Les niveaux d'excitation et d'ionisation sont eleves pour les gaz rares,
bas pour les alcalins ; dans une meme famille d'elements ils diminuent
quand le numero atomique augmente : les niveaux les plus eleves sont
finalement ceux de He (premier niveau 19.81 eV) et les plus bas ceux de
Cs (premier niveau 1.39 eV).

II n'y a pas de niveaux metastables dans les alcalins. Les niveaux
metastables joueront en revanche un role important dans Hg et dans les gaz
rares (dans N, O, Cl, I, a basse temperature ce sont les etats moleculaires
qui jouent le plus grand role).

4.2.2 Niveaux d'energie des molecules
La situation est plus complexe en ce qui concerne les molecules ; celles-ci
possedent en effet des degres de liberte de vibration et de rotation. De
sorte que 1'energie interne d'une molecule est la somme de trois termes :

ou Ee est 1'energie electronique, Ev 1'energie de vibration et Er 1'energie
de rotation. Chacun de ces trois termes est quantifie ; on a d'autre part :

La terminologie permettant de decrire ces multiples etats et la structure
des spectres des molecules ont fait 1'objet d'ouvrages specialises [293], [294].
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Atome

H

Li

Na

K

Cs

Hg

N

O

Cl

I

He

Ne

Ar

Kr

fondamenta

1s

2s

3s

4s

6s

6s2

2p3

2p4

3p5

5p5

Is2

2p6

3p6

4p6

2S1/2

2s1/2

2S1/2

2sl/2

2sl/2

1S0

3S3 / 2

3P2

2 po
3/2

2P3/2

1S0

1S0

1S0

1S0

2p

3p

2p

3s

3p

4s
4p

5s

6p

5d

6p

6p
7s

3s

3s

4s

6s

2p

2p

3s

3s

3s

3p

4s
4s
4p

5s

5s
5p

Niveaux
radiatifs

2 p1/2,3/2

2 po1/2

2 po
1/2,3/2

2S1/2

2 po
1/2,3/2

2S1/2

2 po
1/2,3/2

251/2

2 po1/2,3/2

2D3/2, 5/2

3 po

1 po

3S1

4Pl/2,3/2,5//2

3S1

2-P3/2,l/2

2P3/2,1/2

3 po
2,1,0

1 po

3S1

1S0

1 po

3S1

3 po3P1
1 po

3S1

3 po

1 po

3S1

10.20

12.08

1.85

3.37
2.10

3.19
1.61, 1.62

2.61
1.39, 1.45

1.80, 1.81

4.89
6.70
7.73( m)

10.33

9.52

9.20, 9.28

6.95,

7.93( m,r)

20.91 ( m)
21.20(-> m,r)
22.65( m)

22.81( m,r)
16.84

18.38( m)

11.61
11.82
12.90( m)
10.03
10.64
11.30( m)

2s

Qp

2p3

2p3

2p4

2p4

2p4

3s

3p5

4s
5p5

6s

2s
2s
3p

3s

4s

5s

metastables
2S1/2

3 po
0,2

2D°5/2,3/2

2 po3/2,1/2

3P1,0
1D2
1S0

5 S2

2 po1/2

4P5/2, 3/2,1

2 po1/2

4P5/2, 3/2,1

3S1
1So

3 po
2,1,0

3 po
2,1,0

3 po
2,0

3 po
2,0

10.20

4.67, 5.56

2.38

3.57

0.020, 0.028
1.97
4.19
9.14

0.11

8.92, 8.98, 9.03
0.94

6.77, 7.66, 7.55

19.82
20.61
23.00

16.61, 16.67, 16.71

11.55, 11.72

9.91, 10.56

ionisation

13.60

5.39

5.14

4.34

3.89

10.43

14.54

13.61

13.01

10.45

21.56

21.56

15.76

14.00

Tableau 4.1 : Quelques niveaux d'energie atomiques (eV).
(—> m) Niveaux radiatifs emettant vers un niveau metastable.

(—> m, r) Niveaux radiatifs emettant vers un metastable, ou le fondamental.
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Cette terminologie, ainsi que les resultats les plus importants, sont decrits
dans la reference [294] et dans le tableau 4.2. AEV y designe 1'energie
d'excitation du premier niveau de vibration et AEr celle du premier niveau
de rotation.

L'analyse de ce tableau permet de faire les remarques suivantes.

Les gaz et vapeurs usuels H2, O2, N2, CO, CO2, H2O forment des
molecules relativement stables dont V energie de dissociation est de 1'ordre
de 5 eV ou plus. Les halogenes forment des molecules peu stables (energie
de dissociation entre 1.5 et 2.5 eV). Les alcalins et le mercure forment des
molecules encore moins stables (energie de dissociation inferieure a 1 eV).
En fait on dit souvent que les molecules de ces vapeurs metalliques sont sta-
bles physiquement, mais chimiquement instables : cela signifie que, lorsque
la vapeur est en equilibre thermodynamique a la pression de vapeur satu-
rante dans un recipient, elle est a 1'etat atomique ; les pressions de vapeurs
saturantes sont en effet basses et la loi de deplacement de 1'equilibre fa-
vorise la formation des atonies aux basses pressions en jeu.

Le cas des gaz rares est singulier : par exemple 1'etat fondamental de la
molecule He2 est instable ; mais elle possede des etats excites stables, ainsi
qu'un etat ionise (ion moleculaire He2). C'est pourquoi, dans le tableau
4.2, nous avons pris comme niveau de reference le niveau metastable 3 •

Les energies d'excitation electronique des molecules sont en general
de quelques eV. Le plus bas niveau est radiatif pour H2 et les alcalins,
metastable pour N2, O2, Cl2, I2, CO. Les energies correspondantes sont
superieures a 1'energie de dissociation pour H2 et les alcalins, inferieures
pour les autres molecules. A part le cas deja signale de He2, le cas le plus
singulier est celui de O2 qui possede deux niveaux metastables d'energie
specialement basse (0.98 et 1.64 eV).

Les energies d 'ionisation des molecules sont du meme ordre de grandeur
que celles des atonies les constituant.

Les energies d'excitation de vibration des molecules vont de 0.1 a 0.5 eV
pour les molecules stables ; elles sont plus faibles pour les molecules moins
stables.

Les energies d'excitation de rotation sont inferieures a 10-3 eV sauf
pour H2O ( Er = 10-3 eV) et H2 ( Er = 1.5 x 10-2 eV).

II est interessant de comparer les diverses energies d'excitation ci-dessus
a la quantite kT qui dans un gaz en equilibre thermodynamique represente,
d'apres la mecanique statistique classique, le double de 1'energie moyenne
d'agitation thermique associee a chaque degre de liberte du systeme. II
suffit pour cela de se reporter aux premieres colonnes du tableau 4.2. On
constate alors que Ton a en general pour les gaz a molecules stables et aux
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Molecule

H2

Li2

Na2

K2

Cs2

Hg2

N2

02

C12

I2

He2

CO

C02

H20

Niveau electronique

fondamental

designation EV Er

Niveaux electroniques

excites

radiatifs metastables

Disso-

ciation

loni-

sation

0.516

0.043

0.020

0.011

0.005

0.289

0.193

0.069

0.026

0.267

0.083

0.198

0.015

1.6 x 10-4

4 x 10-5

2 x 10-5

5 x 10-4

4 x 10-4

6 x 10-5

10-5

5 X 10-4

5 x 10-5

10-3

11.18

11.79( d)

1.74

1.82

1.45

7.35( m)

6.12

4.18

0.29( d)

8.03

10.0

7.6

(instable)

11.75

6.17

7.39

8.55

0.98

1.63

4.43

2.27

1.47

1.94

0

0.59

6.01

6.86

7.66

4.48

1.03

0.73

0.51

0.45

0.15

9.76

5.08

2.47

1.54

2.6

11.11

16.6

9.5

15.42

15.58

12.21

13.2

9.4

4.25

14.00

13.85

12.60

Tableau 4.2 : Quelques niveaux d'energie moleculaires (eV).
(—> d) Niveaux qui par transition radiative conduisent a un etat instable vis-a-vis de la

dissociation de la molecule.
(—-> m) Niveaux qui par transition radiative conduisent a un etat metastable.
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temperatures pas trop elevees :

Er < kT < Ev

II en resulte alors que les molecules du gaz sont dans leur grande majorite
au niveau de vibration zero, mais occupent des niveaux de rotation de
nombres quant iques assez eleves.

4.2.3 Ions negatifs
Certains atonies ou molecules peuvent donner des ions negatifs stables par
fixation d'un electron supplementaire. L'energie de formation Ea d'un ion
negatif est aussi appelee affinite electronique de 1'atome ou de la molecule
correspondante. Le tableau 4.3 donne la valeur de Ea pour quelques atonies
et molecules. On y remarque que :

- les affinites electroniques sont en general faibles, de 1'ordre de 1 eV
ou moins, sauf pour les halogenes ;

- le cas de H2 est interessant car il illustre le fait que la notion d'affinite
electronique n'est pas simple dans le cas des molecules par suite du cou-
plage avec les vibrations. L'ensemble des phenomenes que 1'on prevoit
theoriquement peut etre decrit au moyen du diagramme de la figure 4.1.

atome

Ea(eV)

Molecule

Ea(eV)

H

0.77

H2

-3.58

Li

0.58

02

0.50

Na

0.78

03

2.9

C

1.25

OH

1.78

O

1.465

S

2.07

F

3.45

Cl

3.61

Br

3.36

I

3.06

Tableau 4.3 : Affinite electronique (en eV) de quelques atonies et molecules.

Sur celui-ci on porte en abscisse la distance r (A) entre les deux pro-
tons et en ordonnee les energies : les deux courbes tracees sur le diagramme
representent les energies potentielles respectives de la molecule H2 et de
1'ion H2 en fonction de r. On remarque que H2 dont 1'energie de disso-
ciation D(H-2) est egale a 4.48 eV est beaucoup plus stable que H2 dont
1'energie de dissociation D(H2) n'est que 0.15 eV. Correlativement la dis-
tance d'equilibre des protons est beaucoup plus faible dans H2 (a ~ 0.8 A)
que dans H2 (b ~ 3 A). L'affinite electronique de H2 est representee par
la difference d'energie entre les etats fondamentaux de H2 et H2 ; c'est
la difference entre les ordonnees A et B, soit 3.58 eV, avec le signe moins
puisqu'il faut fournir de 1'energie pour passer de A en B. Ceci etant, on
ne peut pas faire de transition directe entre A et B : d'apres la regie de
Franck-Condon une transition electronique dans une molecule s'effectue



Particules presentes dans un gaz ionise 187

Figure 4.1 : Courbes theoriques d'energie potentielle de H2 et H2 met-
tant en evidence les relations entre affinite electronique et energie de
detachement vertical dans les molecules et les ions negatifs diatomiques.

sans changement de la position des noyaux. Par consequent, si partant du
point B, c'est-a-dire de H2 dans 1'etat fondamental, on desire arracher un
electron pour passer a un etat de H2, on ne peut que suivre le chemin
BC ; il faut donc fournir une energie de liaison positive apparente appelee
energie de detachement vertical de 1'ordre de 0.9 eV. La molecule H2 est
formee dans un etat de vibration tres eleve, tres proche de la dissociation ;
au cours d'une collision ulterieure elle pourra, soit se dissocier, soit revenir
au niveau fondamental en restituant une energie voisine de 4.48 eV.
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4.3 Seuils de reaction
x

4.3.1 Energie de reaction

Nous considerons, dans ce qui suit, 1'energie totale d'une particule comme
la somme de deux termes :

- 1'energie cinetique mw2 en incluant dans ce terme seulement
1'energie de translation,

- 1'energie potentielle ou energie interne UP qui par definition pourra
comprendre les trois termes Ee, Ev, Er.

Lors d'une collision inelastique il y a changement des etats internes des
particules et de ce fait echange entre les deux especes d'energie : 1'energie
totale du groupe de particules qui participent a la collision sera avant la
collision :

avec

(4.3)

(4.4)

(4.5)

ou 1'indice i designe 1'une des (deux ou trois) particules qui participent a
la collision. Apres la collision, ces deux grandeurs sont devenues respec-
tivement U'K et U'P. Comme il y a conservation de 1'energie totale, on peut
ecrire :

(4.6)

(4.7)

La quantite Q peut etre appelee energie de reaction. Q peut etre negatif
(reactions endothermiques) ou positif (reactions exoenergetiques). Les col-
lisions inelastiques sont dites de premiere espece quand Q < 0 et de seconde
espece ou superelastiques quand Q > 0.

4.3.2 Seuils de reaction

Une reaction endoenergetique (Q < 0) n'est evidemment possible d'apres
(4.6) que si Uk > \Q\- En fait la condition a laquelle Uk doit satisfaire est
plus severe car, comme nous allons le voir, seule une partie de Uk peut
etre utilisee a produire une reaction.
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Designons en effet par WG la vitesse, avant la collision, du centre de
gravite des particules qui vont entrer en collision ; on a :

(4.8)

ou Wi est la vitesse de 1'une de ces particules et M = la masse totale.
Posons :

(4.9)

ou Wri est la vitesse relative de la particule i par rapport au centre de
gravite. La relation (4.8) montre que ces vitesses relatives satisfont a la
condition :

(4.10)

Compte tenu de cette condition, on peut ecrire, en portant (4.9) dans (4.5),
1'energie cinetique totale sous la forme :

(4.11)

(4.12)

(4.13)

avec :

UG est 1'energie cinetique du centre de gravite et UR 1'energie du mouve-
ment relatif. Ces relations generalisent au cas d'une collision a N corps
la regie que nous avions enoncee au paragraphe 3.2 pour les collisions bi-
naires.

Si l'on affecte maintenant d'un symbole prime les valeurs de ces memes
grandeurs apres la collision, on a d'apres le theoreme de conservation de
la quantite de mouvement :

w'G = WG (4.14)

En reportant (4.11) dans (4.6) UG s'elimine et Ton a :

V'R = VR + Q (4.15)

On voit done que seule 1'energie du mouvement relatif est utilisable pour
produire une reaction, et 1'on deduit de (4.15), puisque U'R > 0, que la
condition necessaire pour qu'une reaction endoenergetique se produise est :

UR > \Q\ (4.16)
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4.3.3 Collisions binaires. Cas du systeme
du laboratoire

La formule generale (4.16) peut s'appliquer dans des cas tres divers.
Considerons, par exemple, un gaz ou les particules sont animees de

mouvements desordonnes et considerons la possibilite qu'une certaine
reaction se produise par collision binaire entre deux particules identiques ;
ce seront evidemment les collisions dans lesquelles les deux particules sont
animees initialement de vitesses egales et opposees qui seront les plus effi-
caces : pour ces collisions "de front" on aura UG = 0 et la condition (4.16)
sera satisfaite si 1'energie de chaque particule est superieure a |Q|/2.

On considere au contraire souvent les conditions dites du systeme du
laboratoire (cf. appendice A3-1). Ces conditions se referent a 1'experience
reelle ou ideale dans laquelle un faisceau de particules d'espece 1 vient
bombarder une cible contenant des particules d'espece 2 dont les vitesses
avant la collision sont negligeables. Dans ce systeme on a :

(4.17)

(4.18)
d'ou :

ou u1 est 1'energie initiale des particules incidentes. La condition (4.16)
s'ecrit donc :

(4.19)

(4.20)
soit

Le seuil de reaction ainsi defini a des valeurs tres differentes selon les
valeurs du rapport m1/m2. II est egal a 1'energie \Q\ quand m1 < m2

(collisions electrons sur atonies), a 2\Q\ quand m1 = m2 (collisions entre
atonies identiques), et tres superieure a \Q\ quand m1 > m2 (collisions
atome lourd sur atome leger).

4.4 Principaux types de collisions
inelastiques

De fagon generale on peut representer la reaction qui se produit lors d'une
collision inelastique par 1'equation

(4.21)
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ou 1, 2, 3, 4, specifient la nature des particules et leur etat d'energie interne.
Avant la collision il peut y avoir deux particules (collisions binaires) ou
plus ; apres, il peut y en avoir une, deux ou plusieurs. On utilise souvent
au lieu de 1'ecriture ci-dessus la notation plus condensee :

Les types de collisions possibles sont tres nombreux. Le tableau 4.4
mentionne les plus courants en indiquant pour chacun d'entre eux le
schema reactionnel, le nom generalement donne au processus, et le role
qu'il joue en general dans la physico-chimie des gaz ionises.

A titre d'exemple plus detaille les tableaux 4.5 et 4.6 rassemblent
quelques resultats typiques concernant les reactions les plus importantes
dans 1'hydrogene.

4.5 Collisions inelastiques binaires

4.5.1 Section efficace totale
La probabilite de production d'une certaine reaction par collision bi-
naire s'evalue en faisant appel a la notion de section efficace. Rappelons
la definition que nous avons donnee au paragraphe 3.3. On considere
1'experience ideale representee sur la figure 4.2(a).

Figure 4.2 : Section efficace et taux de reaction.

(a) Section efficace de reaction dans une experience faisceau-cible.
(b) Calcul d'un taux de reaction dans un gaz.

Un faisceau monocinetique de particules d'espece 1 vient bombarder
une cible d'espece 2 ; on considere une certaine reaction 12/34 ... : on
compte le nombre dN1 de reactions de ce type qui se produisent quand
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Processus Nom

Gaz monoatomiques

Effet rnacroscopique

Collision elastique electron-atome

Excitation par collision electronique

Ionisation par collision electronique

Desexcitation (quenching)

lonisation en deux etapes

Interaction coulombienne

Recombinaison a trois corps e-e-i

Recombinaison radiative

Interaction coulombienne

Recombinaison dissociative

Recombinaison a trois corps e-e-i

Collision elastique atome-atome

Collision elastique atome-metastable

Reaction de Penning

Collision elastique ion-atome

Echange de charge resonnant

Association ionique

Reaction de Penning croisee

lonisation associative

Mobilite electronique

Production de metastables

Multiplication des electrons

Destruction des metastables

Multiplication des electrons

Diffusion ambipolaire

Plasmas fortement ionises

Plasmas fortement ionises

Diffusion ambipolaire

Plasmas faiblement ionises

Plasmas fortement ionises

Transport dans les gaz neutres

Diffusion des metastables

lonisation dans les melanges

Mobilite ionique

Mobilite ionique

Production d'ions moleculaires

Destruction des metastables

Formation d'ions moleculaires

Processus supplementaires dans un gaz diatomique

Excitation vibrationnelle

Dissociation par choc electronique

lonisation dissociative

"Temperature de vibration"

Production d'atomes

Production d'ions atomiques

Processus supplementaires dans un gaz electronegatif (par exemple O2)

Attachement dissociatif

Attachement a trois corps

Detachement par choc electronique

Recombinaison ion- ion

Production de A

Production de A2

Destruction de A-

Destruction de A2

Tableau 4.4 : Principaux processus de collisions.
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Processus Energies (eV)

Seuil

0

10.2

10.2

13.6

3.4

0

0

0.045

0.074

0.516

1.04

8.85

11.2

15.4

15.4

19.9

3.70

3.20

-11.9

2.7

15.9

1.8

_?

1

2.5

0.03

70

70

600

500

0.1

90

90

0.75

0.2

150

150

0.3

110

110

1.7

1

60

0.5

40

1

130

130

5.8

4

0.62

22

0.3

30

3

150

170

170

17

11

5

3

10

100

0.14

20

35

10

60

85

100

100

7

7

1

2.1

0.001

0.03

70

120

30

18

0.46

5.3

6.2

70

48

32

0.18

4.6

3.0

7

6.2

0.03

40

0.8

60

100

0.37

5.3

6

30

24

8

0.045

0.07

2.8

10

8

0.6

18

1.7

70

103

1.2

5

4.5

0.5

2.2

1.8

0.1

3

0.35

20

104

Ref.

[22]

[26]

[26]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

[20]

Tableau 4.5 : Sections efficaces pour les collisions electroniques dans
1'hydrogene.
Energie en eV, sections efficaces en 10-17 cm2, H2 niveau de rotation, H2 niveau de
vibration, section efficace de transfert de quantite de mouvement.



Processus Energies (eV, systeme du centre de masse)
Seuil

0
10.2
10.2
10.2
10.2
13.6

-12.8
-1.9

0
0.045
0.074
0.516
12.8
15.4
13.6

0
0.77
-1.6

0
D.045
0.074
0.516
1.04
1.8

15.4
0

1.6
1.6
12
18
0

0.045
0.09
0.15
15.4
19.9

0
0.516

0
0

0
0
4
4

4.5
4

0.03

210

0.1

470

35000
88
140
0.1

0.07

240

750
200
80

180
2.5

0.01

550

4.6
500

0.3

430

12000
32
80
2
1

130

410
270
150

145
10
0.7

0.01

320

10
285

1
383

5300
12.7
58
10
6
4

85
0

210
280
200
1.2

100
30
8
1

0.16
21

140

38
175

3

341

2500

25
28
18
30

39
24

93
190
130
8.5
2.5
7.4

5.5

61
35
40
5.5

2.5
16
117
32
4

106
95

10

293

1020
1300

15
32
21
43

20
38
120
34
60
40
40
11
4.6

90

1

23
14
37
6

19
12

13.5
101
0.1
7

100
36

0.35
0.55
0.3
0.3

30

260

750
1600

3.6
26
18
51

0.15
0.16
0.02

5
45
75

10.5
6
5
63
23
3.4

50

2

8
4
14
2

0.06

12
15

10.5
85

7
88
10

0.55
1.3
1.5
1.5

100

222

460
2000

1.5
19
13
44
0.3
0.3
0.1
1.5
56
54
2

0.2
0.1
56
14
5

0.03

0.8
5.5

1.7
0.8
3

0.3
1.2

0.01
5
12

56

9
78
1.9
0.8
1.6
5.5
5.5

103

144
0.141
3.05

2.8

1000

0.04
2.5
1.6
14
0.3
1.2
6

0.03
110
53

0.04

17
13
6

0.55

60
0.2

0.03

0.06

4.2
0.5

5.3

54

15.5
59

0.04
3.7
6.3
37
22

104

44,5
3.65
1.79
1.04
3.65
7.2

25

70
4.3

80
2.2
11

34

Ref.

[25]
[25]
[25]
[25]
[25]
[25]
[27]
[23]
[25]
[21]
[21]
[21]
[21]
[21]
[21]
[21]
[21]
[21]
[25]
[21]
[21]
[21]
[21]
[21]

21] [25]
[21] [25]

[28]
[29]
[25]
[25]
[25]
[21]
[21]
[21]
[21]
[21]
[21]
[30]
[21]
[30]
[25]
[21]
[21]
[21]
[21]

[21]
[21]
[21]
[21]

Tableau 4.6 : Sections efficaces pour les collisions atomiques et moleculaires
dans 1'hydrogene.
Energies en eV, sections efficaces en 10-17 cm2, H2 niveau de rotation, H2 niveau de
vibration, section efficace de transfert de quantite de mouvement.
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NI particules de type 1 ont traverse la cible et on ecrit la probabilite de
reaction sous la forme

(4.23)

ou n2 est la densite des particules dans la cible et dx 1'epaisseur traversee ;
est appelee section efficace totale relative a la reaction consideree. Le

qualificatif total souligne le fait que l'on a compte toutes les reactions pro-
duites sans specifier comment les particules produites se partagent 1'energie
cinetique restante et quelles sont les directions de leurs vitesses apres la
collision.

4.5.2 Taux de reaction

Dans 1'experience ideale que nous venons de decrire on suppose implicite-
ment que les vitesses d'agitation thermique des particules 2 dans la cible
sont negligeables devant la vitesse des particules 1 incidentes. En fait dans
les problemes de theorie cinetique la situation est differente : les parti-
cules 1 ont une fonction de distribution des vitesses f 1(w1 ), les particules
2 une fonction de distribution des vitesses f2(w2) ; nous nous proposons
de calculer le nombre de reactions produites par unite de temps dans un
element de volume dr_ = S dx. Pour cela nous selectionnons, par la pensee,
les particules 1 dont la vitesse est dans dw1 autour de la moyenne w1 et les

particules 2 dont la vitesse est dans dw2 autour de w2. On a ainsi deux fais-
ceaux de particules quasi monocinetiques qui se croisent dans le volume dr_
considere [Fig. 4.2(b)] ; le nombre de reactions produites ne dependant pas
du repere dans lequel on se place pour compter, il revient au meme de se
placer dans un repere accompagnant les particules 2 et de considerer que le
faisceau 1 bombarde les particules 2 avec la vitesse relative g = \w1 — w2 .
La probabilite de reaction pour une particule 1 qui traverse dx peut alors
s'ecrire d'apres (4.23) :

(4.24)

ou est fonction de la vitesse relative g. Le nombre de particules 1 qui
traversent la cible pendant un intervalle de temps dt est :

(4.25)

Le nombre probable de reactions produites dans la cible par unite de temps
et par unite de volume par les deux faisceaux qui se croisent est donc :

(4.26)
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Si maintenant on tient compte de 1'ensemble des particules 1 et 2 de
vitesses quelconques on obtient par integration sur w1 et w2 le taux global
de reaction

(4.27)

On peut faire apparaitre les densites n\ et n2 pour souligner le fait que le
taux de reaction est proportionnel au produit n1 n2 :

(4.28)

avec

(4.29)

Rappelons a nouveau que dans ces diverses formules a est fonction de g
seulement. Dans le cas d'une reaction endoenergetique (g) s'annule pour
les valeurs de g inferieures a la valeur de seuil definie par la relation (4.23).

Dans les calculs de physico-chimie des gaz on simplifie souvent les for-
mules ci-dessus en faisant les deux hypotheses suivantes :

- les deux fonctions de distribution f1 et f2 sont deux maxwelliennes
de meme temperature T ;

- la section emcace a est pratiquement constante sur la gamme de
valeurs de g correspondant aux deux fonctions f1 et f2.

Ces deux hypotheses sont souvent raisonnables pour les reactions entre
particules lourdes (atonies, molecules) mais generalement completement
fausses pour les reactions produites par les electrons. Si on les suppose
verifiees, on peut alors effectuer facilement 1'integrale (4.29) (cf. probleme
P4-1) et l'on obtient :

(4.30)

ou u est la masse reduite du systeme des deux particules 1 et 2. La formule
ci-dessus permet de deduire une valeur de la section efficace d'une reaction
a partir de la mesure des deux densites n1, n2, de la temperature T et du
taux de reaction macroscopique n1 n2 < a g >. La valeur ainsi determinee
est une valeur moyenne de a (g) sur la distribution des vitesses relatives
determinee par f1 et f2. On considere aussi souvent qu'elle represente la
valeur a (gm ) prise par a pour la valeur moyenne

(4.31)
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de la vitesse relative. En faisant alors varier T, on a deduit de facon tres
grossiere la loi de variation de cr en fonction de g.

Donnons enfin deux ordres de grandeurs typiques :

• pour des collisions entre atonies et/ou molecules on aura typique-
ment :

g = 3 x 104 cm/s
a = 3 x 10-16 cm2

( g) ~ 10-11 cm3/s

• pour des collisions electrons neutres :

g = 6 x 107 cm/s (pour kTe = 1 eV)

cr = 1.3 x 10-17 cm2

g ~ 10-9 cm3/s

4.6 Collisions inelastiques ternaires
Les collisions ternaires sont beaucoup plus difficiles a decrire que les collisions binaires
et elles n'ont ete qu'assez peu etudiees en theorie cinetique. Nous devrons donc nous
contenter de remarques assez simples.

Pour une reaction ternaire du type 123/45... on peut essayer de generaliser la notion
de section efficace totale en ecrivant une formule analogue a (4.26). Pour cela on peut
en appelant f 1 ( w 1 ) , f 2 (w 2 ) , f 3 ( w 3 ) les fonctions de distribution des particules 1, 2 et
3 considerer par la pensee trois faisceaux quasi monocinetiques de vitesses w1, w2, w3

extraits de ces distributions et ecrire le nombre de reactions 123/45... que produisent
ces faisceaux par unite de temps et de volume du gaz sous la forme :

(4.32)

La quantite ainsi definie est un taux de reaction differentiel ; le coefficient k3 est
une constante de reaction differentielle. En integrant sur w1, w2, w3, on obtient le taux
de reaction total

(4.33)

(4.34)

ou

est la constante de reaction totale pour la reaction ternaire 1, 2, 3/ 4, 5.... On verifie
facilement que K3 et k3 ont les dimensions L6T—1. Les quantites correspondantes K2

et k2 pour une reaction binaire avaient les dimensions L3T - l ; remarquant que k2 est
a priori proportionnel a la vitesse relative g12 nous avons pose :

(4.35)

Dans le cas des collisions ternaires on ne peut plus faire de fagon univoque une telle
decomposition.

Dans la physico-chimie des gaz on utilise souvent un modele dit du "troisieme corps
stabilisateur". Pour cela on considere que la reaction 123/45... peut s'analyser comme
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suit : deux des particules, 1 et 2 par exemple, produisent par une reaction primaire un
complexe intermediaire (12)" ; ce complexe instable se redecompose normalement pour
redonner les particules initiales 1 et 2. Le role du troisieme corps 3 est done de stabiliser
le complexe (12)", par exemple en le faisant passer en un etat (12)' d'energie legerement
inferieure qui ne peut plus se decomposer en 1 et 2 mais eventuellement evoluer vers
un etat stable (12), ou se dissocier selon un autre mode en conduisant aux particules
4, 5,... Dans ce modele, le taux differentiel de la reaction ternaire 123/45... peut donc
s'ecrire :

(4.36)

ou le premier facteur represente le taux differentiel de production des complexes (12)", le
deuxieme la probabilite de leur stabilisation vers 1'etat (12)' et le troisieme la probabilite
de la reaction unimoleculaire de dissociation (12)' —> 4, 5 , . . . Pour evaluer P12 nous
caracteriserons le complexe intermediaire (12)" par sa duree de vie r"2 vis-a-vis de la
decomposition en 1 et 2 et sa section efficace (gi23) vis-a-vis de la stabilisation en
(12)' par une particule 3 ou g123 designe la vitesse relative de la particule 3 par rapport
au centre de gravite des particules 1 et 2, avant la collision stabilisatrice. II est alors
raisonnable d'ecrire pour la probabilite de stabilisation differentielle :

(4.37)

En effet le deuxieme membre est le nombre de particules 3 (de vitesse relative 5123) qui
traverse une surface pendant la duree de vie r"2 de chaque complexe (12)" (en toute
rigueur peut dependre de 1'orientation de 5123). Nous obtenons donc ainsi :

(4.38)

On remarque au passage que P12 a les dimensions L3 ; il represente donc un volume
efficace d'interaction du complexe (12)" avec la particule stabilisante 3 : la probabilite
de stabilisation est le nombre probable de particules 3 que l'on trouve dans ce volume.
On obtient donc finalement :

(4.39)

Bien entendu les formules ci-dessus ne sont valables que si la probabilite de stabi-
lisation est inferieure a 1'unite, soit :

(4.40)

Aux fortes densites de la particule 3 cette inegalite est violee (il y a plus d'une particule
3 dans le volume d'interaction P12) ; on doit alors considerer que la probabilite de
stabilisation se sature a 1'unite. Le taux de la reaction ternaire se sature lui-meme a la
valeur independante de n3 :

(4.41)

(4.42)
ou

est une pseudo-constante de reaction binaire.
La discussion precedente suggere que dans les gaz les reactions exothermiques seront

tres souvent ternaires, le troisieme corps stabilisateur emmenant sous forme d'energie
cinetique une fraction importante de 1'energie produite, la quasi-totalite si ce troisieme
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corps est plus leger que les autres, c'est-a-dire en pratique un electron. Trois exemples
typiques de reactions ternaires dans les gaz ionises sont les suivantes :

He*, He, He—> He^, He (formation des metastables moleculaires),
e, e, H+ —> e, H* (recombinaison e — e — i),
e, He+, He —> He*, He (recombinaison e — i — o).
Pour terminer, nous pouvons comme pour les collisions binaires donner des ordres

de grandeur typiques pour les constantes de reaction K3 :

• Pour des collisions (A, B, C) entre particules lourdes (atonies, molecules, ions,...):
g12~10-11cm3 s-1,
P12 ~ (10-7)3 cm3 = 10-21 cm3,
K3 ~ 10-32 cm6 s-1,
densite de saturation n3 — 1021 cm~3.

• Pour des collisions (e, A, B) entre electrons et particules lourdes stabilisees par
une autre particule lourde :
gl2 ~ 10-9 cm3 s-1 (pour kTe = 1 eV),
P45 ~ 10-21 cm3,
K3 ~ l0-30 cm6 S - 1 ,
densite de saturation n3 = 1021 cm - 3 .

On remarque que les densites de saturation trouvees dans ces deux cas typiques sont
elevees : environ 40 fois le nombre de Loschmidt, correspondant donc a T ~ 300 K a des
pressions partielles de 40 atmospheres. On voit donc que le phenomene de saturation
des reactions ternaires ne s'observe pas en general dans les gaz ionises.

4.7 Information sur les sections efficaces
et les taux de reaction

Les valeurs des sections efficaces et des taux de reactions sont des donnees
de base de la physique des gaz et des plasmas. Cet ensemble est tres com-
plexe, comme on peut le voir sur les tableaux 4.4 (qui est un catalogue
tres simplifie des processus) et 4.5, 4.6 qui rassemblent quelques resultats
typiques concernant les reactions les plus importantes dans 1'hydrogene.
En principe on peut utiliser la regie de microreversibilite (cf. section 14.8
et probleme P4-2) pour deduire les valeurs de la section efficace (34/12)
d'un certain processus, des valeurs de la section efficace (12/34) du pro-
cessus inverse.

Neanmoins la complexite de cet ensemble de donnees de base pose
maintenant un probleme de recherche et de traitement des informations.
II y a une trentaine d'annees, il etait possible de rassembler 1'information
necessaire et disponible dans un livre (cf. [300]). Ce n'est plus possible au-
jourd'hui. L'information est maintenant collectee, traitee, evaluee et dis-
tribuee par des centres de donnees specialises, qui ont cree et entretiennent
des bases de donnees sur ordinateur. Pour les sections efficaces utiles en
physique des plasmas, les centres de donnees les plus actifs sont :
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• NIST-JILA : Boulder US [14]
• ORNL : Oak-Ridge US [15]
• GAPHYOR : Orsay FRANCE [16]
• NIFS : Nagoya JAPON [17]
• JAERI : Tokaimura JAPON [18]

Ils sont groupes dans un reseau cordonne par FAIEA de Vienne. Chacun
de ces centres edite une serie de rapports qui publient des mises a jour
des bases de donnees. Certaines de ces bases, en particulier GAPHYOR,
peuvent etre consultees en ligne en utilisant les reseaux internationaux de
transmission de donnees.

4.8 Problemes

P4-1 Constante de reaction pour deux distributions
maxwelliennes

En supposant que les particules d'espece 1 et 2 ont toutes les deux une distribution de
vitesses maxwellienne, montrer que la constante de reaction k pour une reaction donnee
est reliee a la section efficace correspondante par la relation :

(4.43)

Trouver une approximation simple de k quand a est presque constant.

P4-2 *Relation graphique entre les courbes de
sections efficaces inelastique et superelastique

Considerons les deux reactions inverses :
• collision inelastique

• collision superelastique

Soit la section efficace pour le processus direct (4.44) et la section efficace pour
le processus inverse (4.45). On peut montrer, a partir de considerations generates (cf.
section 14.8), la loi de microreversibilte (dite aussi du bilan detaille) :

(4.46)

ou go et g1 sont les poids statistiques de He et He*, tandis que v et v' sont deux valeurs
de la vitesse des electrons reliees par la loi de conservation de 1'energie :

(4.47)

et que E01 est la difference d'energie entre He* et He.
Montrer que la formule (4.46) conduit a une relation graphique entre les deux

courbes (ue) et (ue), ou ue est 1'energie de 1'electron. Montrer, en particulier,
qu'il existe une relation graphique simple entre les pentes des deux courbes au seuil.



Chapitre 5

Proprietes
macroscopiques des gaz
faiblement ionises

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons etudier les proprietes des gaz faiblement io-
nises dans le cadre d'une analyse macroscopique basee sur les equations
hydrodynamiques et sur une description simplified des phenomenes de
collision. Le point de depart sera la definition et 1'evaluation des coef-
ficients de transport (mobilite et diffusion des electrons et des ions). A
vrai dire ces coefficients devraient etre calcules de maniere plus exacte
au moyen des equations de la theorie cinetique microscopique : c'est ce
que nous ferons au chapitre 12. L'analyse assez simple que nous faisons
pour 1'instant sera cependant tres utile pour decrire schematiquement des
situations experimentales un peu complexes : problemes avec conditions
aux limites, couplage entre les diverses especes de particules, production
et disparition des gaz ionises (decharges dans les gaz, recombinaison).

Dans les deux premieres sections nous etudierons tout d'abord les deux
coefficients de transport fondamentaux des electrons et des ions, la mobilite
electrique et le coefficient de diffusion : pour les electrons en 5.2 et les ions
en 5.3.

Dans la section 5.4 nous montrerons que le probleme de la diffusion doit
etre traite en tenant compte des conditions aux limites et nous definirons
les modes propres de diffusion d'une cavite. Nous en deduirons dans la sec-
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tion 5.5 une analyse simple de 1'amorgage et de 1'entretien d'une decharge
HF dans une cavite.

Nous montrerons ensuite en 5.6 que les champs de charge d'espace
couplent en general la diffusion des electrons a celle des ions, et cela conduit
au phenomene appele diffusion ambipolaire. L'application de cette theorie
aux colonnes cylindriques de plasma sera ensuite discutee dans les sections
5.7 et 5.8.

Nous terminerons par une analyse simple dans la section 5.9 des
phenomenes de recombinaison en volume et d'attachement electronique
qui conduisent a des regimes de decharge differents du regime de diffusion
etudie dans les sections precedentes.

5.2 Mobilite et diffusion libre des electrons

5.2.1 Equation de transport de la quantite
de mouvement des electrons

Dans un gaz faiblement ionise, on peut ecrire des equations hydrody-
namiques, separement pour chacune des composantes du gaz : electrons,
ions, neutres. Celle qui nous interesse ici est 1'equation de transport de la
quantite de mouvement du gaz d'electrons qui s'ecrit :

Dans cette equation ne et ve sont la densite et la vitesse macroscopique

du fluide electronique, le tenseur de pression cinetique de ce gaz, E
et B les champs electriques et magnetiques, le potentiel du champ de
gravitation, et Pe le terme d'interaction par collision. Cette equation sera
etablie et discutee plus en detail au chapitre 9. Sa signification physique
est cependant assez intuitivement comprehensible : le premier membre
represente le produit masse x acceleration des electrons contenus dans
une unite de volume et chacun des quatre termes du deuxieme membre
une force par unite de volume appliquee au gaz d'electrons :

• neqe(E + ve x B), la force electromagnetique,

• — neme la force gravitationnelle (qu'on peut en general negliger
a 1'echelle d'un plasma de laboratoire),

• —V • , la resultante des forces de pression (qu'on ecrira souvent
—Vpe en supposant la pression isotrope),



Mobilite et diffusion libre des electrons 203

• Pe la force de frottement qui, dans le cas des gaz faiblement ionises,
se reduit a la force de frottement sur les neutres Peo.

Nous montrerons au chapitre 12 que cette derniere force peut se mettre
sous la forme1 :

(5.2)

ou vo est la vitesse macroscopique du fluide neutre et < veo > une certaine
moyenne en general tensorielle de la frequence de collision electron-neutre.
En pratique nous nous placerons presque toujours dans des cas ou v^ est
nulle et ou <veo > est un scalaire que nous ecrirons simplement veo. Dans
ces conditions la force de frottement Peo peut se mettre sous la forme
simple dite de Langevin :

Mais il faut bien souligner le fait que veo est une certaine moyenne sur les
vitesses electroniques de la frequence de collision microscopique v 1 (w e ) des
electrons de vitesse we avec les neutres. Cette remarque met en evidence
le caractere incomplet de la description macroscopique d'un plasma ; les
coefficients des termes qui dans les equations macroscopiques sont dus aux
collisions ne peuvent etre clairement definis que si on suppose connu 1'etat
microscopique du plasma.

5.2.2 Mobilite des electrons
Ayant ainsi mis le terme de collision sous la forme tres simple (5.3), on peut
etudier la solution de 1'equation de transport (5.1) dans des cas particuliers
simples ; tout d'abord, celui d'un gaz homogene indefini dans lequel on
etablit un champ electrique et un champ magnetique uniformes ; si on se
limite au regime stationnaire, 1'equation se reduit alors a :

(5.4)

Cette equation en ve se resout facilement par projection sur trois axes de
coordonnees ; dans le cas encore plus simple ou B est nul, < veo > est
scalaire et l'on obtient :

(5.5)

(5.6)
ou

1. Au chapitre 12 nous utiliserons la notation v1 au lieu de veo, pour des raisons qui
seront expliquees alors.
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est la mobilite des electrons. La theorie cinetique developpee au chapitre
12 permet de calculer veo en fonction de la section efficace de transfert de
quantite de mouvement electron-molecule (cf. probleme P12-11). De facon
generale la mobilite ue varie avec E. Plus precisement, si on designe par
n0 et T0 la densite et la temperature des molecules, Uen0 est une fonction
de E/n0 et de T0, ou de E/p si l'on suppose T0 fixee.

Le parametre E /P 3 0 0 (ou E/n0) est le parametre de Townsend. Dans
les publications anciennes on utilisait la premiere expression E/p^oo en
supposant que la temperature T0 etait egale a 300 K, ou sinon que P$QQ
etait la pression reduite a la temperature 300 K ; 1'unite utilisee etait
en general le V.cm -1.torr -1. En fait le bon parametre est E/n0 qui fait
intervenir directement la densite n0 sans passer par la pression reduite, et
1'unite generalement utilisee est alors le V.cm2. On utilise aussi pour avoir
des nombres plus pres de 1'unite le Townsend avec :

1 Townsend = 1 Td = 10-17 V.cm2 (5.7)

et 1'on a la relation de conversion :

(E/n0)Townsend = 3.11 X (E/P300))v.cm^1 .ton-* (5.8)

Nous montrerons au chapitre 12 que l'on a la loi generale :

(5.9)

La raison pour laquelle depend du champ electrique est que lorsque E
varie, la fonction de distribution des vitesses des electrons (et en particulier
leur temperature electronique) varie, et qu'il en resulte une variation de
la frequence de collision moyenne 17^. On pourrait donc a priori penser
que ue depend des trois parametres E, n0 et T0. La formule (5.9) est ce
qu'on appelle une loi de similitude : elle montre que 1'on peut eliminer 1'un
des parametres en utilisant une representation correcte de 1'ensemble des
donnees. En effet, elle conduit a introduire, pour exprimer les valeurs des
mobilites, la mobilite reduite :

(5.10)

//go est la valeur de la mobilite ramenee aux conditions normales de tempe-
rature et de pression : UL — 2.69 x 1019 cm~3 est la densite des molecules
d'un gaz parfait dans ces conditions (nombre de Loschmidt). La mobilite
reduite /ieo n'est fonction que de E/n0 et de T0.

Les variations de ueo avec E/n0 sont liees aux variations de la
temperature electronique Te ; lorsque E/n0 tend vers zero, Te tend vers
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T0 et ue0 tend vers une valeur limite yueo(0) qui ne depend que de T0 ; le
domaine des valeurs de E/n0 ou ue0 garde approximativement cette valeur
limite est assez etroit. Les mobilites electroniques peuvent se mesurer [40]
directement en determinant le temps de transit d'un paquet d'electrons
entre deux points donnes.

Les figures 5.1 a 5.2(b) representent quelques resultats : 5.1 montre
1'erTet de la temperature dans le cas de He ; 5.2(a) et 5.2(b) representent
les variations de ueo en fonction de E/n0 pour He, Ne, Ar, H2, N2 . On y
remarque que dans 1'argon la mobilite passe par un maximum pour E/n0

voisin de 10-3 ; ce maximum est du au fait que la section efficace
dans 1'argon passe par un minimum (effet Ramsauer) lorsque 1'energie de
1'electron est voisine de 0,25 eV ; le maximum observe sur ue correspond
au passage de la temperature electronique par une valeur telle qu'un grand
nombre d'electrons du gaz ait une energie de 1'ordre de 0.25 eV (kTe ~ 0.25
eV). Le meme eflfet s'observe avec Kr et Xe [42].

Figure 5.1 : Mobilite reduite des electrons dans He a diverses temperatures
du gaz neutre [41].

Le tableau 5.1 donne pour divers gaz la valeur limite ueo(0) vers laquelle
tend /^eo lorsque E/n0 tend vers zero. Lorsque ueo = ueo(0) les electrons
sont en equilibre thermique avec les molecules (Te = T0). On a indique
egalement sous le vocable (E/n 0 ) 10% la valeur de E/n0 au-dela de laquelle,
du fait de 1'echauffement des electrons, on a :

(5.11)

Le cas du neon est singulier : la valeur extrapolee ueo(0) est mal connue
parce que le neon semble posseder un minimum de Ramsauer pour une
energie tres voisine de zero.
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Figure 5.2 : Mobilite reduite des electrons dans divers gaz [41].

(a) He, Ne, Ar.
(b) H2, N2.

Gaz

ueo(0)/103

(E /n 0 ) 1 0 %

He

9.6

2.10-2

Ne

> 100
?

Ar

50

KT3

Kr

4.9

10-2

Xe

1.44

3.10-2

H2

5.7

l0-1

N2

14.1

3.10-2

CO

7.8

10-1

C02

0.67

10

H20

0.088

30

Tableau 5.1 : Valeurs de la mobilite reduite limite ueo(0) (cm2 V l s l)
et de [E/n0]10%(Td) pour T0 = 293° K [40, 41].

5.2.3 Diffusion libre des electrons

Supposons maintenant qu'il n'y ait pas de champ electromagnetique, qu'on
puisse negliger la force de gravite mais qu'il y ait un gradient de pression
electronique dans le gaz (la densite et la temperature des molecules sont
en revanche toujours supposees uniformes). Cherchons le regime quasi sta-
tionnaire qui s'etablit au bout d'un certain temps. Si on suppose de plus
que le gaz est presque isotrope (hypothese des petites perturbations), on
peut en negligeant des infiniment petits d'ordre superieur ignorer le terme
quadratique en (ve • V)ve et supposer que la pression est scalaire. On
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obtient ainsi 1'equation :

(5.12)

ou Te est la temperature cinetique des electrons. Nous supposons pour
poursuivre le calcul que < Veo > est scalaire (hypothese qui parait liee au
fait que 1'etat du gaz est suppose presque isotrope). On peut alors deduire
de (5.12) 1'expression du flux d'electrons :

(5.13)

Generalement, la temperature electronique pourra varier d'un point a un
autre du gaz ; toutefois dans de nombreux cas on fait 1'hypothese que Te

reste a peu pres constant et 1'equation de diffusion (5.13) se met alors sous
la forme simplifiee :

(5.14)

(5.15)

ou

De est appele le coefficient de diffusion "libre" des electrons. La theorie
cinetique permet d'expliciter la frequence moyenne veo qui figure dans
cette formule. Elle est en general differente de celle qui figure dans (5.6)
(cf. probleme P12-11).

5.2.4 Relation d'Einstein. Temperature de diffusion
En formant le rapport des deux formules (5.15) et (5.6) on obtient entre
les deux principaux coefficients de transport De et ue la relation :

(5.17)

(5.16)

Cette relation qui ne contient plus veo est connue sous le nom de relation
d'Einstein. Elle n'est en general qu'approchee parce qu'a priori les valeurs
effectives 1^ qui figurent dans les formules (5.15) et (5.6) sont differentes.
Cependant dans certaines experiences on mesure directement le coefficient
De//ie (on produit un paquet d'electrons, on le fait deriver sous 1'action
d'un champ electrique en meme temps qu'il augmente de volume sous
1'effet de la diffusion). On a ainsi une mesure facile d'une temperature T'e
definie par :
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ou Tg sera appelee la temperature de diffusion ; ue = KT'e est souvent ap-
pelee 1'energie caracteristique. La theorie cinetique du chapitre 12 permet
de preciser dans quelle mesure T'e differe de la temperature cinetique Te

(cf. problemeP12-ll).

5.3 Mobilite et diffusion libre des ions

On peut faire, pour les ions, les memes calculs que pour les electrons en
ecrivant 1'equation de transport de la quantite de mouvement des ions,
analogue a (5.1), et en introduisant une frequence de collision efficace V^
definie par la formule de frottement de Langevin :

(5.18)

On peut ainsi calculer la mobilite ^ et le coefficient de diffusion libre Di
des ions. Les for mules qui expriment ces deux grandeurs sont analogues a
(5.6) et (5.15).

En ce qui concerne les mobilites ioniques on peut montrer (cf. [43])
comme pour ue que l'on a en general :

(5.19)

ce qui conduit a definir une mobilite reduite :

(5.20)

La dependance de ui0 avec E/n0 est moins prononcee que celle de ueQ. La
figure 5.3 montre par exemple les variations de ui0 en fonction de E/n0

pour le cas typique de 1'ion He+ dans He [43]. On y voit un long palier sur
lequel uio reste egal a uio(0)- Cette situation tient au fait que 1'echange
d'energie avec les neutres est beaucoup plus facile pour les ions que pour les
electrons, de sorte que la temperature ionique TI reste voisine de Te pour
une large gamme de valeurs de E/n0. Le tableau 5.2 donne les valeurs de
/Jio(0) a T0=300 K pour les couples ion-gaz les plus importants [43]-[46].
On y voit que la mobilite ionique est elevee, si 1'ion ou le neutre constituant
le gaz sont legers (la plus forte valeur est 42.7 cm2 V-1 s-1 pour H- dans
H2), et faible si 1'ion et le neutre sont lourds (la plus faible valeur du
tableau est 1.29 cm2 V-1 s-1 pour CO3 dans CO2, mais on aurait 0.56
pour Xe+ dans Xe [45]). Dans ce tableau on a signale d'un tiret - les cas
ou la mobilite n'est pas en principe mesurable parce que le potentiel de
production de 1'ion est superieur au potentiel d'ionisation des neutres du
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Figure 5.3 : Mobilite reduite de He+ dans He en fonction de E/n0 [43].

gaz. Dans ces conditions, 1'ion en circulant dans le gaz reagit par echange
de charge sur les neutres du gaz et se transforme en un ion du gaz (par
exemple He+ circulant dans Ar se transforme tres vite en Ar+).

La theorie des mobilites ioniques est plus difficile que celle des mobilites
electroniques. En effet, le modele de Lorentz que nous developperons au
chapitre 12 ne s'applique pas en general car l'on a mi ~ m0. Une theorie
simplified a cependant ete faite il y a longtemps par Langevin : elle suppose
que 1'interaction ion-neutre est decrite par le mecanisme du dipole induit
(loi en 1/r4 ; cf. section 3.2). On obtient ainsi [47] la formule simple :

(5.21)

ou a0 est la polarisabilite des neutres du gaz en A3 (tableau 5.3) et mi0
la masse reduite du systeme electron-neutre en unites de masse atomique.
Sur cette formule on voit que u,pol est plus eleve dans les gaz ou pour les
ions legers (~ mio

 -1/2 ) et dans les gaz faiblement polarisables (~ a0 -
1/2 ).

Ces deux resultats se verifient facilement sur le tableau 5.2, comme nous
1'avons deja remarque en ce qui concerne les masses, et ou l'on voit en ce
qui concerne les polarisabilites que, a masses comparables, les mobilites
sont plus fortes dans les gaz rares (atonies a couches completes peu polari-
sables) que dans les autres gaz. II est interessant d'examiner de fagon plus
quantitative la validite de la formule de Langevin. Le tableau 5.4 permet
a titre d'exemple de faire cette discussion pour des ions circulant dans le
neon. Pour eliminer 1'effet des masses on y a porte pour chaque couple ion-
Ne la quantite uio(0)(mi0)1/2 qui d'apres la formule de Langevin devrait
etre constante et egale a 13.8/( ) ly /2 = 21.3. On voit que cette regie est en
general grossierement suivie avec un ecart systematique d'environ +10%
a +30%. Mais on remarque d'autre part que le cas de Ne+, c'est-a-dire



Gaz

Ions
He+
He+
He++
Ne+
Ne+
Ar+
Ar+
N+
N+iN2

N^
N4

+

H+

H2
+

H3
+

H-

CO+

C20+
CO+

co-
co-
0+

0+

04
+

o-
o2-
0-3

NO+
N20+
F-
ci-
Br-
HN+
HO+
H30+
HO-
Hg+
Li+
Na+
K+

IP=>

IP,EA
24.6
22.2
79

21.6
18.3
15.8
14.1
14.5
15.6

14.6
13.6
15.4

9
0.7
14

13.9

13.6
12.2
11

1.47
0.45

9.25

3.4
3.6
3.4

1.83
10.4
5.39
5.14
4.34

He
24.6

10.5
16.7
18.5
19.2
17.5
21.3

19.9
21.0

32.0
24.5
30.8
40.3
19.8

19.8
16.9

22.5
21.8

28.2
21.5
18.6
21.3

29.3
20.3
18.8
19.0
19.4
21.5
25

19.7
24.4
21.5
21.5

Ne
21.6

4.09
6.13

7

7.0

22.3

6.9

6.9

7.90

8.20
6.94

5.96
10.6
8.16
7.43

Ar
15.8

1.52
1.83
3.3

2.25

5.75

2.24

2.14
2.40

3.43
2.57

2.42

3.29
2.80
2.32
2.56

3.0

1.86
10.6
8.16
7.43

N2

15.6

3.01
1.86
2.26
2.31

2.18
2.39

2.87

2.13
2.76

4.15
2.85
2.53

H2

15.4

16.0

11.3
42.7

12.6

12.4
12.2
13.1

CO
14

1.75
1.90

2.31

C02

13.9

1.29

1.93

1.67
1.45

02

12.2

2.51
2.40

2.14
2.08
3.20
2.17
2.56

2.63

3.96

2.72

NO
9.25

1.91
1.77

2.28

Tableau 5.2 : Valeurs experiment ales (cf. [43] [44] [45] [46]) des mobilites ioni-
ques reduites u0(0) (en cm2 V-1 s-1) pour T0 = 300°K et E/n0 = 0. IP
designe les potentiels d'ionisation de 1'ion ou du gaz (eV) et EA les affinites
electroniques pour la formation des ions negatifs. Les tirets signalent les
cas ou la mobilite ne peut pas se mesurer a cause du transfert de charge
(voir texte).
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Neutre

0(A3)
He

0.206

Ne

0.408

Ar

1.65

N2

1.79

H2

0.91

CO CO2

2.0 2.5

02

1.65

NO

1.78

Tableau 5.3 : Polarisabilite a0 de quelques atomes et molecules neutres
(A3).

Ion

Uio(0)mio

Li+

25.3

Na+

26.8

K+

27.6

Cs+

27.4

Hg+

25.8

Ne+

12.9

Ne2

23.7

13.8/

21.3

Tableau 5.4 : Mobilite ionique et formule de Langevin dans le cas du neon.

des ions circulant dans leur propre gaz, est singulier. On voit en effet que
les ions Ne+ ont une mobilite anormalement basse (d'un facteur de 1'ordre
de deux) ; autrement dit la section efficace de transfert de quantite de
mouvement est anormalement grande dans ce cas ; cela tient au fait que
cette section efficace fait intervenir en plus des collisions elastiques Ne+,
Ne/Ne+, Ne les collisions de transfert de charge symetrique2 Ne+, Ne/Ne,
Ne+.

La formule de Langevin prevoit enfin que /iio(0) doit etre independant
de T0. Ce resultat est inexact : (iio(Q) varie avec T0 (cf. par exemple Fig.
5.4). Ce resultat peut etre associe a 1'existence d'interactions ion-molecule a
courte portee n'obeissant plus a la loi en 1/r4. On peut cependant montrer
[46] que 1'effet de ces interactions diminue lorsque T0 decroit et en principe
Hio (0) devrait tendre vers la mobilite de Langevin upol lorsque T0 tend vers
zero. Cette limite est en general masquee par 1'apparition dans les gaz a
basse temperature d'amas ioniques (He+, He+, ... dans 1'helium).

Les theories plus recentes des mobilites ioniques tiennent compte des
forces a courte portee. L'une des plus interessantes est celle de Viehland

2. La distinction entre les deux especes de collision peut paraitre formelle du fait
du caractere indiscernable des deux noyaux Ne qui interviennent ; en fait 1'experience
montre que la section efficace differentielle angulaire dans une collision symetrique A+,
A presente dans le systeme du centre de gravite deux maxima assez aigus, 1'un au
voisinage de x = 0, 1'autre au voisinage de x = ; il est naturel de separer ces deux
parties du meme phenomene en posant :

(5.22)

(5.23)

totale, elastique

totale, transfert de charge
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et Mason (cf. en [46] line synthese de ses resultats). Elle conduit dans sa
forme la plus simple aux for mules appro chees :

(5.24)

avec :

(5.25)

(5.26)
et :

Ces formules introduisent une nouvelle loi de similitude : alors que, d'apres
la theorie cinetique exacte, la mobilite reduite uio depend comme on 1'a vu
[cf. (5.19)] separement des deux parametres T0 et E/n0, elle ne depend plus
dans cette approximation que du seul parametre Teff. Cette "temperature
effective" est d'apres (5.26) la somme de deux termes : kT0 qui est produit
par 1'agitation thermique des neutres et m0 qui est fonction de E/n0

et qui represente Faction du champ electrique.
La section efncace moyenne d'echange de quantite de mouvement

(7i0(Teff) se calcule en principe a partir de la loi exacte de potentiel
d'interaction ion-neutre (1/r4 + forces a courte portee). Elle ne depend
que de T e f / . On peut exprimer la nouvelle loi de similitude par la formule :

(5.27)

Cette formule n'est qu'une approximation, mais elle est assez bonne pour
permettre de deduire pour un couple ion-gaz donne les valeurs de /^o(0) en
fonction de T0, d'une serie de mesures assez facile a faire ou l'on a fixe T0

et fait varier E/n0. La figure 5.4 montre pour divers ions circulant dans Ar
la variation du rapport faofi) / npol en fonction de Teff ([44] [45] [46]). On y
voit la convergence de ujo(0) vers upol lorsque Teff tend vers zero. On voit
aussi que pour la plupart des ions uio(0) / upol croit, passe par un maximum
et finit par decroitre. La croissance initiale peut s'expliquer en admettant
que les forces repulsives a courte portee diminuent 1'effet de la force attrac-
tive en 1/r4 pour les valeurs moyennes de Teff. Pour les fortes valeurs de
Teff on peut prevoir que les forces repulsives a courte portee sont domi-
nantes ; si on admet pour elles le modele des boules de billard on prevoit
que uio(0) doit varier comme (Tef f)-1/ /2. On voit apparaitre quelques cas
singuliers : Ar+, N2. Le cas de Ar+ est du a 1'echange de charge : dans
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le cas d'un systeme symetrique tel que Ar+/Ar, uio(O) decroit rapidement
depuis upol jusqu'a une valeur de 1'ordre de up o lz/2 pour laquelle 1'echange
de charge double la valeur de /Ujo(O)- Une discussion plus complete des
autres cas singuliers est amorcee dans [43].

5.4 Modes propres et longueurs de
diffusion d'une cavite

5.4.1 Hypotheses generates

Dans les deux paragraphes precedents nous avons postule 1'existence dans

le gaz d'un champ electrique E ou d'un gradient de pression ; nous avons
pu ainsi, a partir des equations de transport de la quantite de mouvement,
definir les deux principaux coefficients de transport, par exemple fie et De

pour les electrons. II nous faut maintenant examiner comment E et V e

peuvent etre produits dans le plasma : en effet on ne peut pas, en general,
considerer ces deux grandeurs comme des donnees ; le champ electrique
en un point est en general determine, a la fois par les potentiels imposes
aux electrodes exterieures et par les phenomenes de charge d'espace dans
le plasma. Les gradients de pression non plus ne peuvent etre imposes ; ils
sont le resultat des processus de creation et de disparition du plasma. Pour
traiter un probleme de diffusion il faut adjoindre a 1'equation de transport
de la quantite de mouvement 1'equation de conservation des particules et
tenir compte des conditions aux limites.

A titre de premier exemple nous discutons dans ce paragraphe le
probleme d'un gaz ionise enferme dans une cavite et nous etudions le mou-
vement des electrons en faisant les hypotheses suivantes :

a) les densites de charges sont assez faibles pour que le champ electrique
continu de charge d'espace soit negligeable (probleme de diffusion libre) ;

/?) les electrons sont crees dans le volume du gaz par ionisation des
molecules selon la loi :

(5.28)

ou vi est la frequence d'ionisation ;
7) la densite electronique tend vers zero quand on atteint les parois du

recipient ;
6} la temperature electronique est constante dans tout le recipient ;
e) le champ magnetique B est nul.
Discutons ces hypotheses :
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Figure 5.4 : Mobilites de divers ions dans 1'argon en fonction de la
temperature effective Teff ([44, 45, 46]).

uio mobilite reduite.
uio(0) limite de uio quand E/n0 —> 0.
p,poi mobilite de Langevin = limite de zo(0) quand Teff —> 0.
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en) Les conditions exactes qui permettent d'affirmer que le champ
electrique continu est sans action sur le mouvement des electrons seront
precisees dans la section 5.6 ; nous verrons que la condition essentielle
est que les dimensions du recipient soient petites devant la longueur de
Debye. Par ailleurs, le gaz peut etre le siege d'un champ electrique de
haute frequence ; ce champ produit des oscillations de petite amplitude
des electrons qui peuvent etre negligees dans le calcul des courants macro-
scopiques ; cependant le role de ce champ HF peut etre tres important
pour 1'entretien du plasma, comme nous aliens le voir ci-dessous.

(3) La frequence d'ionisation vi peut se calculer en principe a partir
de la section efficace d'ionisation 07 et des distributions de vitesse des
electrons et des molecules. On peut en fait negliger 1'agitation thermique
des molecules qui sont beaucoup plus lentes que les electrons ; 07 peut
alors etre considered comme une fonction de we. Et d'apres la formule
(4.29) on a :

(5.29)

ou encore :

(5.30)

ou fe(we) est la fonction de distribution des electrons, avec :

(5.31)

wei est la vitesse minimum que doit posseder un electron pour pouvoir
produire une ionisation.

Dans un gaz faiblement ionise ou les electrons sont en equilibre ther-
mique avec les molecules, a une temperature voisine de la temperature or-
dinaire, il n'y a pratiquement pas d'electrons ayant une energie superieure
a Ei ; d'apres (5.30), vi est alors nul ; c'est le cas des plasmas de "post-
decharge" (decharges pulsees, apres la fin de 1'impulsion) tout au moins
apres la relaxation thermique decrite au chapitre 12.

Dans un gaz faiblement ionise soumis a Faction d'un champ electrique
continu ou alternatif, il y a au contraire un echauffement des electrons, et il
peut y avoir des electrons d'energie superieure a Ei ; z^/ est done different
de zero ; c'est ce qui se produit dans les plasmas de decharge pendant
1'amorgage ou la periode d'entretien de la decharge. A priori vi peut etre
une fonction du temps et de 1'endroit considere dans le gaz.

7) Les electrons et les ions qui atteignent la surface exterieure du
recipient y sont adsorbes et leur probabilite de recombinaison dans cet
etat adsorbe est tres elevee. II est difficile de se faire une image precise des
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phenomenes qui se produisent sur une telle surface solide limitant le gaz io-
nise. II est neanmoins certain que par suite de la recombinaison, ne decroit
beaucoup quand on s'approche de la surface du recipient. La variation de
ne au voisinage de cette surface a 1'allure represented sur la figure 5.5. Par
extrapolation on peut considerer que ne s'annule sur une surface virtuelle
legerement en arriere de la surface reelle. L'hypothese faite consiste done
finalement a confondre la surface du recipient avec cette surface virtuelle.

Figure 5.5 : Variation de ne au voisinage d'une paroi.

6) La temperature Te peut varier d'un point a un autre dans le gaz,

s'il existe un champ electrique E nori uniforme, ou si le refroidissement
par diffusion (cf. section 12.8) joue un role. En revanche, si le refroidisse-

ment par diffusion est negligeable [cf. formule (12.128)] et si E est uni-
forme, Te est egalement uniforme ; il en est evidemment de meme dans
les post-decharges apres la relaxation thermique (on a alors Te = T0}.
Nous supposons que Ton est dans 1'un de ces deux cas ; on peut alors
ecrire Fequation de diffusion sous la forme simplifiee (5.14). D'autre part
I'uniformite de Te entraine celle de vi : la frequence d'ionisation vj est a
chaque instant une constante dans tout le gaz.

5.4.2 Equations generales

Le probleme de diffusion qu'on vient de poser se ramene done a la solu-
tion des equations suivantes (ecrites pour alleger 1'ecriture en supprimant
1'indice e) :

(5.32)

(5.33)
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avec la condition aux limites :

n = 0 sur la surface du recipient (5.34)

En eliminant nv entre les deux premieres, on obtient :

(5.35)

5.4.3 Evolution d'une post-decharge

Considerons le cas d'une post-decharge, c'est-a-dire posons vi = 0. Pour
resoudre 1'equation aux derivees partielles (5.35) soumise a la condi-
tion (5.34), il est commode de rechercher les fonctions propres n(r) de
1'operateur DV2n definies par les deux conditions :

DV2n = -vn (5.36)

n = 0 sur la surface du recipient (5.37)

Ce systeme definit une suite de fonctions propres ou modes propres rij(~r*)
avec les valeurs propres correspondantes vj. Les Vj sont positifs.

Les modes propres permettent d'etudier de fagon tout a fait generale
1'evolution d'une post-decharge dont on connait la repartition de densite a
un certain instant initial. En effet, ils forment une suite complete de fonc-
tions orthogonales. On peut donc developper a tout instant la repartition
de densite en une serie dont les termes sont ces modes propres nj, avec des
coefficients aj- fonction du temps :

(5.38)

Apres avoir porte ce developpement dans (5.35) (avec z// = 0) on peut, par
suite de 1'orthogonalite des nJ remplacer cette equation par le systeme :

(5.39)

(5.40)
dont la solution est :

Autrement dit, les Vj sont les frequences de relaxation par diffusion des
modes propres. II est commode de classer les modes par ordre de valeurs
croissantes de Vj. Le premier, celui qui a la plus faible valeur de Vj, peut etre
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appele mode fondamental, c'est le mode qui s'amortit le plus lentement.
On introduit pour chaque mode propre la quantite :

(5.41)

D'apres (5.36) on a :

(5.42)

Aj a done les dimensions d'une longueur ; on 1'appelle la longueur de
diffusion du mode j.

Les expressions des modes propres et de leurs longueurs de diffusion
sont calculees dans 1'appendice A5-1 pour des cavites parallelepipediques
et cylindriques. On trouve qu'ils forment une suite dependant de trois
indices entiers selon les formules suivantes :

- cavites parallelepipediques (de cotes a, b, c) :

(5.43)

(5.44)

- cavites cylindriques (de rayon R, de hauteur h) :

(5.45)

(5.46)

ou A et B sont des constantes et m est la -ieme racine de Jm(x). On voit
sur ces formules que, dans le mode fondamental, la densite est maximum
au centre de la cavite et decroit regulierement j usque sur les parois. La
longueur de diffusion correspondante Am est de 1'ordre de grandeur des
dimensions du recipient ; s'il se trouve que 1'une des dimensions est bien
plus petite que les autres (par exemple cavites cylindriques tres plates ou
tres allongees), Am est de 1'ordre de grandeur de cette dimension. Pour
une forme de cavite donnee, Am varie proportionnellement aux dimen-
sions de la cavite. Pour les modes superieurs les A sont plus petits que les
dimensions de la cavite et ce d'autant plus que les indices , m, n sont plus
eleves.
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Si l'on revient maintenant aux frequences de relaxation par diffusion
on peut les ecrire sous la forme :

(5.47)

On voit donc que pour une cavite de forme donnee et un mode donne
la frequence de relaxation par diffusion est proportionnelle au coefficient
de diffusion et inversement proportionnelle au carre des dimensions du
recipient.

5.5 Decharge HF dans une cavite

5.5.1 Regime transitoire

Supposons maintenant qu'un champ electrique uniforme de haute
frequence soit applique a un plasma faiblement ionise enferme dans une
cavite. Designons par E(t) son amplitude a 1'instant t et supposons que les
hypotheses faites au paragraphe precedent restent valables a tout instant
(diffusion libre, ne = 0 sur les parois, z// et Te uniformes dans le gaz, champ
magnetique nul). On peut donc a chaque instant appliquer la methode des
fonctions propres a ceci pres qu'on a maintenant z// / 0. Le developpement
(5.38) porte dans 1'equation (5.35) conduit maintenant au systeme :

(5.48)

On peut prevoir a priori les trois cas mathematiques suivants :

Si vI et Vj etaient independants du temps on obtiendrait aj = Cte pour
un mode stationnaire et aJ « eat dans les deux autres cas, avec a positif
pour un mode croissant et a negatif pour un mode amorti.

En fait, vi et Vj varient tous deux avec le temps, quand E est lui-meme
variable ; en se reportant aux formules (5.29) et (5.15) on verifie en effet
que vi et Vj sont determinees par la fonction de distribution des electrons.
Dans ces conditions, par integration de (5.48), on obtient :

(5.52)
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Les formules (5.52) permettent theoriquement d'etudier 1'evolution du
plasma. Pour pouvoir les utiliser il faut toutefois relier les valeurs de vI et
Vj a celle de E. On simplifiera grandement le probleme en admettant que
la relaxation thermique des electrons est plus rapide que la relaxation de
ne par diffusion et que sa multiplication par ionisation. On peut alors con-
siderer dans (5.52) que v I ( t ] et Vj(t) ne dependent pas de toute 1'histoire
anterieure du plasma mais seulement de la valeur E ( t ) du champ electrique
a ce meme instant, comme si ce champ etait stationnaire.

5.5.2 Regime stationnaire

Nous sommes maintenant en mesure de rechercher a quelle condition un
regime stationnaire peut s'etablir, dans lequel E(t) tend au bout d'un
certain temps vers une limite E0 et ne (r) vers une distribution stationnaire
[Fig. 5.6(a)]. Dans cet etat stationnaire vI et tous les Vj sont devenus
independants du temps ; pour que ne reste finie on voit d'apres (5.49) que
l'on doit alors avoir :

(5.53)

ou Vj\ est la frequence de relaxation du mode fondamental. On en deduit
que les modes superieurs ne sont pas excites puisque pour eux on a
vI < Vj. D'ou la conclusion importante que dans le regime stationnaire
la repartition de densite est representee par le mode fondamental de diffu-
sion de la cavite.

Figure 5.6 : Decharge HF controlee par diffusion.
(a) Amorcage et entretien.
(b) Decharge HF dans un recipient cylindrique.
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L'interpretation de la formule (5.53) conduit d'autre part a un resultat
a premiere vue paradoxal : cette equation est homogene par rapport a
f e (w e ) ; par consequent, elle fait intervenir la forme de fe mais non la
densite ne. Or pour un gaz donne fe depend uniquement de E, de a;, et
de la densite n0 des molecules. Si n0 et w sont donnes, l' equation (5.53)
determine donc E0. La densite dans le regime stationnaire est d'apres
cette theorie determinee uniquement par les proprietes du generateur. A
titre d'exemple on peut traiter le cas d'un recipient cylindrique place entre
deux plaques de condensateurs [Fig. 5.6(b)]. La puissance fournie par le
generateur est alors d'apres (12.61) :

(5.54)

ou V est le volume de la cavite. E0 etant connu, la forme de fe est
determinee et Vequation (5.54) determine la valeur de ne au centre de
la cavite en fonction de la puissance P fournie par le generateur.

Le regime de decharge HF dont on vient d'esquisser la theorie est appele
decharge HF controlee par diffusion. Rappelons les hypotheses essentielles
sur lesquelles il est base :

a) amplitude HF d'oscillation des electrons beaucoup plus petite que
les dimensions du recipient

b) libre parcours moyen des electrons bien plus petit que les dimensions
du recipient [cf. formule (12.128)]

7) champ electrique uniforme dans le gaz
6} disparition des electrons par diffusion libre et recombinaison en sur-

face.
On a montre [344] que pour discuter la validite des hypotheses a, B,

7, il etait commode de considerer un diagramme de coordonnees n0 et
n0A (ou pX et pA. a T0 donne) ou A est la longueur d'onde dans le vide
correspondant a la frequence du champ electrique. La figure 5.7 represente
a titre d'exemple un tel diagramme construit pour H2 ; on y voit apparaitre
au centre la region ABCD qui represente le domaine d'existence des regimes
controles par diffusion ; la condition a tombe en defaut quand on franchit
la ligne BC (decharges BF controlees par mobilite), la condition B quand
on franchit la ligne AB ; a ce sujet il faut d'ailleurs remarquer qu'a cause
du facteur (m0 /m e)1 /2 qui figure dans (12.128), le refroidissement par
diffusion doit etre important dans la partie du quadrilatere ABCD situee
pres de AB ; la condition 7, tombe en defaut quand on franchit la ligne AD
(A < A).

II faut enfin remarquer que le diagramme de la figure 5.7 ne per met pas
de discuter certains effets lies aux variations de la puissance P ; lorsque P
augmente, ne croit et les phenomenes suivants pourront jouer un role :
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Figure 5.7 : Decharges en courant alternatif dans H2-

- passage de la diffusion libre a la diffusion ambipolaire,
- penetration seulement partielle de E dans le plasma (effets de peau),
- recombinaison dans le volume du gaz.
Le premier effet ne change pas essentiellement la theorie a ceci pres

que dans 1'expression des Aj, il faut remplacer De par un coefficient de
diffusion ambipolaire, comme nous le verrons au paragraphe suivant. Les
deux derniers effets, en revanche, modifient completement les phenomenes.
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5.6 Diffusion ambipolaire

5.6.1 Comparaison des coefficients de transport
des electrons et des ions

Si l'on compare les mobilites et les coefficients de diffusion libre des
electrons et des ions, on trouve ue > ui et De > Di. Dans 1'helium
par exemple on a vu [cf. Fig. 5.2(a) et 5.3] que lorsque E/p tend vers zero
on a ueo ~ 104 et uio ~ 10 cm2 V-1 s - l . Les electrons sont donc plus
mobiles et diffusent plus vite que les ions.

Cela est du essentiellement au fait que l'on a me < mi ; on peut le
voir par un calcul d'ordre de grandeur en posant dans (5.6) et (5.15) :

(5.55)

ou a est une certaine section efficace moyenne. On obtient alors :

(5.56)

(5.57)

d'ou, en supposant

(5.58)

(5.59)

A priori les sections efficaces aeo et Ui0 sont du meme ordre de grandeur3.
Pour les faibles valeurs de E/p on a d'ailleurs Te = Ti — T0 ; en supposant
alors de fagon precise aeo = o~i0 on obtient :

(5.60)

Pour les valeurs de E/p pas tres faibles on a Te > Ti de sorte que, si l'on
peut negliger les variations de aeo et , 1'inegalite De > Di est renforcee
tandis que 1'inegalite ue 3> Hi est dans une certaine mesure attenuee.

3. Ceci est une hypothese parfois assez grossiere ; pour e et He+ dans l' helium par
exemple on voit en comparant les resultats experimentaux a la formule (5.60) qu'il
faudrait plutot penser que le rapport est de 1'ordre de 12.
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5.6.2 Coefficient de diffusion ambipolaire dans un
plasma contenant une seule espece d'ions

Nous venons de voir que les electrons diffusent plus facilement que les ions.
Si done, dans une region d'un plasma, par exemple au voisinage d'une paroi
(Fig. 5.8), la densite des porteurs de charge varie, les electrons devraient,
dans cette partie du plasma, diffuser plus vite que les ions. Mais alors, ils
laisseraient derriere eux un surcroit d'ions rendant le plasma localement
positif ; le champ electrique ainsi cree tend donc en fait a s'opposer a la
diffusion des electrons ; les electrons sont retenus dans leur mouvement
par la diffusion assez lente des ions : les deux categories de particules
diffusent solidairement ; c'est ce qu'on appelle le phenomene de la diffusion
ambipolaire.

Figure 5.8 : Diffusion ambipolaire au voisinage d'une paroi.

Etudions donc un regime stationnaire dans lequel les seules forces qui
apparaissent sont les gradients de pression et un champ electrique E. Ce
regime est determine par le systeme d'equations suivant, ecrit en supposant
pour simplifier 1'etude que Te et Ti sont constantes :

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

Ce systeme d'equations n'est malheureusement pas lineaire. On ne pourra
done le resoudre en general de fagon exacte que par des calculs numeriques
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effectues sur ordinateur. C'est pourquoi on etudie generalement le
probleme en faisant les deux hypotheses simplificatrices suivantes [40] :

(5.66)

(5.67)

La premiere hypothese est suggeree par 1'etude de deux cas limites ;
lorsque ne et ni sont tres faibles, le champ E est negligeable, les deux
especes de particules diffusent librement et on a evidemment la condition
(5.66) avec, comme nous le verrons plus loin, e = De/Di > 1. Lorsque
ne et HI sont au contraire eleves on congoit que le couplage entre les deux
especes de particules doit devenir total ; on a alors ne = n« soit e = 1 ;
nous disons alors qu'on a un phenomene de diffusion ambipolaire parfaite.
Puisque la condition (5.66) est satisfaite dans les deux cas limites, on peut
esperer que, dans les cas intermediaries ou elle n'est pas a priori valable,
elle peut fournir un modele pas trop eloigne de la realite.

L'hypothese de congruence (5.67) est de son cote suggeree par le fait
qu'en regime stationnaire on a d'apres (5.61) et (5.62) :

(5.68)

Dans un ecoulement plan unidimensionnel, 1'equation (5.68) s'integre
immediatement et donne la relation (5.67), a une constante pres qu'il est
raisonnable de supposer nulle pour que les deux flux atteignant la paroi
soient egaux. Dans une cavite de forme quelconque, la relation de congru-
ence est par centre plus stricte que la condition (5.68)4. Quoi qu'il en soit,
si l'on admet les conditions (5.66) et (5.67) le systeme des equations (5.61)
et (5.65) est remplace par le systeme :

(5.69)

(5.70)

(5.71)

4. Deux champs de vecteurs sont identiques s'ils ont en tout point meme divergence
et meme rotationnel. D'apres (5.68) les vecteurs neve et n iv i ont meme divergence.
On ne peut en deduire la relation de consequence (5.67) que si 1'on a de plus (n eV e ) —
V X (nl vi). Cette condition est automatiquement satisfaite si chacun de ces rotationnels
est separement nul et effectivement les flux d'electrons et d'ions sont irrotationnels par
raison de symetrie dans quelques cas simples (cavite entre deux plans paralleles, cylindre
infiniment long, sphere).
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(5.72)

Dans (5.72) on a suppose qi = — qe ; le systeme des quatre equations (5.69)

a (5.72) ne contient plus que trois inconnues : ne, l£ et E ; a priori il
n'est pas compatible ; effectivement on peut determiner les inconnues en
laissant tout d'abord de cote 1'equation de Poisson. On obtient :

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

avec :

Les equations (5.74) et (5.75) sont identiques aux equations qui ont servi
de base pour la theorie de la diffusion libre a ceci pres que le coefficient
composite Ds qui y figure et que nous appelons coefficient de diffusion
ambipolaire est une fonction de e et des quatre coefficients de transport
libre ue, ui, De, Di. Dans le modele choisi e est une constante ; Ds Test
done aussi. Lorsque e tend vers 1'unite, Ds tend vers la valeur :

(5.77)

qu'on peut appeler coefficient de diffusion ambipolaire parfaite. L'ordre
de grandeur de Da peut s'obtenir en portant dans (5.77) les expressions
approchees (5.58) et (5.59) ; il vient :

(5.78)

5.6.3 Determination du coefficient de
proportionnalite. Domaine de validite de
la diffusion ambipolaire parfaite

II reste maintenant a determiner le parametre e ; pour une valeur donnee
de e, done de _DS, les equations (5.74) et (5.75), assorties de la condition
ne = 0 sur les parois du recipient, definissent un probleme avec conditions
aux limites identiques a celui etudie au paragraphe precedent. On a vu
que dans un regime stationnaire, ou la frequence d'ionisation vI prend
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une certaine valeur constante, la repartition de densite dans la cavite est
represented par le mode fondamental de diffusion de la cavite, soit :

(5.79)

ou neo est une constante arbitraire ; si f\ est normalised a 1'unite au centre
de la cavite, neo represente la densite electronique d'equilibre au centre de
la cavite. On considere neo comme donnee (dans 1'exemple d'une decharge
HF, neo est determine par les conditions d'excitation de la cavite ; cf.
section 5.5) ; et l'on va chercher a determiner le parametre e. Pour une
repartition donnee de densite, le champ electrique est donne par la formule
(5.73) qui, compte tenu de (5.79), donne :

(5.80)

En principe ce champ devrait satisfaire 1'equation de Poisson (5.72) qui a
ete jusqu'a maintenant laissee de cote, soit :

(5.81)

(5.82)

ou compte tenu de (5.42) :

ou A est la longueur de diffusion du mode fondamental. On voit tout de
suite que cette equation ne peut etre satisfaite de fagon exacte puisque
le premier membre est constant alors que le deuxieme depend de r. Ap-
pelons e(0) la valeur qui satisfait a 1'equation (5.82) au centre de la cavite ;
en ce point on a f\ — 1 et V/i = 0, d'ou la condition :

(5.83)

On peut mettre cette equation sous une forme sans dimension en intro-
duisant la longueur de Debye electronique DO au centre de la cavite et
la temperature de diffusion T'e des electrons [cf. formule (5.17)] ; il vient
alors :

(5.84)

Comme les temperatures Te et T'e sont a priori assez voisines, on voit que
pour un gaz donne e(0) est essentiellement fonction du rapport D0/A.. II
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en est de meme de Ds. La figure 5.9 represente les variations de e(0) et
du rapport Ds/De en fonction du parametre /A2)(Te/Te). On y voit,
ainsi que sur la formule (5.84), que Von tend vers le cas de la diffusion
ambipolaire parfaite lorsque A et vers celui de la diffusion libre
lorsque > |ue/ui| A.

Figure 5.9 : Variation de e(0) et Ds/De en fonction de

Cas particulier

On peut pour terminer discuter sommairement 1'ordre de grandeur des
erreurs faites avec la theorie simplifiee basee sur 1'hypothese de propor-
tionnalite (5.66). Nous le ferons sur 1'exemple simple de la diffusion entre
deux plans paralleles distants de a [formules (5.43) et (5.44) avec b et c
infinis]. On verifie alors facilement que le deuxieme membre de 1'equation
(5.82) peut s'ecrire en un point d'abscisse x (origine au plan median) sous
la forme :

(5.85)

ou A'(z) est une longueur de diffusion fictive variable d'un point a un
autre. Si l'on desirait satisfaire 1'equation de Poisson au point d'abscisse x
il suffirait de remplacer dans (5.84) A par A' ; il en resulterait une valeur
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e(x) differente de e(0). II est facile de voir, a partir de la forme de la
figure 5.9, que la variation c(x) — e(0) est faible si 1'on est au voisinage
d'un des deux cas limites (diffusion libre ou diffusion ambipolaire parfaite)
et maximum lorsque 1'on est dans la region ou /A est de 1'ordre de
|ue/ui|

1/4 (on a alors par exemple pour x = a/4, e(0) ~ 30 et e(x) ~ 90).
Dans tous les cas on constate que 1/A/2 tend vers 1'infini quand on se
rapproche des parois : la theorie simple de la diffusion ambipolaire n'est
done jamais valable au voisinage des parois.

5.7 Colonnes de plasma controlees
par diffusion

5.7.1 Formules generates et regies de similitude

Nous aliens maintenant appliquer les methodes des paragraphes precedents
a 1'etude des proprietes des colonnes de plasma faiblement ionise. Nous
adoptons pour cela les hypotheses suivantes (Fig. 5.10) :

le plasma est contenu dans un tube cylindrique de rayon R, de
longueur tres superieure a R ;

- la temperature T0 des molecules est constante dans 1'espace et le
temps ;

- un champ electrique stationnaire uniforme E parallele a 1'axe du
tube regne dans tout le plasma ;

- les proprietes du plasma sont homogenes dans la direction de 1'axe
du tube et independantes du temps ;

- la production des particules chargees a lieu par chocs ionisants
electron-neutre a partir du niveau fondamental des neutres ;

la disparition des particules chargees a lieu par diffusion ambipolaire
parfaite et recombinaison sur les parois.

Figure 5.10 : Colonne de plasma homogene stationnaire controlee par dif-
fusion.

Ces diverses conditions sont realisees approximativement dans la
colonne positive des tubes a decharge luminescente fonctionnant a une
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pression suffisante. Cependant, la theorie que nous aliens developper
est independante de la maniere dont le plasma est produit ou collecte
aux extremites du tube ; elle peut done s'appliquer a d'autres types de
decharges et moyennant certaines modifications s'etendre a de nombreux
autres cas (decharges d'arc, cas des basses pressions, colonnes dans un
champ magnetique longitudinal, etc.).

Ceci etant, les equations exprimant nos hypotheses s'ecrivent :

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

ou vi et Da sont constants. On a done :

La discussion du paragraphe 5.5.2 permet de conclure qu'en regime sta-
tionnaire la distribution de densite est represented par le mode principal
de diffusion :

(5.90)

et que d'autre part la frequence de diffusion de ce mode, donnee par la for-
mule (5.47), doit etre egale a vi ; d'ou, compte tenu de (5.46), la condition
d'entretien de la colonne de plasma :

(5.91)

On peut considerer que cette equation determine Te ; mais on peut d'autre
part en deduire facilement des lois de similitude concernant le probleme
etudie ; on peut en effet ecrire d'apres (4.29) :

(5.92)

(5.93)

et d'autre Dart on a :

ou Dao est le coefficient de diffusion ambipolaire parfaite reduit aux con-
ditions normales, et UL le nombre de molecules par cm3 dans ces memes
conditions. En reportant dans (5.91) il vient :

(5.94)



Colonnes de plasma controlees par diffusion 231

Or, et Dao ne sont fonctions que de la forme des fonctions de
distributions electroniques et ioniques qui elles-memes sont completement
determinees par la valeur des parametres E/n0 et T0. L'equation (5.94)
est done pour un gaz donnc une relation entre les parametres E/n0, n0R
et T0 ; c'est la premiere loi de similitude :

(5.95)

On en deduit facilement les deux autres lois de similitude :

(5.96)

(5.97)

La formule (5.97) s'obtient en calculant le courant electronique ie dans une
section droite par integration :

(5.98)

(5.99)

d'ou l'on deduit (5.97) avec :

(5.100)

La mobilite reduite ueo etant fonction de E/n0 et de T0, /3 apparait comme
une fonction de E/n0 et de T0 ; mais d'apres (5.95) on peut aussi bien la
considerer comme une fonction de n0R et de T0. Les trois lois de similitude
(5.95), (5.96) et (5.97) peuvent finalement s'enoncer ainsi :

• Le champ electrique E est independant du courant i qui circule dans
la colonne de plasma ; le quotient E/n0 est une fonction de n0R et
de T0 (si on se fixe T0 on peut aussi dire que E/p est une fonction
depR}.

• La temperature electronique est homogene dans toute la colonne,
independante de i et fonction seulement de n0R et de T0.

• La densite ne(0) sur I'axe est le produit de la densite de courant
moyenne ie/7TR2 par une fonction de n0R et de T0.
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5.7.2 For mules explicit es pour une frequence
de collision constante

Pour calculer effectivement les trois fonctions inconnues qui figurent dans les lois de
similitude (5.95)-(5.97), il faut en partant de (5.91) effectuer des calculs numeriques
tenant compte pour chaque gaz des proprietes des diverses sections efficaces. II est
interessant de faire ce calcul pour le modele simple dans lequel on suppose les sections
efficaces 07 et representees par les formules :

(5.101)

(5.102)

Discutons ces hypotheses : la formule (5.101) est effectivement verifiee pres du seuil ;
le tableau 5.5 indique les valeurs experimentales de la constante a pour divers gaz. Le
fait de 1'utiliser dans la theorie pour une valeur quelconque de E n'introduit d'ailleurs
qu'une erreur assez faible parce que, dans la colonne positive, les electrons ayant une
energie nettement superieure a Ei sont en tres petit nombre.

Gaz

a(10-18cm2eV-1)

Li

75

Cs

250

Hg

23

He

1.3

Ne

1.6

Ar

13

H2

5

N2

12

CO

10

Tableau 5.5 : Valeurs experimentales de la constante a d'ionisation pres
du seuil.

L'hypothese v1 = Cte est au contraire beaucoup plus restrictive ; les gaz reels n'y
satisfont pas en general ; les seuls gaz qui obeissent approximativement a cette loi sont
H2 et avec une moins bonne precision He (cf. paragraphe 12.3.3).

Si Ton admet que veo est constant, il en resulte d'ailleurs que la fonction de dis-
tribution fe des electrons est maxwellienne ; de nombreux auteurs ont introduit di-
rectement cette propriete comme une hypothese en considerant qu'elle etait verifiee par
1'experience ; lorsque .veo n'est pas constant, le caractere maxwellien de fe peut etre
un effet du aux interactions entre electrons (cf. discussion de la section 12.9). L'analyse
detaillee de ce modele particulier de colonne positive fait 1'objet du probleme P5-2. On y
montre que les variations de Te et de (E/p)2 en fonction de pR peuvent etre representees
par deux courbes universelles, a condition de porter pR/AT0 en abscisse et kTe/Ei ou
BT0E/p en ordonnee. La figure 5.11 represente ces deux courbes universelles ; on y voit
que Te et E/n0 decroissent lorsque le produit pR croit, d'abord rapidement puis de plus
en plus lentement. Sur ces courbes, ou A et B sont deux constantes definies pour chaque
gaz obeissant au modele, on voit egalement que pour obtenir une forte valeur de Te,
il faut choisir une faible valeur du produit pR. Ce resultat est independant du modele
etudie : lorsque le produit pR est faible, les pertes par diffusion sont importantes ; pour
les compenser, il faut un fort taux d'ionisation donc une forte valeur de E/n0 et Te.
Cette situation est bien connue dans la technique des lasers a gaz comme le laser a
helium-neon. Pour obtenir 1'effet laser, il faut un fort taux d'excitation, c'est-a-dire une
forte valeur de Te ; on 1'obtient en faisant passer la decharge dans un tube de tout petit
diametre.
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Figure 5.11 : Cas veo = Cte. Courbes universelles de variation de Te et
(E/p)2 en fonction de pR.

5.8 Colonnes de plasma en regime
de chute libre

5.8.1 Limite du regime de Schottky vers
les basses pressions

La theorie de la colonne positive exposee dans la section precedente suppose que le
libre parcours moyen des electrons et des ions est bien plus petit que le rayon du tube
(regime controle par la diffusion), soit :

(5.103)

ou a\ est la section efficace electron-neutre et R le rayon de la colonne. On voit que
le parametre caracteristique est a nouveau le produit n0R. En choisissant pour a\ la
valeur typique 1015 cm2, on trouve que le domaine d'existence du regime de Schottky
est limite vers les basses pressions par la condition :

(5.104)

ou, en supposant que la temperature des neutres est 300 K :

(5.105)

Pour des diametre de 1'ordre du cm, on voit que le regime de Schottky se produit
typiquement pour des pressions voisines du torr ou legerement plus basses.
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5.8.2 Regime de chute libre
Pour produire au laboratoire des colonnes de plasma faiblement collisionnel, on a cherche
et reussi a faire fonctionner des tubes a decharges dans des gammes de pressions assez
basses, de 1'ordre de 10-2 torr ou plus faibles. Dans ces conditions, les libres parcours
moyens des electrons et des ions sont bien plus grands que le rayon du tube, et on entre
dans le regime dit de chute libre.

La theorie de la colonne est alors analogue a celle faite pour les sondes a basse
pression (cf. probleme Pl-4) a ceci pres que le plasma est ici borne par une surface
isolante qui ne peut collecter aucun courant net, alors que dans le cas des sondes il est
borne par une surface metallique qui peut collecter un courant positif ou negatif (plus
precisement la paroi isolante du tube est equivalente a une sonde au potentiel flottant ;
cf. probleme Pl-4).

Les idees de base de la theorie de ces colonnes a basse pression sont donc les sui-
vantes :

• Le plasma est electriquement neutre jusqu'au voisinage de la paroi.

• La paroi est a un potentiel negatif repoussant presque tous les electrons.

• II se forme pres de la paroi une gaine ionique d'epaisseur tres faible si la longueur
de Debye est bien plus petite que le rayon du tube.

• Les electrons et les ions sont crees dans le corps du plasma selon la loi habituelle :

(5.106)

ou vi est la frequence d'ionisation.

• Les ions crees en un point quelconque du plasma "tombent en chute libre" jusqu'a
la paroi sous 1'effet du potentiel electrostatique (r) qui est accelerateur pour eux.

• Les electrons sont au contraire confines dans le plasma par le potentiel (r). On
admet qu'ils sont en equilibre thermodynamique a la temperature Te dans ce
puits de potentiel, de sorte que la densite electronique satisfait a 1'equation :

(5.107)

oil neo est la densite electronique dans la partie centrale du plasma. Dans la gaine,
cette densite decroit donc exponentiellement et prend une valeur tres faible mais
non nulle au niveau de la paroi. II en resulte un courant residuel electronique qui
equilibre le courant ionique.

• Le potentiel (f)(r) self-consistent est enfin determine par 1'equation de Poisson :

(5.108)

La theorie a etc developpee sur ces bases par plusieurs auteurs ([49], [50], [51], [52],
[53]. Le parametre critique qui s'introduit est le rapport :

(5.109)

ou vi est comme precedemment la frequence d'ionisation et Vi0 la frequence de collision
ion-neutre pour 1'echange de quantite de mouvement. Un resultat interessant de cette
theorie est la repartition radiale de la densite dans le plasma, qui est representee sur
la figure 5.12 extraite de [50]. On y a porte en abscisse le rapport r/rj, ou r^ est le
rayon limite du plasma (debut de la gaine), c'est-a-dire en pratique celui du tube si la
longueur de Debye est assez petite, et en ordonnee le rapport de la densite a la densite
centrale no-
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Figure 5.12 : Repartition radiale de la densite dans une colonne positive
[50].

(voir texte).
(a) Limite des "hautes" pressions (regime de Schottky).
(b) Limite des basses pressions (regime de chute libre).

Le cas limite A = 0 ("hautes" pressions) correpond a la theorie de Schottky ou ne
est donnee par la formule (5.90). L'autre limite A = 1 (basses pressions) correspond au
regime de chute libre. On y voit que la densite reste alors finie a 1'entree de la gaine,
de sorte que la repartition radiale de la densite est plus plate que dans le regime de
Schottky.

5.9 Recombinaison en volume
Attachement

5.9.1 Generalites

Si la densite electronique dans un plasma est suffisamment elevee, les
phenomenes de recombinaison entre particules chargees dans le volume du
gaz peuvent devenir importants. On a vu au chapitre 4 que les mecanismes
de recombinaison sont tres divers : les reactions de recombinaison peu-
vent etre a deux ou a trois corps. Nous supposons pour 1'instant que ces
reactions se produisent en tout cas entre electrons et ions positifs ; cela
elimine le cas des gaz electronegatifs ou les ions negatifs peuvent jouer un
role important ; ce dernier cas sera traite au paragraphe 5.9.4.
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Dans ces conditions, le taux de disparition des electrons peut s'ecrire :

(5.110)

ou a est appele coefficient de recombinaison ; si les reactions sont effec-
tivement des reactions binaires electron-ion, a est un vrai taux de reaction
binaire ; il est alors independant des densites et fonction essentiellement de
la temperature electronique Te. Si, au contraire, des reactions a trois corps
interviennent, c'est un coefficient apparent, qui est en general fonction des
diverses densites en jeu (ne, ni, n0) ainsi que de Te.

Quoi qu'il en soit, on peut ecrire dans un plasma neutre le terme de
recombinaison sous la forme :

(5.111)

C'est un terme non lineaire par rapport a la densite ne ; son importance
est d'autant plus grande que ne est plus grand ; d'ou les deux conclusions
generates suivantes :

- les phenomenes de recombinaison en volume ne sont importants que
dans les plasmas suffisamment denses ;

- la recombinaison en volume, lorsqu'elle est importante, tend a uni-
formiser spatialement la densite ne.

5.9.2 Comparaison des pertes par diffusion
et par recombinaison en volume

Pour se faire une idee des domaines de densite pour lesquels les phenomenes
de recombinaison en volume sont importants, il suffit de rapprocher les
formules (5.35) et (5.111). En egalant les deux valeurs de dne/dt on obtient
une condition qui va definir les densites critiques5, soit :

(5.112)

ou, compte tenu de la relation d'Einstein :

(5.113)

5. Ce calcul n'est qu'un calcul d'ordre de grandeur parce que, en presence de re-
combinaisons, le terme de diffusion DaV

2ne ne peut pas s'ecrire sous la forme simple
—Dane /A2 (cf. par exemple [48]).
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ou encore, en introduisant la mobilite reduite uio [cf. (5.20)] :

(5.114)

En pratique, les mobilites uio sont de 1'ordre de 10 cm2 V- l s -1. En
introduisant cette valeur moyenne et en supposant K,Te = KTi = 2 x 10~2

eV (gaz en equilibre thermique a la temperature ordinaire), la formule
ci-dessus devient :

(5.115)

Les coefficients de recombinaison a variant d'ailleurs entre 10 7 et 10 12

cm3 s"1, on peut etablir finalement le tableau 5.6 qui fournit les valeurs
critiques de ne pour quelques cas typiques.

noA2

(cm3s-1)

10-7

10-12

p = 1 torr
A = 1 cm

n0 = 3 1016

3 109

3 1014

p = 10 bar
X — 1 mm

n0 = 3 1020

3107

31012

Tableau 5.6 : Ordre de grandeur des valeurs critiques de ne (cm- 3) pour
lesquelles la recombinaison en volume devient importante (uio = 10 cm2

V-1 s-1 ; KTe = KTz = 2x 10~2 eV).

*5.9.3 Evolution de la densite dans un plasma
en recombinaison

a) Recombinaison dominante

Dans un plasma de post-decharge, les electrons peuvent disparaitre par
diffusion vers les parois et recombinaison en surface, par recombinaison
ou par attachement dans le volume du gaz. Si 1'on neglige diffusion et at-
tachement, 1'equation devolution de ne s'ecrit simplement dans un plasma
neutre :

(5.116)

Pour integrer cette equation on supposera la temperature electronique
constante. On peut alors considerer deux cas limites (cf. chapitre 4) :
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• Recombinaison radiative :

(5.117)

• Recombinaison triple e-e-i :

(5.118)

ou ne(0) designe la densite initiale a 1'instant t = to.

b) Diffusion et recombinaison en volume

Si la diffusion et la recombinaison en volume existent simultanement,
1'equation devolution de ne peut s'ecrire dans le cas le plus simple :

(5.119)

Cette equation differentielle non lineaire ne peut, en general, s'integrer que
numeriquement.

II est interessant toutefois de considerer le cas experimentalement tres
frequent ou la recombinaison est faible comparee a la diffusion. On peut
alors admettre que la repartition de densite dans le recipient est determinee
essentiellement par la diffusion et etudier par exemple ce qui se passe quand
cette repartition est voisine de celle du mode fondamental de diffusion du
recipient. On a alors [cf. (5.42) et (5.47)] :

(5.120)

et (5.119) s'ecrit :

d'ou l'on deduit par integration :

(5.121)

(5.122)

5.9.4 Attachement electronique
On appelle attachement electronique les phenomenes de production d'ions
negatifs qui se produisent par reaction des electrons avec les neutres dans
les gaz electronegatifs (O2, halogenes, . . .) .
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Les mecanismes elementaires d'attachement d'un electron sur un atome
ou une molecule ont ete decrits au chapitre 4. Les proprietes detaillees
de ces reactions (sections efficaces et variation de celles-ci avec 1'energie
electronique) ne sont pas toujours tres bien connues. Nous nous con-
tenterons ici des quelques remarques suivantes :

• On peut definir une frequence d'attachement VA par la formule :

(5.123)

ou aa(we] est la section efficace d'attachement pour les electrons de vitesse
we.

• L'equation devolution de ne s'ecrit si 1'attachement est seul present :

(5.124)

ce qui conduit si VA est constant a une decroissance exponentielle de la
densite de periode I/VA-

Dans les gaz ou 1'attachement est important, les electrons sont tres vite
remplaces totalement ou partiellement par des ions negatifs. On a alors a
considerer un plasma avec trois especes de particules chargees : e, A-, A+.
Les formules de diffusion ambipolaire doivent alors etre modifiees [48].
Enfin les phenomenes de recombinaison ion positif - ion negatif peuvent
devenir importants.

5.10 Appendices

A5-1 Modes propres et longueurs de diffusion
de cavites cylindriques ou parallelepipediques

La recherche des modes propres du laplacien dans les conditions definies au paragraphe
5.4 est un probleme classique que 1'on rencontre dans divers domaines de la physique
(resonance des cavites acoustiques ou electromagnetiques, diffusion des neutrons dans
les reacteurs...). Rappelons sa solution dans deux cas particuliers.

a) Cavites parallelepipediques
En prenant pour origine des coordonnees un sommet de la cavite, on cherche a resoudre
1'equation :

(5.125)

avec n = 0 sur la surface de la cavite. Pour cela on cherche des solutions a variables
separees de la forme :

(5.126)
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En reportant cette expression dans (5.125) on obtient :

(5.127)

qu'on resout en posant :

(5.128)

(5.129)

(5.130)

ou a, (3, 7 sont constants.
La solution de (5.128) qui satisfait a la condition X = 0 pour x = 0 est :

(5.131)

Pour que de plus elle satisfasse a la condition X = 0 pour x = a on doit avoir :

(5.132)

En raisonnant de meme pour Y et Z on obtient done :

(5.133)

(5.134)

(5.135)

£, 77i et n etant trois entiers quelconques ; en rapprochant ces trois resultats on obtient
la formule (5.43) et en les reportant dans 1'equation (5.125) on obtient pour la longueur
de diffusion du mode Imn la formule (5.44).

b) Cavites cylindriques
On prend maintenant pour origine le centre d'une des faces circulaires de la cavite et
1'on pose :

n(r, , z) = R(r) ( )Z(z) (5.136)
En reportant dans (5.125) on obtient :

(5.137)

(5.138)

(5.139)

La variable z etant separee on pose :

La solution de (5.138) qui satisfait a la condition Z = 0 pour z = 0 est :

Pour que de plus elle satisfasse a la condition Z = 0 pour z = h on doit avoir :

(5.140)
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d'ou
(5.141)

En reportant ce resultat dans (5.137) et en multipliant par r2 il vient :

(5.142)

Les variables r et <p etant maintenant separees on pose :

(5.143)

(5.144)
d'ou :

Pour que la fonction soit uniforms il faut que m soit entier. Reportons maintenant
(5.143) dans (5.142) et multiplions par R/r2 ; il vient :

(5.145)

(5.146)
Posons :

et faisons le changement de variable :

(5.147)

On obtient en divisant (5.145) par k2 :

(5.148)

qui est 1'equation de Bessel classique d'ordre m. Sa solution generale est (cf. [267,
p.9511) :

(5.149)

Pour que R reste fini pour r = 0, B\ doit etre nul. Pour que R s'annule pour r — a,
ka doit etre un zero de Jm ; en designant par le ieme zero de Jm on peut done
prrire •

(5.150)

(5.151)
d'ou finalement :

En regroupant les resultats (5.141), (5.144) et (5.151) on obtient pour le mode imn
1'expression (5.45). En reportant dans (5.146) les valeurs (5.140) et (5.150) de v et K
on obtient pour la longueur de diffusion A.fmn la formule (5.143).

5.11 Problemes

P5-1 Creation d'un plasma par un faisceau d'electrons
a) On considere 1'experience representee schematiquement sur la figure 5.13. Un cylin-

dre metallique (rayon 6, longueur L, L 3> b) est rempli d'argon (pression p0,



242 Proprietes macroscopiques des gaz faiblement ionises

Figure 5.13 : Creation d'un plasma par un faisceau d'electrons.

temperature T0). Un faisceau d'electrons monoenergetiques de rayon a et de
grande energie initiale u0 se deplace le long de 1'axe de ce cylindre. Soit 07 la
section efficace de production des electrons secondaires par collisions (e, Ar) et
supposons que dans le domaine d'energie considere (u0 > 103 eV), 07 soit donne
approximativement par la formule

(5.152)

avec
Trouver la condition qui doit etre remplie pour que 1'energie moyenne u0

des electrons du faisceau quittant le systeme ne soit pas tres differente de u0,
c'est-a-dire

On considere un example numerique avec L — 20 cm, T0 = 273K, u0 = 20 keV
et e — 10-3 ; calculer p0 (torr).

b) On suppose maintenant que les electrons secondaires disparaissent par diffusion et
recombinaison sur les parois.

(i) Determiner le taux de creation a de ces electrons (nombre d'electrons par
cm3 et par seconde) en fonction du courant total i dans le faisceau.

(ii) En supposant que le coefficient de diffusion des electrons secondaires D
est constant, determiner la densite neo des electrons le long de 1'axe du
systeme, en regime stationnaire.

(iii) A titre d'application numerique, calculer a et neo, en supposant que la
temperature des electrons secondaires est Te = T0, celle des ions Ti =
Te = 273 K, leur mobilite reduite uio = 1-8 cm2 V-1s-1 , le courant
i = 1.6 X 10-7 A, a = I cm, 6 = 2 cm ; les autres conditions sont les
memes qu'en (i).

(iv) Discuter 1'hypothese Te =T0.
(v) Que faut-il changer dans la theorie precedente quand le courant i ou le

rapport b/a deviennent plus grands que les valeurs precedentes ?
(vi) Du point de vue qualitatif, que se passe-t-il si on applique un champ

magnetique parallele a 1'axe de 1'experience ?
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P5-2 Colonne positive (modele simple)
En partant du modele simple des relations (5.101) et (5.102), montrer que l'on a les
regies generales non dimensionnelles suivantes :

avec

P5-3 Diffusion ambipolaire avec plusieurs especes
d'ions

Montrer que lorsqu'un plasma contient deux especes differentes d'ions positifs (1 et 2),
les equations de diffusion ambipolaire deviennent

avec

On peut trouver le calcul de ces formules dans [48].
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Chapitre 6

Faisceaux d'electrons :
ondes et instabilites
electrostatiques

6.1 Introduction

Un faisceau d'electrons constitue 1'exemple le plus simple d'un plasma
uniforme en equilibre susceptible de devenir instable. La source d'energie
libre du faisceau est evidemment sa vitesse. L'analyse des perturbations
de petite amplitude y fait apparaitre des modes electrostatiques de pro-
pagation qui sont caracterises par une grandeur appelee "energie d'onde".
Pour certains modes 1'energie d'onde est negative. Le systeme peut alors
developper une instabilite lineaire, lorsqu'une telle onde est couplee soit
a un mecanisme de dissipation positive (comme dans une resistance or-
dinaire), soit a une onde d'energie positive. Nous verrons que des cou-
plages de ce type sont a 1'origine de nombreuses instabilites tant dans
les plasmas que dans les "tubes" a faisceaux electroniques (oscillateurs et
amplificateurs) utilises pour transformer 1'energie cinetique d'un faisceau
electronique en energie electromagnetique coherente de haute frequence.

L'etude des ondes sur un faisceau d'electrons date des annees 30 ou l'on
a invente de nombreux dispositifs a faisceaux d'electrons pour produire et
amplifier des signaux electromagnetiques en hyper frequences. L'analyse
des ondes de charge d'espace dans les faisceaux d'electrons a ete faite pour
la premiere fois par W. C. Hahn [54] et S. Ramo [55] et publiee en 1939.
Ces etudes s'appliquaient a un faisceau d'electrons cylindrique entoure
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d'un tube metallique concentrique, et concernaient la resolution d'un pro-
bleme avec conditions aux limites. On supposait que la charge d'espace des
electrons dans le faisceau etait neutralisee par des ions immobiles, station-
naires et que la dynamique du faisceau etait a une dimension, parallele a un
champ magnetique constant et fort. Des travaux ulterieurs ont etendu la
theorie a des faisceaux d'electrons places dans un champ magnetique quel-
conque fini, ainsi qu'a des faisceaux d'electrons dont la charge d'espace
n'est pas neutralisee. Pour faire ressortir les elements physiques essentiels
des faisceaux d'electrons de la maniere la plus simple, nous nous limiterons
d'abord a 1'analyse des ecoulements d'electrons homogenes et infinis dans
toutes les directions, places dans un champ magnetique fort. Nous analy-
serons ensuite succinctement les conditions aux limites pour des faisceaux
cylindriques (plus realistes) de dimensions transversales finies. Cependant
nous n'axerons pas notre etude des ondes dans les faisceaux d'electrons sur
les dispositifs de ce type. Nous soulignerons plutot le role qu'elles jouent
dans la physique des instabilites de plasma.

Dans la section 6.2 nous decrirons la dynamique lineaire des perturba-
tions electrostatiques sur un faisceau d'electrons. On obtient ainsi 1'equa-
tion de dispersion pour les "ondes rapides" et les "ondes lentes" dans un
faisceau elect ronique.

Dans la section 6.3 nous introduirons les notions d'energie et de flux
d'energie de perturbation ("energie d'onde") associe a une onde stable du
faisceau. L'excitation externe de ces ondes (par un champ applique a une
tranche fine du faisceau) est decrite dans la section 6.4 ou nous montrerons
que cela peut conduire soit a une propagation stable des "ondes de charge
d'espace", soit a leur utilisation pour l'amplification spatiale d'un signal
(comme dans le klystron), soit enfin a une instabilite temporelle dans une
region bornee du faisceau.

Dans la section 6.5 nous montrerons qu'en raison de 1'existence d'ondes
d'energie negative sur le faisceau, 1'addition d'un phenomene de dissipa-
tion positive exterieur au faisceau produit une amplification spatiale des
perturbations. De plus, il peut egalement y avoir instabilite en 1'absence de
dissipation (cf. section 6.6) quand il y a couplage continu entre les ondes
d'energie positive et les ondes d'energie negative. Ce cas, qui se produit
dans les plasmas contenant plusieurs especes de particules avec des vitesses
differentes, est discute dans le chapitre 7.
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6.2 Dynamique a une dimension

6.2.1 Equations generates non lineaires

Considerons done le modele simple d'un ecoulement d'electrons uniforme
confine par un tres fort champ magnetique parallele a sa direction, de telle
sorte que la dynamique des electrons soit a une dimension. Supposons de
plus que la densite des electrons est neutralises par un fond continu d'ions
positifs. Pour le moment, nous etudions la dynamique de relativement
haute frequence des electrons et nous negligeons le mouvement des ions,
ce qui revient a supposer leur masse infinie. Pour simplifier nous nous
limitons a la dynamique non relativiste des electrons et supposons que les
seuls champs qui interviennent sont electrostatiques.

Les equations de la dynamique des electrons dans le modele des plasmas
froids sont 1'equation de conservation des particules :

(6.1)

(6.2)

et 1'equation du mouvement :

ou n(x,i] est la densite electronique, v(x,t) la vitesse dans la direction x
du mouvement, et E(x, t) le champ electrique dans cette meme direction.
Ces equations aux derivees partielles permettent de determiner la densite
des electrons n et la vitesse des electrons v en fonction du champ electrique
E. En general elles ne sont pas lineaires ; n et v sont done des fonctions
non lineaires de E. Le champ electrique est. en fait, determine par les
equations de Maxwell qui, dans le cas des champs electriques, se ramenent
soit a 1'equation de Poisson :

(6.3)

soit a 1'equation de Maxwell-Ampere :

(6.4)

ou p est la densite de charge totale :
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Pi0 la densite de charge du fond continu des ions positifs, et J la densite
totale de courant :

(6.6)

qui est identique a la densite de courant des electrons puisqu'on suppose
les ions immobiles. Dans les equations (6.3) et (6.4), nous avons aussi
inclus des sources de charge et de courant, pext et Jext, imposees de fagon
exterieure. Remarquons que 1'equation (6.1) implique :

(6.7)

et par consequent les deux equations (6.3) et (6.4) ne sont pas indepen-
dantes. Bien entendu, pext et Jext doivent aussi verifier une equation de
conservation de la forme (6.7). L'ensemble des equations (6.1)-(6.3) ou
(6.4) forme un systeme complet, self-consistent, d'equations dynamiques
pour les electrons1.

On peut aussi etablir une equation de conservation de 1'energie pour la
dynamique non-lineaire de ce modele de plasma electronique a une dimen-
sion. En multipliant (6.4) par E et en utilisant (6.2) et (6.1) pour evaluer
EJ, on trouve :

(6.8)

ou (eoE2/2) est la densite d'energie du champ electrostatique, (nmv2/2)
est la densite, et (Tmv2/2) le flux d'energie cinetique.

6.2.2 Modes propres du faisceau

a) Equations lineaires des champs de perturbation

Considerons donc 1'etat d'equilibre d'un ecoulement uniforme et neutralise
d'electrons, caracterise par sa densite electronique et sa vitesse dans la
direction x, respectivement :

(6.9)

Le fond continu des ions etant neutralisant, on a :

(6.10)

1. Dans 1'equation (6.6) seul le courant electronique figure au membre de droite ; il n'y
a pas de courant de neutralisation. Celui-ci est negligeable pour la dynamique que 1'on
etudie, qui est a une dimension et electrostatique (variation nulle de B dans le temps) ;
on peut considerer Jext comme un courant qui neutralise J.
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et, a 1'equilibre, il n'y a pas de champ electrique, E0 = 0. On suppose que
la vitesse des electrons a ete acquise en dehors de la zone considered, par
exemple dans une region d'acceleration cathode-anode, ou par toute autre
methode d'injection.

Nous etudions maintenant des petites perturbations autour de cet equi-
libre en posant :

(6.11)

(6.12)

(6.13)

ou l'on considere n1, v1 et E\ comme des perturbations du premier ordre.
Le calcul au premier ordre s'effectue en portant ces expressions dans le
systeme (6.1)-(6.6) et en negligeant les termes d'ordre superieur a 1, tels
que n,2 et n1v1. On arrive ainsi aux equations dynamiques linearisees pour
le faisceau d' electrons :

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

b) Relation de dispersion

Les equations (6.14) a (6.17) forment un systeme d'equations aux derivees
partielles lineaires a coefficients constants qui peut etre resolu en general
par une transformation de Fourier-Laplace sur les champs :

(6.18)

(6.19)

On obtient alors un ensemble d'equations algebriques pour les transformees
de Fourier-Laplace (fonctions spectrales) du champ. Plus simplement, en
negligeant les conditions initiales et aux limites et en supposant que la
variation spatio-temporelle de chaque champ est exponentielle, on peut
poser :

(6.20)
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et il en resulte un systeme d'equations algebriques pour les amplitudes
complexes du champ. A partir de (6.15) et (6.14), on obtient :

(6.21)

(6.22)

La densite de charge perturbee p1 et la densite de courant J\ peuvent
s'ecrire en fonction de 1'amplitude du champ electrique E1 sous les formes :

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

ou

est la susceptibilite longitudinals du faisceau d'electrons, et

avec

sa conductivite longitudinale (w2 = e2no/meQ est la frequence plasma du
faisceau non perturbe). On deduit immediatement de la forme linearisee
de (6.7) que OL et XL sont reliees par la formule :

(6.27)

Finalement, a partir de 1'une des equations (6.17) on obtient :

(6.28)

ou :

(6.29)

est la permittivite longitudinale du faisceau d'electrons. Nous avons ainsi
obtenu les champs complexes de perturbation ayant la forme (6.19) pour
des champs de source exterieurs donnes.
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Mais on peut aussi considerer les solutions du systeme (6.14)-(6.17)
dites des champs libres, c'est-a-dire avec pext = Jext = 0. Pour celles-ci
[en supposant toujours une dependance spatio-temporelle selon (6.20)], les
solutions non triviales de 1'equation (6.28), c'est-a-dire E1 0, doivent
satisfaire la condition [cf. aussi (1.22)] :

(6.30)

Cette equation est appelee la relation de dispersion pour les perturbations
electrostatiques du faisceau d'electrons.

c) Onde rapide et onde lente

La relation de dispersion peut etre consideree comme une contrainte reliant
le nombre d'ondes k et la frequence uj des solutions libres. Les champs
d'onde complexes, dont la dependance spatio-temporelle est en exp(ikx —
ikx-iwt), qui verifient cette contrainte sont les solutions naturelles du systeme,
appelees aussi modes propres (par opposition aux solutions forcees ; cf.
probleme P6-1). D'apres (6.30) il existe deux branches a la relation de
dispersion :

(6.31)

On remarque que si k est reel, k = kr, uo est aussi reel, cj = wr, et
reciproquement. Les deux branches de (6.31) sont representees sur la figure
6.1. Les perturbations correspondantes sont periodiques dans 1'espace et
dans le temps. On distingue generalement ces deux ondes progressives par
leur vitesse de phase pour les valeurs positives de kr et wr. Ainsi la branche :

(6.32)

est appelee "1'onde rapide " en ce sens que sa vitesse de phase, est plus
grande que la vitesse du faisceau, et la branche :

(6.33)

est appelee "1'onde lente". Les deux ondes ont la meme vitesse de groupe
(dw r r /dk r ) = V0, egale a la vitesse du faisceau.

Pour VQ = 0, 1'equation (6.29) se ramene a la fonction de permittivite
et (6.30) a 1'equation de dispersion pour les oscillations longitudinales d'un
plasma electronique froid, dont les solutions sont w = ±wp avec k quel-
conque. On obtient donc la fonction de permittivite du faisceau d'electrons
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Figure 6.1 : Diagramme de dispersion des ondes sur un faisceau d'electrons.

F onde rapide (fast) ; S onde lente (slow).
vp = (uJr/kr) vitesse de phase ; vg = (dw r r /dk r ) = V0 vitesse de groupe.

et sa relation de dispersion en remplacant w par w — kvo, ce qui n'est rien
d'autre que 1'effet Doppler (non relativiste) ; en effet le faisceau d'electrons
est simplement un plasma electronique froid avec une vitesse de glissement
VQ.

Analysons cela de fagon plus precise. Considerons un systeme de coor-
donnees (x',t') se deplagant avec une vitesse constante VQ par rapport au
systeme du laboratoire (x,£) dans lequel est decrit le faisceau. Les coor-
donnees transformees, non relativistes (de Galilee), sont :

(6.34)

(6.35)

La dependance spatio-temporelle de 1'onde dans le systeme de coordonnees
(x',tr) devient :

(6.36)
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et les transformations de k et u; sont :

(6.37)

(6.38)

Avec 1'equation (6.31) on trouve :

(6.39)

qui est bien 1'equation de dispersion pour les oscillations longitudinales
(electrostatiques) dans un plasma froid, stationnaire.

6.3 Energie et flux d'energie associes
aux ondes

6.3.1 Energie et niodele lineaire
Dans le modele des plasmas froids, la dynamique d'un faisceau est com-
pletement decrite par le systeme des equations dynamiques constitue par
les equations de conservation des particules, de transport de la quant ite
de mouvement et de Maxwell. Par combinaison entre elles on peut obtenir
une equation de conservation de 1'energie. Dans cette derniere, les variables
de champ apparaissent a un ordre superieur a celui qu'elles ont dans les
equations dynamiques. Ainsi, par exemple, aux equations non lineaires de
la dynamique d'un faisceau d'electrons a une dimension non relativiste,
(6.1), (6.2), (6.4) et (6.6), on peut associer 1'equation de conservation de
1'energie (6.8)2. A partir de (6.8), on a identifie la densite d'energie et le
flux d'energie pour ce systeme, chacune de ces deux quantites ayant une
signification physique evidente.

De la meme fagon, les equations dynamiques linearisees, (6.14), (6.15)
et (6.17), conduiront egalement a une equation de conservation, (6.57),
qui permettra de definir la densite et le flux d'energie dits de perturbation.
Mais 1'interpretation physique des differents termes de cette equation est
plus subtile. Puisque les champs linearises ne sont qu'une partie des champs

2. Remarquons que certaines des equations dynamiques sont elles-memes des equa-
tions de conservation. Ainsi, (6.1) exprime la conservation locale des particules et (6.2)
la (non-) conservation de la quantite de mouvement en presence d'un champ electrique.
Mais, dans ces equations, les variables de champ apparaissent a un ordre inferieur a celui
qu'elles ont dans 1'equation de conservation de 1'energie (6.8). Remarquons egalement
que les equations dynamiques d'ordre inferieur (6.1)-(6.6) sont fermees, c'est-a-dire que
leur resolution pour les variables de champ (n, i>, et E] ne necessite pas 1'equation de
conservation de 1'energie (6.8) ; mais leurs solutions satisfont automatiquement celle-ci.
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exacts et que la densite d'energie et le flux d'energie sont de degre superieur
par rapport aux champs (elles contiennent des produits des differentes
variables de champ), il n'y a, en general, aucun ordre d'approximation
qui soit mathematiquement coherent entre la densite d'energie et le flux
d'energie de perturbation et les valeurs exactes obtenues a partir de (6.8). II
n'est done pas surprenant que 1'energie de perturbation puisse etre negative
alors que 1'energie totale est toujours positive. Comme nous le verrons, le
concept d'energie de perturbation negative est tres utile pour identifier et
comprendre les divers types d'instabilites lineaires dans les plasmas.

On peut donner une interpretation physique de la densite et du flux
d'energie de perturbation moyennes dans I'espace et/ou dans le temps en
considerant la difference entre les energies moyennees quand le systeme est
perturbe ou non. C'est 1'objet du paragraphe suivant. On obtiendra alors
une image mathematiquement correcte en evaluant les energies moyennees
exactes a partir des champs non perturbes et perturbes au premier ordre.
De toutes fagons, 1'equation de conservation de 1'energie de perturbation,
que nous etablirons ainsi, est mathematiquement correcte et independante
de 1'equation exacte de conservation de 1'energie.

6.3.2 Energie dans les ondes rapides et lentes

La dynamique des oscillations electroniques est tres differente pour les
deux branches definies par 1'equation (6.31). Ainsi, a partir des equations
(6.22) et (6.32) on obtient pour I'onde rapide :

(6.40)

c'est-a-dire que pour kr > 0, n1 et v1 y sont en phase. Pour I'onde lente
on trouve au contraire :

(6.41)

c'est-a-dire que pour kr > 0, n1 et v1 y sont en opposition de phase. Cela
est illustre sur la figure 6.2 ou les oscillations periodiques (dans le temps ou
dans I'espace) de la densite et de la vitesse sont representees et comparees
aux valeurs a 1'equilibre no de la densite et V0 de la vitesse. On voit que
pour le cas des ondes rapides, lorsqu'il y a accumulation de densite (par
rapport a 1'equilibre), les vitesses sont superieures (au cas non perturbe) et
que, quand la densite est inferieure, la vitesse l'est egalement ; il y a donc
plus d'energie cinetique dans le faisceau en presence de I'onde rapide que
dans 1'etat d'equilibre. Au contraire pour I'onde lente, la densite des par-
ticules est plus elevee dans les regions de faible vitesse et reciproquement,
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Figure 6.2 : Perturbations de la densite et de la vitesse.

no et V0 valeurs d'equilibre.
(a) Onde rapide.
(b) Onde lente.

de sorte qu'un faisceau propageant une onde lente contient moins d'energie
cinetique que le faisceau non perturbe. Autrement dit, 1'excitation d'une
onde rapide demande que de 1'energie soit fournie au faisceau ; c'est le
cas que 1'on rencontre generalement dans les phenomenes de propagation
d'onde. De telles ondes sont des ondes passives. Au contraire 1'excitation
d'une onde lente necessite une extraction de 1'energie a partir du faisceau ;
une telle onde peut etre appelee une onde active. Nous verrons dans les
paragraphes suivants que les instabilites de courant dans les plasmas con-
tenant des particules chargees en ecoulement peuvent frequemment etre
interpreters en termes de couplage avec ces ondes actives, mais avant de le
faire il est utile d'etablir sur des bases plus solides les phenomenes d'energie
dans un faisceau d'electrons propageant une onde.
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6.3.3 Energie associee aux ondes
D'un point de vue physique [cf. egalement 1'equation (6.8)] il est clair que
1'energie contenue dans le faisceau est la somme de 1'energie cinetique des
electrons et de 1'energie du champ electrostatique. Designons les densites
de ces deux formes d'energie par :

(6.42)

(6.43)

(6.44)

et

Dans 1'etat non perturbe du faisceau nous avons :

En presence d'une perturbation, posons3 :

(6.45)

(6.46)
et

Calculons maintenant ces grandeurs pour des solutions periodiques dans
1'espace et le temps avec k et uj reels, relies par la relation de dispersion
(6.30). Les moyennes dans 1'espace ou le temps peuvent s'ecrire :

(6.47)

Ainsi, les moyennes de (6.46) et (6.45) peuvent s'exprimer au moyen des
amplitudes complexes des differentes variables :

(6.48)

(6.49)

(6.50)

3. On remarque que Uk n'est pas la densite d'energie cinetique totale calculee a
1'approximation du deuxieme ordre par rapport aux amplitudes du champ. Pour cela on
doit considerer 1'expression (no+n1+n2)m (v0+v1+v2)2 = U k+n2(mv0/2)+n0mv0V2
+ (termes des troisieme et quatrieme ordres) dont 1'evaluation au deuxieme ordre
necessiterait la resolution d'equations non lineaires en n2 et V2- Les moyennes de n2 et
V2 contribuent en general a la moyenne de UK (cf. probleme P6-2). En definissant UK

on a suppose que les champs sont definis seulement par les amplitudes non perturbees
et par les amplitudes perturbees au premier ordre.
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ou Fasterisque designe la quantite complexe conjuguee d'une quantite.
Nous pouvons maintenant former la difference entre la densite d'energie
moyenne totale en presence de la perturbation et la densite d'energie de
1'etat d'equilibre, soit :

Cette quantite est la densite d'energie moyenne totale associee a I'onde. On
remarque que les deux premiers termes sont positifs tandis que le dernier,
qui est proportionnel a V0, peut etre soit positif, soit negatif selon la phase
relative de n1 et v1. En utilisant les formules (6.21) et (6.22) on peut
facilement ecrire U\ en fonction d'une seule variable de champ. Si on prend
comme variable la perturbation de vitesse, on peut ecrire :

(6.51)

(6.52)

et avec comme variable le champ electrique :

(6.53)

En evaluant la densite d'energie moyenne totale pour les ondes satis-
faisant a la relation de dispersion D(k, a;) = 0, on obtient une quantite Uk
que nous appellerons brievement Yenergie d'onde. On trouve ainsi compte
tenu de (6.31) :

(6.54)

ou le signe plus correspond a I'onde rapide et le signe moins a I'onde lente.
On voit que le signe de 1'energie d'onde est controle par le dernier terme
de (6.51) qui depend de la phase relative de n1 et v1. Ainsi, I'onde rapide
passive est une onde d'energie positive tandis que I'onde lente active est
une onde d'energie negative.

6.3.4 Conservation de 1'energie de perturbation
Finalement, on peut montrer que les energies de perturbation peuvent etre
introduites directement a partir d'une equation de conservation deduite
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des equations dynamiques linearisees. En effet, en multipliant la deuxieme
equation (6.17) par E1, on obtient :

(6.55)

Le premier terme est la derivee par rapport au temps de la densite d'energie
instantanee du champ electrique de perturbation (6.46). Le deuxieme peut
s'interpreter a partir des equations dynamiques linearisees (6.14) et (6.15):

(6.56)

En combinant (6.56) et (6.55) on obtient :

(6.57)

qui peut etre interpreted comme 1'equation de conservation de 1'energie de
perturbation du faisceau d'electrons a une dimension. On y reconnait les
densites instantanees d'energies electrique et cinetique de perturbation :

(6.58)

(6.59)

et le flux d'energie cinetique de perturbation :

(6.60)

L'equation de conservation (6.57) est differente de 1'equation de con-
servation non lineaire (6.8) ; en fait, (6.57) ne peut pas etre deduite de
1'equation (6.8) ; il s'agit d'une nouvelle equation de conservation, utilisable
independamment. L'equation de conservation de 1'energie de perturbation
(6.57), deduite des equations linearisees, est la relation de conservation
pour la dynamique du champ linearise ; en 1'integrant sur un volume de
1'espace, on obtient les proprietes de 1'energie globale et du flux d'energie
des champs linearises.

Remarquons que les densites d'energie cinetique instantanee UK (6.45)
et UK (6.59) ne sont pas egales ; c'est une indication directe que (6.59) ne
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peut pas, en general, etre deduit de fagon coherente de la densite d'energie
cinetique non lineaire (6.42). La meme remarque est egalement vraie pour
les flux instantanes d'energie (cf. problemes P6-2 et P6-3).

Pour des champs a variation periodique dans 1'espace et le temps, on
peut exprimer les densites et flux moyens d'energie en fonction des ampli-
tudes complexes des champs :

(6.61)

(6.62)

(6.63)

La somme de (6.61) et (6.62) est bien la densite d'energie totale moyenne
(6.51) de 1'onde. Ainsi, on remarque en particulier en moyennant dans le
temps que la densite (6.50) d'energie cinetique des perturbations definie
physiquement : Uk — UKo et celle (6.62) qui est deduite de 1'equation
de conservation de 1'energie de perturbation : Uk, sont identiques. Cela
donne un sens physique a la densite d'energie de perturbation (6.59) quand
elle est moyennee dans le temps. De la meme fagon on identifie (6.63) au
flux moyen total d'energie de perturbation [56]. En utilisant maintenant
1'equation de dispersion des ondes on peut montrer que :

(6.64)

avec v — (w r / k r ) et vg = (dwr/dkr) = VQ ; cette equation est equivalente
a (6.54) et conduit au meme resultat pour les energies des ondes rapides et
lentes definies par (6.54). De plus, on trouve d'apres (6.63) calculee pour
les solutions de 1'equation de dispersion :

(6.65)

qui montre que la vitesse d'energie est egale a la vitesse de groupe (c'est
d'ailleurs une propriete generale des milieux conservatifs [361]). On voit
done que le flux d'energie est positif pour les ondes rapides et negatif pour
les ondes lentes ; mais, pour chaque onde, la vitesse d'energie se trouve
dans la direction x positive, qui est celle de VQ = vg.

Le concept d'energie associee a une onde est a la fois subtil et utile.
L'excitation d'une onde d'energie negative suppose qu'une certaine energie
est perdue par le faisceau d'electrons. Clairement, cela signifie que le fais-
ceau d'electrons se ralentit, c'est-a-dire que VQ diminue, bien que nous
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ayons suppose pour ecrire les equations lineaires que VQ est une con-
stante ! Evidemment, 1'etude du ralentissement du faisceau d'electrons
necessiterait la resolution du systeme des equations dynamiques non
lineaires. Le concept d'onde d'energie negative est tres utile pour la
comprehension des instabilites dans les plasmas contenant des particules
chargees constituant un courant. De telles instabilites sont etudiees dans
le chapitre 7.

II est egalement utile de remarquer que le signe de 1'energie depend du
systeme de coordonnees dans lequel 1'energie est considered. Ainsi, dans
un systeme de coordonnees se deplagant avec la vitesse VQ des electrons on
aurait simplement un plasma electronique froid et stationnaire, comme on
1'a deja remarque a la fin de la section 6.2. Dans un tel systeme, depourvu
d'energie libre, les oscillations longitudinales de plasma, W = ±wP et k'
quelconque, ont surement une energie positive, U'k > 0. On peut montrer
[361] que pour une transformation galileenne (c'est-a-dire non relativiste)
des coordonnees, 1'action est conservee, c'est-a-dire que :

(6.66)

Si done on sait que U'k est positif, alors Uk est negatif pour toutes les ondes
pour lesquelles ( w r / w r ) = w r / (w r — krvo) est negatif, comme on 1'a deja
montre [cf. (6.54)].

Les expressions precedemment obtenues pour la densite et le
flux d'energie de perturbation s'appliquent egalement aux ecoulements
d'electrons non uniformes (inhomogenes) dans la direction du flux. En
particulier, on peut montrer que 1'equation (6.57) s'applique aussi quand
la densite non perturbee et la vitesse de glissement sont fonctions de x,
c'est-a-dire quand no = n 0 ( X ) et VQ = VQ(X) (cf. probleme P6-4). La vitesse
et la densite de perturbation ne sont plus alors reliees par (6.21) et (6.22).
Leur variation est donnee par un systeme d'equations differentielles (en x),
lineaires a coefficients variables (fonctions de x). On peut aussi voir cela
comme un couplage continu (en x) des ondes d'energie positive et negative
qui peut conduire a 1'instabilite.

II faut enfin souligner le fait que le modele de faisceau electronique
decrit dans ce chapitre - a une dimension, non relativiste, neutralise par
des ions immobiles - contient 1'essentiel de la dynamique electrostatique
des ondes engendrees par des electrons en mouvement. On peut trouver un
traitement relativiste de la dynamique electromagnetique de ce systeme
dans [57] et dans la section 7.5. Ce traitement, apres les modifications
necessaires pour tenir compte des effets dus a une extension geometrique
finie perpendiculaire a V0, et de 1'etalement thermique des vitesses autour
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de V0, s'applique egalement aux faisceaux d'electrons reels (cf. par exemple
[57] et [58]).

6.4 Excitation et stabilite des ondes

Pour completer 1'etude des ondes electrostatiques de petite amplitude sur
un flux homogene d'electrons, considerons 1'excitation de telles ondes, ou
plus generalement leur interaction avec un systeme externe au faisceau.
Puisque les ondes sur les faisceaux d'electrons transportent une energie
de perturbation positive et/ou negative, leur interaction avec les systemes
exterieurs peut etre stable ou instable.

6.4.1 Grilles "dipolaires"
Pour illustrer cela, considerons un systeme externe ideal compose de deux
grilles faiblement ecartees, plongees dans le courant d'electrons. On sup-
pose leur transparence infinie : elles ne font pas obstacle au passage des
electrons [Fig. 6.3].

Supposons d'abord que la separation entre les grilles soit infiniment
petite (sans qu'elles se touchent) et qu'on applique entre elles une source
de potentiel a la frequence w et de petite amplitude (complexe) Vi, comme
represente sur la figure 6.3 (a). Supposons egalement que le flux d'electrons
arrive sur les grilles sans aucune perturbation. Quels sont les champs de
perturbation dans le courant d'electrons apres qu'il a traverse les grilles ?

A partir de 1'equation de dispersion (6.31), on remarque que pour une
frequence donnee, il existe deux ondes possibles, dont les nombres d'onde
sont respectivement pour 1'onde rapide ("f") et pour 1'onde lente ("s") :

(6.67)

(6.68)
et

ou l'on a introduit le nombre d'onde "electronique" : [ke = w r /V0] et le
nombre d'onde de "charge d'espace" : [kp = wP/V0]. En s'interessant plus
specialement a la vitesse et a la densite de courant de perturbation, on
peut ecrire par superposition, et en utilisant les relations entre J1 et v1

deduites de (6.21) et (6.25) pour les equations de dispersion (6.32) et (6.33)
des ondes rapide et lente :

(6.69)
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Figure 6.3 : Excitation d'un faisceau d'electrons par une tension appliquee
entre deux grilles plongees dans le faisceau.

(a) Grilles separees par une distance infinitesimale.
(b) Grilles separees par une distance finie d ;
champ electrique sans faisceau d'electrons.

(6.70)

ou Vf et vs sont deux amplitudes complexes determinees par les conditions
aux limites. II est clair que l'on doit preciser deux conditions aux limites
pour determiner une solution. De plus, puisque les vitesses de groupe des
deux ondes sont positives, la solution recherchee peut etre obtenue en
appliquant deux conditions aux limites au plan x = 0. On peut montrer (cf.
probleme P6-5) que pour des grilles extremement rapprochees, la tension
appliquee produit une perturbation de la vitesse pour x = 0+, mais qu'il
n'y a pas de perturbation de la densite de courant :

(6.71)
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(6.72)

Ces conditions determinent les amplitudes complexes Vf et vs. D'apres
la condition aux limites (6.72), 1'amplitude des excitations est la meme
pour 1'onde rapide et 1'onde lente (v/ = vs). La solution complete de
ce probleme d'excitation peut s'ecrire aisement en introduisant dans le
faisceau le "potentiel cinetique"4 :

(6.73)

et 1'"admittance dynamique du faisceau" par unite de surface perpendicu-
laire a Ox :

(6.74)

On trouve donc, pour x > 0 :

(6.75)

(6.76)

On voit que les perturbations de faible amplitude ne propagent 1'energie
que dans le sens de I'ecoulement (selon v 0 ) , comme si le faisceau d'electrons
etait une ligne de transmission unidirectionnelle.

Pour visualiser 1'excitation, ecrivons le resultat en fonction de variables
reelles dans 1'espace et le temps :

(6.77)

(6.78)

ou Vs =| Vi I et ou 1'on suppose que le potentiel d'origine externe est
de la forme Vs(t) = Vscos(wrt + ). Cela est illustre sur la figure 6.4 ou
Ton a egalement represente la perturbation de la densite electronique n1

(cf. probleme P6-6). Les caracteristiques suivantes sont particulierement
interessantes :

• Les perturbations excitees sont stables (c'est-a-dire ne sont pas am-
plifiees avec x). Cela est Justine du point de vue energetique par le fait que

4. Dans ce paragraphe U1 designe le potentiel cinetique (6.73) ; a ne pas confondre
avec les densites d'energie U1 utilisees dans le paragraphe 6.3.3 comme par exemple en
(6.51).
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Figure 6.4 : Perturbations sur un faisceau d'electrons excite par la source
de la figure 6.3(a) pour wr > wP.
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les ondes rapide et lente sont excitees avec la meme amplitude [cf. (6.75)
et (6.76)]. Puisque ces ondes transportent des energies respectivement po-
sitive et negative, la moyenne dans le temps du flux d'energie cinetique est
nulle. En effet, selon (6.63) < SK > = Re(U 1J*/2) et puisque Ui(x) et
Ji(x) sont dephases de 90°, on a < SK > = 0. En raison de la conservation
du flux d'energie, il s'ensuit donc qu'il n'y a pas eu de puissance moyenne
nette delivree par la source.

• L'interference entre les ondes excitees de meme amplitude, 1'une
rapide et 1'autre lente, donne naissance a un phenomene de battement
de longueur d'onde p = /kp. L'onde elle-meme de longueur d'onde Xe

se deplace avec la vitesse V0 dans la structure de battement ; est la
distance entre les paquets d'electrons.

6.4.2 Grilles separees par une distance finie ;
faisceaux de sections transversales finies

On peut maintenant s'affranchir de 1'hypothese ideale selon laquelle les
grilles sont infiniment proches. Puisque Xe est la plus petite distance ca-
racteristique des champs excites, on peut attendre approximativement le
meme type d'excitation si la distance entre les deux grilles est telle que
d < e ; cela implique egalement que d est suffisamment petite pour que
le temps de transit d'un electron (d/vo) soit beaucoup plus petit que la
periode (27r/u;) de la tension externe. D'autre part, il est plus realiste de
considerer un faisceau d'electrons ayant une section finie. Un tel faisceau,
confine par un champ magnetique fort, est aussi caracterise approxima-
tivement par les perturbations des ondes rapide et lente avec les paquets
d'electrons separes par la distance . Cependant, en raison des dimensions
transversales finies du faisceau, les forces de rappel entre les paquets sont
reduites (Fig. 6.5) et les oscillations de plasma apparaissent a la "frequence
de plasma reduite" wq = RwP, ou R < 1 est fonction de la geometrie de
la section du faisceau, de la longueur d'onde et des parois s'il y en a. (Par
exemple, dans un faisceau cylindrique de rayon a, on trouve [58] que R
depend faiblement de kxa, et pour a » Ae, R ~ 1.) Ainsi 1'excitation
d'un faisceau electronique par une tension appliquee entre deux grilles tres
rapprochees (d « Xe) (a travers lesquelles on suppose que le faisceau
passe sans etre intercepte), conduit egalement a des solutions du type on-
des de charge d'espace statiques, analogues a celles representees sur la
figure 6.4, mais avec remplace par — (2 v 0 /Rw p ) .

L'excitation d'ondes stationnaires de charge d'espace montre qu'une
petite tension oscillante appliquee a une grille dipolaire produit en aval de
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Figure 6.5 : Groupement en paquets et forces electriques de rappel dans
un faisceau d'electrons.

(a) Faisceau de dimensions transverses infinies : champ E uniforme.

(b) Faisceau de dimensions transverses finies ; E debordant et plus faible.
(c) Diagramme de dispersion du mode symetrique sur un faisceau cylindrique.

celle-ci une perturbation finie du courant dans le faisceau d'electrons5.
La premiere analyse de telles ondes de charge d'espace a ete faite par W.

C. Hahn [54] et S. Ramo [55] en relation avec les klystrons amplificateurs.
La premiere verification experiment ale de Fexistence d'ondes statiques de
charge d'espace a ete realisee beaucoup plus tard par C. C. Cutler et
C. F. Quate [59] en relation avec des etudes de bruit dans les faisceaux
d'electrons.

Pour des grilles separees par une distance arbitraire [cf. Fig. 6.3 (b)],
le probleme des conditions aux limites est plus complique (cf. probleme

5. On peut s'en rendre compte a partir d'une analyse purement cinematique. En traver-
sant la grille a divers instants du cycle 2ir/uv de la tension appliquee, certains electrons
sont acceleres et d'autres deceleres. Ceux qui ont ete acceleres vont en aval de la grille
rattraper ceux qui ont ete freines et ainsi forment un paquet d'electrons en mouvement,
c'est-a-dire une perturbation de la densite de courant. Les forces de charge d'espace
vont en fait limiter 1'amplitude de cette pertubation. Pour les petites amplitudes cela
conduit aussi a une suite periodique de groupement en paquets et de dispersion de
ceux-ci le long du faisceau.
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P6-9). Dans 1'intervalle entre les deux grilles, les ondes rapides et lentes
du faisceau sont couplees et il peut en resulter une instabilite (instabilite
de diode de Pierce). Quand le systeme est stable (cf. probleme P6-10),
1'impedance vue par le circuit d'alimentation des grilles peut correspondre
a une conductance positive ou negative (cf. problemes P6-11 et P6-12).

6.5 Instabilite faisceau-milieu dissipatif

Dans le paragraphe precedent, nous avons rnontre qu'un courant
d'electrons peut propager deux ondes electrostatiques, 1'une a energie
positive. 1'autre a energie negative, et que 1'excitation stable de ces on-
des dans un intervalle limite suivant la direction du faisceau donne un
moyen d'amplification des signaux (klystron amplificateur). On a vu aussi
qu'un faisceau limite peut aussi devenir instable sur divers modes (in-
stabilites de diode de Pierce). Ces deux cas peuvent s'expliquer par des
couplages entre 1'onde d'energie positive et 1'onde d'energie negative dans
des regions limitees dans le sens longitudinal, celui de la direction du fais-
ceau. L'instabilite peut aussi etre produite par un couplage continu entre
les deux ondes sur un faisceau non limite. Nous allons maintenant illustrer
cela a 1'aide d'un exemple simple, propice a 1'analyse detaillee du champ
et du flux d'energie.

A titre d'exemple d'un couplage continu aux ondes d'un faisceau il-
limite, nous considerons un faisceau d'electrons plonge dans un autre mi-
lieu (que 1'on peut considerer comme "exterieur" au faisceau) dont la dy-
namique est egalement determinee par des champs electriques. La plus sim-
ple des situations interessantes est celle d'un milieu electrique purement
dissipatif. Si le faisceau est ainsi couple a un systeme exterieur de dissipa-
tion positive, 1'onde d'energie positive va s'amortir, son energie etant trans-
mise au milieu exterieur dissipatif. Au contraire, 1'onde d'energie negative,
en presence de ce milieu exterieur de dissipation positive, va s'amplifier,
1'energie fournie etant celle du faisceau dans 1'etat d'equilibre qui n'est pas
un equilibre thermodynamique. Dans cette section, nous etudions un peu
en detail ce modele tres simple.

Remarquons egalement que les effets cinetiques des plasmas hors
d'equilibre peuvent produire une dissipation negative (de faible amplitude ;
cf. chapitre 11). Dans de tels cas, nous montrerons que les ondes d'energie
positive couplees a une dissipation negative d'origine externe creent aussi
une instabilite. Puisque les effets cinetiques sont lies au deplacement ther-
mique des particules d'un plasma, la description de ces phenomenes est
reportee au chapitre 10.
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6.5.1 Equation de dispersion

Considerons donc un faisceau d'electrons qui traverse un milieu station-
naire purement dissipatif decrit par une conductivite electrique reelle
constante (independante de k et a;) et positive. Dans le modele idealise que
nous etudions, nous negligeons les collisions entre les electrons du faisceau
et le milieu dissipatif. Comme dans le paragraphe precedent, on suppose
que la dynamique du faisceau est a une dimension et que les champs sont
purement electrostatiques. Comme la dynamique du faisceau d'electrons
et celle du milieu dissipatif sont independantes, on ecrit les expressions
lineaires du courant transporte dans les perturbations du faisceau et du
milieu dissipatif en fonction du champ electrique complexe E\ sous les
formes :

(6.79)

(6.80)

ou 1'indice b designe les electrons du faisceau ("beam") ; et XL sont
les memes que dans les formules (6.26) et (6.24) ; 1'indice d designe le
milieu dissipatif, et wa = ( ) est la frequence de relaxation dielectri-
que du milieu dissipatif. Notons que, puisque les deux milieux (faisceau
d'electrons et conducteur permeable) s'interpenetrent, le champ electri-
que EI qui produit ces courants est le meme pour les deux. Le couplage
entre les deux milieux se produit par son intermediaire. Autrement dit,
une perturbation de la densite du faisceau d'electrons (par exemple un
groupement des electrons en paquets) engendre un champ electrique qui, a
son tour, produit un courant dans le milieu dissipatif ; reciproquement, un
courant s'ecoulant dans le milieu dissipatif produit, du fait de la resistivite
du milieu, un champ electrique qui, a son tour, cree des fluctuations de
densite et de courant dans le faisceau d'electrons. Le champ electrique et
les courants sont donc relies par 1'equation de Maxwell-Ampere :

(6.81)

qui, pour des amplitudes de champ complexes, devient :

(6.82)

(6.83)

(6.84)

ou

ce qu'on peut ecrire :
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ou

(6.85)

(6.86)

est la permittivite longitudinale du systeme global faisceau-milieu dissi-
patif. La relation de dispersion de ce systeme est done K L ( k , w) = 0,
c'est-a-dire :

(6.87)

Cette relation de dispersion, quoique seulement quadratique en k(u),
est du troisieme degre en u(k). Les variables k(u)) et ui(k) sont toutes les
deux complexes et, par consequent, 1'equation est plus difficile a interpreter
que la relation de dispersion du faisceau d'electrons tout seul. Nous aliens
donc considerer la situation dans laquelle le milieu dissipatif n'introduit
qu'une petite perturbation sur le faisceau d'electrons.

6.5.2 Cas des faibles dissipations
Supposons donc que |w /w| 1. Alors, a 1'ordre zero par rapport a |w/w|,
1'equation (6.87) donne les solutions trouvees dans la section 6.2, 1'onde
rapide et 1'onde lente :

(6.88)

Au premier ordre en |w/w| 1'equation de dispersion (6.87) devient :

(6.89)

Comme w > ( k ) et k ( w ) sont complexes, la relation de dispersion (6.89) mon-
tre que les ondes sont soit amorties, soit amplifiees (dans le temps et
1'espace), c'est-a-dire que les perturbations sont soit stables, soit instables.

Pour distinguer entre les solutions stables et instables de 1'equation
(6.89) on suppose d'abord que k est reel, k = kr, et 1'on cherche des so-
lutions complexes de la forme w ( k r ) = w r ( k r ) + iw i (k r ) . Puisque tous
les champs complexes de perturbation varient dans le temps comme
exp(—iut) = exp(—iw r t ) • exp(wit), si w i ( k r ) est positif pour une cer-
taine valeur de kr il y a instabilite, tandis que si w i ( k r ) est negatif pour
toutes les valeurs de kr il y a stabilite. Ceci est illustre sur la figure 6.6.
L'hypothese que k est reel veut dire que nous etudions une perturbation
periodique qui s'etend indefiniment dans 1'espace ( depuis x = — jusqu'a
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x — +00). Pour une telle perturbation, wi > 0 correspond a une amplifica-
tion dans le temps tandis que wi < 0 correspond a un amortissement dans
le temps. En general, les perturbations spatiales sont localisees, c'est-a-dire
ont une extension finie dans 1'espace. Elles peuvent etre alors normalement
representees par une superposition de composantes de Fourier ayant un k
reel. Le comportement asymptotique dans le temps de telles perturba-
tions est done le resultat de la superposition des reponses dues a toutes
les valeurs instables de kr. L'analyse conduit d'ailleurs a distinguer deux
classes dans les instabilites : absolues et convectives [60]. Nous ne ferons pas
ici cette etude complete de la stabilite et nous nous contentons d'etablir
le caractere stable ou instable du systeme a partir des regies donnees ci-
dessus.

A partir de (6.89) on trouve done pour la perturbation de I'onde rapide,
quand k = kr :

(6.90)

Puisque wi < 0 I'onde est stable. Pour I'onde lente on obtient :

(6.91)

Pour cette onde wi > 0 quand kr > w P /V 0 , elle est donc instable. (Remar-
quons que dans les deux cas, puisque nous avons resolu (6.87) au premier
degre en |w/w|, nous devons avoir |wi| < |wr| •) Nous avons donc trouve
que I'onde d'energie negative en presence d'une dissipation positive devient
instable, comme nous 1'avions pressenti.

La relation de dispersion (6.87) peut aussi etre resolue en supposant
que w est reel, w = wr, et en cherchant des solutions complexes de la forme
k(w r ) = k r (w r ) + iki(wr). L'hypothese que w est reel correspond a un etat
stationnaire dans lequel les perturbations sont des fonctions periodiques
du temps dans tous les points de 1'espace. Cela suppose par exemple que
le faisceau est excite localement par une source entretenue a la frequence
wr, comme indique sur la figure 6.7.

Dans un milieu instable, il n'y a a vrai dire aucune garantie a
priori de pouvoir atteindre un tel etat stationnaire, et ceci doit etre d'abord
verifie par 1'etude de 1'etat transitoire (pour plus de details, voir [60]).
Dans la situation presente, ou les modes du faisceau d'electrons ne sont
que legerement perturbes, il est raisonnable de supposer que les perturba-
tions sont transporters avec la vitesse de groupe des ondes non perturbees,
c'est-a-dire avec la vitesse du faisceau V0. Par consequent, tout transitoire
amplifie sera ulterieurement evacue par le faisceau et, pour un systeme
de longueur finie sans reflexion, un etat stationnaire peut effectivement
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Figure 6.6 : Reponses stables et instables dans le temps a line perturbation
periodique dans tout 1'espace (de longueur infinie).

(a) Perturbation avec k reel : E ~ e i k r X .
(b) Reponses asymptotiques dans le temps : E - e i k r X e - z l w r ( k r ) t e u ' l ( k r ) t .

s'etablir a la frequence reelle de la source, en n'importe quel point de
1'espace.

II y a cependant une ambigu'ite sur 1'interpretation des valeurs com-
plexes de k. Cette ambigui'te ne se presentait pas pour la dependance
temporelle des perturbations periodiques dans 1'espace ; en effet le temps
"s'ecoule" dans un sens bien defini et la stabilite ou 1'instabilite etait claire-
ment definie par le comportement de e

wi(kr) lorsque t tend vers + . Le
choix du sens positif de 1'axe Ox est en revanche arbitraire. Dans ces condi-
tions, pour k complexe, la variation spatiale d'une perturbation complexe,
donnee par exp(ikx) = e xp ( i k r x ) • exp(—/kjx), peut croitre ou decroitre
dans 1'espace selon que, pour ki donne, on fait tendre x vers + ou — .

Pour dissiper cette ambigui'te, on doit determiner la direction dans
laquelle les ondes sont excitees. En general cela exige une analyse plus
detaillee dans le plan complexe k [60]. Dans le cas ou 1'onde est seulement
legerement perturbee, c'est-a-dire \ki\ << \kr , on peut admettre que la
vitesse de groupe (dujr/dkr} des ondes non perturbees determine la direc-
tion du flux d'energie et par consequent le cote ou sont excitees les ondes.
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En particulier, pour les ondes d'un ecoulement d'electrons, (dur/dkr) = Vo

est le meme pour 1'onde rapide et 1'onde lente. Nous faisons done le choix
raisonnable d'orienter Ox dans le meme sens que Uo (Fig. 6.7). Les ondes
perturbees se propagent done seulement dans la direction des x > 0, et
c'est le comportement de e-kiX quand x tend vers + qui nous interesse.
L'onde est stable si ki > 0 et instable si ki < O6. Resolvons done d'abord
(6.87) pour 1'onde rapide perturbee ; on trouve :

(6.92)

Puisque ki > 0, on a un amortissement spatial, et done une onde stable.
Au contraire, pour 1'onde lente perturbee on a :

(6.93)

Comme ki < 0 on a maintenant une amplification spatiale et done une onde
instable. Dans les deux cas, comme nous avons resolu 1'equation (6.87) au
premier ordre en wa/w r\, on doit avoir \ki\ <<C \kr\.

Dans les deux types de solutions, cu(kr} et k(u)r), de la relation de dis-
persion (6.87), nous avons done etabli que 1'onde lente, c'est-a-dire I'onde
d'energie negative, devient instable quand elle est couplee a un milieu dis-
sipatif. Nous avons d'autre part montre que puisque toutes les ondes (c'est-
a-dire, dans ce cas, 1'onde rapide et 1'onde lente) ont une vitesse de groupe
( V o ) unidirectionnelle, bien definie, qui eloigne de toute position fixe x les
perturbations croissantes, une amplitude stationnaire sera atteinte en tout
point fixe x d'un systeme fini, s'il n'y a pas de reflexion aux extremites.
Un tel systeme constitue d'un faisceau d'electrons et d'un milieu dissi-
patif permet donc de construire des amplificateurs stationnaires spatiaux.
En fait, de tels amplificateurs a "milieu resistif" (ou plus pratiquement
a "mur resistif) ont ete construits il y a longtemps [61] ; leur invention
etait basee sur les concepts d'energie d'onde negative et de flux d'energie
dans les courants d'electrons [56], decrits dans la section 6.3. L'instabilite
d'un courant d'electrons couple a un milieu resistif a donc ete demontree
experimentalement, et cela fournit une preuve directe de 1'utilite du con-
cept d'energie negative dans les ondes de petite amplitude.

Remarquons enfin que la dissipation qui produit 1'instabilite est exte-
rieure au faisceau. S'il y avait un mecanisme de dissipation interne, comme
par exemple des collisions des electrons du faisceau avec des neutres ou avec

6. Dans des cas plus complexes que celui traite ici, il pourrait y avoir plusieurs ondes
ayant des vitesses de groupes de sens opposes. Pour les ondes ayant un vg < 0, les ondes
seraient excitees du cote x < 0, elles seraient stables si ki < 0 et instables si ki > 0.
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Figure 6.7 : Reponses stables et instables dans 1'espace a une perturbation
localisee, periodique dans le temps (vg = v0 > 0).

(a) Perturbation avec uj reel : E ~ e-iwrt, A source localisee de frequence wrr.
(b) Reponses spatiales en regime permanent : E ~ eikr(wr)x

e-ki(wr)xe-wrt.

les ions neutralisateurs, cela conduirait simplement a un amortissement des
deux ondes (lente et rapide). Le lecteur est invite a demontrer ce resultat
dans le probleme P6-13 (il sufRt d'ajouter dans 1'equation (6.15) un terme
de "frottement" de la forme vmv1 et de resoudre 1'equation de dispersion
obtenue a partir de la).
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6.5.3 Conservation de 1'energie avec petite dissipation
Analysons maintenant cette instabilite "resistive" d'un faisceau d'electrons
a partir des energies de perturbation. En 1'absence de milieu dissipatif
externe (resistif), nous avons trouve dans la section 6.3 que les pertur-
bations d'un faisceau d'electrons obeissent a 1'equation de conservation
(6.57), qu'on peut ecrire :

(6.94)

A partir de maintenant, nous omettons les indices s et 1 puisque nous con-
siderons seulement les equations de conservation associees aux perturba-
tions de faible amplitude. En presence d'un milieu dissipatif, une equation
analogue peut etre obtenue en multipliant (6.81) par EI, ce qui donne :

(6.95)

Cette equation est identique a (6.57), mais avec, au deuxieme membre, un
terme de perte :

- E1J
d

1 = 0E
2

1 = -p (6.96)

ou p est simplement la densite de puissance dissipee dans le milieu resistif.
L'equation (6.95) peut s'ecrire :

(6.97)

qui est 1'equation instantanee de conservation de 1'energie pour les pertur-
bations du courant d'electrons en presence d'un milieu resistif externe.

Si on suppose que la dissipation du milieu resistif n'introduit qu'une
petite perturbation sur les ondes du faisceau d'electrons, on peut conserver
les expressions de U et S etablies en 1'absence de milieu resistif, mais
les amplitudes complexes des champs contiennent maintenant un facteur
exponentiel de croissance ou de decroissance, soit [E1 — Re[E1 0 exp(ikrx —
i(wrt + W i t ) ] ] . Avec |wi << \wr\, la moyenne spatiale de (6.97) donne :

ou les quantites moyennees sont evaluees pour k = kr et w; = wr satisfaisant
1'equation de dispersion du faisceau d'electrons (6.30). On a done :

(6.99)
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Pour 1'onde rapide cela donne :

(6.100)

qui est identique a 1'equation (6.90) obtenue a partir de 1'equation de
dispersion. Pour 1'onde lente, (6.99) donne :

(6.101)

qui est aussi identique a la formule (6.91) obtenue a partir de 1'equation
de dispersion.

D'autre part, si on pose E\ = Re[E1 0 exp(ikrx — kiX — i w r t ) ] , avec
ki\ << \kr\, alors la moyenne de (6.97) dans le temps donne

 

et donc :
(6.103)

En combinant (6.65), (6.99) et (6.103), nous obtenons donc :

(6.104)

qui est en fait une relation generale pour les petites perturbations d'une
onde (kr, wT] dans un milieu faiblement dissipatif. Si vg = V0, 1'equation
(6.104) combinee avec les equations (6.100) et (6.101) donne les memes re-
sultats pour ki que ceux obtenus en (6.92) et (6.93) a partir de la resolution
de 1'equation de dispersion.

Finalement, en ce qui concerne la puissance interne dissipee par 1'onde,
on peut montrer (cf. [361]) que son signe depend du systeme de coor-
donnees dans lequel on se place, comme nous 1'avons montre pour 1'energie
d'onde (6.66), c'est-a-dire que l'on trouve :

(6.105)

Cela explique facilement pourquoi la consideration des collisions dans le
modele du faisceau d'electrons conduit a un amortissement des deux ondes
d'energie positive et negative (cf. probleme P6-14).
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6.5.4 Flux d'energie dans I'amplificateur resistif

Les phenomenes de flux d'energie associes aux ondes de petite ampli-
tude d'un amplificateur spatial stationnaire, dans une interaction faisceau
d'electrons - milieu resistif, sont representes sur la figure 6.8. On voit que
la source electrique stationnaire qui excite le faisceau d'electrons sur une
distance infinitesimale ne lui transfere aucune energie (cf. section 6.4) et
par consequent excite les deux ondes d'energie positive (rapide) et negative
(lente) avec des amplitudes egales. Dans 1'interaction avec le milieu resis-
tif, 1'onde d'energie positive s'amortit tandis que 1'onde d'energie negative
s'amplifie, son flux d'energie devenant de plus en plus negatif. A la sortie
du milieu resistif, le signal amplifie est preleve du faisceau d'electrons qui
quitte done le systeme avec un exces de flux d'energie negative, ce qui
prouve qu'il a ete ralenti. Le detail de ce phenomene de ralentissement,

Figure 6.8 : Flux d'energie associe aux ondes dans un amplificateur faisceau
d'electrons-milieu resistif.

(a) Schema de principe de l'amplificateur.
(b) Flux d'energie dans 1'onde rapide et 1'onde lente.
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c'est-a-dire la diminution de V0, ne peut etre etudie qu'a partir d'une ana-
lyse non lineaire de 1'interaction.

Plus generalement, on remarque que lorsque les perturbations autour
d'un etat d'equilibre sont instables et s'amplifient en utilisant 1'energie
libre de celui-ci, les amplitudes des perturbations instables vont finalement
devenir grandes ; par consequent la dynamique des perturbations et le
nouvel etat de plus faible energie doivent etre determines a partir des
equations dynamiques non lineaires. Les equations dynamiques lineaires
ne peuvent decrire que la stabilite et 1'instabilite d'un etat donne pour des
perturbations de petite amplitude et done, pour les instabilites, seulement
les phases initiales de 1'evolution du systeme.

6.6 Instabilite par couplage avec
un milieu reactif

6.6.1 Equation de dispersion

II est facile de generaliser le modele decrit dans la section 6.5. L'equation
de dispersion electrostatique a une dimension pour un faisceau d'electrons
circulant sans collisions dans un milieu caracterise par la susceptibilite
longitudinale X m

l ( k , w ) est :

(6.106)

ou wp est la frequence plasma du faisceau, et V0 la vitesse de glissement
du faisceau. II est interessant de recrire (6.106) sous la forme :

qui, pour de faibles densites de faisceau (wP —> 0), exprime un faible cou-
plage (par le terme w2

p) entre les ondes degenerees du faisceau (w = kv0) et
les ondes electrostatiques du milieu (1 + XM

L = 0) en 1'absence de faisceau.
La stabilite des modes qui en resultent est determinee par la resolution

du systeme (6.107) pour des valeurs complexes de w ( k r ) = w r ( k r ) + i w i ( k r } .
Si, pour tout kr, ( w i ( k r ] < 0, le systeme est lineairement stable. Si, pour
tout kr, w i ( k r } > 0, le systeme est lineairement instable [cf. section 6.5]. Les
instabilites electrostatiques de courant dans les plasmas prennent souvent
cette forme d'equations de dispersion couplees (6.106), (6.107), dont 1'etude
est detaillee dans le chapitre 7.
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6.6.2 Bilans d'energie

Une valeur quelconque de X m
l ( k , w ) peut representer la propagation de

1'energie et/ou la dissipation dans le milieu. La conservation de 1'energie
de perturbation pour un systeme a une dimension faisceau-milieu prend
alors la forme generale :

(6.108)

ou 1'indice M se rapporte au milieu. L'effet d'une dissipation exterieure (au
faisceau) a ete etudie dans la section 6.5 ; supposons maintenant PM = 0,
c'est-a-dire que le milieu, en 1'absence de faisceau, soit non dissipatif (c'est-
a-dire [ x M

L ( k r w r ) } = 0 = [ M
L ( k r , w r ) ] t cf. probleme P6-14). En sup-

posant que les champs ont une repartition spatiale periodique, correspon-
dant a un nombre d'onde reel kr, et qu'ils varient dans le temps comme
exp(—iwt) avec w = wr + iwi, la moyenne dans 1'espace de (6.108) donne :

et donc :

(6.109)

(6.110)

ou ( } represente la moyenne spatiale. II est clair que si 1'energie moyenne
totale est positive (ou negative), alors wi = 0 et seules les solutions dont la
dependance temporelle est purement oscillatoire sont acceptables. Done
dans un milieu non dissipatif le couplage de deux ondes a energie de
meme signe donne toujours des ondes stables. Pour uji 0 la densite
d'energie totale moyennee doit s'annuler, c'est-a-dire qu'une partie doit
etre negative et le reste positif. Rappelons en effet que 1'equation de conser-
vation de 1'energie des perturbations fait apparaitre (U) comme la somme
de plusieurs termes physiquement bien definis ; certains sont essentielle-
ment positifs, tandis que d'autres peuvent etre soit positifs, soit negatifs.
Si on appelle { _} la partie qui est negative et (U+) la partie restante qui
est positive, la figure 6.9 montre comment, pour un systeme lineairement
instable (wi > 0), ces densites d'energie de perturbation peuvent croitre
dans le temps tout en verifiant (6.109). On remarque que l'augmentation
de la partie positive de 1'energie est alimentee par la partie negative de
1'energie ; or cette partie negative croit egalement en module car elle four-
nit de 1'energie (par couplage avec la partie positive), devenant encore plus
negative. On a ainsi une image de la conservation de 1'energie de perturba-
tion pour une instabilite lineaire dans un systeme conservatif. Cependant
on peut utiliser la conservation de 1'energie de perturbation pour montrer
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Figure 6.9 : Variations des densites d'energie de perturbation dans un
systeme conservatif instable.

que pour un mode instable ( w i ( k r ) > 0), qui verifie 1'equation de disper-
sion, la densite d'energie totale, moyennee dans 1'espace, doit comporter
une partie negative, c'est-a-dire :

Dans le cas le plus simple, les equations (6.109) et (6.110) suggerent
que le couplage conservatif des ondes d'energie positive et negative conduit
a une instabilite lineaire. Cela constitue la base des instabilites des modes
(faiblement) couples7 [361].

Dans le cas general non dissipatif des equations (6.106), (6.107), le
couplage est souvent "fort" en ce sens qu'il modifie les modes des parties
individuelles. Certains systemes a couplage fort peuvent verifier la condi-
tion (6.111) meme si les parties separees, non couplees, n'ont que des modes
d'energie positive. Cela n'est bien entendu pas le cas des equations (6.106),
(6.107) pour lesquelles on a deja montre que les ondes electrostatiques de

7. La plupart des tubes amplificateurs en hyperfrequences utilisent des interactions
reparties entre un "circuit" et un faisceau d'electrons (cf. tubes a ondes progressive).
On peut aussi comprendre leur fonctionnement par une analyse en terrnes d'un couplage
faible entre des ondes d'energie positive dans le circuit et des ondes d'energie negative
sur le faisceau [62, 63].
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faisceau peuvent transporter elles-memes de 1'energie negative (cf. section
6.3). On montrera en revanche que c'est le cas pour des ondes electroma-
gnetiques a couplage fort sur des faisceaux d'electrons (cf. section 7.5).

Nous terminons cette section en considerant une situation electrostati-
que plus simple dans laquelle le milieu (en 1'absence de faisceau) n'est
dispersif que par rapport au temps, c'est-a-dire que XM

L = XM
L (W) est in-

dependant de fc, et le milieu ne possede done pas de modes electrostatiques
qui peuvent propager 1'energie. De la meme fagon que precedemment, on
peut montrer la stabilite en resolvant (6.106) pour W ( k r ] complexe. Puisque
la propagation est determinee par le faisceau, on peut aussi considerer les
solutions de (6.106) pour k(W r) complexe, que l'on peut ecrire directement :

(6.112)

En 1'absence de dissipation, XM
L

1 ( w r ) est reel. En supposant que 1'interaction
est instable [et en negligeant la valeur singuliere (\k\ —> ), a la resonance
du milieu X M

L ( w r ) = —1 (cf. [60]), (6.112) montre que la croissance spa-
tiale est obtenue pour des frequences reelles wr telles que X M

L ( w r ] < — 1.
Remarquons que la relation de dispersion (6.112) montre que le faisceau
est place dans le milieu dont la fonction dielectrique est eo[l + X M

L ( w ) r ) ] .
Pour des frequences telles que X M

L ( W r ] > 0 (milieu capacitif), les deux
ondes de faisceau (6.31) sont modifiees mais restent stables. D'autre part,
pour XM

L(W r) < — 1 (milieu selfique), les deux ondes de faisceau (1'une
d'energie positive et 1'autre d'energie negative) sont fortement couplees,
ce qui cree une instabilite. Ce type d'instabilite est appele instabilite de
milieu reactif. Quelques exemples de telles instabilites sont presentes en
detail dans le chapitre 7.

6.7 Problemes

P6-1 *Fonction de reponse longitudinale
Dans la section 6.2 nous avons considere la solution de (6.14) a (6.17) en 1'absence
de toute excitation exterieure (au faisceau d'electrons) ou de conditions initiales. Nous
avons ainsi obtenu les modes naturels decrits par 1'equation de dispersion (6.30).

Considerons maintenant une densite de charge de perturbation imposee de 1'exte-
rieur pext(x,t), et les conditions initiales n 1 ( x , t = 0) et v 1 ( x , t = 0). La densite de
charge d'origine externe doit etre introduite dans la loi de Poisson :

(6.113)
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et les conditions initiales doivent etre prises en compte pour effectuer la transformed de
Laplace de (6.14) et (6.15).

a) Montrer que la solution des transformees de Fourier-Laplace de (6.14) et (6.15) peut
s'ecrire :

ou la densite de charge "collective" est la meme que celle trouvee en (6.23), et
ou la densite de charge due aux conditions initiales est :

(6.115)

ou mn(k,t = 0) et vin(k,t = 0) sont les transformees de Fourier dans 1'espace
des conditions initiales n i n (x , t = 0) et v i n(x,t — 0).

b) En introduisant la densite de charge "d'excitation" :

et en utilisant (6.114), montrer que 1'equation de Poisson (6.113) devient :

et que 1'expression du champ electrique perturbe en fonction de la densite de
charge d'excitation est done donnee par :

On voit que les egalites (6.117) et (6.118) suggerent la definition de deux fonctions
de reponse longitudinales distinctes. L'une, RL, donne 1'excitation de la densite
de charge collective :

(6.119)

et 1'autre, GL, donne le champ electrique perturbe :

(6.120)

ou Eexc = (pexc/ikeo) est un champ electrique d'excitation effectif. On dit
generalement que RL est la fonction de reponse longitudinale pour le plasma, et
GL la fonction de Green longitudinale pour le champ electrique dans le plasma.
A partir de (6.120), on remarque que les solutions de 1'equation de dispersion,
par exemple (6.30), sont les singularites de la fonction de Green.

c) Montrer que, pour la dynamique a une dimension du faisceau d'electrons, on a :

(6.121)

ou 6 est la fonction de Dirac et u la fonction unitaire de Heaviside. Cela caracterise
la fonction reponse longitudinale de Green du faisceau d'electrons.
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d) On suppose que Eexc(x,t) — 6(x) cosuwrt u(t), comme dans le cas d'une excita-
tion exterieure locale variant periodiquement dans le temps avec la frequence Wr.
Determiner EI(X, t) dans le faisceau d'electrons et interpreter le resultat en fonc-
tion de 1'excitation des modes normaux du faisceau d'electrons. (cf. aussi section
6.4).

e) A partir de (6.115) montrer que les conditions initiales (vln et n-in) creent une exci-
tation de la densite de charge :

(6.122)

qui correspond a un ecoulement libre balistique, d'ailleurs seculaire si (dv-in/dx)
0. Donner une interpretation physique de ces resultats.
On voit donc que la reponse du faisceau d'electrons froids aux excitations exte-
rieures peut presenter non seulement les modes normaux mais aussi des modes
dits "balistiques". Ces derniers dependent evidemment du fait que le faisceau
d'electrons possede une seule vitesse V0, comme dans le modele de plasma froid,
ou une distribution de vitesses comme dans un plasma de temperature non nulle ;
cette question sera consideree dans le chapitre 10.

P6-2 Developpement en serie de 1'energie cinetique
Dans la section 6.3 on a etabli une forme tres utile de la densite d'energie cinetique
en presence de perturbations dans un faisceau d'electrons froid a une dimension. La
moyenne de cette densite est alors une fonction de produits ne comprenant que deux
variables de champ au premier ordre. Comment cela est-il relie au developpement de
la densite d'energie cinetique exacte au deuxieme ordre par rapport aux amplitudes de
champ ?
a) Considerons un developpement des champs n(x,t) et v(x,t) qui entrent dans la

forme exacte de la densite d'energie cinetique UK (6.42), obtenue a partir de
1'equation de conservation non lineaire (6.8). Soit :

ou les indices correspondent a 1'ordre des amplitudes. Si on recherche une expres-
sion de UK correcte au deuxieme ordre par rapport aux amplitudes de champ,
il devrait etre suffisant de developper les champs au deuxieme ordre. En trans-
portant ces champs dans (6.42), calculer UKQ, UKi(x,t) et UK2(x,t). Comparer
ces expressions a celles obtenues a partir de (6.45) pour t/j^-, ou seuls les champs
perturbes au premier ordre avaient ete utilises, et expliquer les differences.

b) On suppose maintenant que les champs a 1'ordre zero (no et VQ) sont constants,
independants de 1'espace et du temps et que les champs au premier ordre (n\ et
v\) sont periodiques dans le temps et dans 1'espace, de la forme exp[i(kx — ujt)]
avec k et u> reels. Dans un calcul de perturbation, on peut alors supposer que
les champs du deuxieme ordre (712 et v^) sont proportionnels aux produits des
champs du premier ordre. Montrer que la densite d'energie cinetique moyenne
au deuxieme ordre est alors donnee par :

(6.125)

Cette expression est differente de (6.50), comme 1'explique la note de bas de page
de la section 6.3.3.
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c) Reprendre les questions a) et b) pour le flux d'energie cinetique obtenu a partir de
(6.8), soit SK(x,t) = (m/2)u2r.

P6-3 Flux d'energie cinetique de perturbation
Le flux d'energie cinetique est obtenu a partir du terme de divergence (a une dimension)
de (6.8) :

En supposant que les champs soient completement determines par les termes d'ordre 0
et 1, c'est-a-dire v = VQ + vi et F — FQ + FI, on pose :

a) Pour des solutions periodiques des champs perturbes montrer que Ton a :

ou ( ) represente la moyenne dans le temps ou 1'espace.
b) Remarquons aussi que (6.128) n'est pas identique a la moyenne du flux d'energie

cinetique de perturbation, (S^) de (6.63), obtenue a partir de 1'equation de
conservation de 1'energie de perturbation (6.57). Expliquer pourquoi il est utile
de considerer 1'expression de (6.63) comme 1'expression correcte de (SK) pour
les perturbations.

P6-4 *Energie dans un faisceau non homogene
On reprend les equations de base, (6.1), (6.2) et (6.3) ou (6.4) pour la dynamique non
relativiste a une dimension, d'un plasma d'electrons froids avec pext

 = Jext = 0. On
suppose que les champs sont linearises autour d'un equilibre spatial non uniforme :

a) Montrer que 1'equilibre non uniforme est regi par les equations :

ou 1'on a tenu compte d'un champ electrique externe, et d'un fond continu d'ions
immobiles.

b) Montrer que les dynamiques linearisees sont donnees par :
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c) En utilisant des etapes similaires a celles de la section 6.3, deduire 1'equation de
conservation de 1'energie de perturbation et montrer qu'elle a une forme identique
a (6.57) avec no = no(x) et VQ — VQ(X).

d) En remarquant que 1'on peut effectuer les transformers de Laplace par rapport au
temps des equations (6.135) a (6.137), montrer que les equations de perturba-
tion peuvent s'ecrire sous la forme du systeme des deux equations differentielles
couplees :

avec Ui — (m/q)vo(x)vi(x,ijj), ou v\(x,u)), et J\ = Ji(x,u>) sont les transformers
de Laplace de la vitesse et du courant de perturbation. On a pose par ailleurs
ke(x) = UJ/VQ(X) et kp(x) — UP(X)/VQ(X).

e) En supposant U\(x) = u(x)e~xp[i I ke(£)d£] et une expression semblable pour Ji,
montrer que (6.138) et (6.139) se combinent pour donner :

Montrer que pour certaines formes de fc~(a:), 1'equation (6.140) admet des so-
lutions a croissance spatiale de u(x). [Considerer par exemple kp(x) = k2

0(l +
ecos/3x) pour lequel (6.140) devient une equation de Mathieu.]

P6-5 Conditions aux limites pour des grilles
dipolaires

Considerons (Fig. 6.10) un faisceau d'electrons passant a travers deux grilles infiniment

Figure 6.10 : Excitation d'un faisceau par une grille dipolaire.

proches aux bornes desquelles est appliquee une source de potentiel de petite amplitude
V\ : on suppose que le faisceau incident est homogene et stationnaire (n = n0,v = v0).
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a) Montrer que la conservation de 1'energie cinetique entre x = 0~ et x = 0+ donne la
condition aux limites (6.71).

b) Montrer que la deuxieme condition aux limites (6.72) resulte du fait que le flux total
d'electrons traversant les surfaces x = 0~ et x = 0~*~ doit etre le meme.

P6-6 Perturbations produites par des grilles
dipolaires

On se refere a la figure 6.3(a).

a) En utilisant les resultats (6.73)-(6.78) pour 1'excitation de v\ et Ji, determiner
ni(x,i) , et par consequent le decalage spatial de phase Vf (cf. Fig. 6.4) entre les
ondes stationnaires de n\ et Ji. Montrer que n\(x = 0+) est fini et coherent avec
la condition aux limites J\(x = 0+) = 0.

b) Trouver Ei(x,t) et son onde stationnaire par rapport a Ji(x,t). Dessiner les batte-
ments stationnaires de E\ et les comparer a ceux de Ji(x,t).

P6-7 *Le klystron amplificateur
A partir de la figure 6.4, on remarque que U\(x] et J\(x) ont une difference de phase
dans 1'espace de 90°. La difference de potentiel appliquee aux grilles dipolaires produit
une perturbation de la vitesse pour x — 0+ et il n'y a pas de perturbation du courant.
Mais, pour x > 0, Pinterference entre les ondes excitees rapide et lente, qui se propagent
toutes les deux dans la direction +x, cree un maximum de courant a une distance egale
a un quart de la longueur d'onde de charge d'espace (Ap/4). A cet endroit, on peut
placer un autre ensemble de grilles tres rapprochees et connectees exterieurement a une
charge, comme le montre la figure 6.11 (a). Pour des grilles extremement rapprochees,
la densite de courant (par unite de surface des grilles) circulant dans la charge externe
est egale a la perturbation de la densite de courant dans le faisceau (cf. probleme P6-8).
Ce courant circulant a travers la resistance R produit une difference de potentiel.

a) Montrer que I'amplification maximale de la difference de potentiel est donnee par :

ou A est une section efficace effective du systeme et ou Yj, est donne par (6.74).

On remarque que pour AY^R > 1 il y a gain, c'est-a-dire amplification de la tension.
C'est le principe de I'amplification de 1'onde de charge d'espace dans un klystron. A
partir de (6.141) on pourrait obtenir une valeur arbitrairement grande du gain, mais on
doit se rappeler que le resultat ne reste valide que si les conditions de petite amplitude
sont verifiees partout le long du faisceau. Ainsi, les relations |Jmax| <C |«/o| = enofo et
\Vout <S VQ = (rai>Q/2e) doivent etre verifiees pour x = (Ap/4), ainsi que |Vjn| <S VQ
pour x = 0, pour que 1'analyse de perturbation reste vraie. Meme sous ces conditions,
on peut atteindre des gains lineaires appreciables.

Du point de vue du flux d'energie, on se rappelle que lorsqu'il n'y a pas de pertur-
bation du faisceau entrant dans le premier groupe de grilles dipolaires (x — 0~), V-in

excite des champs de faisceau qui n'ont pas de flux d'energie cinetique (de perturbation)
net. Cependant, au deuxieme ensemble de grilles dipolaires (x = Ap/4) il y a de la puis-
sance dissipee dans la resistance de charge R, et les excitations sur le faisceau qui quitte
ces grilles doivent done transporter de 1'energie negative ; en raison de la conservation
du flux d'energie, le flux d'energie cinetique negative (multiplie par la surface effective
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Figure 6.11 : Klystron amplificateur.

(a) Schema de principe ; perturbations de la densite de courant et de la vitesse ;
flux d'energie moyenne dans le temps.
(b) Klystron amplificateur a deux cavites.
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A) doit etre egal a la puissance dissipee dans la resistance de charge R [cf. la partie
inferieure de la figure 6.11 (a)].

b) En utilisant une equation de conservation de 1'energie de perturbation qui prend en
compte la moyenne dans le temps du flux d'energie vers une resistance exterieure
R attachee aux grilles dipolaires, montrer que le faisceau quittant la region doit
transporter un flux d'energie cinetique negative (3^) — — |Ji|2.RA/2, ou A est la
section efficace du faisceau.

On remarque que dans ce modele idealise de klystron, bien que la source ne delivre
aucune energie pour exciter le faisceau, la puissance de sortie est finie, c'est-a-dire que
1'amplification de la puissance est infinie. En realite, 1'espace de separation entre les
grilles d'entree est fini, la source a done une charge finie et la sortie une charge ad-
ditionnelle (cf. problemes P6-11 et P6-12) ; le gain de puissance est par consequent
fini. Dans la pratique, aux frequences micro-ondes, on peut realiser 1'excitation et la
reception (appelees respectivement modulation et demodulation) des signaux de per-
turbation sur un faisceau d'electrons de section finie en faisant passer le faisceau par
des ouvertures dans des cavites reentrantes (a la frequence ur), comme le montre la
figure 6.11(b). (On utilise en general plus de deux cavites.) Le tube de glissement est
un guide d'onde a la coupure, de sorte que, d'un point de vue electromagnetique (en
1'absence de faisceau), les cavites sont isolees. Le faisceau d'electrons interagit avec les
champs electriques dans les ouvertures des cavites reentrantes (appelees "fentes").

Le principe de 1'amplification klystron a ete invente il y a longtemps [64b], [64c].
II etait base sur la dynamique simple des electrons en negligeant les effets de charge
d'espace. II existe des klystrons amplificateurs modernes, tres puissants, qui fonctionnent
aux frequences micro-ondes (1-10 GHz) dans la gamme des megawatts avec une grande
efficacite (40-60 %). Pour comprendre cette efficacite on doit etudier la dynamique non
lineaire du groupement en paquets et de la demodulation du faisceau d'electrons (cf.
par exemple [65]).

P6-8 Couplage des perturbations au circuit exterieur
Dans la section 6.4 on a etudie 1'excitation d'un faisceau non module par une difference
de potentiel externe appliquee a deux grilles extremement rapprochees (grilles dipo-
laires) plongees dans le faisceau. Dans ce probleme, on considere le probleme inverse qui
consiste a calculer le courant exterieur induit par un faisceau d'electrons module, dont
la densite de courant est de petite amplitude a 1'entree des grilles dipolaires plongees
dans le faisceau.

a) Pour une dynamique electrostatique a une dimension, montrer que la divergence du
courant total est nulle :

II s'ensuit que :

ot
ou K est une constante (courant par unite de surface).

b) Appliquer (6.143) a la region du faisceau traversant les grilles tres rapprochees re-
presentees sur la figure 6.3 (a). En integrant (6.143) dans la region des grilles,
montrer que la representation externe de cette region est donnee par le circuit
equivalent (par unite de surface) represente sur la figure 6.12 avec :
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Figure 6.12 : Circuit equivalent a des grilles d'excitation.

et
f d / 2

Montrer ensuite que pour des grilles infiniment rapprochees (d —> 0, c'est-a-dire,
des grilles dipolaires), un faisceau entrant avec une densite de courant J\ induit
un courant externe K = J\.

P6-9 *Valeurs propres pour la diode de Pierce
Considerons la dynamique a une dimension d'un faisceau d'electrons passant par deux
grilles qui ne perturbent pas 1'ecoulement et separees par une distance quelconque d.
Le champ electrique entre les grilles ne peut plus etre determine a 1'avance ; il depend
du champ self-consistent engendre par les charges sur les grilles et du groupement en
paquets du faisceau entre les grilles. On doit resoudre cela comme un probleme avec con-
ditions aux limites et determiner ses frequences caracteristiques (complexes en general).
La formulation electrodynamique et la resolution de ce probleme que nous exposons
maintenant sont peut-etre les plus simples.

Soit ±Qs(t) la charge sur les grilles. Le flux de courant vers les grilles est alors :

et la densite de charge sur les grilles, dans le faisceau, est :

Cela peut etre considere comme une densite de charge externe dans 1'equation de Poisson
pour la dynamique de perturbation d'un faisceau electrostatique.
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a) Si on se limite au mouvement dans une seule direction, on a :

ou E ( k , u j ) est la transformee de Fourier-Laplace du champ electrique, K i ^ ( k , u j )
la permittivite longitudinals du faisceau (6.29), et A la surface de la section du
systeme perpendiculairement a la direction du faisceau.

b) Montrer que la difference de potentiel entre les grilles est :

et trouver 1'impedance aux extremites :

ou CQ = (eo A/d) est la capacitance dans 1'espace libre (c'est-a-dire en 1'absence
de faisceau).

c) En utilisant les resultats de b) et en integrant selon x montrer que Ton a :

OU

est la fonction reponse du plasma (cf. probleme P6-1).
Les frequences caracteristiques (mode normal) du systeme court-circuits sont
donnees par z(u>) = 0. Les solutions u complexes (uj = uir + i^i) avec Wj > 0
sont instables.

d) En utilisant la susceptibilite d'un faisceau d'electrons froids (6.24), effectuer 1'inte-
gration de (6.151). [Note : Pour Wj > 0 1'integrale peut etre prise le long de la
moitie inferieure du plan complexe K, parallelement a 1'axe nr', on peut d'autre
part ecrire sin AC = (elK — e^l/t)/(z2); les integrales resultantes peuvent alors etre
evaluees en fermant de fagon appropriee le contour d'integration et en evaluant
les residus des poles interieurs au contour.]

e) En utilisant les resultats de d) montrer que la valeur propre de 1'equation z(u) = 0
s'ecrit sous la forme :

ou, de fagon equivalente :

ou 6 = (ud/vo) et 9P = (u>pd/vo). Les frequences complexes caracteristiques
dependent done du seul parametre Op, qui est egal a 2?r fois le rapport du temps
de transit non perturbe des electrons a la periode du plasma.
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Figure 6.13 : Parties reelle et imaginaire de la frequence normalised 9 en
fonction de Tangle de transit du plasma 6p.

On a note L = d la distance entre les surfaces equipotentielles
(d'apres [66]).

Le problems que 1'on vient d'analyser est apparu pour la premiere fois en relation
avec la determination des courants stables aux frontieres d'un faisceau d'electrons neu-
tralise. Comme on ignorait la dynamique du fond neutralisant des ions, le flux a une
dimension d'un faisceau d'electrons entre des surfaces equipotentielles a ete analyse
d'abord par J. R. Pierce [67] qui a obtenu (par d'autres moyens que ceux que 1'on
vient d'exposer) 1'equation caracteristique (6.153). Les modes stables (cjj < 0) existent
seulement pour 6P < TT; pour ceux-ci on a en fait uir = 0 (cf. probleme P6-10).

L'ensemble des modes instables a ete etudie par des methodes de resolution nume-
rique de 1'equation (6.154), comme le montre la figure 6.13. Le meme probleme a
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cgalement etc resolu plus recemment [68] pour le cas d'un circuit externe quelconque ;
comme on pouvait le supposer, certains des modes en court-circuit (Pierce) qui etaient
instables peuvent etre stabilises, tandis que d'autres qui etaient stables peuvent etre
destabilises. On s'est egalement interesse recemment a 1'evolution non lineaire de 1'insta-
bilite de la diode de Pierce ; les solutions non lineaires (principalement numeriques)
presentent des bifurcations subharmoniques et des mouvements chaotiques, y compris
des attracteurs etranges [69].

P6-10 *Stabilite de la diode de Pierce
a) En partant de 1'equation caracteristique, (6.153) ou (6.154) du probleme P6-9, qui

donne les valeurs complexes de u> pour up, VQ et d donnes, montrer qu'il y a
un ensemble discontinu de modes (marginalement) stables avec u = 0 pour
Op = (iiipd/vo) = mr ou n est un entier quelconque.

b) Montrer que pour 9P = TT + a avec a <C 1 on obtient un mode purement croissant :

• ^ U° ^ic^

qui a ete mis en evidence pour la premiere fois par J.R. Pierce [67]. Montrer
ensuite que pour 9P < IT la diode Pierce est stable, conformement aux resultats
numeriques de la figure 6.13 du probleme P6-9.

P6-11 * Admittance de deux grilles avec charge
d'espace quelconque

Apres avoir etabli la condition de stabilite en "court-circuit" pour un systeme compose
de deux grilles placees dans un faisceau d'electrons (cf. probleme P6-10), on peut main-
tenant etablir 1'admittance externe pour une frequence reelle w, et aussi determiner
1'admittance electronique (cf. Fig. 6.14).

Figure 6.14 : Circuit equivalent a une paire de grilles dans un faisceau
d'electrons.

a) En se reportant au circuit equivalent (cf. Fig. 6.12) etabli dans le probleme P6-8,
montrer que 1'on a (par unite de surface de la section du faisceau) :
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avec :
K —iujcn

ou CQ = (eo/d), et ou z(<jj] est donne par 1'egalite (6.151) du probleme P6-9.

b) En evaluant z(u>) comrne dans le probleme P6-9, mais maintenant pour une
frequence reelle u>, montrer que 1'on a :

ou G™g est donne par :

avec :

Montrer ensuite a partir des egalites (6.156) a (6.158) que

Dans quelles conditions peut-on avoir Geg < 0?

c) Determiner les conditions pour lesquelles Yef w Y^ (c'est-a-dire, les conditions de
faible charge d'espace) compatibles avec la condition de stabilite etablie dans le
probleme P6-10. Dans 1'hypothese de faible charge d'espace, on peut supposer
que le champ electrique de perturbation entre les grilles est uniforme, c'est-a-
dire EI(X) ~ Vi/d pour \x < d/2, ou V\ est la difference de potentiel complexe
de perturbation appliquee aux bornes des grilles a la frequence uj [cf. Fig. 6.3
(b)]. Montrer que dans ces conditions, Mw en (6.160) permet de calculer les
amplitudes des ondes rapide et lente excitees sur le faisceau :

En utilisant ces resultats et la conservation du flux d'energie, montrer que 1'egalite
(6.159) provient du fait que (|VAi |2/2) G^ est la moyenne dans le temps du flux
d'energie entre la source exterieure et le systeme grilles-faisceau, dans la limite
de charge d'espace faible.

d) On remarque que pour \Y^\ 2> WCQ, 1'expression (6.162) donne Ye£ w IUJCQ, c'est-
a-dire une susceptance purement inductive qui implique Y — 0. Determiner les
conditions pour lesquelles cela est obtenu, en accord avec la stabilite.
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P6-12 Admittance de deux grilles avec
charge d'espace nulle

Dans la limite de faible charge d'espace, (ujp/uo) <C 1, la conductance electronique d'un
faisceau (par unite de surface), vue par le systeme externe constitue de deux grilles
traversees par le faisceau, est donnee par 1'equation (6.159) du probleme P6-11.

a) Montrer que pour (vp/u) —> 0 on a :

oil | Jo est la grandeur de la densite de courant du faisceau non perturbe, VQ —
(mvQ/2e) est la difference de potentiel de deplacement du faisceau, et ke =
(U/VQ). Cela est represente sur la figure 6.15.

Pour 0 < ke < 2ir/d, 1'amplitude de 1'excitation de 1'onde rapide est plus grande que
celle de 1'onde lente. Ainsi, une source externe devrait fournir de 1'energie au systeme
grilles-faisceau. D'autre part, pour (2jr/d) < ke < (3ir/d) la situation inverse se produit
et le systeme grilles-faisceau pourrait fournir de 1'energie a une charge externe attachee
aux grilles ; cela constitue en fait le principe du fonctionnement d'un oscillateur, appele
"monotron" qui a ete invente peu apres le klystron [70].

L'oscillateur monotron est constitue d'un faisceau d'electrons traversant une seule
(d'ou le prefixe "mono") cavite resonnante reentrante (Fig. 6.16) dont la fente est d'une
longueur appropriee (2ir < ked < 3?r).

Bien que le concept en soit simple, ce type d'oscillateur n'est pas tres efficace et
par consequent n'est pas produit commercialement. L'analyse non lineaire montre que
quand les champs augmentent pour atteindre des amplitudes appreciables, les grandes
modulations de vitesse qui en resultent conduisent a une saturation non lineaire de la
sortie a des niveaux de puissance relativement faibles.

Dans la meme categoric de dispositifs, le "klystron reflex" [71] [72], dont nous ne
decrirons pas le fonctionnement, est un oscillateur bien meilleur aux frequences micro-
ondes ; les oscillateurs micro-ondes aux puissances moyennes et fortes sont generalement
du type magnetron (cf., par exemple, [73] [74]).

A 1'heure actuelle, divers oscillateurs et amplificateurs en ondes millimetriques
(gyrotrons, peniotrons, lasers a electrons libres, ...) utilisent la dynamique particu-
liere des faisceaux d'electrons energetiques, paralleles ou perpendiculaires a un champ
magnetique (cf. par exemple [74b]).

b) Le faisceau presente aussi une susceptance electronique, Bei, au circuit externe.
Utiliser le theoreme de Poynting de perturbation complexe pour montrer com-
ment la determiner, et montrer que la susceptance est donnee par 1'equation
(6.161) du probleme P6-11 dans la limite (UJP/UJ) <C 1. Pour (up/u)) —> 0 montrer
que :

et representer —B^(ked)/Go en fonction de uird/vo sur la figure 6.15.



294 Ondes et instabilites electrostatiques

Figure 6.15 : Conductance electronique normalised a la conductance du
faisceau (par unite de surface) GQ — |Jo|/Vo, en fonction de Tangle de
transit.

[Remarquer que puisque nous avons defini Yep = G^// — i Be£, avec une susceptance
capacitive (Be£ < 0), on a ^sYe£ > 0, tandis qu'avec une susceptance inductive (Bef >
0), on a ^sYef < 0, ce qui est coherent avec la pratique des ingenieurs electriciens qui
utilisent une dependance temporelle harmonique en exp(jijjt) plutot qu'en exp(—iwt) ;
i = v^^T = j]

P6-13 Stabilite avec dissipation interne
a) Considerons la dynamique linearisee a une dimension d'un ecoulement d'electrons

en presence de collisions elastiques (avec un fond continu immobile). Montrer
que les equations linearisees sont :
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Figure 6.16 : Schema de 1'oscillateur monotron.

L'unique cavite reentrante, a longue ouverture, determine la frequence.

ou FI = riQVi +n\vo, comme precedemment, et ou v est la frequence de collisions
des electrons du faisceau avec le fond continu. Comme dans la section 6.2, on
suppose que la densite de charge a 1'equilibre des electrons est neutralised par
un fond continu immobile d'ions positifs, et que la vitesse de glissement VQ est
constante (imposee de fagon externe).

b) Calculer la susceptibilite longitudinale, Xj^(k,u>), et la conductivite longitudinale,
ail(k,u'). Remarquer comment elles different de (6.24) et (6.26), en particulier
pour k — kr et u = ujr, c'est-a-dire lorsque k et uj sont tous les deux reels.
Etablir une relation entre la partie reelle de cr^(/cr,o;r) et la partie imaginaire de
XL(kr,u>r), et discuter leur signification.

c) Etablir la relation de dispersion pour les ondes electrostatiques et montrer qu'elles
sont stables. Pour v <C t*;p, identifier 1'onde "rapide" faiblernent amortie (energie
positive) et 1'onde "lente" (energie negative) et montrer qu'en presence de colli-
sions internes selon le modele de (6.168), elles sont toutes les deux stables.

P6-14 *Conservation de 1'energie avec dissipation
interne

a) En partant des equations (6.167) et (6.168) du probleme P6-13, etablir 1'equation
de conservation de 1'energie de perturbation et montrer qu'elle s'ecrit :

En comparant avec (6.57) identifier la densite de puissance dissipee, p^ —
vmviY'\. Remarquer que pour une valeur non nulle de VQ, elle n'est pas
necessairement positive.
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b) Montrer que pour des champs periodiques dans 1'espace et le temps, la densite
moyenne de puissance dissipee (p^) = ^TORe(i;:jTi)/2, est donnee par :

ou <TL(kr, uv) est la conductivite longitudinale, obtenue dans la partie b) du
probleme P6-13, et evaluee pour k reel et u reel.

c) On remarque que pour des champs periodiques dans 1'espace ou le temps, la moyenne
(respectivement dans 1'espace et le temps) de la densite de puissance dissipee est
bien definie par (pd) = ̂ mR,e(v^Ti)/2. Montrer, cependant, que pour k = kr reel
et u complexe (|Ei|2/2)Re[crJ[/(fcr,u;)] ne peut pas etre identifie avec la moyenne
dans 1'espace de la densite de puissance dissipee. De la meme fagon, montrer que
pour uj = <jjr reel et k complexe (\Ei\2/2)'Re[o'L(k, ujr)] ne peut pas etre identifie
avec la moyenne dans le temps de la densite de puissance dissipee.

d) A partir de (6.170), evaluer (pd)k pour les ondes rapide et lente faiblement amorties
(v <C wp) et montrer que leurs densites de puissance moyennes de dissipation
(interne) sont de signes opposes. En utilisant la formule de perturbation pour
wi(kr), (6.99), montrer ensuite que les collisions des particules avec un fond
continu, c'est-a-dire la dissipation interne, produisent un amortissement des deux
ondes. Remarquer que ces collisions internes conduisent a une puissance dissipee
negative pour des ondes d'energie negative, comme prevu par 1'equation (6.105).



Chapitre 7

Instabilites de courant
dans les plasmas

7.1 Introduction

Les plasmas sont generalement crees dans un etat eloigne de 1'equilibre
therrnodynamique. Dans certaines circonstances, on trouve que les pertur-
bations d'un tel etat sont instables, c'est-a-dire qu'elles ne decroissent pas
mais ont tendance a creer un nouvel etat du plasma, avec moins d'energie
libre, et probablement plus proche de 1'equilibre therrnodynamique. Bien
que les collisions entre particules conduisent ulterieurement a 1'equilibre
therrnodynamique, les transitions instables entre etats du plasma ont lieu
a des echelles de temps qui sont generalement plus courtes que les temps de
collision typiques. Ainsi, on peut etudier de telles instabilites en utilisant
des modeles de plasmas non collisionnels.

Les reserves d'energie libre qui creent les instabilites sont d'une grande
diversite et dependent du mode de creation du plasma et de son confine-
ment. Une source d'energie libre peut etre par exemple constitute par les
vitesses relatives des differentes especes de particules. Dans un plasma uni-
forme, celles-ci existent soit parce que certaines particules sont injectees
dans le plasma, soit lorsque le plasma est soumis a un champ electrique
pulse qui peut penetrer dans le plasma. Les instabilites creees par de telles
vitesses sont les instabilites de courants.

Les details de la distribution de vitesses de chaque espece de particules
chargees peuvent jouer un role pour de telles instabilites, et une descrip-
tion basee sur la theorie cinetique des plasmas est alors necessaire. Ces
instabilites cinetiques sont traitees dans le chapitre 10. Cependant, dans
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de nombreuses circonstances, les effets cinetiques sont negligeables ; ces
instabilites presentent alors des taux de croissance eleves et le detail des
processus physiques est tres different de celui des instabilites cinetiques.
Leur evolution peut alors etre decrite de fagon simple par un modele hydro-
dynamique de plasma froid. La croissance rapide des instabilites conduit
d'ailleurs rapidement a des champs d'une amplitude appreciable et les ef-
fets non lineaires commencent a dominer 1'evolution ulterieure du systeme.
La dynamique non lineaire est assez compliquee et difficile en general a
decrire analytiquement ; on peut cependant la comprendre a partir de
simulations sur ordinateur dans des cas particuliers. Sans entrer dans les
details de celles-ci nous resumerons leurs resultats pour avoir une vue de
1'evolution non lineaire et de la saturation des instabilites. Une breve des-
cription des phenomenes non lineaires est donnee a la fin du chapitre 10,
dans la section 10.7. Pour une etude plus approfondie de la dynamique
non lineaire des plasmas, nous renvoyons done le lecteur a la section 10.7
et aux references qui y sont donnees.

Dans ce chapitre, nous allons considerer plusieurs types d'instabilites
qui peuvent exister dans un plasma ou les differentes especes de particules
chargees ont des mouvements d'ensemble les unes par rapport aux autres.
Pour simplifier, nous considererons d'abord une dynamique linearisee a
une dimension, et nous nous limiterons a des modeles de plasma froid
sans collisions. Nous decrirons ainsi les instabilites electrostatiques. A la
difference de 1'instabilite d'un faisceau d'electrons dans un milieu resistif
(section 6.5), nous trouverons que les instabilites de courant dans un plas-
ma ne peuvent pas etre considerees comme resultant d'un couplage faible
entre deux types d'ondes ; les couplages sont conservatifs (non dissipatifs)
et, en fait, des couplages forts, comme nous 1'avons note dans la section 6.6.
II n'y a couplage faible que si les differentes composantes du plasma sont
physiquement separees. De telles situations sont traitees dans [362], [62] et
[63] qui developpent le formalisme du couplage faible entre modes. Lorsque
le couplage est fort, on doit s'appuyer sur une analyse de la stabilite basee
sur les solutions de 1'equation de dispersion avec u) complexe pour k reel.
Bien que 1'interpretation de u(kr) soit immediate, comme deja explique
dans la section 6.5, le sens, s'il existe, que 1'on peut donner a une valeur
de k(<jjr} complexe devient incertain dans la plupart des cas. Nous verrons
qu'il n'y a pas de relation simple entre ki(ujr) et Ui(kr) comme celle (6.104)
trouvee dans la section 6.5.3. Les relations entre les solutions de 1'equation
de dispersion dans les plans complexes u et k sont discutees dans [60].

Dans les sections 7.2-7.4 nous decrirons les instabilites de courant
electrostatiques de base avec les modeles a une dimension les plus simples.
Les instabilites electromagnetiques, qui necessitent des modeles au moins
a deux dimensions, sont traitees dans la section 7.5. Nous n'y decrirons
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en detail que 1'instabilite electromagnetique la plus simple, mais les equa-
tions dynamiques completes, a trois dimensions, avec les effets relativistes,
y seront egalement developpees pour un plasma froid et resolues pour la
propagation transverse a un faisceau d'electrons.

7.2 Instabilite faisceau-plasma
X

7.2.1 Equation de dispersion
Considerons un faisceau d'electrons de densite et de vitesse constantes, no&
et VQb, qui traverse un plasma uniforme de densites electronique et ionique
n0e et riQi, comme represente sur la figure 7.1.

Figure 7.1 : Systeme faisceau-plasma a une dimension.

L'instabilite de ce systeme a ete mise en evidence des les premieres
observations d'oscillations de plasma [75], [76], [77]. Dans celles-ci, un fais-
ceau d'electrons de faible densite traversait un plasma, et on a trouve qu'il
etait responsable de 1'excitation des oscillations observees.

Dans 1'etat d'equilibre, on suppose qu'il y a neutralite electrique glo-
bale, c'est-a-dire noe + ^ob = ^^oi, ou Zie est la charge d'un ion, et il n'y a
done pas de champ electrique (EQ = 0). D'autre part, on ne considere que
la dynamique a haute frequence des electrons du plasma et du faisceau,
et on neglige le mouvement des ions du plasma, comme s'ils avaient une
masse infinie. Les equations linearisees, a une dimension pour les electrons
du plasma froid, sont alors :
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ou les indices inferieurs 1 sont affectes aux perturbations. De fagon sem-
blable, pour la dynamique linearisee a une dimension, non relativiste et
electrostatique, du faisceau d'electrons, on a [cf.(6.14) et (6.15)] :

Les deux systemes d'equations dynamiques sont couples par le champ
electrique de perturbation qui, dans 1'hypothese electrostatique, doit obeir
a 1'equation de Poisson :

due au mouvement des electrons du plasma et du faisceau. A partir des
equations (7.1) et (7.2), et en supposant une dependance spatio-temporelle
des amplitudes complexes en exp(ikx — iut}, on peut facilement calculer
la susceptibilite longitudinale normalisee pour les electrons du plasma :

avec ujp = (e2noe/?TT.eo), et d'apres (6.24) on a pour les electrons du fais-
ceau :

avec (jj^ = (e2n0b/m.eo). En portant ces expressions dans la forme complexe
de (7.5) on obtient :

avec :

La relation de dispersion pour le systeme faisceau-plasma, Ki,(k,u} =
0, peut done s'ecrire :
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Elle est de la forme (6.106) et on peut attendre dans un tel systeme
une instabilite de "milieu reactif", c'est-a-dire un couplage, instable dans
1'espace quand le plasma est reactif-inductif, entre les ondes du faisceau
d'energies positive et negative. La meme relation de dispersion peut s'ecrire
aussi sous une autre forme qui suggere mieux le couplage entre les oscilla-
tions de plasma et les ondes du faisceau :

Sous cette forme, il est evident que pour des frequences beaucoup plus
grandes que la frequence plasma, |o;| ^> o;p, on a principalement les ondes
non perturbees du faisceau d'electrons, (LU — kvo)2 ~ w2, comme dans la
section 6.2.2. Au contraire, a proximite et en dessous de la frequence plas-
ma, la relation de dispersion predit 1'instabilite, c'est-a-dire que pour k
reel (k = kr) uj est complexe (u> = <jjr + iuji) avec Ui(kr) > 0 (cf. Fig. 6.6
et la discussion associee dans le chapitre 6).

7.2.2 Solutions du type uj(kr]

Pour etudier les instabilites, on suppose d'abord que k = kr est reel et
on resout 1'equation de dispersion en recherchant des solutions du type
ui(kr] avec Ui(kr] > 0. Pour cette recherche, il est commode d'utiliser une
representation graphique de la relation de dispersion ecrite sous la forme :

est le rapport de la densite du faisceau non perturbe a la densite du plasma.
La fonction H(u) est representee graphiquement sur la figure 7.2.

On y voit que si UJP est assez petit, il y a toujours quatre valeurs reelles
de (jj pour toute valeur reelle de k. Mais, si w2 > [I/H(UQ}], ou WQ est
determine par la condition (dH/dui) = 0, il n'y a alors que deux valeurs
reelles de uj et les deux autres sont complexes. Puisque, pour k reel, la
relation de dispersion est un polynome a coefficients reels, les deux solu-
tions complexes sont imaginaires conjuguees. Done, pour w2 > [l/H(ujQ)],
1'une des solutions uj(kr) a une partie imaginaire positive qui conduit a
1'instabilite. A partir de (7.12), il est facile d'etablir (cf. probleme P7-1)
que 1'instabilite, u)i(kr) > 0, existe dans 1'intervalle des nombres d'onde
reels defini par :
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Figure 7.2 : Instabilite faisceau-plasma.

Resolution graphique de 1'equation (7.12) pour deux valeurs de ujp.
Pour ujp2 il y a deux solutions u complexes et deux solutions u reelles.

et pour les frequences correspondant a la condition :

On peut obtenir les expressions analytiques de la frequence complexe
dans la gamme d'instabilite de kr pour la situation physique interessante
du point de vue pratique ou 6 <C 1 ; ce cas est frequent car il est difficile de
produire des faisceaux d'electrons de haute densite, tandis que les plasmas
dans lesquels on injecte les faisceaux (ou qui peuvent etre generes par eux)
peuvent etre de densite beaucoup plus elevee. Pour 6 <C 1, la relation de
dispersion (7.11) peut etre resolue de fagon approchee. L'interaction la plus
forte, et par consequent le taux de croissance le plus grand, peuvent etre
attendus quand les termes de plasma et de faisceau sont proches du syn-
chronisme, \uj\ ~ u}p ~ krVQ ; celase produit [cf. (7.11)] approximativement
pour :
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En posant u> = UJP + £7 = krv0 + 0, on trouve a partir de (7.16) :

II est clair que la troisieme solution est la racine instable et donne pour
Kr ~ uip/VQ :

719)

Remarquons que bien que nous ayons suppose 6 <C 1 (ce qui entraine
\jjij(jjr <C 1), le taux de croissance peut etre une fraction appreciable
de la frequence plasma. L'instabilite est done tres forte et se developpe
rapidement.

Un autre regime instable de kr pour lequel 1'equation (7.11) se resout
analytiquement correspond a \u>\ <C cop ; on trouve

qui est un taux de croissance beaucoup plus petit, et a des frequences plus
faibles que les valeurs trouvees en (7.19) et (7.18).

La relation de dispersion complete pour k reel est represented sur la
figure 7.3. La valeur maximale de k pour laquelle il y a instabilite est
donnee par (7.14) et le taux maximal de croissance par (7.19). A titre
d'exemple, les parametres typiques dans les experiences de laboratoire de
type faisceau-plasma sont :

n0e = 1018/rn3, nob = 1015/m3, Vo = O.lc

On a alors :

LJP w 5.64 x 1010, (fp w 9 GHz), 6 = W~3

Le taux maximal de croissance de 1'instabilite est alors :

kr « 19/cm (A w 0.33 cm)

avec :
ujr « 0.96o;p, uJi ~ 0.07 UJP
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Figure 7.3 : Diagramme de dispersion d'un systeme faisceau-plasma.

U)(kr) — Ur(kr} +lUJi(kr)

Faisceau d'electrons de faible densite 6 = (nob/noe) -C 1.

c'est-a-dire une periode de multiplication par e de 27r/uii w 1.6 x 10~9 s.
L'instabilite se developpe done sur des longueurs d'onde tres courtes par
rapport a la dimension type (longueur le long de VQ) de 1'experience, et
sur des temps qui sont courts par rapport aux temps de collision (par
exemple de collision electron-ion dans le plasma). Cela Justine le fait qu'on
a neglige les collisions. On a aussi neglige le mouvement des ions ; cela
est justifie a posteriori puisque pour le taux de croissance maximum, on
a a la fois uv w UJP ^> upi et uji > cupi. D'ailleurs, dans le modele des
plasmas froids, la dynamique des ions ne modifie que legerement UJP ; elle
est significative pour les basses frequences (en dessous de uipi) quand les
effets de temperature deviennent egalement importants ; ce cas sera traite
dans le chapitre 11.
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7.2.3 Solutions du type k(ur)

a) Le plasma comme milieu reactif

Une image physiquement interessante de 1'instabilite est suggeree en re-
crivant la relation de dispersion (7.10) sous la forme :

On y voit que le plasma agit comme un milieu dielectrique avec une fonc-
tion dielectrique e£(u;) = eo(l — ujp/uj2) ; le faisceau d'electrons peut etre
considere comme se deplagant dans ce dielectrique. Quand la densite de
plasma est nulle on a e£ = CQ et (7.21) redonne les deux ondes stables
d'energie positive et negative qu'on a trouvees dans la section 6.4. Pour
les densites de plasma finies et les frequences superieures a cjp, le plasma
agit comme un dielectrique ordinaire avec e£ > 0 ; toute perturbation
de la densite de charge du faisceau produira un champ electrique dont la
direction tend a ramener vers 1'etat d'equilibre [Fig. 7.4(a)]. Ainsi, pour
uj > UJP il y a stabilite et les ondes de faisceau sont seulement legerement
perturbees par le plasma.

La situation est completement differente pour a; < UJP quand le plasma
est tel que e£ < 0 ; toute perturbation de la densite du faisceau (con-
sideree maintenant comme une charge de polarisation) produit alors un
champ electrique dont la direction augmente la perturbation de la densite
[Fig. 7.4(b)]. II s'agit alors d'une situation instable ; les ondes du faisceau
d'energie positive et negative (qui composent en general une perturbation
arbitraire du seul faisceau) sont fortement couplees (et modifiees) par la
presence du milieu dielectrique plasma inductif-reactif. L'instabilite fais-
ceau-plasma est done une instabilite de milieu reactif.

b) Amplification spatiale des frequences reelles

Dans cette image physique de 1'instabilite faisceau-plasma, on a suppose
que uj est reel, c'est-a-dire que la situation est de type quasi stationnaire (cf.
Fig. 6.7 et discussion associee). On est done tente de resoudre 1'equation
de dispersion (7.10) ou (7.21) pour k(u)r) complexe, ce qui est certaine-
ment plus facile puisque 1'equation n'est que du deuxieme degre en k. On
obtient :
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Figure 7.4 : Representation physique de 1'interaction faisceau-plasma de
type "milieu reactif".

(a) Stable, (b) Instable.

Ce resultat est represente sur la figure 7.5 ou 1'on voit qu'il y a un taux
de croissance spatiale infini pour ujr —>• u~ ; d'autre part, contrairement a
1'instabilite faisceau-milieu dissipatif, il n'y a pas de relation simple entre
ki((jr} et uji(kr).

Cependant, contrairement au cas de 1'interaction faisceau-milieu dis-
sipatif, ou les seules ondes sont les ondes de faisceau de meme vitesse
de groupe, dans 1'interaction faisceau-plasma il y aussi une onde de plas-
ma dont la vitesse de groupe (dans le modele de plasma froid) est nulle.
Dans ce modele, on ne peut done pas supposer que les transitoires sont
entierement evacues par convection ; les champs vont done croitre avec le
temps partout a partir de 1'injection du faisceau, dans la direction de VQ
(cf. [78], [60]).

Un etat stationnaire asymptotique dans le temps peut cependant s'eta-
blir en presence de collisions dans le plasma. En supposant que celles-ci ont
une frequence v -C LOP, comme c'est generalement le cas, on peut introduire
cet effet comme une perturbation. En general, pour un plasma froid avec
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Figure 7.5 : Diagramme de dispersion de 1'instabilite faisceau-plasma.

collisions on a :

En introduisant cette formule dans (7.21) et en resolvant par rapport a k
avec uj = (jjp ^> v on trouve :

Le comportement singulier du taux de croissance spatial lorsque v —>• 0
montre cependant que d'autres effets, tels que les effets de temperature,
doivent etre pris en consideration pour qu'un etat stationnaire s'etablisse.
De toute fagon, il faut etudier 1'evolution vers un regime d'amplification
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spatiale stationnaire pour s'assurer que la croissance temporelle des tran-
sitoires ne conduit pas le systemc a un nouvel etat non lineaire (cf. [60]).
Finalement, on peut remarquer que V inhomogeneite du plasma dans la
direction du faisceau peut aussi avoir un effet profond sur 1'instabilite fais-
ceau-plasma (cf. probleme P7-2).

7.2.4 Aspects non lineaires de 1'instabilite

L'evolution non lineaire de 1'instabilite faisceau-plasma froid uniforme est extremement
complexe et, jusqu'a maintenant, n'a pas ete resolue analytiquement. On peut compren-
dre qualitativement quelques-uns de ses aspects a partir de la nature des ondes insta-
bles lineairement. Remarquons que les ondes lineairement instables, de basse frequence
(7.20), sont en resonance de phase avec le faisceau (c'est-a-dire que (ujr/kr) KI VQ) ;
elles vont done pieger les particules du faisceau et par consequent se saturer a des am-
plitudes plutot faibles. D'autre part, les ondes lineaires a croissance maximale, (7.18)
et (7.19), ne sont pas en resonance de phase. Elles vont croitre en amplitude jusqu'a ce
que leur largeur de piegeage (cf. paragraphe 10.7.1) s'etende et piege aussi les particules
du faisceau. Ces ondes, dont les frequences caracteristiques sont proches de cup, vont
alors se saturer a des amplitudes plus grandes et done devenir dominantes. Cependant,
les instabilites lineaires croissent a la fois dans 1'espace et dans le temps (cf. [60]) et la
description precedente n'est pas vraiment complete.

Les simulations sur ordinateur [78] permettent d'avoir une comprehension physique
plus detaillee de ce phenomene. L'effet non lineaire principal est, premierement, le
"piegeage localise" des electrons du faisceau dans les champs electriques de 1'instabi-
lite qui croissent dans 1'espace et le temps, et, deuxiemement, le "piegeage localise" de
quelques electrons du plasma. La dynamique non lineaire des particules devient alors
hautement non laminaire, avec un melange de champs coherents (pres de 1'injection
du faisceau) et de champs aleatoires (loin du lieu d'injection du faisceau), et est done
difficile a traiter analytiquement. Dans 1'etat quasi stationnaire qui en resulte, le fais-
ceau d'electrons est ralenti considerablement et s'etale en vitesse ; une petite partie
des electrons du plasma forme une queue de haute energie dans 1'espace des vitesses,
et des oscillations de champ electrique, localisees et de grande amplitude, persistent ;
celles-ci peuvent enfin se coupler de fagon non lineaire avec d'autres ondes du plasma
(cf. paragraphe 10.7.3). Ainsi Penergie libre initiale du faisceau d'electrons injecte est
distribute, de facon plutot complexe, entre les particules et les ondes du plasma. Dans
un plasma uniforme, le faisceau lui-meme est presque completement rendu aleatoire
sur une courte distance correspondant a quelques longueurs d'onde (2Ttvo/ujp), ce qui
explique le "paradoxe de Langmuir" *.

1. Dans ses etudes sur les plasmas dans les decharges gazeuses produits par des elec-
trons emis par une cathode chaude, et acceleres par un potentiel positif, Langmuir
avait observe que les electrons du faisceau, en penetrant dans le plasma, prenaient une
distribution maxwellienne deplacee, une partie de leur energie devenant ainsi aleatoire,
et tout cela sur une distance courte par rapport a leur libre parcours moyen de collision.
C'est ce qu'on a appele le "paradoxe de Langmuir" [92] et [l].
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7.3 Instabilites de courant dans un plasma

Une autre situation physique dans laquelle apparaissent des instabilites de
courant est celle d'un plasma neutre ou les electrons sont en mouvement
relatif par rapport aux ions. Cela peut se produire dans un faisceau d'elec-
trons neutralise par des ions, ou dans un plasma qui a ete soumis a un
champ electrique constant qui a place les electrons en mouvement de derive
par rapport aux ions. La premiere de ces situations a ete etudiee par Pierce
[79] pour les amplificateurs a faisceaux d'electrons et par Budker [80],
pour les accelerateurs d'electrons, tandis que le deuxieme cas a ete traite
en detail par Buneman [81] ; cette instabilite devrait done etre baptisee
"instabilite de Pierce-Budker-Buneman". En physique des plasmas, on dit
plutot "instabilite de Buneman" tout court et nous nous conformerons a
cet usage.

7.3.1 Instabilite de Buneman
Pour modeliser cette instabilite, on considere un equilibre caracterise par
des electrons ayant une densite uniforme noe et une vitesse de derive VQ,
et des ions de densite n§i et de charge eZi ; les densites sont reliees par la
condition de neutralite de charge n§& — Zinol. On doit maintenant tenir
compte de la dynamique des electrons et des ions. Les equations electro-
statiques lineaires a une dimension des ions sont alors analogues a (7.1)
et (7.2) en y remplagant —e par Z^e, tandis que celles des electrons sont
analogues a (7.3) et (7.4). On peut done immediatement ecrire la fonction
dielectrique longitudinale normalised, et 1'equation de dispersion :

ou Wpe = (e2neQ/mecQ} et a;̂  = (Z?e2nio/miCo) sont, respectivement, les
frequences plasma electronique et ionique.

Pour trouver le domaine des valeurs reelles de k pour lesquelles (7.25)
donne des solutions uj complexes, on recrit 1'equation de dispersion sous la
forme :

qui sont semblables a (7.12) et (7.13). D'apres (7.26) et la representation
graphique de H(w) sur la figure 7.6, des valeurs complexes de u pour k
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reel sont obtenues quand (cf. probleme P7-3) :

\krv0\<u>pe(l+v1/3f/2 (7.28)

et elles se situent dans le domaine de frequences reelles :

uv < uvM1/3(l + M1/3)1/2 = ̂ ~1/6(1 + ̂ 1/3)1/2 (7-29)

Figure 7.6 : Instabilite de Buneman.

Solution graphique de 1'equation (7.26) pour deux valeurs de ujpe.
Pour ujpe2 il y a deux solutions u> reelles et deux solutions complexes.

Pour obtenir une expression analytique approchee du taux de crois-
sance maximum, de la frequence et du nombre d'onde correspondant a ce
maximum, il est commode de faire d'abord un changement de repere pour
que les ions soient en mouvement par rapport a des electrons immobiles.
On pose done (puisque, dans un systeme de coordonnees ou les electrons
sont immobiles, les ions se deplacent dans la direction des x negatifs) :

La relation de dispersion devient :
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ou :

analogue a (7.11). Pour k reel, et au voisinage des conditions de synchro-
nisme, |u/| w upe « krvo, (7.31) s'ecrit approximativement :

analogue a (7.16)2. Posons maintenant u/ ~ ujpe-\-$l ~ krvo + £l ; on trouve
pour la racine instable (en u;) :

En revenant au repere du laboratoire (u; = —a;' + krvo), dans lequel les
electrons se deplacent par rapport aux ions, on trouve fmalement pour
kr W Upe/VQ :

On remarque que pour le taux maximum de croissance, on a :

c'est-a-dire que les amplitudes changent d'ordre de grandeur en quelques
(» dix) cycles ; en ce sens, 1'instabilite est beaucoup plus violente que celle
du systeme faisceau-plasma correspondant a \uji <C o;r|. Pour un plasma
electron-proton, on a ^i'1 w 1836 (/^1/3 « 1/12.25 et /i1/6 w 1/3.5), ce qui
donne :

qui est une frequence beaucoup plus basse que celle de 1'instabilite fais-
ceau-plasma a son taux maximum de croissance.

Pour etre complet, remarquons aussi que pour |o;| -C a;pj et k = fcr,
1'equation (7.25) peut etre resolue de fagon approchee et donne :

2. Remarquons que si on n'avait pas change de repere, 1'equation analogue a (7.31),
obtenue a partir de (7.25), aurait un second membre tres grand et qu'il serait alors
difficile de trouver une solution approchee. II existe bien sur d'autres methodes de
resolution approchee de (7.25) [cf. Probleme P7-4].
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et done :

La courbe cu(kr) est represented sur la figure 7.7.

Figure 7.7 : Diagramme de dispersion de 1'instabilite de Buneman.

7.3.2 Aspects non lineaires
L'evolution non lineaire de cette instabilite est aussi assez complexe. Des simulations
sur ordinateur montrent une evolution vers un etat ou les mouvements des electrons
sont presque completement desordonnes et leur vitesse considerablement reduite [81] ;
on dit habituellement que le plasma instable presente une "resistivite anormale". Des
simulations detaillees sur ordinateur [82], [83] montrent qu'en deux a trois periodes de
multiplication par e, correspondant a (7.35), il y a un effet significatif (non lineaire)
de baisse des frequences (7.34) et (7.35), et done un piegeage (cf. paragraphe 10.7.1)
des electrons (dans les champs qui se sont developpes) qui thermalise les electrons et
sature 1'instabilite ; il s'etablit ensuite des oscillations ioniques intenses dont la frequence
est proche de ujpi. Ces simulations montrent qu'environ 80% de 1'energie du faisceau
se thermalise (la repartition de 1'energie des electrons devenant de type thermique),
environ 10% se retrouve dans 1'energie du champ electrique turbulent, et environ 10%
dans les oscillations ioniques resultantes. La thermalisation pourrait etre un moyen
effectif de chauffage d'un plasma (appele "chauffage par turbulence"). En fait, il est
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difficile de creer un plasma dont les electrons aient une vitesse de derive beaucoup plus
grande que leur vitesse thermique. Les experiences sur ce chauffage par turbulence n'ont
eu qu'un succes partiel ; les champs turbulents conduisent aussi a une augmentation de
la diffusion du plasma.

7.4 Instabilite electrostatique a deux
courants

Comme derniere classe d'instabilite electrostatique de courant, nous
decrivons maintenant celles ou deux groupes d'electrons du plasma sont
en mouvement 1'un par rapport a 1'autre. Elles ont etc decouvertes comme
1'instabilite faisceau-plasma, a propos de 1'excitation des oscillations de
plasma [75], mais aussi etudiees plus tard et de fac,on independante, en re-
lation avec les amplificateurs/oscillateurs a deux faisceaux [84], [85], [86],
[87].

7.4.1 Faisceaux d'electrons opposes
Pour simplifier, on considere d'abord le cas de deux faisceaux d'electrons
"opposes", c'est-a-dire s'interpenetrant, de meme densite et de vitesses de
derive egales et opposees, dans un fond continu neutralisant d'ions (immo-
biles). Soient (neo/2) et VQ la densite et la vitesse a 1'equilibre de chacun
des faisceaux. Dans le cas electrostatique a une dimension, les differentes
quantites vectorielles ont la disposition representee sur la figure 7.8(a).
Les equations linearisees pour chaque faisceau sont analogues aux equa-
tions (7.3) et (7.4) avec nob = (neo/2) et v0b = ±^o- Par consequent, en
suivant la meme methode de calcul que pour les equations (7.7)-(7.10), on
obtient la fonction dielectrique longitudinale normalisee et la relation de
dispersion :

ou (jjpe = (e2neo/meo)1//2 est la frequence plasma electronique totale. En
posant :

(7.36) peut s'ecrire :
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(b)

Figure 7.8 : Instabilite electrostatique a deux faisceaux d'electrons opposes.

(a) Champ E et orientation du vecteur d'onde.
(b) Courbe il(/?r) (diagramme de dispersion).

qui est invariant quand on intervertit f2 et K. En resolvant par rapport a
Q,(K) on trouve :

En supposant que K — Kr est reel, on voit que Q(«;r) admet des racines com-
plexes (conjuguees) pour K% < I. Plus precisement, il y a alors deux racines
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reelles et deux racines purement imaginaires. Ainsi, la racine instable cor-
respond a une onde purement croissante (ujr = 0). Le taux maximum de
croissance se produit pour Kr = (3/8)1//2 et on obtient f2imax = (1/8)1/2.
Une representation graphique complete de 0(K r) est donnee sur la figu-
re 7.8(b). En raison de la symetrie de ce probleme a faisceaux opposes,
on peut observer que les solutions de 1'equation de dispersion avec des
frequences complexes, et des nombres d'onde reels, ont ici une significa-
tion. La forme spatiale de toute condition initiale (raisonnable) - y com-
pris le bruit - peut etre decrite comme une superposition de sinusoi'des
spatiales de differentes longueurs d'onde et amplitudes ; les frequences
complexes donnent 1'evolution temporelle de chacune de ces sinusoi'des spa-
tiales. Lorsque le temps tend vers 1'infini, 1'instabilite presente une crois-
sance temporelle en chaque point de 1'espace - qui est appelee "instabilite
absolue" (cf. [60]).

7.4.2 Faisceaux paralleles
Le processus d'amplification spatiale a deux faisceaux apparait quand les
vitesses de derive de deux faisceaux (en general, de densites et de vitesses
a 1'equilibre differentes) sont de meme direction (nous disons simplement
"paralleles" pour alleger 1'ecriture).

Contrairement au cas des faisceaux opposes, il est maintenant clair que
toutes les perturbations du systeme sont emmenees par le mouvement uni-
directionnel des deux faisceaux. Les perturbations instables sont done, en
meme temps qu'elles croissent, transporters par convection dans la direc-
tion des faisceaux. On dit que Ton a une instabilite convective. Dans un
systeme instable (c'est-a-dire dans lequel on a uii(kr) > 0 pour un certain
domaine de valeurs de kr) mais sans instabilite absolue, cela a maintenant
un sens de considerer une excitation stationnaire locale a une certaine
frequence reelle uj = ur (pour plus de details, cf. [60]). Et comme on a sup-
pose des perturbations en exp(ikx), le taux de croissance spatiale dans un
tel systeme convectivement instable est donne pour x > 0 par ki(ujr] < 0.

Cherchons done les solutions kx complexes de 1'equation de dispersion
pour des frequences uj = ur reelles. La relation de dispersion s'ecrit :

avec :

Posons maintenant :
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d'ou :

Posons de plus :

et supposons pour simplifier que :

ce qui implique la condition :

et definit UJP et kp ; on trouve alors que (7.40) peut s'ecrire :

ou p = (u}p/iur) est caracteristique de la densite (de charge) a 1'equilibre des
electrons dans les faisceaux. On remarque que pour 8 = 0, c'est-a-dire pour
^01 = ^02, (7.45) n'a que deux solutions a reelles, et les valeurs de kx(7A3)
sont alors les nombres d'onde des ondes (stables) lentes et rapides d'un seul
faisceau, comme on pouvait s'y attendre. Pour 8^0 (7.45) est analogue
a (7.37) et sa solution pour (a/p\/2) = (ake/kpV2) complexe, fonction
de (8/p\/2) = (uir/ujp)8/\/2, est identique aux solutions obtenues pour O
complexe et fonction de Kr comme le rnontre la figure 7.8(b). On obtient
done les nombres d'onde (7.43) complexes kx = kxr + ikxi en fonction de
la frequence reelle ur :

Pour le nombre d'onde donnant la croissance spatiale (dans la direction
des vitesses de derive, prise pour x > 0), on a ar = 0, et done kxr = ke =
(ujr/vo) et kxi — kf,oti avec on < 0.

Ainsi, les ondes croissantes dans 1'espace se produisent dans 1'intervalle
de frequences 0 < ur < (\^2/8)ajp ; le taux maximum de croissance est
(kxi)max — ~(kp/2} et correspond a ujr — (\/3/28}ujp. L'amplification
spatiale maximum et la frequence a laquelle elle se produit croissent toutes
les deux comme la racine carree de la densite des faisceaux [8 ne peut pas
etre arbitrairement petit puisqu'on doit avoir kxr\D -C 1 pour que le
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modele des plasmas froids reste valable (cf. chapitre 10)]. On remarque
aussi que le taux maximum de croissance par unite de longueur d'onde est
2K\(kxi)max/kxr\ = (27r/x/3)<!>.

Le diagramme de dispersion complet tire de (7.40) est represented sur
la figure 7.9. Ces rsultats exacts ont ete obtenus pour le cas particulier
(u}pi/u}p2) = (voi/vo2). Une situation plus pratique correspondrait a deux
faisceaux d'egales densites, soit (upi = UJPI}. Si leur difference de vitesses
est faible en valeur relative, autrement dit si 6 <C 1, on peut trouver (cf.
probleme P7-5) une solution approchee de 1'equation de dispersion qui
redonne essentiellement les resultats obtenus ci-dessus.

Figure 7.9 : Instabilite electrostatique a deux faisceaux d'electrons paral-
leles.

Diagramme de dispersion tire de (7.40), avec la contrainte (7.44)
pour des valeurs complexes de kx = kr + iki en fonction de u = u>r reel.
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7.4.3 Faisceaux opposes, avec mouvement des ions
Revenons aux faisceaux d'electrons opposes (7.36) ; comme 1'instabilite trouvee a une
frequence reelle nulle, il est discutable d'avoir neglige le mouvement des ions. Si done on
inclut la dynamique lineaire des ions froids stationnaires, on peut modifier 1'equation
(7.36) pour y inclure la susceptibilite des ions, ce qui donne :

ou cj^ = (Z^e2nio/mi€o) et, d'apres la neutralite de 1'etat non perturbe, ZiHio = neQ.
Cette equation de dispersion est maintenant du sixieme degre en u et ne peut etre
resolue que numeriquement. En utilisant les memes variables normalisees que dans la
section 7.4.1, on obtient les solutions fl(Kr) representees sur la figure 7.10.

Figure 7.10 : Instabilite electrostatique a deux faisceaux d'electrons op-
poses avec mouvement des ions.

Equation de dispersion O(fc r) — fir(Kr) + i£li(Kr)
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On remarque qu'il subsiste une branche d'ondes purement croissantes pour
Kr < 1, mais qu'il apparait egalement une nouvelle branche instable avec des com-
posantes reelles et imaginaires de f2 comparables, au voisinage immediat de Kr = 1,
avec £7 w (/V3)1/4(l + z)/\/2, c'est-a-dire :

avec :

(cf. probleme P7-6). Dans le cas limite ou Ton retire un des faisceaux (et on adapte
la densite de 1'autre pour maintenir la condition de neutralite), cette racine instable se
deplace pour devenir 1'instabilite de Buneman, tandis que la racine purement croissante
disparait. On remarque finalement qu'en permutant les indices e et i 1'equation (7.46)
devient 1'equation de dispersion electrostatique pour deux faisceaux d'ions opposes dans
un fond continu stationnaire d'electrons.

7.4.4 Aspects non lineaires
L'evolution non lineaire de 1'instabilite a deux faisceaux d'electrons opposes dans un
fond continu d'ions immobiles a ete aussi simulee sur ordinateur [88]. Comme initiale-
ment, 1'instabilite lineaire est non resonnante, 1'energie du champ electrique croit ex-
ponentiellement au detriment des vitesses de derive des faisceaux, et ceux-ci presentent
des oscillations de grande amplitude dans leur espace de phase (vx, x). Apres envi-
ron 20 a 30 periodes de plasma (environ 10 a 15 fois 1'inverse du taux maximum de
croissance) certains electrons ont une vitesse descendant jusqu'a zero et sont pieges (cf.
paragraphe 10.7.1) par le potentiel du champ electrique croissant. Cela cree un melange
des faisceaux et rapidement, ils evoluent vers une fonction de distribution des vitesses
a un seul pic autour de 1'origine, avec un etalement equivalent a une demi-largeur de
Gauss d'environ 2vQ. En meme temps, 1'energie du champ electrique se sature et un
nouvel etat quasi stationnaire est atteint.

II semble qu'il n'y ait pas d'etude semblable pour 1'amplificateur a deux faisceaux
paralleles. Cependant, comme le montre notre analyse, 1'amplincation lineaire est tres
proche de 1'interaction resonnante (u}r/kr — VQ), en particulier pour 6 petit, et 1'on peut
done s'attendre que le piegeage sature Pamplification a des amplitudes relativement
modestes.

Les simulations sur ordinateur de 1'evolution non lineaire des instabilites electro-
statiques dans les faisceaux opposes d'ions circulant dans un fond continu d'electrons
stationnaires montrent [89] que lorsque les champs instables croissant, le fond continu
des electrons est chauffe et acquiert une queue de distribution vers les hautes energies.
Un etat quasi stationnaire est atteint dans un temps egal a environ dix fois le temps
de croissance maximum. Les faisceaux d'ions ont alors ete ralentis et presentent un
etalement fini de vitesse ; la distribution de vitesse des electrons s'est aussi largement
etendue et peut meme depasser les vitesses de derive des faisceaux d'ions.
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7.5 Instabilites electromagnetiques

Nous etudions maintenant les modes electromagnetiques qui peuvent aussi
devenir instables dans un plasma ou il y a des flux de particules chargees.
Pour ces modes qui contiennent des champs electriques et magnetiques,
on ne peut plus, meme dans les cas les plus simples, se ramener a un
probleme a une dimension, dans une direction qui serait celle de tous les
champs. On doit d'ailleurs utiliser alors le systeme complet des equations
de Maxwell pour decrire 1'evolution des champs. Celles-ci etant relativistes,
nous ecrirons aussi des equations relativistes pour decrire la dynamique des
particules du plasma. Nous developperons done dans les deux paragraphes
qui suivent le modele general relativiste en trois dimensions d'un plas-
ma froid avec des champs electromagnetiques arbitraires, d'abord avec les
equations exactes non lineaires puis avec des equations linearisees. L'insta-
bilite electromagnetique la plus simple sera ensuite decrite. Enfin nous
etablirons et dicuterons 1'equation de conservation relativiste de 1'energie
de perturbation.

7.5.1 Modele relativiste des plasmas froids

Rappelons les equations qui decrivent la dynamique d'un plasma froid

dans un champ electromagnetique arbitraire E(~r*,t), B(1^,t). Chaque
espece de particule de charge gs, de masse ms, est decrite par sa densite
ns(T*,£) et sa vitesse de fluide ^(T*,t), qui sont des fonctions continues
de la position "7* et du temps t. En negligeant les collisions et 1'agitation
thermique, les equations dynamiques de chaque espece sont 1'equation de
conservation des particules :

et 1'equation de transport de la quantite de mouvement :

ou

est la quantite de mouvement des particules d'espece s. Ces equations (avec
les conditions initiales ou aux limites necessaires) permettent en principe

de determiner ns et ~v^ en fonction des champs electromagnetiques E et
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B . A ces densites et flux de particules sont associees une densite de charge
electrique :

(7.50)

(7.51)

et une densite de courant electrique :

Cette charge d'espace et ce courant produisent a leur tour des champs
electromagnetiques decrits par les equations de Maxwell :

(7.52)

(7.53)

(7.54)

(7.55)

Si Ton introduit dans (7.48) les champs electromagnetiques qui decoulent
du systeme (7.52)-(7.55) on a finalement une description complete self-
consistente d'un plasma froid sans collisions.

Comme les equations de Maxwell sont relativistes, il nous faut utiliser
aussi en general pour les particules des equations dynamiques correctes du
point de vue de la relativite. On doit done poser dans (7.48) et (7.49) :

(7.56)

ou ms0 est la masse au repos des particules d'espece s. Cependant dans de
nombreux cas les effets relativistes sont faibles, et on peut alors supposer
que ms est constante et egale a mSQ. Rappelons que les equations elec-
trostatiques utilisees jusqu'a maintenant dans le chapitre 6 et au debut
du present chapitre ne sont pas relativistes. II est cependant relative-
ment facile de generaliser a des faisceaux relativistes les resultats obtenus
precedemment en utilisant de fagon appropriee les formules (7.48), (7.49)
et (7.56) (cf. probleme P7-7). Pour les champs electromagnetiques satisfai-
sant au systeme complet des equations de Maxwell, nous trouverons que,
dans certains cas, il faut absolument utiliser 1'equation relativiste (7.48)
pour obtenir des resultats corrects.
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Les solutions du modele des plasmas froids (7.47)-(7.55) doivent aussi
obeir a une equation de conservation de 1'energie qui est une generalisation
de F equation (theoreme) de Poynting tenant compte des densites et flux
d'energie associes aux particules materielles (cf. probleme P7-7 et [57]) :

ou H — B / HQ ; Ts = msc
2 — mSQC2 = (js — l)mSQC2 est 1'energie cinetique

relativiste par particule d'espece s, et Fs = ns^ est le flux de ces partic-
ules. L'equation (7.57) est la generalisation de (6.8) qui avait ete obtenue

pour les champs electrostatiques ( B = 0), dans la dynamique a une di-
mension d'une seule espece de particules.

Notons finalement que (7.47) et (7.48) contiennent des termes non

lineaires [nsu^, msU^, (v^ • V)(msl£), et ̂  x B] qui rendent impossible
1'obtention de solutions generales des equations exactes des plasmas froids.
C'est pourquoi nous etudierons plutot le comportement des perturbations
de petite amplitude de divers plasmas en equilibre.

7.5.2 Dynamique non relativiste linearisee
Pour la description de 1'instabilite electromagnetique la plus simple que
nous ferons dans la section suivante, les effets relativistes sont peu impor-
tants. Nous la simplifierons en posant ms — mSQ. Nous nous limiterons
par ailleurs a des equilibres de plasmas uniformes dans 1'espace et ne com-
portant pas de champs permanents. Dans ces conditions, chaque espece de
particules est caracterisee par une densite et une vitesse constantes ns0 et
t^o, avec :

(7.58)

(7.59)

de sorte qu'il n'y a aucun champ electrique ou magnetique interne. Nous
admettrons aussi qu'il n'y a aucun champ applique de 1'exterieur, d'ou

finalement E0 = 0 et B0 = 0. En presence de champs de perturbation

Ei(~r*,t) et JBi("r>,t), il y a des perturbations de densites et de vitesses :

(7.60)

(7.61)
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En portant ces expressions dans (7.47) et (7.48) avec ms = mSQ, et en
negligeant les produits de deux termes de perturbation, on obtient les
equations linearisees, non relativistes :

(7.62)

(7.63)

Ce sont des equations aux derivees partielles lineaires. On en deduit facile-

ment les solutions ns\ et Fsi, d'ou les perturbations de la densite de charge
d'espace :

et du courant :

(7.64)

(7.65)

qui entrent dans les equations de Maxwell determinant les perturbations
des champs :

(7.66)

(7.67)

(7.68)

(7.69)

Bien que le systeme (7.62)-(7.69) puisse etre resolu de fagon generale
sans aucune autre approximation, nous allons a titre d'exemple, dans la
section suivante, analyser le cas le plus simple d'instabilite electromagne-
tique de courant.

7.5.3 Instabilite de type Weibel non relativiste

a) Equation de dispersion

L'instabilite la plus simple de type electromagnetique est une instabilite
de basse frequence qui decoule du travail original (et plus general) de E. S.
Weibel sur les instabilites electromagnetiques dans les plasmas ayant des
fonctions de distributions des vitesses anisotropes [90]. On 1'obtient en con-
siderant simplement un equilibre constitue par deux faisceaux uniformes
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d'electrons circulant en sens contraires (faisceaux "opposes") : les deux
densites sont egales, les deux vitesses egales et opposees, et Ton suppose
qu'il y a un fond continu neutralisant d'ions immobiles. On suppose de plus
(et nous verifierons a posteriori sur les equations de Maxwell la coherence
de ces hypoteses) que les champs de perturbation sont de structure trans-

verse electromagnetique (Ei_LZ?i) , avec le champ electrique parallele aux

vitesses des faisceaux d'electrons (E\ | VQ), et a propagation transversals

aux faisceaux ( k -Lvo) comme indique sur la figure 7.11(a). (On remarque
que des champs electromagnetiques transverses, avec le champ electrique

perpendiculaire a VQ , c'est-a-dire £'i_L^), n'interagiraient pas avec le mou-
vement des particules et seraient par suite stables, cf. probleme P7-9.)

En supposant tous les champs independants de x et 2, les equations
dynamiques linearisees (7.62) et(7.63) pour chaque faisceau d'electrons de-
viennent :

(7.70)

(7.71)

(7.72)

Dans la derniere equation ou il y a un double signe, le signe superieur
(—) correspond au faisceau circulant dans le sens positif de 1'axe Ox et le
signe inferieur (+) au faisceau circulant dans le sens negatif de Ox. Pour
les ions, dont on suppose la vitesse nulle dans 1'etat d'equilibre, on n'a a
utiliser que la projection sur Ox de (7.63).

Pour les champs electromagnetiques Ex\ et Bz\, les equations de
Maxwell (7.66) et (7.67) peuvent dans le domaine des basses frequences qui
nous interesse s'ecrire sous une forme approchee en negligeant le courant
de deplacement (approximation magnetoquasistatique), soit :

(7.73)

(7.74)

En les combinant on obtient :

(7.75)

Pour obtenir 1'equation d'onde de Ex\ on doit done, dans ce cas simple,
trouver Jx\(Exi).
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Figure 7.11 : Instabilite de Weibel a deux faisceaux opposes.

(a) Champs E, B et orientation du vecteur d'onde.
(b) Diagramme de dispersion £l(Kr). £1 = (u)/u>p).
K = (kyC/Up)- j30 = (VQ/C).

Comme

et

(7.76)

(7.77)



326 Instabilites de courant dans les plasmas

ou les exposants (b) et (z) se rapportent aux faisceaux d'electrons et aux
ions, les equations dynamiques (7.70)-(7.72) avec 1'equation de Faraday
(7.73) permettent de calculer JX\(EX\). Dans cette demarche on doit aussi
s'assurer que 1'hypothese de champs electromagnetiques purement trans-
verses se propageant perpendiculairement aux faisceaux d'electrons est sa-
tisfaite de fagon self-consistente.

Pour resoudre le systeme (7.70)-(7.74), on peut supposer que toutes les
grandeurs ont une dependance spatio-temporelle (complexe) en exp(ikyy —
iut). Les equations deviennent alors algebriques par rapport aux ampli-
tudes complexes et on trouve en particulier :

(7.78)

(7.79)

(7.80)

(7.81)

On voit done que pour deux faisceaux d'egales densites et de vitesses egales
et opposees [ce qui est exige par la condition de champs nuls a 1'equili-
bre (7.59)], la perturbation de la densite totale de charge (7.64) est aussi

nulle. D'apres 1'equation de Poisson (7.68) on a done k • E = 0 et une
perturbation electromagnetique purement transverse telle que nous 1'avons
supposee est bien self-consistente. A partir de (7.78)-(7.81), on peut main-
tenant exprimer la densite de courant (complexe) (7.76) en fonction de
1'amplitude (complexe) de Exi a travers une conductivite en posant :

avec pour expression de la conductivite :

(7.83)

et ujp = Upg+u;^ ~ u!pe = (e2no/meeo)- Notons que dans des plasmas com-

portant des ecoulements, la conductivite qui relie J et E est en general
un tenseur, soit :
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ou W est un tenseur du deuxieme ordre. Dans le problem e simple traite ici,
on n'a besoin que d'en connaitre la composante xx.

Revenons maintenant a (7.75) : d'apres la dependance des grandeurs
en exp(ikyy — iut], et compte tenu de (7.82) et (7.83) on obtient :

d'ou la relation de dispersion :

ou

(7.84)

(7.85)

(7.86)

est la fonction susceptibilite. Cependant, alors que dans les champs elec-
trostatiques, la susceptibilite reliait les pertubations du champ electrique
a celles de la densite de charge, on doit considerer en general, comme
nous le faisons ici, qu'elle relie les perturbations du champ electrique et
de la densite de courant. D'ailleurs, dans le cas que nous traitons ici, la
perturbation de densite de charge est en fait identiquement nulle.

L'equation de dispersion (7.85) se resout facilement en u;2, ce qui
donne :

(7.87)

qui, pour ky reel, donne une instabilite purement croissante - 1'insta-
bilite de Weibel. Dans 1'approximation non relativiste etudiee ici, on
doit avoir (VQ/C) = @Q <C 1, et done \uj\ <C uipe, ce qui est coherent
avec 1'approximation des basses frequences utilisee dans les equations de
Maxwell. On voit que pour les grandes longueurs d'ondes (ky —»• 0) le taux
de croissance (o^ ~ /?QC ky) est independant de la densite electronique (con-
trairement au cas des instabilites electrostatiques) et croit lineairement
avec ky. Du cote des courtes longueurs d'onde (ky —> oo), le taux de
croissance tend vers une limite proportionnelle a la racine carree de la
densite electronique (cjj ~ fio(jpe). Cependant, dans ce domaine les effets
d'agitation thermique, que Ton a negliges jusqu'ici, peuvent reduire sub-
stantiellement ce taux et meme supprimer 1'instabilite (cf. chapitre 11).

On peut facilement abandonner 1'approximation des basses frequences
en reintroduisant le courant de deplacement (—c~2dExi/dt) au premier
membre de (7.74), de sorte que (7.75) devient 1'equation d'onde

(7.88)
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En poursuivant comme precedemment et en tenant compte de (7.83) et
(7.86) on obtient :

(7.89)

Pour les solutions non triviales, on trouve done 1'equation de dispersion :

(7.90)

ou les indices utilises pour D signifient qu'il s'agit d'ondes transverses
avec une certaine polarisation (champ E%) (cf. probleme P7-9 pour 1'autre
polarisation). Cela peut aussi s'ecrire :

(7.91)

ou Kxx(ky,u>) peut etre considered comme la fonction de permittivite pour
ces" ondes transverses. La relation de dispersion a done la forme habituelle
pour les ondes electromagnetiques transverses, montrant la modification
de 1'indice de refraction (cky/uj) par la permittivite du plasma. II faut
aussi noter que la permittivite contient deux termes d'origines physiques
differentes : le premier, egal a 1'unite, est du au courant de deplacement ;
le second, Xxx(ky,u), est du aux courants dans le plasma.

b) Solutions completes avec uo complexe fonction de ky reel

Pour trouver les solutions de 1'equation de dispersion (7.90) de la forme u
complexe fonction de ky reel, il est commode de poser :

et de negliger la difference entre uo^ et L0^e. (7.90) devient alors :

(7.92)

II y a done des solutions 0 imaginaires conjuguees pour toute valeur reelle,
non nulle de K, et par consequent une instabilite absolue, la meme insta-
bilite de Weibel (7.87) que nous avons trouvee ci-dessus pour les basses
frequences. La courbe de dispersion complete £l(Kr) est represented sur
la figure 7.11(b). Le taux de croissance maximum est f2j = /50, qui est
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done bien plus petit (par un facteur de 1'ordre de /3o <C 1) que celui des
instabilites electrostatiques etudiees dans la section 7.4. Les instabilites
electromagnetiques ne sont done importantes que s'il n'y a pas d'instabi-
lites electostatiques, ou si celles-ci sont saturees.

Pour avoir une vue plus precise des solutions de 1'equation de dispersion
complete (7.90), il est aussi commode de la resoudre de fagon approchee
dans les deux domaines des hautes et des basses frequences. Pour \uj\ ^> u)p,
X-xx —* 0 et Ton obtient comme on s'y attendait la relation de dispersion
u} w cky des ondes electromagnetiques dans le vide. Au contraire, pour
\uj\ <C uip on peut negliger dans (7.90) le terme 1 qui vient du courant de
deplacement et on retrouve (7.87).

c) Mecanisme de centre-reaction [305]

Analysons maintenant 1'origine physique de 1'instabilite et son lien crucial

avec la force de Lorentz du premier ordre q(vo x B\). Considerons pour cela
les deux faisceaux en equilibre s'ecoulant en sens inverse et supposons qu'il

y existe comme indique sur la figure 7.12 une perturbation magnetique B\
(due par exemple au bruit de fond).

La force — e(vo x B\) inflechit comme on le voit les orbites non per-
turbees de chaque faisceau, et cela engendre une densite de courant per-
turbee (Txi et Jx\ = —eFxi) dephasee (en y] avec la perturbation originale

BI, et dans une direction 1? telle qu'elle engendre un champ B\ qui ampli-
fie la perturbation originale. C'est ce mecanisme de centre-reaction positive
qui conduit a 1'instabilite.

d) Conservation de 1'energie de perturbation

Revenons a la description en basses frequences donnee par (7.73) et (7.74).
En multipliant (7.73) par Hz\ = BZI//J>Q, (7.74) par (—Exi), et en ajoutant
les resultats on obtient :

(7.93)

qui est 1'equation de Poynting pour les perturbations de basses frequences.
On y voit la densite d'energie magnetique de perturbation UM =
(/^o^2i/2), le flux (dans la direction y perpendiculaire aux faisceaux)
d'energie electromagnetique de perturbation (—Ex\Hzi) = Semy. [Remar-
quons que negliger le courant de deplacement dans (7.74) re vient a negliger
dans (7.93) le taux de variation de la densite electrique d'energie de per-
turbation (eo-E^/2)]. Le terme ExiJx\ peut en utilisant (7.70)-(7.73) se
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Figure 7.12 : Mecanisme de centre-reaction dans 1'instabilite de Weibel
[305].

Un champ magnetique de perturbation B\ agissant sur deux flux d'electrons

opposes produit un courant electrique J\ qui renforce le champ B \.

mettre sous la forme d'un terme de source (cf. probleme P7-10). On trouve
ainsi :

(7.94)
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avec :

(7.95)

(7.96)

(7.97)

et :

UK et SKV peuvent done etre consideres comme la densite et le flux (dans
la direction y perpendiculaire aux faisceaux) d'energie cinetique de pertur-
bation. Pour comprendre Penergetique de perturbation dans 1'instabilite
de Weibel, considerons la moyenne spatiale de (7.94) pour des perturba-
tions periodiques dans 1'espace mais avec uj complexe (cf. section 6.6). On
obtient ainsi :

2wi[(UM) + (UK)]=0 (7.98)

ou (} represente une moyenne spatiale. D'apres (7.95) il est clair que seul
le second terme peut etre negatif. Pour qu'il y ait instabilite (uJi > 0) il
faut :

(7.99)

ou Ton a pose 7\ = meVQ v^i- II est interessant de noter que bien que
1'instabilite de Weibel n'entraine aucune perturbation de la densite de
charge totale [n]_ +n\ — 0, cf. (7.80)], les perturbations de densite dans
chacun des deux faisceaux jouent un role crucial pour satisfaire (7.99) dans
le mode instable (ky reel, uj = iuji avec uji > 0). A partir de (7.78) et (7.80),
on peut trouver les relations de phase qu'il y a dans le mode instable entre
les perturbations de densite et de la partie T{ de 1'energie cinetique dans
chaque faisceau. Le resultat est represente sur la figure 7.13.

On voit que, pour chacun des deux faisceaux, la ou il y a plus d'elec-
trons (que dans 1'etat non perturbe), leur energie cinetique T\ est plus
petite que dans 1'etat non perturbe, et reciproquement. Le signe negatif de
la moyenne spatiale de la densite d'energie dans (7.99) en resulte puisque
celle-ci est la difference des energies moyennes dans 1'etat perturbe et dans
1'etat non perturbe.
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Figure 7.13 : Instabilite de Weibel a deux faisceaux opposes.

Relations de phase (spatiale) entre les perturbations n\ de la densite
et T[ de 1'energie cinetique dans chacun des deux faisceaux.

e) Aspects non lineaires

L'evolution non lineaire de 1'instabilite electromagnetique a deux faisceaux opposes a ete
elle aussi simulee sur ordinateur [91]. Quand 1'instabilite se developpe, le champ magne-
tique et les perturbations de vitesses croissent jusqu'a ce que la force (evyBz) commence
a faire baisser les vitesses moyennes ; les particules sont alors piegees dans des vortex

dans la direction de k ; ensuite, 1'energie du champ magnetique se sature et 1'instabilite
disparait. Un etat quasi statique est atteint, dans lequel la moitie environ de 1'energie
cinetique initiale des faisceaux (selon Ox) est transferee a une energie quasi thermique

etalee le long de k (c'est-a-dire selon Oy), et environ 1% de 1'energie initiale se retrouve
dans 1'energie electromagnetique des champs. La fonction de distribution des vitesses
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paralleles a la vitesse initiate (c'est-a-dire, selon Ox) s'est aussi considerablement etalee,
mais la fonction de distribution globale reste fortement anisotrope.

7.5.4 Modele relativiste

Cherchons maintenant a mieux comprendre 1'instabilite electromagnetique
de Weibel, en etudiant les ondes se propageant transversalement a un se.nl
faisceau, et en analysant leur energie de perturbation. Dans les ondes elec-
trostatiques, nous avons defini des energies de perturbation associees aux
modes de propagation le long d'un (seul) faisceau, puis trouve des ondes
d'energie positive ou negative. Les couplages entre elles ou avec un systeme
exterieur nous ont conduit a une analyse des instabilites en termes d'ener-
gies de perturbation. Nous allons maintenant transposer cette demarche
aux ondes electromagnetiques en etudiant d'abord les ondes se propageant
au travers d'un seul faisceau et en identifiant 1'energie de perturbation
associee.

Les ondes electromagnetiques se propageant transversalement a un fais-
ceau contiennent deux champs orthogonaux entre eux et leur analyse est
par suite plus complexe que celle des ondes electrostatiques se propageant
le long d'un faisceau. De plus, comme les modes ont des champs electri-
ques ayant des composantes parallele et perpendiculaire au faisceau, une
description correcte doit partir des equations dynamiques relativistes du
faisceau et du systeme complet des equations de Maxwell. C'est peut-
etre 1'exemple le plus simple d'une situation ou 1'utilisation d'equations
dynamiques non relativistes combinees avec les equations de Maxwell ne
conduirait pas a des resultats corrects. Le formalisme que nous utiliserons
est tire principalement de [57].

a) Dynamique relativiste linearisee

Partant des equations non lineaires (7.47) et (7.48) (pour alleger les no-
tations, nous omettons ici les indices s), et compte tenu de (7.56), il est
commode d'introduire les composantes de la perturbation de vitesse res-
pectivement parallele et perpendiculaire a VQ, comme indique sur la figure
7.14.

En linearisant le vecteur quantite de mouvement, on trouve (cf. pro-
bleme P7-11) :

avec :

(7.100)

(7.101)
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Figure 7.14 : Dynamique relativiste linearisee d'un faisceau.

Composantes de la perturbation de vitesse Ui (vu) parallele et (vu]
perpendiculaire au vecteur vitesse non perturbe VQ.

(7.102)

mi est ce qu'on appelle la masse longitudinals et mt est de meme la masse
transverse. II est clair que les equations dynamiques relativistes parallele
et perpendiculaire a 'VQ font apparaitre des masses differentes. Et les equa-
tions dynamiques linearisees s'ecrivent :

(7.103)

(7.104)

ou 1'on a suppose une vitesse constante UQ dans 1'etat non perturbe. Ces
equations (ecrites pour chaque espece de particules dans le plasma) avec
(7.64), (7.65) et les equations de Maxwell (7.66)-(7.69), sont evidemment
generales et peuvent etre resolues plus ou moins facilement.

b) Conservation de 1'energie de perturbation

Pour identifier les densites d'energie de perturbation des modes il faut
etablir une equation de conservation de 1'energie de perturbation a partir
des equations de la dynamique des perturbations. Pour cela, il est com-
mode de recrire les equations dynamiques sous une nouvelle forme. Sur les
equations non lineaires (7.48), (7.56) et (7.57), on remarque que 1'energie
cinetique d'une particule T = (7 — l)moc2 (en omettant a nouveau les
indices s) est une fonction de sa quantite de mouvement "p*, c'est-a-dire
que T = TCp*), de sorte que :
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et :

En introduisant done le moment canonique :

(7.105)

ou A est le potentiel vecteur, soit : B = V x A, (7.48) peut etre recrite
sous la forme :

(7.106)

C'est la forme pratique de 1'equation de la quantite de mouvement que
nous utilisons. Apres linearisation, elle devient :

(7.107)

(7.108)

(7.109)

avec :

et :

Les equations (7.103) et (7.107), ecrites pour chaque espece, sont les
versions relativistes des equations de perturbations ; on peut en deduire
une equation de conservation de 1'energie de perturbation. Pour cela on
part des equations de Maxwell (7.66) et (7.67), et on en deduit le theoreme
de Poynting (pour les perturbations) de la maniere habituelle (c'est-a-dire

produits scalaires de (7.66) par HI = BI//J,Q, de (7.67) par —E\, et addition

des equations resultantes) ; ensuite on calcule le terme E\ • J\ a partir de
(7.107) et (7.62), en fonction des termes mecaniques, et cela, autant que
possible sous la forme d'une equation de conservation ; on porte finalement

cette expression de E\ • Ji dans 1'equation de Poynting des perturbations.
On trouve ainsi :

ou

(7.110)

(7.111)

sont les expressions classiques des densites d'energie electrique et magne-
tique dans le vide, et ou

(7.112)
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est le vecteur de Poynting, c'est-a-dire le flux d'energie electromagnetique
dans le vide ; on a de plus :

(7.113)

comme expression de la densite d'energie cinetique de perturbation, tandis
que

est le flux d'energie cinetique de perturbation ; finalement :

(7.114)

(7.115)

est le terme de source qui fait apparaitre dans (7.110) qu'avec les variables
choisies, le systeme des perturbations n'est pas conservatif.

En fait, nous savons que nos equations de depart decrivent un systeme conser-
vatif (pas de collisions et pas d'autre degre de liberte comme 1'agitation thermique).
D'ailleurs, puisque la forme d'une equation de conservation (instantanee et locale) n'est
pas unique, on peut penser qu'un choix plus approprie des variables permettrait de
mettre aussi le membre de droite de (7.110) sous une forme conservative. Cependant
nous ne poursuivons pas cette discussion. Nous renvoyons le lecteur interesse a [362] ou
sont developpees des formulations electrodynamiques plus generales et souvent utiles
de la densite et du flux d'energie moyenne.

Nous n'etudierons ici que des cas ou le terme source de droite dans
(7.110) est nul de fagon exacte, ou en moyenne dans le temps et/ou
1'espace ; dans le premier cas, la densite et le flux locaux et instantanes
d'energie de perturbation sont bien definis et uniques ; dans le second ce
sont les densites et flux d'energie de perturbation moyennes dans 1'espace
et/ou le temps, de sorte que 1'on a :

(7.116)

ou les crochets ( } designent une moyenne dans 1'espace ou le temps, et ou
1'on a exprime ces moyennes avec les amplitudes complexes. D'apres (7.116)
on voit que seul le dernier terme peut etre negatif, les trois premiers etant
essentiellement positifs.

On remarque que dans le cas electrostatique non relativiste et a une
dimension, pour lequel Rs est certainement nul, (7.110) se reduit au re-
sultat (6.57) obtenu dans la section 6.3, et (7.116) devient la somme des
equations (6.61) et (6.62), sommees sur toutes les especes de particules.

c) Instabilite de Weibel relativiste

Les equations relativistes correctes ne sont que legerement differentes de
(7.70)-(7.72) : me dans (7.71) est remplace par la masse longitudinale
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me£ = 7ome, et me dans (7.72) par la masse transversale mei — 7ome,
comme le demande la linearisation des equations de la quantite de mou-
vement relativiste [cf. (7.100)-(7.104)]. La masse electronique est modifiee
de fagon analogue dans (7.78)-(7.80), et on obtient finalement 1'equation
de dispersion :

(7.117)

avec Kt = (kyc/upt), ut = (u/upt), /30 = (v0/c), et u*t = 0^/70, a
comparer a la relation de dispersion non relativiste (7.92). La resolution
approchee de (7.117) pour (\uJt\ ^ 1) conduit a :

(7.118)

qui donne le taux de croissance relativiste correct de 1'instabilite de Weibel.
Ainsi, contrairement au resultat non relativiste (7.87), on trouve que

pour les grandes longueurs d'onde (ky —>• 0) 1'instabilite croit plus vite
(uji ~ A)7oc fcy), tandis qu'aux courtes longueurs d'onde (ky —> oo), le
taux de croissance tend vers une constante plus petite (a densite donnee)

1 /9 '
(uji ~ (/5o/7o )u}pe)- Evidemment, comme nous 1'avons deja remarque a
propos de (7.87), 1'instabilite est profondement modifiee (diminuee) par les
effets d'agitation thermique dans ce domaine des courtes longueurs d'onde
(cf. chapitre 11).

Passant maintenant a 1'energetique de perturbation de cette instabi-
lite, on peut tout d'abord montrer (cf. probleme P7-12) que la moyenne
spatiale de (7.110) est nulle : (^2SRS) = 0. La densite moyenne d'energie
de perturbation est done donnee par (7.116). La partie de (Up) qui est
negative est clairement le dernier terme de (7.116) lie aux deux faisceaux
d'electrons opposes. On trouve comme condition d'instabilite la relation
(7.99), TI prenant sa forme relativiste (7.108). Les resultats essentiels de ce
calcul sont representes sur la figure 7.13. On voit que les effets relativistes
ne sont pas importants.

d) Ondes se propageant transversalement a un faisceau
d'electrons

Considerons un faisceau d'electrons infiniment etendu de densite no et de
vitesse 'VQ = xv$, neutralise par un fond continu d'ions immobiles (les
modes que nous allons etudier etant de haute frequence, il est justifie de
negliger les petits mouvements des ions). Etudions de petites perturbations
se propageant dans la direction y perpendiculaire au faisceau d'electrons,

c'est-a-dire avec k = yky. Sans perte de generalite on peut supposer
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que les ondes n'ont aucune dependance en x et z. Pour une dependance
spatio-temporelle des grandeurs en exp(ikyy — iujt), on trouve (cf. probleme
P7-13) trois modes distincts. Ceux-ci sont caracterises par les relations de
dispersion et les polarisations representees sur la figure 7.15, soit :

• Mode TEM

• Mode F

• Mode S

(7.119)

(7.120)

(7.121)

ou Ton a introduit les memes variables normalisees (kyc/ujpt) = Kt et
(VQ/C) — fa que dans (7.117).

On remarque que, bien que les relations de dispersion (7.119) et (7.120)
soient identiques, elles representent des modes tres differents : le premier
est un mode transverse electromagnetique pur, le second ne Test pas. Par
ailleurs le mode S n'est pas electrostatique bien que son equation de dis-
persion corresponde a une oscillation a la frequence plasma longitudinale.
Une analyse non relativiste ne donnerait pas pour ce mode un resultat
correct (cf. probleme P7-14).

Finalement, on peut remarquer que les resultats obtenus ci-dessus peu-
vent aussi 1'etre par un simple changement de repere. En se plagant dans
le repere se deplagant a la vitesse VQ du faisceau, on doit trouver les modes
classiques d'un plasma froid : deux modes trans verses avec deux polarisa-
tions orthogonales et un mode longitudinal electrostatique. En revenant au
repere du laboratoire au moyen d'une transformation relativiste correcte

pour k et u; et pour les champs E et B, on obtient les resultats (7.119),
(7.120) et (7.121) (cf. probleme P7-15).

Examinons finalement les energies de perturbation associees a ces
modes. On peut montrer immediatement que (7.115) s'annule, R = 0,
de sorte que (7.116) donne la densite d'energie de perturbation moyenne
pour les champs. En particulier, en calculant (7.116) pour chacun des trois
modes (cf. probleme P7-16), on trouve :

• Pour le mode TEM, puisque n\ = 0 la densite d'energie est positive
et egale a :

(7.122)



Figure 7.15 : Modes electromagnetiques a propagation transverse a un
faisceau d'electrons.

Polarisations et equations de dispersion des modes :
(a) Mode TEM (7.119).
(b) Mode F (7.120).
(c) Mode S (7.121).
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• Pour le mode F le dernier terme de (7.116) est positif et on a :

(7.123)

• Pour le mode S le dernier terme de (7.116) se trouve etre negatif
mais la densite moyenne tot ale d'energie est :

(7.124)

et done aussi positive.

Le fait que tous les modes soient a energie positive peut aussi s'obtenir plus facile-
ment par transformation de 1'energie moyenne du repere du faisceau a celui du labo-
ratoire. En effet, en affectant a nouveau d'un prime les grandeurs dans le repere en
mouvement a la vitesse VQ (repere du faisceau) on peut montrer [361] que Ton a en
general:

(7.125)

ou v^ et v^ sont les vitesses de groupe dans les reperes du laboratoire et du faisceau
respectivement, et ou les transformations du vecteur d'onde et de la frequence sont
donnees dans le probleme P7-15. On remarque que dans le cas non relativiste,
c —>• oo, (7.125) se reduit a la formule (6.66) qu'on a utilisee pour les ondes longitudinales
non relativistes au paragraphe 6.3.4. Pour les ondes transversales au faisceau, puisque

k • VQ = 0, on a (u//u;) = 70 qui est positif. Ainsi, puisqu'on a vu que 1'energie (U')k/
du mode est positive dans le repere du faisceau (dans ce repere le systeme est un plasma
froid), (7.125) montre que (U)k est aussi positif.

Ainsi, il n'y a pas d'onde d'energie negative dans la propagation trans-
versale a un faisceau d'extension infinie. Cette situation est tres differente
du cas des ondes electrostatiques le long d'un faisceau (cf. section 6.3). On
ne peut done pas, comme on 1'avait fait pour les ondes electrostatiques,
decrire 1'instabilite de Weibel dans deux faisceaux opposes par un couplage
entre une onde d'energie positive dans un faisceau et une onde d'energie
negative dans 1'autre. II nous faut, au lieu de cela, examiner le systeme
dans son ensemble et rechercher une condition d'energie de perturbation
(6.111) conduisarit a 1'instabilite (cf. P7-12).

7.6 Problemes

P7-1 Instabilite faisceau-plasma : domaine
d'instabilite

a) Partant de la relation de dispersion (7.12), montrer que (dH/d(jjr) = 0 pour ujr =
[ ( k r v 0 ) / ( l + 61/3)}=uJo (cf. Fig. 7.2).
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b) Montrer que H(UJQ} = (1 + 61 /3)3 / (k rvo)2 et en deduire que 1'instabilite apparait
dans les intervalles donnes par (7.14) et (7.15).

P7-2 *Instabilite faisceau-plasma avec gradient
de densite

On considere un faisceau d'electrons uniforme, "t^o — XVQ avec VQ = Cte et n0f, — Cte,
s'ecoulant dans un plasma d'electrons dont la densite varie avec x, nop(x). On suppose
la dynamique a une dimension et la neutralite de 1'ensemble dans 1'etat non perturbe
realisee grace a un fond continu d'ions positifs immobiles.

a) En supposant une dependance temporelle en e~lu}t pour tous les champs du premier
ordre, montrer que les equations dynamiques linearisees du plasma d'electrons
s'ecrivent :

(7.126)

(7.127)

et que pour le faisceau uniforme d'electrons les equations (7.3) et (7.4) devien-
nent :

(7.128)

(7.129)

(7.130)

ou, pour alleger 1'ecriture, on a introduit 1'operateur :

b) En utilisant 1'equation de Poisson linearisee, eliminant toutes les variables sauf la
perturbation de vitesse du faisceau, et en posant pour celle-ci :

montrer que 1'equation differentielle determinant Uf,(x) est :

(7.131)

u ( x )avec Cp(x) = 1 ^-5—, ou cjf, est la frequence du faisceau d'electrons.

c) Supposer que le plasma d'electrons non perturbe a un gradient lineaire, et designer
par x = 0 la position a laquelle sa frequence plasma est egale a une frequence
reelle donnee uj. soit :

(7.132)

ou a = (d/dx)u}p(x) est une mesure du gradient de densite. En utilisant cette
relation, montrer que (7.131) devient une equation de Bessel et en ecrire les
solutions. Quelles conditions au limites faut-il imposer?

d) Determiner la perturbation E\ (x) du champ electrique, et tracer sa courbe en fonc-
tion de x (x > 0 et x < 0) pour a > 0 et a < 0. Quel est le cas instable? Expliquer
physiquement pourquoi. Comparer le taux de croissance spatial asymptotique
avec celui qu'on aurait pour un plasma uniforme.
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P7-3 Instabilite de Buneman : domaine d'instabilite
En suivant les memes etapes qu'au probleme P7-1, mais appliquees a (7.26), demontrer
les resultats (7.28) et (7.29).

P7-4 Instabilite de Buneman : taux
de croissance maximum

Une autre maniere approchee (cf. [81]) d'etablir le resultat (7.35) directement a partir
de la relation de dispersion (7.25) est la suivante :
a) Pour k reel, et supposant \u> > u>pi, montrer que (7.25) peut s'ecrire de fagon

approchee sous la forme :

(7.133)

(7.134)

b) Posant u — \uj eld, montrer que Pequation ci-dessus donne :

En deduire que u>i est maximum pour 9 = (?r/3), ce qui donne (7.35).

P7-5 Instabilite a faisceaux paralleles :
amplification spatiale

On considere la relation de dispersion (7.40) pour deux faisceaux d'electrons paralleles
avec un fond continu neutralisant d'ions immobiles. On pose u>pi = ujp2 = up et t>oi =
v + (Au), i>o2 = v — (Af) ou v = (VQI + VQ2)/2 est la moyenne des vitesses des deux
faisceaux.
a) Avec kx = (t*Jr/v) + K, et en supposant que (At;) <C v et K\ <C (u)r/v), montrer que

la relation de dispersion peut s'ecrire sous la forme approchee :

(7.135)

ou 7 = (V/UJP)K et s = (ur/ujp')(Av)/v. On remarque que (7.135) est de la meme
forme que (7.45) ou (7.37).

b) A partir de (7.135) montrer que le taux de croissance spatiale maximum spatial
(pour la direction x > 0 du mouvement des faisceaux) est (fcj)max = ~(up/2v)
et que cela se produit pour ujr = (\/l$/2)(v/Av)ujp. Tracer les courbes kr(ur) et
ki(ujr} pour les quatre racines de 1'equation de dispersion.

P7-6 Faisceaux opposes avec mouvement des ions
Quand deux faisceaux d'electrons opposes circulent dans un fond continu d'ions immo-
biles, le mode instable est purement croissant ( u i ( k r ) > 0 avec u>r(kr) — 0 [cf. Fig.
7.8(b)]. Lorsqu'on tient compte de la dynamique des ions une autre branche instable
apparait avec uj(kr) complexe et ujr(kr) ^ 0. (cf. [93])

a) Partant de (7.46), et utilisant les variables normalisees Q = LO/UPC et K = kxvo/ujpe,
montrer que la relation de dispersion du sixieme ordre Q(/-cr) est :

(7.136)
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b) En negligeant /j, par rapport aux termes d'ordre 1, ainsi que le terme en f26, montrer
que (7.136) a des solutions instables pour Kr ~ 1 donnees par :

(7.137)

comme on 1'a vu dans la section 7.4.3.

P7-7 Dynamique relativiste electrostatique
a une dimension

En supposant des champs purement electrostatiques, les equations relativistes a une
dimension d'un plasma froid s'ecrivent :

(7.138)

(7.139)

(7.140)

avec F — nv, p = ~imQV et 7 = (1 — v2/c2) 1/2. Ces equations sont la generalisation
relativiste de (6.1) - (6.3).

a) En partant de 1'equation de Maxwell-Ampere (6.4), etablir 1'equation de conserva-
tion a une dimension de 1'energie relativiste :

(7.141)

ou T = 7moc2 — moc2 est 1'energie cinetique relativiste d'une particule. Noter
aue Ton a en eeneral :

(7.142)

avec -4r = (Jj + ~~v* • V). Montrer que dans la limite non relativiste, (7.141) se
reduit a (6.8).

b) Pour un faisceau d'electrons, neutralise par un fond continu d'ions immobiles, mon-
trer que la forme linearisee de (7.139) est :

(7.143)

ou 70 = (1 — vQ/c2) 1 ! °t fno est la masse au repos. C'est la generalisation
relativiste de (6.15) ; 70^,0 = rag est parfois appelee la "masse longitudinale",
car c'est elle qu'on s'attend a voir dans la dynamique relativiste a une dimension
dans la direction de VQ. Comme la linearisation de (7.138) et (7.140) conduit
respectivement a (6.14) et (6.17) sans aucun changement, on voit que tous les
resultats obtenus pour la dynamique electrostatique, a une dimension de pertur-
bation, des faisceaux d'electrons, peuvent s'appliquer aux faisceaux relativistes
(c'est-a-dire tels que VQ < c) en remplagant simplement m par m^ ; par exemple

<jjp — (q2no/eom) devient

qui depend de (VQ/C).
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c) Determiner 1'expression relativiste correcte de la conductance electronique [dans la
limite des faibles charges d'espace, (u>p/ui) <C 1], et montrer que la figure 6.15
(cf. probleme P6-12) est done modifiee en remplacant Go/2 par Go/7o(7o + !)•

d) Determiner la condition relativiste correcte de stabilite dans le probleme de la diode
de Pierce (cf. probleme P6-10).

P7-8 Conservation relativiste de 1'energie
dans un plasma froid

a) Etablir (7.57) en partant de la demonstration classique du theoreme de Poynting a
partir de (7.52) et (7.53).

b) En utilisant (7.47), (7.48) et (7.51) etablir la relation :

Noter que Ton a, comme dans le probleme P7-7 :

(7.144)

(7.145)

Enfin, utiliser cette relation dans 1'equation de Poynting de la partie a) et obtenir
ainsi (7.57).

P7-9 *Faisceaux opposes : champs

electromagnetiques transversaux avec EI J_ ~VQ
Contrairement au cas montre sur la figure7.11(a), on considere 1'autre polarisation pos-

sible d'une onde electromagnetique par rapport a VQ (cf. Fig. 7.16).

Figure 7.16 : Onde electromagnetique de polarisation stable dans un
systeme a deux faisceaux opposes.

a) En supposant que les champs sont independants de x ou z, montrer que (7.62) et
(7.63) se reduisent a :

et

(7.146)

(7.147)
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Ces champs electromagnetiques n'interagissent done pas avec les vitesses de fais-
ceau (comme on le voit a partir de leur polarisation par rapport a UQ) et leur
dynamique est done la merne que celle des champs dans un plasma froid station-
naire.

b") Montrer nue Ton a done :

avec :

(7.148)

(7.149)

(7.150)

Etablir la relation de dispersion de ces ondes electromagnetiques, soit :

avec Xzz(uj) — <jzz(u}}/(—iuieo). Montrer qu'elles sont stables et tracer la courbe
u(kyr).

P7-10 Instabilite de Weibel non relativiste :
conservation de 1'energie de perturbation

En partant de 1'equation de Poynting appropriee (7.93), des equations (7.70)-(7.72) pour
la dynamique des particules, et de 1'equation de Faraday (7.73), etablir les formules
(7.94)-(7.97).

[Remarque. En essayant d'exprimer EX\JX\ sous la forme d'un terme de source
conservatif a partir de (7.76) et (7.71), on ne fait intervenir que vxi, n\, et leurs derivees
partielles par rapport au temps. On fait ainsi apparaitre le terme (d/dt)(mev'^;1/2). Puis,
en se servant de (7.70) et en transformant les autres termes de EXJX\, on obtient les
termes (d/dt}(meVQVxini) et ( d / d y ) ( s j f y ) . II reste une expression qui, compte tenu de
(7.71)-(7.73), fait aussi apparaitre le terme (d/dt}(mev^l/2).}

P7-11 Linearisation de la quantite de mouvement
relativiste

La quantite de mouvement relativiste d'une particule est :

(7.151)

ou 7 = (1 — t)2/c2) l' 2, et mo la masse au repos. Ainsi chaque composante de ce vecteur

est fonction des trois composantes de la vitesse. Pour "tT = VQ + Ui, avec vi\ <C VQ\,

montrer que le moment du premier ordre de la zeme composante de ~p* est :

(7.152)

En deduire (7.100).

P7-12 Instabilite de Weibel relativiste :
energie de perturbation

a) En partant des equations relativistes (7.70)-(7.72), montrer que (^ Rs} = 0 pour
les ondes se propageant transversalement a un systeme de deux faisceaux op-
poses. Identifier ainsi (7.116) a la moyenne spatiale de la densite d'energie totale
constituee de (Uem) + (UK)-
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b) A partir de la relation de dispersion (7.117) des ondes instables, u> — imi avec o^ > 0,
montrer que (Uem}^ > 0 et (Ux}k < 0 et que

comme 1'impose (7.98) dans un systeme conservatif instable.

(7.153)

P7-13 * Ondes se propageant transversalement a un
faisceau d'electrons

On considere un faisceau d'electrons d'extension infini, neutralise en charge et en courant
par un fond continu approprie d'ions. Dans 1'etat d'equilibre le faisceau d'electrons a
une densite no constante et une vitesse uniforme VQ — XVQ.
a) En negligeant le niouvement des ions, et en supposant des perturbations de la forme

e~x.p(ikyy — iwt) independantes de x et z, montrer que les equations dynamiques
relativistes linearisees (7.103) et (7.104) deviennent :

(7.154)

(7.155)

(7.156)

(7.157)

b) A partir des resultats de la partie a) et des equations de Maxwell, montrer que les
solutions (modes) avec des champs Ez\ et Bx\ sont decouplers de celles ayant
des champs Ex\, Ey\ et Bz\.

c) Montrer que le premier type de mode avec des champs Ez\ et Bx\ (et done seulement
une composante de courant Jz\) obeissent a 1'equation (7.119). Ce sont exacte-

1/2ment les modes TEM du probleme P7-9 avec u>p change en (wp/70 ) = ujpt,
c'est-a-dire me change en mt = Jome la masse transverse relativiste (7.101) des
electrons.

d) Pour les autres modes, avec des champs Exi, Eyi et Bz\, montrer que les densites
de courant de perturbation Jx\ et Jy\ sont reliees aux composantes du champ
electrique par la relation :

(7.158)

avec :

(7.159)

(7.160)

(7.161)

En portant (7.158) dans les equations de Maxwell, trouver 1'equation tensorielle
de dispersion

(7.162)
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ou Xij = ((Jij / — iweo) et les &ij sont donnes par (7.159)-(7.161). En deduire que

pour les solutions non triviales, le determinant du tenseur de dispersion D donne
la relation de dispersion

(7.163)

avec Qt — (uj/Upt), Kt = (kyc/<jopt) et /3rj = (VQ/C). Enfin, a partir de (7.162) et
(7.163), etablir les proprietes des modes F et S donnees par (7.120) et (7.121).

P7-14 Ondes transverses a un faisceau d'electrons :
analyse non relativiste

On considere seulement les modes avec Ex et Ey couples comme dans P7-13 (d). En
utilisant les equations non relativistes (7.62) et (7.63) pour la propagation transversale
a un faisceau d'electrons, on trouve la relation de dispersion suivante pour ces ondes :

(7.164)
ou £1 = (cu/cjp), K = (cky/u)p), et /3o = (VQ/C). Tracer les courbes des solutions uj(Kr)
de 1'equation ci-dessus et noter qu'elle sont bien differentes des solutions relativistes
correctes, (7.120) et (7.121), representees sur la figure 7.15. Comparer les resultats de
Panalyse non relativiste a ceux des formules (7.120) et (7.121) et expliquer les differences.

P7-15 Ondes transverses a un faisceau d'electrons par
changement de repere

II est montre dans la reference [361] que, si 1'on affecte d'un symbole "prime" les quan-
tites dans le repere mobile a la vitesse VQ , on a les formules generates de transformation :

(7.165)

(7.166)
avec 70 = (1 — v^/c2) l/2, les indices inferieurs || et _L se referant aux directions par
rapport a VQ. Dans le cas non relativiste c —-> oc elles se reduisent aux formules plus
simples de transformation galileenne. Pour les modes electrostatiques unidimensionnels
traites dans le chapitre 6, c'etaient les equations (6.37) et (6.38). En utilisant main-
tenant (7.165) et (7.166), on etudie cette maniere d'etablir les equations de dispersion
relativistes correctes pour les ondes en propagation transverse a un faisceau d'electrons.

a) Dans un repere mobile a la vitesse VQ le faisceau d'electrons est simplement un
plasma froid. Rappeler les modes de propagation dans un tel plasma, leurs po-
larisations et leurs equations de dispersion.

b) On considere maintenant ces ondes dans le repere du laboratoire ou les electrons se
deplacent a la vitesse constante VQ. En utilisant (7.165) et (7.166) et les resul-
tats de la partie a), etablir les relations de dispersion dans le systeme du labo-
ratoire pour les ondes se propageant transversalement a vQ , et montrer qu'elles
coincident avec les formules (7.119)-(7.121).

c) En utilisant la transformation relativiste pour le champ electrique :

(7.167)

avec 7 = (1 — f^/c2)1/2, retrouver les polarisations des modes donnees par
(7.119)-(7.121).
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P7-16 Ondes transverses a un faisceau : energie
de perturbation

a) En se servant de 1'equation de conservation (7.110) relative aux perturbations, mon-

trer que pour toutes les ondes se propageant transversalement a VQ on a R = 0
et que (7.110) est done bien une equation de conservation de 1'energie.

b) A partir de (7.116) calculer les densites d'energie des modes et montrer qu'elles sont
donnees par (7.122)-(7.124).
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du volume 2.

Abreviations

e electron(s)
i ion(s)
o neutre(s)
AP approximation
B champ magnetique
EM electromagnetique
ES electrostatique
ET equilibre thermodynamique
ETL equilibre thermodynamique local
F faisceau
F onde rapide (fast)
L longitudinal(es)
p, moment magnetique orbital
PF plasma froid
QMV quantite de mouvement
T temperature
T transverse(s)
TEM transverse electromagnetique

Atomes et molecules

AT 172, 183, 205, 210, 212, 327
Br 186
C 186
Cl 182, 186
C12 185
CO 172, 185, 206, 210
CO-2 172, 185, 206, 210
Cs 172, 183, 211
Cs2 185
F 186, 210
H 183, 186, 193
He 172, 182, 206, 210, 211, 327

He2 185
Hg 172, 183, 210
Hg2 185
HO 186
H-2 172, 185, 186, 193, 206, 210, 297
H2O 172, 185, 206
H3N 172
H4C 172
/ 183, 186
12 185
K 183, 210, 211
K2 185
Kr 172, 183, 206
Li 172, 183, 186, 210, 211
Li2 185
N 172, 183
Na 172, 183, 186, 211
Na2 185
Ne 172, 183, 206, 210, 297
NO 172, 210
N2 172, 185, 206, 210
N2O 172
O 172, 183, 186
O2 172, 185, 186, 210
Xe 172, 206

A

Adiabaticite
rapport d' 95-97
spatiale 102
temporelle 102, 138

Affinite electronique 186
Application standard 201
Attachement
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evolution de ne 238
mecanismes 192

B

Balistiques (modes) 115
Bases de donnees 199
BGK (Bhatnagar, Gross, Krook)

cf. Equation, Collisions
Bremsstrahlung

cf. Rayonnement
inverse (absorption) 460

C

Caracteristiques (Lagrange) 112, 224
Causalite (principe de) 126
Caviton 215
Centre guide 88
Champ de rayonnement

dans le vide 430
dans un plasma 437
etats quantiques 432

Champ electrique critique
echauffement des e 313, 342, 382

Champ magnetique
convection (MHD) 68
diffusion (MHD) 68

Champs d'une particule
de convection 405
de rayonnement 405
non relativiste 406

Chaos
spatio-temporel 210

Chaotique (dynamique) 198
Chapman et Cowling (formule) 306,

339
Chauffage par turbulence 312
Chirikov (condition) 200
Chirikov-Taylor cf. Application
Choc acoustique ionique 212
Classification des plasmas

bremsstrahlung e — i 419
densite, temperature 9
interactions radiatives 49
longueurs fondamentales 33
par rapport aux ondes 46

Coefficients de transport,
espace des vitesses

additivite 359, 390
deplacement 354, 388
diffusion 354, 390, 392

dispersion angulaire 355, 361
dispersion longitudinale 355
ions suprathermiques 366
ralentissement 355

des e 359
des i 360

Coefficients radiatifs
absorption 44%, 44®
emission 44%, 449
extraction 441
injection 441

Collision(s)
coherentes, incoherentes 154
coulombienne(s) 36, 150, 347

coupure de Debye 164, 348
deviation 158
divergence de <j\ 164
impact critique 150, 349
lointaines 165, 350
In A 39, 167, 367
proches 37, 166, 350

elastique(s) 141
dephasages 160
deviation, 37, 148, 291
effet Ramsauer 172
masse reduite 144
mouvement relatif 145
ondes partielles 160
parametre d'impact 36, 146
spheres dures 152, 158, 165,

294
spiralante (tp ?s 1/f4) 180
systeme du laboratoire 174
theorie quantique 159

inelastique(s) 181
catalogue 192
complexe intermediaire 198
equations cinetiques 430
hydrogene 193, 194
ternaires 197
troisieme corps 197

modeles en dynamique lineaire
BGK 182, 229
Fokker-Planck 183
Lenard-Bernstein 185, 229
relaxation 181
Vedenov 184

probabilite 156
simples, multiples 155

Colonne positive
lois de similitude 230
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regime
chute libre 234
Schottky 233, 235, 245

Commutation d'operateurs 537
Compression

adiabatique 109, 95
magnetique 109

Compton (diffusion) 49, 211, 448, 460
stimulee 465, 471

Conductivite electrique 100, 301
effet Hall 126, 301
gaz faiblement ionises 301
magnetoresistance 126, 301
plasmas 166, 379

courant continu 40
longitudinale de Vlasov 142
Lorentz 379, 399
plasmas froids 125
plasmas intermediates 329
Spitzer 40, 380, 383

Conductivite thermique 57
gaz faib. ionises 324
plasmas 386, 399

Conservation cf. Equat. de transport
Constantes du mouvement 122, 117
Convergence developpement en fonc-

tions spheriques 299
Coordonnees tournantes 128
Correlations

definition 411
equilibre (ET) 40
hydrodynamique des 100
plasmas 26, 41

Couplage(s) d'ondes
phases aleatoires 210, 230
resonnant 206

entre anisotropies 298, 336
Courant electrique

creation cf. Current drive
deplacement 102
diamagnetisme 81
magnetisation 91
toroidal cf. Current drive

Current drive
LHCD (tokamak) 59
modele de Fisch 205, 230

Cyclotron (vecteur rotation) 86
cf. aussi Resonance, Frequences

D

Dawson (modele multifaisceaux) 149

Decharge(s) dans les gaz 10, 65
claquage laser 73
etincelle 72
hautes frequences 73, 221
luminescente 68
regime d'arc 70
regime de Townsend 68

Degre d'ionisation 5
Demi-flux radiatifs 434
Densite

d'energie radiative 433
dans espace des phases 3
de QMV radiative 433
des photons 433
double 29, 10, 11
et partie isotrope de / 332

Derive(s) 103
courbure magnetique 115
electrique 94, 115, 138
gradient de B 116, 139
gravitationnelle 97, 115
vitesses macroscopiques 81

Diamagnetisme 58, 91, 79
et derives 118, 139

Diffusion
ambipolaire 223

deux especes d'ions 243
parfaite 226

coefficient de 207, 321
des electrons

libre (gaz neutre) 207, 316
plasmas intermediaries 343

longueurs de diffusion 218
modes propres 217

cf. aussi Modes propres
quasi lineaire : cf. Quasi lineaire
thermique

gaz faiblement ionises 322
Diode de Pierce 343
Dispersion (relation) 15, 41, 438

cf. aussi Ondes, Instabilites
Dispersion (tenseur de) 274
Distance moyenne e-e 33, 349
Doppler (effet) 191

E

Echauffement des electrons
equilibre 310, 311, 341

Echelles de temps
dynamique d'un plasma 40
theorie de la diffusion 317
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Echos de plasma
spatial 218
temporel 216

Ecoulement libre 114, 222, 223
Effondrement 215
Einstein

processus radiatifs 451
relation D/v 209

Elliptiques (points) 191
Emission

spontanee 449
stimulee 449

Emissivite spectrale des e 451
Energie

cinetique moyenne 332
d'interaction 29
d'onde 256, 259, 148, 151, 152,

154
de correlation 30
de Fermi 35
de perturbation 257
de reaction 188
libre 297
potentielle d'un plasma 81

Entropie 118
Epaisseur de peau

collisionnelle 228
non collisionnelle 170

anormale 170
Equation de Balescu 374, 377
Equation de BGK 183
Equation de Boltzmann 371, 376

caractere local 23
collisions inelastiques 29, 31, 38
demonstration 17
fonctions spheriques 335, 340
invariants 24, 42
irreversibilite 25
photons 446, 448, 457
sans second membre 15

Equation de Fokker-Planck 183, 373,
378, 398, 399

modele de Lenard-Bernstein 185
lois de conservation 228

modele de Vedenov 185
Equation de Landau 374, 377, 378,

395, 398
Equation de Liouville

a une particule 15
plasmas 7, 34
variables T^ et w 7
variables conjuguees 4

Equation de Vlasov 16, 374, 375
cf. aussi Vlasov
entropie 118
equilibres inhomogenes 223
incompressibilite du fluide 108
relativiste 120
reversibilite 108, 216
theoreme de Liouville 108

Equations cinetiques
gaz 1
locales ou non locales 371
melanges 27
plasmas 370

Equations de Maxwell 437
Equations de Lagrange 122
Equations de transport

chaleur 53
charge electrique 60
courant electrique 62
dissipation interne 295
dissipation petite 274
energie 250, 274, 295, 323, 345,

121
cinetique relativiste 120-121
interne totale 53
non relativiste 52, 224, ^32
perturbation 257, 329, 345,

233, 283
PF non relativiste 248
PF relativiste 322, 343, 344,

348
potentielle 52, 100
radiative 447

entropie 119
flux de QMV 53, 92
grandeur A 48
masse 60
particules 50
pression cinetique 53, 93
QMV 204, 51, 122

globale 61
non relativiste 224
radiative 44^
relativiste 122

temperature cinetique 54
termes d'interaction 49, 59, 84

B.B.G.K.Y. 88
correlations 86
gaz quasi homogene 88
reciprocite 88
Vlasov 49

Etendue (faisceaux lumineux) 443
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Eulerienne (description) 112

F

Faisceau(x) d'electrons 245
couplage au circuit exterieur 287
creation d'un plasma 242
dissipation interne 294
dynamique en dimension 247

equations lineaires 248
equations non lineaires 247
fonction de reponse 280

effet Doppler 252
energie

cinetique de perturbation 283
developpement en serie 282
d'onde 257
faisceau non homogene 283

excitation par deux grilles
admittance 291, 293
dipolaires 261, 284
espacees 265

maxwelliens
ondes peu amorties 284

modes propres (naturels) 251
onde lente 251
onde rapide 251

Fermeture
equations hydrodynamiques

adiabatique 54
Euler 55
Navier-Stokes 56
plasmas froids 54

systeme B.B.G.K.Y. 14
Fluide quasi continu 36
Flux dans 1'espace des vitesses

gaz faiblement ionises
effet Joule 303
refroidissement (collisions) 307

plasmas
collisions lointaines 368, 371

Flux
chaleur

et anisotropies de / 334
tenseur ^5
vecteur 47, 323

energie 276
cinetique 47, 323
d'ondes 225
radiative 433

entropie 119
photons 433

QMV
radiative 433
tenseur 46

Fokker-Planck
cf. Equation, Collisions

Fonction de reponse longitudinale 129
Fonction Z de dispersion 163, 218, 227
Fonction(s) de distribution

anisotropies 292, 330
approximation reguliere 345

bi-maxwellienne 240
d'equilibre 117, 118, 223
de revolution

autour de k 274
autour d'un axe 334

double 10
Druivesteyn 314, 342
Lorentz-Cauchy 134, ^69

reponse a excitation initiate
225

maxwellienne 75, 290, 312
deplacee 42
imposee (collisions e-e) 326
relativiste 158, 226

normalisee 128
partie isotrope 292, 331
photons 431
reduite a une dimension 171
simple 9

Fonctions propres
laplacien 219, 239
operateur de Boltzmann 293, 337
operateurs de rotation 357

Force d'interaction 143
Frenet (triedre de) 131
Frequence(s)

attachement 238
collisions 6, 367

constante 232
&-hv 461
e-i 38
e-o 203, 294
experimentales 296
moyenne 342
potentiel l/rs 295

coupure 42
cyclotron 86, 96
fondamentales UJP et vco\\ 367
ionisation 213
plasma 13, 367
rebondissement (piegeage) 192

Fusion nucleaire
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confinement
inertiel 61
magnetique 58, 106, 78

critere de Lawson 57
par laser, attaque indirecte 64
parametre (3 58, 91
reactions de fusion 53
temperature de Post 57

G

Gaines 24, 78
Gaunt (facteur) 421, 426
Gaz de Lorentz

electrons-neutres 290
imparfait 306, 316
parfait 292

photons-electrons 44$
Gaz faiblement ionises 51, 287
Gel du plasma dans B 105
Gradient, champ de vecteurs 130
Grandeurs hydrodynamiques

definitions 44
radiatives 433, 439

equilibre (ET) 436, 439
rayonnement isotrope 435

Gyrotron 293

H

Hamiltonien
particule chargee 134, 32
plasma (semi-relativiste) 33

Hydrodynamique radiative 44^
Hyperboliques (points) 191

I

Impedance d'un plasma 17, 180
Impulsion solitaire 212
Indice de refraction (rayons) 440
Instabilite(s)

absolue 315
convective 315
criteres cf. Penrose
distributions anisotropes 274
explosive 208
parametriques 208

a deux courants 216
Rayleigh-Taylor 64
saturation 211, 261

Instabilite(s) electromagnetique(s)

F opposes, T anisotropes 286
purement croissante 279
Weibel non relativiste

AP magnetoquasistatique 324
effets non lineaires 332
dispersion 327, 328, 273, 276
domaine d'instabilite 280
energie de perturbation 329
evolution non lineaire 332, 282
F opposes, T anisotropes 277
mecanisme centre-reaction 329
plasma froid 323
plasmas, T anisotrope 282

Weibel relativiste
dispersion 337
energie de perturbation 345

Instabilite(s) electrostatique(s)
Buneman 261

avec agitation thermique 261
dispersion 309, 312
domaine d'instabilite 309, 340
evolution non lineaire 312, 268
plasmas froids 263
regime acoustique ionique 265
regime cinetique 264
taux de croissance 311, 342

de courant 297, 309
deux faisceaux e opposes

dispersion 313
domaine d'instabilite 314
evolution non lineaire 317
instabilite absolue 315
maxwelliens 285
modele plasma froid 315
mouvement des ions 317, 342

deux faisceaux e paralleles
amplification spatiale 315, 342
dispersion 315-317
domaine d'instabilite 318
evolution non lineaire 319

deux faisceaux i 320
diode de Pierce 267, 288, 291
faisceau e-plasma 254

agitation thermique 254
chaud-chaud 258
chaud-froid 256, 284
evolution non lineaire 308, 261
froid-chaud 260
froid-froid 309
solutions Lu(kr) 301, 225

faisceau e-plasma (froid-froid)
amplification spatiale 305
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collisions 306
croissance maximum 303
dispersion 299-301, 307
domaine d'instabilite 340
effets non lineaires 308
gradient de densite 341
plasma=milieu reactif 305
solutions k((jjr) 305
solutions uj(kr} 301

faisceau-milieu dissipatif 267
onde lente instable 270
onde rapide stable 270

faisceau-milieu reactif 276, 306
bilans d'energie 278
dispersion temporelle pure 280

Pierce-Budker-Buneman 309
Intensite du rayonnement 430, 439

equilibre (ET) 436, 440
lumiere naturelle 431

Invariant(s) adiabatique(s) 104, 120
action longitudinale 121, 140
de flux global 121
ft orbital 90, 109, 121

lonisation cf. Degre, Saha
Ionosphere 10
Ions negatifs 186

J

Joule (effet)
avec un champ B 341
gaz faiblement ionises 305

K

KAM cf. Tores
Kirchhoff (loi) 451
Klystron

amplificateur 285
reflex 293

Kortweg-de Vries (equation) 213

L

Lagrange cf. Equations
Lagrangienne (description) 112
Landau

amortissement 43, 147, 154, 157,
158, 159, 160, 174

collisions 183
coupure relativiste 226
non lineaire 211

contour 134
dissipation 143

Langevin (formule) 203
Langmuir

paradoxe 308
sonde 78

Larmor (formule) 48, 408
Lasers

a electrons libres 293
de puissance 63

Legendre
fonctions 292, 330
polynomes 293, 369, 393

Libre parcours moyen
collisions proches 36, 349

Lienard-Wiechert (potentiels) 403
Limite centrale (theoreme) 77
Longueur(s)

d'interaction e-hv 461
d'interaction hv-e 4.60
Debye 21, 227, 333, 156, 349
ecran 29
Landau 21, 349
Rosseland 457

Lorentz cf. Gaz

M

Magnetohydrodynamique
approximation 324
gaz faiblement ionises 73
liquides 66
plasmas 75

Magnetoquasistatique (AP) 324
Manley-Rowe (relations) 208, 230
Margenau : cf. Echauffement
Maxwellianisation e-e 395
Metastables (etats) 182, 184
Methode regressive (Yvon) 1, 375
Microchamps et macrochamps 437
Microreversibilite 200, 31, 450
Milieu faiblement dissipatif

relation ki(ujr)—u}i(kr) 275
Miroir(s) magnetique(s)

cone de perte 113
de revolution 123, 132
force de freinage 139
rapport de miroir 112

Mobilite
electronique 203, 300

effet Ramsauer 205
experimentales 205
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loi de similitude 204, 314
plasmas intermediaries 343
reduite 204, 315

ionique 208
Langevin 208
loi de similitude 212
reduite 208

Modes propres
cavite cylindrique 240
cavite parallelepipedique 239

Moleculaire (regime) 36
Moment

de Lagrange p<p 124
H orbital cf. Invariant(s)

Monotron 293, 295

N

Newcomb-Gardner (stabilite) 232
perturbations electrostatiques

plasmas anisotropes 239
plasmas isotropes 236

perturbations quelconques 234
Niveaux d'energie

atomes 181
molecules 182

Nyquist (methode de) 242

O

Ohm (loi d') generalised 64
gaz partiellement ionises 98
plasmas binaires 101
plasmas multiples 97

Onde(s)
acoustique ionique 42, 160, 188,

207, 214
champs 226

active (energie negative) 255
Alfven 43, 71
hybride basse 206
longitudinales ES 170

plasmas anisotropes 275, 285
passive (energie positive) 255
plasma e 12, 42, 155, 207, 214

champs 226
dispersion 227
methode van Kampen-Case

227
plasma i 161
pseudo-sonore

cf. Onde acoustique ionique

siffleurs 44
TEM 17, 42, 167, 208, 285

plasmas anisotropes 275, 285
transverse a un faisceau

analyse non relativiste 347
changement de repere 347
dispersion 337, 338, 346, 277
energies de perturbation 337
modes TEM, F, S 338, 346
polarisations 338

Orbites
adiabatiques 101, 103
liees et non liees 134
liees provisoirement 135

Oscillations de gaine 16

P

Paquets d'ondes 194
coherentes

mouvement d'une particule
198

separatrices 199
temps d'autocorrelation 196

Parametre
de plasma 30
de Townsend E/n0 204

Particules resonnantes 143
echange d'energie avec onde 151

Partie principale d'une integrate 136
Peniotron 293
Penrose (conditions) 244, <^7

distributions avec un minimum
251

necessaires et suffisants 284
plasma equiv. a un F 248, 284

Permittivite
longitudinale

faisceau e 250
plasma 130

plasma froid 19
tenseur de 273

Photons thermiques moyens 437
Piegeage dans une onde 189

effet des collisions 194
electrons

passant 191
pieges 191

Planck (formule) 436
Plasmas

astrophysiques et geophysiques 9
cinetiques classiques 35, 349
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correles classiques 36
de laboratoire 10
froids (modeles) 100

EM non relativiste linearise
322

EM relativiste 320
ES relativiste 343

intermediates 53, 325
materiels ou radiatifs 459
theorie collisionnelle 345

Plemelj (formules) 136
Poincare (section de) 201
Polarisabilite atomique 209
Ponderomotrice (force) 214
Post-decharge 217
Potentiels d'interaction

electron-neutre 149
neutre-neutre 150

Prandtl magnetique 70
Pression

cinetique 44
et anisotropies de / 333

de radiation 455
inter-particulaire 35, 50
interne (Van der Waals) 52
magnetique (ct tension) 70, 79

Pseudo-periode 104, 119
Puissance dissipee 126, 139, 142, 230

Q

Quasi helicoi'dal (mouvement) 103
Quasi lineaire (theorie)

gaz faiblement ionise
conductivite electrique 309

plasmas 195
collisions 204
diffusion resonnante 197, 229
ondes coherentes 198
phases aleatoires 195

R

Rayon d'orbite 92
Rayon lumineux 439
Rayonnement

bremsstrahlung 413
bremsstrahlung e-i 49

Born 421, 428
dispersion du plasma 426
facteur de Gaunt 421, 426
longueur d'absorption 429

puissance totale ^21
spectre 423
theorie quantique 427
trajectoires rectilignes 4%%

bremsstrahlung e-o 414
correction quantique 4^6
dispersion du plasma 418
emissivite spectrale des e 416
puissance totale 416

cyclotron 48
corrections relativistes 413
description quantique 41®
distribution spectrale 411
longueur d'absorption 429
puissance totale 410

d'une particule chargee
distribution spectrale 408
puissance totale 408

des plasmas 401
longueurs d'absorption 4^0
synchrotron 49, 413

Reaction
constante de 197
taux de 195

pour maxwelliennes 200
ternaire

constante de 197
saturee pseudo-binaire 198

Rebondissement (piegeage) 145, 192
Recombinaison

coefficient de 236
en surface 215
en volume 237
mecanismes de 191

Refroidissement des electrons
collisions 306
diffusion 319
mecanismes 306

Relaxation
anisotropies 294
courant electrique 65
e-e 365
e-i 355, 365
e-o 52
i-e 365
i-i 365
par diffusion 219
partie isotrope de fe 307
photons-matiere 453
temps de (plasmas) 363

Resonance
cyclotron 43, 127
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electronique 140
ionique 130

hybride
basse 46
haute 46

Reynolds (nombre de)
hydrodynamique 70
magnetique 69

Rosenbluth (formules) 357, 369, 389
Runaways (e emballes) 381, 382

S

Saha (formule) 7, 77
Schrodinger (equation) 215
Section efficace

absorption de photons 450
collision elastique e-o 170
de reaction 191
differentielle

elastique 154
inelastique 30, 38

methodes de mesure 169, 180
Rutherford 158, 161, 327, 361
totale 162
transport 177

energie 180
QMV 164, 293

Seculaire (terme)
echauffement des electrons 304
particules resonnantes 152

Separatrice (orbite) 191
cf. aussi Paquets

Seuil de reaction 188
Siffleurs : cf. Onde(s)
Soliton 212, 214

de Langmuir 215
Spheriques (fonctions) 292, 330

cf. aussi Legendre
Standard map cf. Application
Stefan (constante) 437
Subsoniques (mouvements) 62
Susceptibilite electrique

equilibre
anisotrope 273
isotrope 167, 227

longitudinale
cinetique 128, 171
collisions 182, 228
faisceau e 250, 300
faisceau froid 150
plasma 128, 226

plasma froid 300
plasma de Lorentz-Cauchy 224
prolongement analytique 134
tenseur 167, 227

Systeme B.B.G.K.Y.
equation de /i 12, 34, 371
equation de /i2 14

T

Temperature
Boltzmann (2 niveaux) 450
cinetique 9
cinetique en eV 9
de diffusion 207
de rayonnement 445
electronique 343

Thomson (diffusion) 448, 460
Tokamak 205
Tores de KAM 201
Townsend (unite) 204
Trajectoires

B uniforme 85
cycloidales 95
dans une onde

espace de phase 191
Transfert radiatif

approximations
classique pour les e libres 452
diffusion 455
ETL complet 456
ETL partiel 454
quasi-statique pour hv 453

conductivity therm, radiative 456
equation de transfert 443
fonction source 443
profondeur optique 443

Transformation
confer me 242
Fourier-Laplace

domaine de convergence 126
Lorentz 96

Transitions libre-libre 451
Tube de force 105
Turbulence

faible 212
forte de Langmuir 215

V

Van Kampen, Case
modes 175, 228
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approximation WKB 180
orthogonalite 180, 228
spectre continu et discret 179

relation avec Landau 177
Variables fluides globales 58
Viscosite 57
Vitesse

d'Alfven 44
d'energie 259, 438
de fluide et anisotropies 332
degroupe259, 147, 151, 174, 439
de piegeage 191
du son 43

Vlasov-Maxwell (modele de) 107
cf. aussi equation de Vlasov
proprietes 108-122

Vlasov-Maxwell en 3 dimensions 164
cf. aussi Ondes

Vlasov-Poisson en 1 dimension 122

collisions 181
effets non lineaires 188
evolution asymptotique 138
excitation externe 139
fonction de Green 130
Fourier-Laplace 124
linearise 123
modes faiblement variables 145
modes naturels 129, 145-148, 162
non lineaire 123
perturbations spatiales periodi-

ques 131
relation de dispersion 129
reponse lineaire 127
reponses forcees 129

Z

Zakharov (modele) 214
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